Kapitola 6

Kurzweil Gv-Stieltjesiv integral

Riemanitiv — Stieltjesiv integial ma Siroké uplatréni vSude, kde je mino omezit
se na situace, kdy integrand a intagr nemdjspol€né body nespoijitosti (nebo,
v pfipacé (o) RS—integalu, neexistujbody, ve kteych by oke funkce nély ne-
spojitost na steja stra@). Pro rektee aplikace (hap v teorii hysterese a zin
pochazejcich vari&nich nerovnostech, viz [2], [24] a [25]) jeSak zadoud mit
k dispozici integal Stieltjesova typu, ktérsi nevynucujeadra omezenna spoji-
tost integrovafich a integruicich funkd. Ukazuje seze integal, ktery této poteke
nejlepe vyhovuije je inte@l, ktery budeme nagvat Kurzweillv — Stieltjesiv. Jeho
vyhodnost nesgiva jen v jeho obecnosti, alé i v relativii jednoduchosti jeho
definice i odvozehjeho vlastnost Navzdory Emto glednostem mu v monogra-
fické literatife nebylo doposuda&nowano tolik pozornosti jakou by si zaslgili
Pokud je mi zamo, stréné pojed@n o tomto integélu Ize nait v kapitole 24
Schechterovy monografie [41] z roku 1997 (tam jeyivé@n Henstockv — Stieltje-
sliv integ@l). Podrobgji se imto integalem zalva McLeodova monografie [34]
z roku 1980, kde je nagwan gauge integral("gauge”="kalibr"). Jaroslav Kur-
zweil powil tento integal jiz v roce 1958 (viz [29]) jako speini pripad zo-
becrérého neliné@rriho integélu, kte§ definoval ve sé fundamerélni praci [28]

z roku 1957, p vySetovan spoijitt ZAvislostifeSen nelinearrich diferencalnich
rovnic obsahugich Diracovu distribuci. Bhem sedmdésych let minueho sto-
leti byl jiZ ternin Kurzweilliv — Stieltjesiv integial (nebo Perrolv — Stieljesiv in-
tegial podle Kurzweilovy definice) &né powivan v praich zatyvajicich se zo-
becrénymi linearrimi diferencalnimi rovnicemi (viz nap. [45] nebo [53] a plice
tam citova@).

Cilem teto kapitoly je pedldzit co nejuceledjsi teorii Kurzweilova — Stieltje-

sova integalu.

6.1 Definice a zAakladni vlastnosti

6.1. Definice. Kazda kladra funkced : [a, b] — (0,00) se nagvakalibr na inter-
valu [a, b]. Mnozinu kalibili na [a, b] zna&ime ¥[a, b].

Je-li § kalibr na[a,b], Feknemeze zn&ere cBleri (o, &) intervalu [a,b] je
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120 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

d—jemre, jestlize plat
[0j-1,05]1C (& —0(&),& +6(&5)) provsechng =1,2,...,v(0).

(03 ]a,b]) zn&i mnazinu vSechd—jemrych zn&erych celeni intervalu [a, b].
Nehroz-li nedorozungén, powivame kradi znaeri «7(9).

Méjme funkcef, g:[a,b] — R a zn&ere ckler (o,€) € 7 [a,b]. Potom de-
finujeme jako v kapitole 5 integini solCet

v(o)

S(0.8) (= Sraglo,€) = Saglo,&a,b])) =D f(&) [9(o;) —g(o5-1)] -

j=1

6.2. Definice(KURzWEIL). Necht f, g:[a,b] =R a I €R. ReknemeZe exis-
b

tuje Kurzweillv — Stieltje@v integél (KS—integéI)/ f(z)dg(x) a ma hodnotu

I eR, jestlize

Ve>0 Eéseg[a,b]:((a,s)ed(65)> — ’I—S(a,é)‘ <e. (6.1)

Jestlze g(x) =z, pak misto o KS —integiilu mluvime o KH —integalu (Kurz-
b b
weilliv —Henstockyv integil) azna“n'lme/ f(z)dz resp./ fdz.

Budeme vydivat t&Z zkracere zn&eri

[1a=[ s dgto).

b a b a
Existuje-li integial/f dg, klademe fdg:—/f dg. Dale,/f dg=0.
a b a a

Tato definice je korekirdiky nasledujcim dvéma lemmaitm.

6.3. Lemma (CousiN). Pro kazdy kalibr § € 4[a,b] je mn&ina </ (§) vsech
d—jemrych zn&erych celeri intervalu [a, b] nepazdra.

Dlkaz. Mejme kalibr§ € 4[a,b]. Ozn&me M mnazinu \Sechc € (a, b] pro
néz je mna&ina </ (J; [a, ¢]) nep@azdra.

Necht ¢ = min{a +d(a),b}, o ={a,c} a &= (a). Protaze je j(a) >0, ma-
me c€ (a,b] a (0,&) € #(d;[a,]), tj. c€ M. Mnozina M je tedy nepazdra a
protod = sup M > —oo0.
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STIELTJESUV INTEGRAL 121

Ukazeme @le,ze d lezi v mnaziné M. Protaze je §(d) > 0, plyne z definice
supremagze existujec € (d — d(d), d] N M. Tudiz existuje tak 6—jemré zn&eré
déleri (o’,¢’) intervalu [a,c]. Necht c<d. (V opanrém gipack je trivialné
d=ce M.)Polzmeo =0'U{d} a¢é=(¢’,d). Potom(o,&) € 7 [a,d] a pro-
toze je [c,d] € (d—d(d),d+6(d)), znamea to tale, ze (o, &) € #(0; [a, d]), tj.
de M.

Je-lid=b, jsme s dikazem hotovi. Redpokhdejmeze jed < b. Zvolme libo-
volné (6”,¢") e 7 [a,d] ay € (d,d+(d)) N (d,b). (Takowe ~ existuje, protae
je 6(d) >0.) Mame tedyid,v]C(d—d(d), d+6(d)) aproto((a” U{~}),(£",d))
je 0—jemré zn&eré ckleri intervalu [a, ], tj. v € M. Protdze jey > d doséva-
me tak spor s definicd = sup M. Plaf tedy d = sup M =b a dikaz lemmatu je
dokorten. O

b
6.4. Lemma. Hodnota integélu/ f dg je podmnkou(6.1) urCena jednoznéne.

D Uk az. Fedpokhdejmeze existuj I1, [ € R, I # I, takowg, Ze plat (6.1),
kam dosatine I =I;, i=1,2. Polazme& = ; (I; — I»). Pak existuijkalibry &; a
09 tak, ze

|S(o,&)— 11| < € pro ka&zdé (o, &) € &7 (d1), (6.2)

|S(o, &) — 12| < € pro kazde (o, &) € o7 (62) (6.3)

Polazme §(x) = min{d;(z), d2(z)} pro x € [a,b]. Potom je Zejmeé ¢ také kalibr
aplat «7(5) C #7(01) N/ (d2). To znamea, ze plat solLasreé (6.2) i (6.3). Tuik

2e=|L—D|=|h-S(c,8)+S5(D(&) — I
< | —=S5(0,8)[+15(0, &) — I < 2¢.

Protaze toto nehmozné, mus byt I; = I. O

Nebude-li uvedeno jinak, bude nit v nasleduijicim textu symbol integralu vzdy
smysl KS —integalu.

6.5. Pozramka. Necht d, 6y € 9[a,b] ad < dp na[a,b]. Potom jess(§) C o (do).

Je-li tedy spl@na réjaka podninka pro sechna o, £) € o7 (dy), tim sdSe je spl@-
naipro \echna(o, ¢) € /(). Tudiz, mame-li can kalibr 6y € ¢[a, b], mlzeme
se v definici 6.2 omezit na kalibr§., pro ktegé je . < g nala,b].

Takeé pro existenci KS —integtu plaf podninka Bolzanova— Cauchyova typu.

121



122 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

6.6. Véta (BOLZANOVA — CAUCHYOVA PODMINKA). Nechit f, g:[a,b] — R.

b
Potom integal / f dg existuje pave tehdy, kdg plaf

Ve>0 36.€%|a,b]:
(6.4)
((0.0).(c" € e(6)) = |S(0.€)—S(o".€")] < <.

b
D Ukaz. a)Existuje-li integ11/fdg = TR, pak, podle definice 6.2,

pro kazdé € > 0 existuje kalibro, eé[a,b] takow, ze je [S(o,€) —I| <5 pro
véechna(o, £) € #/(4.). Pro ka&dou dvojici (a,&), (o', ¢’) € «/(5.) tedy mame

’5(075)_5(0/76,” < ’5(075)_I| + |S(0/?£/)_I| <eg,
tj. plati (6.4).

b) Predpokhdejme nyh Ze je spli@na podrinka (6.4). Buddano ¢ > 0. Podle
((6.4)) miizeme zvolit kalibrs. tak, aby|S(o, &) — S(o’,¢")| < /2 platilo pro
kazdou dvojici (o, &), (o/,&") € o/ (0c).

Ozna&me M mnazinu realnych Cisel m pro réz existuje kalibrd,, € 9[a,b]
takow, Ze nerovnostS(o, £) > m je splréna pro kadeé (o, &) € ().

b
Dokazeme, mnaina M je nepézdra, shora ohrafera asup M:/f dg.
Zafixujme (p,m) € &/ (o). Podle (6.4) plat

e 9 v

To znamea, ze (—oo, S(p,n) — 5) C M atedy M #.

Pro k&de m € M ax € [a,b] definujmed,, () = min{d,,(z), d-(z)} Potom
pro kazde m e M akadeé (o,€&) € 7 (6,,) C «/(d.) plai nerovnosti

m< S(0,€) < S(pm)+5, G MC(=00,S5(pm)+3).
MnoZzina M je tedy shora ohrabera a

S(p,m) —g <supM < S(p,n)+g-
Odtud podle ((6.5)) odvddhe koné&ne, Zze plat

15(e, &) — sup M| < |S(o,&) — S(p,m)| + [S(p,m) — sup M| < e

b
pro kazdeé (o, &) € 7 (d¢), tj. supM:/ fdg.
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STIELTJESUV INTEGRAL 123

6.7. Pozramka. Podob jako v gipace RS —integalll (viz cviCeri 5.14) mizeme
podninku (6.4) zeslabit asleduijcim zplisobem

Ve>0 3. €%]a,b]:
((0,5),(0’,5’)6%(55), U’DU) — \5(0,5)—S(a’,5’) <e.

KS —integél ma obvykE linearri vlastnosti:

6.8. Veta. Necht f, f1, f2, g, g1, g2 [a,b] — R a nechtexistuj integraly

/fldg, /fzdg, /fd91 a/fdgz

Potom pro libovola ¢1, c; € R plati

b b b
/(C1f1+02f2)d9261/f1d9+62/ f2dg,

b b b
/fd[c1g1+0292]:C1/fd91+02/fdg2-

D &k az. Ukame si nap diikaz prviiho tvrzen.

Bud danoe > 0. Podle fedpokladu existikalibry §; € 4[a,b] ads € ¥[a,b]
takow, Ze plat

b
(0,8) € (0;) = )SfiAg(O',ﬁ)]—/fidg‘<€ proi=1,2.

Pro z € [a,b] polozme §.(x) = min{d; (), d2(x)}. Ozn&me h=c; f1 + c2 fo.
Protd’e pro kddé (o, &) € «/(0.) plaf

v(o)

Shag(e,€) = > (e1 i) +e2 f2()) [9(05) — g(oj-1)]

Jj=1

=c18fng(0,8) +c28p,04(0,8),
dostivame

b b
‘ShAg(Uvg)_cl/fl d9—02/f2dg‘
b b
< lal [Spao(.€) = [ fidg| +leal[Snaglon€) - [ 0]
< (ler| +leal) e
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124 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

Odtud & nase tvrzeinbezprostedrg plyne.

Druhe tvrzen véty by se dokazovalo obdoba dikaz Ize ponechdteréfi jako
cviceri. O

b
6.9. \eta. Jestlize existuje inte@/ fdg ajestlize [¢,d] C [a,b], pak existuje

d
takéinteglél/ fdg.

Dlkaz jeanalogickdlikazu \ety 5.15 a Ize hoignechatteréfi jako cvicer.
0
6.10. Cviteni. Dokazte drule tvrzen véty 6.8 a &tu 6.9.

b
6.11. \Bta. Necht f,g:[a,b] =R a c€|a,b]. Integrél/fdg existuje pave

c b
tehdy, kd¥ existuj oba integaly / fdg a / fdg. V takoeem pipade pak
plati rovnost ‘ ‘

/abfdg:/acfdg+/cbfdg-

b
DUkaz. a)Existuje-li integad/ fdg, pak podle &ty 6.9 existljtaké oba

c b
integrélly/ fdg a/ fdg.
b) Necht

c b
/fdg:ha/fdg:.fg.

Bud danoe > 0. Zvolme kalibryd” € 9[a,c] ad” € 9[c,b] tak, aby pro $echna
zn&erd §L—jemra kleri (o/,¢’) intervalu [a,c] a VSechnad”—jemra celeri
(a”,¢") intervalu|c, b] platilo

S0 -hi< g @ I8N e -l <. ©66)
Definujme nyfmkalibr 6. na[a,b] pfedpisem
min {0.(z), 1 (c—2)} kdyz z€[a,c),
6-(v) = { min{64(c).6%(c)}  kdyZz z=c,
min {07(z), 1 (z—c)} kdyz z € (c,b].
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STIELTJESUV INTEGRAL 125

Potom,

1 Lo
a:+5a(a:)§x+1(c—a:)<c je-li z<e,

1 Lo
x—0s(z) > m—z(c—m) >c jelli z>c.
Pro zadré z#c tedy nenlize platit c€ [z —d.(x),z+d-(z)]. Pro kade
d.—jemre zn&ere ckleri (o,&) intervalu [a,b] mud tudiz existovat index
ke{l,2,...,v(o)} takow, Ze & =c. Navic, bez(jmy na obecnosti izeme
predpokhdat,ze plat

Op1 <0p =& =Cc=Epp1 < Opq1-

(Kdyby bylo 0,1 < ¢ =& < oy, upravili bychom pislusny €len v sodtu S(o, &)
nasleduijcim zplisobem:

f(e)lglor) —glor—1)] = f(c) [g(or) —g(c)] + f(c) [g(c) — g(ox-1)] -)

Existuji tedy (¢/,&") € 7 [a,c] a(6”,£") € T [c,b] takow, Ze

o= O'/UO'”, E — (5/75//)’
(o', &Y e (5 a,c]) C e (5L;[a,d]),
(0", &") € (dc; e, b)) (675 [c, b))

S(o,&) =S(a', &) +5(a",&").
Vezmeme-li vivahu tak ((6.6)), vidme, Ze plat

|S(,8) — (I + I)| = |S(o", &) + S(c", &") — (11 + I2)|
<|S(e",&") = N|+|S(c", ")~ L] <e

b

pro k&dé (o,&) € 7 (0.; [a,b]) neboli/fdg:thIg. O
b

6.12. Pozamka. Jestlze existuje intedl (5)/f dg, pak existuje tak KS—
b b

integral/f dg a ma tu€z hodnotu. Je-li tok (6)/f dg=1€R, pak pro kadée
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126 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

e >0 existujeA, >0 takowe,ze |S(o, &) — I| < e plat pro VSechna znéera cele-
ni (o, &) intervalu[a,b] takowa, ze |o| < A.. Potomd. ()= A., je kalibr s vlast-
b
nostmi zargujicimi rovnost [ f dg=1.
a

b
Na druhou stranu, jeste existuje integl [ f dg= I, pfiCen¥ pro k&dé ¢ > 0

Ize najt kalibr 6. € %|a, b] takow, Ze plat inf{d.(z):z € [a,b]} > 0 a

|S(o,&)—I| <e prokade(o,€) e (),
b
pak tale (6)/f dg=1. PoldZime-li totiz A.=inf{d.(z) : x € [a,b]}, bude platit
|S(o,&) —I| <e prokade(o,§) e 7([a,b]) takow, ze|o|<A..
Nasleduici véta popisuje vztalic) RS —integalu a KS —integalu.

b
6.13. \eta. Jestlze existuje integ (a)/ f dg, pak existuje tals KS—integtal

/abfdg a plat /abfdg—(a)/abfdg-

b
Dukaz. OznéameI= (o) fdg. Bud danos >0 a nechto. € Z[a,b] je

déleri intervalu [a, b], vyhovuflac’l definici (o) RS —integalu. Ozn&me jeho body

tak,ze budeo. = {sg, s1, ..., s} adefinujme
$ min{|z —s;[:j=0,1,...,m} kdyz z¢o.,
bc() =
1 kdyz zx€o..

Budiz (o, &) libovolné j.—jemre celeri intervalu [a, b]. Analogickymi Gvahami
jako v dikazu \ety 6.11 zjistme,Zze mus byt

o C {617 §2y- - 7£V(O')} . (67)
Dale,
v(o)
S(0.8) = 3 [£&) (o) = 9(&)) + 1) o(&) ~g(os))] | o o
=1 '
= 5(0/7 £/) ?
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STIELTJESUV INTEGRAL 127

kde o' = {007 1,01, £2a R 751/(0'), Ul/(d')}? S/ = (517 S g?a 525 R 751/(0')7 gy(a‘))
(Stane-li seze pro rgjaké k je o1 =& nebo&, = oy, je treba takoe intervaly
[0k_1,&k] nebo[&, o] a @islusre zn&ky v (o’,€’) vynechat.)

Podle ((6.7)) jeg. C {{1,&2, - -+, &)} C o’. Vzhledem k nerovnosti (6.8)
odtud plyneze

1S(0,8) — 1| =[S(c",€") —I| <
b
a podle definice 6.2 to znamﬁgrie/ fdg=1. 0
6.14. Hiklady. VSimréme si ktefch specifickch vlastnodt KH—integralu.
KH—integil je Zejmé zobec@rim klasickeho Riemannova integiu.
(i) Necht f(z) = 0 na[a,b]\ W, kde W je spc&etrd podmndina [a,b],
W = {wy}. Bud dano libovolré £ > 0. Definujme
1 kdyz ¢ W,
be(z) = €
2R+ [ f (wr))

Necht (o,&) € #7(8.). Ozn&mem =v(o). Potom

Zf@ 05— 04— 1]

é;EW

kdyi r=wLeW.

Pro kade j takow, ze {; = wy, € W pro rgjaké &k mus podle definice kalibru,
platit
o< &

T 2R [ f(wr)])

Odtud plyneze

05—

a£\<Z\fwku Zik:.

| /\

2k(1+ \f
Podle definice 6.2 to znaméﬁze/ f(z)dz =0.

b
(i) Necht existuje Newtodv integal (N)/f(:c) dx = F(b) — F(a), kde funkce
F je spojianala,b] a plat ‘

F'(z) = f(z) prokadex € (a,b), F'(a+) = f(a), F'(b-)=f(b). (6.9)
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b
Ukazeme ze pak je KH—integ’il/ f(z) dz roven F'(b) — F(a).

Necht je dano ¢ > 0. Vzhledem k (6.9) a podle definice derivace pradéa
€ €la,b] existujed.(¢) > 0 takow, ze plat

[F(2) = F(©) = f(©) =8| < 7o —¢]

pro vSechnar € [a, b] N (€ — 6-(£), € +0-(€)) -
Bud (o,¢&) libovolné §.—jemre cBleri intervalu [a,b] a m =v(o). Potom pro
kazde
je{1,2,...,m} mame
F(oj) = F(0j-1) = f(&) loj — 0j-1]]
< |F(oj) = F(&) — (&) [0 — &
+|F (&) — F(oj-1) — f(&) [& — 0j-1]|

< ﬁ (loj =&l +1& —oj-1]) = bja [0 — 0j_1]
atudz
[F(b) — F(a)] - S(, )|
= > (Flog) = F(o;-1) = £(&) [0 = j-1])|
j=1

g.

6.2 Existence integi@alu
V prikladech 6.14 jsme @ili hodnoty réktefch KH —integalll pfimo z definice.

Nyni si ukdZzeme, jak Ize v &kteych jednoduciich prikladech ugit z definice i
hodnotu KS —intedalu.
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129

6.15. Hiklady. (i) Z definice 6.2 je Bejmeé, Ze je-li f(t) = f(a) na|a,b], pak

b

b
/fdg=f<a> l9(b) — 9(a)] a/gdf=0
pro kadou funkcig: [a,b] — R.

(i) Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R plaf
b
f dX(T,b] = f(T) pro 7€ [CL, b) )

a

b
/ fdXpy = F(r)  pro re(ab),

f dX[a,T] =—f(r) proT€(a,b),

b _f(a) kdy2 T=a,
/de[T} =40 kdyz 7 € (a,b),
’ Fb)  kdyz T=b.

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

Ukazme si odvozervztahi (6.10) a (6.11). ¥echny ostafirse z nich @ odvod
powzitim véty 6.11. Nechtg(x) = x (-4 () na[a,b]. Potom jeg=0 na[a,7] a

podle gikladu (i)

/andg—O.

Dale, necht

Analogicky jako v dikazu \&ty 6.11 zjistme, ze pro kade (o, &) € .« (5; [, b])

mus b)’/t T=00=¢&1, g(oj) —g(O'j_l):O proj=2,3,...,m. Proto

b
S(e.€) = f(r) [glo1) — g(r)] = /() a / fdg= f(r).
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Pomog véty 6.11 nyinuz dokorgime dikaz vztahu (6.10).

Vztah (6.11) se dokazuje podaharTentokat ovsem nameg(z) = x| (7) Na

b
[a,b],/fngOapolci’lme

1 kdyz z=r7,
é(z) = 1 .
Z(T—.Z‘) kdyz z € a,T).

Prokade (o,€) € 7 (9; [a, 7]) pak mameo,, =&, =T atedy

S(0.€) = £(r) [g(r) — glom-1)] = f(r) a / " fdg=f(r).

(iii) Pro libovolnou funkci g regulovanou nda, b] plaf

/abx(”’] dg=g(b) —g(r+) pro7ela,b), (6.15)
/abX[r,b] dg =g(b)—g(r—) pro 7€ (a,b), (6.16)
/a bX[a,T] dg = g(t+) —g(a) pro 7€ (a,b), (6.17)
/abX[a,T) dg =g(r—) —g(a) pro 7€ (a,b| (6.18)

. gla+)—g(a)  kdyz 7=a,
/ X dg=q9(t+)—g(r—) kdyz 7€ (a,b), (6.19)
g(b) —g(b—)  kdyz T=b.

Opeét se omeime na dikaz prviich dvou vztali. Nechttedy f(x) = x (74 (2)
nala,b]. Potom je

/andg:O.

Bud danoes > 0. Zvolme nyn 7 >0 tak, aby bylo|g(7+) — g(z)| <& pro kazde
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z € (1,7 +n) adefinujme
n kdyz z=1,
o(z) = {1 .
2 (x—7) kdyz xze(r,b].
Pro ka&dé (o, &) € &7 (5; [, b]) nyni mud byt 7 =0¢=¢; atedy
15(0,€) — [g(b) — g(7+)]|
= | [9(0) = g(om-1)] + [9(om—1) — g(Om—2]
+.. +lg(o2) = g(o1)] = [9(b) — g(7+)] |
= lg(m+) —g(o1)|.
Proteze r < 01 < 7+ 0(7) =7 +n, plyne odtud a z definice, ze
15(e,€) = [9(b) —g(7+)]| <& prokade (o,&)€«(5;[r,b]).
Tudiz
b T b
[1d9=[ rdg+ [ fag=g0)-gtrs),

tj. plati (6.15).
Ve drutem fipace, f(z) = X[ (z) nala,b], mame

b
/ fdg=g(b)—g(r).

Zvolme 7 > 0 tak, aby platilo|g(7—) — g(z)| <e pro k&dé x € (r —n,7), a de-
finujme
n kdyz =7,
(S(ﬂf) = 1 .
Z(T_x) kdyz z € a,T).

Tim si opet vynuime, ze pro kadé (o, &) € «/(0; [a, 7]) mud byt 7 =0, =&, @
tudiz

S(e,8) =lg(1) — glom-1)],
kde o,,,—1 € (T — 1, 7). Jako v fedelem gipacé odtud plyneze plat

/an dg=g(t)—g(t—), tj./abf dg—/an dg+/7bfdg—g(b)_g(7_).
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Pokud jde o existenci integiu, mizeme podle cderi 2.32 (i) wse uvedea
priklady shrnout do asleduiciho tvrzen.

6.16. Disledek. Jestlze g € Gla,b] a f €S[a, b], pak oba integaly

/abfdg a /abgdf

existuj.
b
Dalsi véta poskytuje akladn odhad pro intedtl / f dg za gedpokladuze g

a
ma koné&nou variaci nda, b|. Na funkci f pfitom zadré zsadiomezeinekla-
deme. Pochopited ze rélny vyznam bude i tvrzeni véty pouze pro fipad,ze
f je ohran€era nalfa, b].

b
6.17. \eta. Jestlceg € BV[a,b] a f:[a,b] — R jsou takoe,ze [ fdgecR, pak

plati

b
[ 14| <1 varts. (6.20)

b
Jestlze, naic i/ |f(z)| d[varig] € R, pak plaf

b b
[ 19| < [1r@) dlvarzg) < ] vartg. (6.21)

D & k az plyne z tohaze nerovnosti

v(o) v(o)

1S(e, ) < D 1) Ngloy) —gloj-)| < Y 1F(&)vargi_, g <||f||var; g
j=1 i=1

plati pro kazdé zn&ere celeri (o, &) intervalu[a, b]. O

b
Také dabi jednoducly odhad intetﬁlu/ f dg se opra o definici KS—inte-
gralu. ¢
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b
6.18. \Bta. Nechtg € BV[a,b] a f:[a,b] — R jsou tako@,ie/ fdgeR. Dale

nechtexistuj kalibr § € 4[a,b] a funkceu:[a,b] - R neklesaaijc’l na [a,b] ta-
kow, ze

T€a,b] a te(r—46(1),7+0(7))N]a,b] } (6.22)
= [t—=7|[f(D)]g(t) —g(T)| < (t—7) (u(t) —u(r)).
Potom
b
/fdg‘ < u(b) —u(a). (6.23)

DlUkaz. Prokade 6—jemre zn&ere cBleri (o, &) intervalu [a, b] mame podle
(6.22)

<

(o

~

S(e, )]

IN

1FEN (l9(o) — (€)1 +19(&) — gloj-1)])

—_

(

NI
S

IN

(u(o;) —u(oj-1)) = u(b) — u(a).

<.
Il
-

Vzhledem k definici KS —inte@lu plyne odtud nerovnost (6.23). O

6.19. Fiklad. Ukazeme si jednu netrigini aplikaci ety 6.18.
Méjme funkcih: [a,b] — [0, 00) nekleséici a zleva spojitou nda, b|. Doka-
Zzemeze pro kadé ke NU {0} plat

b hk+1(b) o hk'H(a)
kdp <
/ah dh < T . (6.24)

Nejprve provedne elemerdrri Gpravu

k41 0) _ pht1(r bt E ' '
h (tl)Hii (1) _ (h(tl)th( ) [;hkz(t) i) (6.25)

a v8imréme si tohoze za naich g'edpokladi je funkceh ohrantera nafa,b].
Jako dadi krok ukédzeme,ze ke kademu e >0 a kadému 7€ (a,b] existuje
d(7) > 0 takowe, Ze plat nerovnost

RF=H ) B (1) > hE(T) —¢ (6.26)
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pro t € (7 —46(r), 7+ 0(7)). Diky monobnnosti funkceh je snad@ owfit, ze
nerovnost (6.26) plapro kazdé ¢ € (7, b]. Na druhou stranu,ily spojitosti funkce
h zleva, ke kadému e >0 a kadému 7 € (a,b] najdemed(r) >0 takow, aby
platilo

0 < Wi (r) — P (t) < W jakmile ¢ € (7 —5(r, 7).

Odtud plyneze prot € (1 —o(7), 7] plaf

0 < A¥(7) = h*H() hi() = (B*(r) = RE(1) 1 (7) < HhH |R|l = €
a tedy tale (6.26). Dosazém (6.26) do (6.25) dostaneme

hk+1(t) o hk+1( ) k

) ; hk —5
= (n(0) = h() W
prokadees >0, ke NU{0} ate (7’ o(r, 7. Plaﬁ tedy (6.22), kde
k+1
F() = BE(), g(t) = h(t) a u(t) = hk ) oo tefab].  (6.27)

+1
Podle ety 6.18 tedy platnerovnost (6.23).

6.20. Cvcen. Dokazte tvrzem:
Nechtfunkceh: [a,b] — [0, o) je nerostouta zprava spojié na[a, b ). Potom
pro kazce k e NU {0} plati

/bhk . hk+1(b) _ hk'H(a)
“ - kE+1 ’

Véta 6.17 am umani dokazat nejjednodisi vétu o konvergenci integit.
6.21. \Bta. Necht f:[a,b] — R je ohrantera na [a,b], g €BV][a,b] a necht
posloupnost f,,} funkd definovagch na intervalufa, b]| je tako\, ze

Tim | f— £ =0, (6.28)
b
pricent existuj vSechny integaly / fndg, neN. Potom existuje tak integ@l
b a
/ fdg aplaf
b b
lim fndg—/fdg. (6.29)
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Dlkaz. a) Protee f je ohrantera, plyne z pedpokladu (6.28)ze existuje
no € N takowe, ze plat

I fall <NfIl+1 <00 provsechnan >ng .

Podle ety 6.17 tedy rame

dg‘ < (|Ifl+1)vart g < 0o provsechnan >ny

a podle Bolzanovy-WeierstraBovety tedy existujposloupnostn;} ¢ N acislo
I €R takow,ze plat n; >ng a

b
klim / fn,dg=1. (6.30)

b) Ozn&me

/fnkdg prokeN,
Sk(a.€) =Sy, ag(0.€) pro keN, (o,€)€ 7 [a,b],
S(0,8) =Spag(e,8) pro (o,8)€ T [a,b].
Bud danoe > 0. Vzhledem k (6.28) a (6.30) izeme zvolitko € N tak, Ze plat

(6.31)

Iy —1I|<e a|fn —fll<e prok>kg. (6.32)
Potom bude ta
|S(0, &) — Sy, (0, €)| < evart g provsechna(o, £) € 7 [a,b].

Dale, nechtdy € ¥[a,b] je kalibr na [a,b] takow, Ze pro sechnad,—jemra
zn&erd kglen (o, &) intervalu[a,b] plat

|Sko(07,&) — I | < €. (6.33)

Pro ka&de (o,&) € «/(60) a k> kg mame podle (6.32)

v(o)

[(0.€) = Sty (.8)] = | D (&) ~ fio(&)) (9(y) ~ (1))

=1

<\fa—Ffll V(g,o) <evar’ g.

.
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Tudiz, vzhledem k (6.32) a (6.33), dasame

’S(O’,S) _I’ < |S(Ua£) _Sko(a'7£)| + |Sk0(07€) _Iko‘ + ’Iko _I|
< e(vart g+2)

pro kazdé (o, &) € 7/ (d9) ak > ko To znamea, ze plat

b b
/fdg:I:klim/fnkdg.

c) Kon&ne, otnym pouwzitim véty 6.17 dostaneme

/bfndg—/bfdg‘ <||fa— fllvar®g prokade neN.

Plaf tedy i ((6.29)). O
Nyni miizeme formulovat prinvyznammgjsi existereni vysledek.

6.22. \eta. Necht f € Gla,b] a g€BV]a,b]. Potom/bf dg existuje a plat

(6.21)

DUkaz. Podle &ty 4.8 (ii) existuje posloupnostf,,} jednoduckych skokoych
funkdi, ktera konverguje stejnoérré nala,b] k funkci f. Podle ¥t 6.8 a 6.17

b
integrél/fn dg existuje pro kadé n € N. To znamea, Zze podle ety 6.21 existuje
)
také integl’al/f dg aplaf ((6.29)).
b

Zfejmé |f| € Gla,b]. Existuje tedy tak integél/ |f(z)| dvar: g a podle
véty 6.17 plat(6.21). ¢ 0

Nasleduici konvergegni vysledek je tak trochu symetrighk véte 6.21.

6.23. \Bta. Necht f:[a,b] =R je ohrantera na [a,b], g €BV][a,b] a nechit
posloupnost{ g, } funkd definovafch na intervalula, b] je tako\a, ze plat

lim var’ (g, —g) =0,
n—oo

b
pricent existuj vdechny integaly / fdg,, neN. Potom existuje tak integ@él
a
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b
/fdg a plafi

b b
lim/fdgn:/fdg. (6.34)
D & k az. Beijmy na obecnosti izeme edpokhdat
gn(a) =g(a) =0 provSechnan e N.
Dale je dikaz podobf diikazu &ty 6.21. Existujeng € N takow, Ze plat
vart g, <var’ g+1 provsechna>ng.

Podle ety 6.17 tedy rame

Avd%

a podle Bolzanovy —WeierstraRovty tedy existujCislo 7 € R a posloupnost
{nt} C N takow,ze plat n; >ng a

< |fll (varb g+1) provsechnar > ng

b
lim I = li n, = 1.
Jim 1= Jim [ d,

Podobri jako v (6.31) oznéme

b
Iy, :/fdgnk prokeN,
Sp(o,&) = Stag,, (0,§) pro keN, (o,€) € T [a,b],
S(c,§) =Siag(0,§) pro (o,§)e€ T [a,b].

Bud danoe > 0. Zvolme ko € N a kalibr 6y € ¢[a, b] tak, aby platilo

(6.35)

I, —1| <e, varl(g, —g)<e prok>ko

|Sko (0, €)] — I, | < epro(o,§&)e ().
Potom pro kadé (o, &) € «7(dp) a k> ko mame

(o)
[5(0,€) = Sio(0. &) = | D (/&) = 1)) (910(73) = 9o (75-1))|

<
q

<.
Il
—

<A1l V(gro — 9, 0) < || Fll(varg (gr, —9)) < el f]l-
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Pro kadeé (o, &) € 7(dp) tedy mame

’S(Uvé) _I’
< ‘5(0'75) —SkO(U,E)‘ + ‘Sko(o-vg) _Ik()’ + ’Iko _I‘
<e([lfll+2).

Odtud plyneze

b b
/fdg:I:klim/fdgnk.

Konetné, oetrym pouwzitim vety 6.17, dostaneme

b b
[ 149, [ 19| <I17lvart (9.~ 9) prokacenen.

Plaf tedy (6.34). m
Predpokbdejmeze funkcef regulovai na[a b] a g ma kon&nou variaci na

[a,b]. Podle \ety 6.22 potom existuje mtegk/f dg. Pro aplikace pdebujeme

ale dolazat,ze tento intedl existuje i v symetric& situaci, tj. kdy f € BV|[a, b]
a g€ Gla,b]. To bude nyinnasim dlem.
Podle \éty 2.36 niizeme funkcif rozlozit na sodet spojié funkce f € a sko-
b

kové funkce f B. Podle &ty 5.54 a @ty 6.13 existuje inte@ﬂ/ f€dg. Vzpome-

neme-li si na lemma 2.39, podle ko existuje posloupno%t jednodgrich sko-
kovych funkd {f2} c S[a,b] takowa, ze plat lim ||fB— fB|gy =0, nahkd-
neme tedyze ram st&i dokazat konvergeini vétu, ze kteg by plynulo,ze plat

b b
lim andg:/deg.
(Véta 6.21 a ani&ta 6.23 takoy vysledek nezahrnu)

Nasleduici véta poskytuje odhad symetrick odhadu (6.20) zéty 6.17.
6.24. \eta. Nechtfunkceg ohrani€era na [a,b] a f € BV|[a, ] jsou takoe, ze

b
existuje integal / f dg. Potom plat

b
[ 19| < (r@I+170)+var, 1) gl (6.36)
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Dlkaz. Prolibovole (o,¢) € 7 [a,b], mame
S(0,€) = f(&1) lg(o1) — g(a)] + f(&2) [9(02) — g(01)]
f(&m) l9(b) = g(om-1)]

/'\

= [f(&)=f(a)]gla) = [f(&2)—f(&)] g(o1)
= [f(0) = f(&n)] 9(b)

= f(b) g(b) )= (&)~ F(EN 9(os)

3=0

kdem=v(o), {o=a a&,+1 =>. Odtud plyneze
15(0,€) < (IF@1+1F®)]+ 3 1f &) = ()] llgl
=0

neboli

1S(e, &) < (If(a)| + | f(b)] +varl ) llgl - } (6.37)
plati pro kazde (o, €) € 7[a,b]. '

Vzhledem k tomuze (o, &) bylo libovolné zn&ere cleri intervalu [a, b], odtud
uz tvrzen (6.36) okanzité plyne. O

Nyni dokédzeme konvergdini tvrzeni, kteté zarti, Ze bude platit

b b
lim/andg:/deg.

6.25. Lemma. Nechtfunkceg je ohrantera na [a,b], f €BV][a,b] a nechtpo-
sloupnost{ f,} C BV|a,b] je takoa, ze

b
/ fndg existuje prokade neN a lim ||f,— fllpy =0.
Potom existuje taé<|nteg|al/ fdg aplaf
i [ fu dg / fdg.
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DuUkaz. Podlegty 6.24 je

b
/(fn — fm) dg‘ < 2|lgll lfn — fmllBv pro libovolr&m,n e N .

b
Posloupnost{/ fn dg} je tedy cauchyovska existujel € R takow, Ze plat

b
lim | f,dg=1.
n—oo a

b
Ukazeme,ze | fdg = I. Bud dano libovolré £ > 0. Zvolme ny € N tak, aby
platilo

b
[ fwdo=1] <= a g fllav <.

Dale, zvolmed, € 4a, b] tak, aby pro kade (o, &) € &7 (d.) platilo

Sul0€) [ 0] <.

kde Sy, (0, €) = S, aq (0, £). Podle (6.37) pro libovola (o, £) € 7(5.) mame
[S(0,€) = Suy(@,€)|

< (1£(0) = Fuo @] +1£ () = fao ) +varh (f = fus)) gl

< 2|f = fuollBv gl -

Souhrnem, pro libovoka (o, §) € «7(6.) dostvame

’S(O’,ﬁ)—]’

< ‘S(O’,E) _Sno(a7€)| +

b
/afnodgl‘

<2\f = fuollev llgll +2e <e2(llgl +1) .

Sno(0,€) _/abfno dg‘

+

Odtud plyne rovnost

b b
/Gfdngzf}i_)rgo/(lfndg' 0
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Nyni uz budeme urét dokazat Kzery existe&ni vysledek. V rasleduicich tvr-
zerich a jejich dikazech potivame disled@ konvence Zimluv a oznaeri a
klademe g(a—) = g(a), g(b+) =g(b), tj.

A7g(a)=A%g(b) =0, Ag(a)=ATg(a), Ag(b)=Ag(b)

pro kadou funkcig regulovanou nda,b]. V tomto smyslu je fteba i rozunét
symbofim pro funkceg(x—) resp.g(xz+) definova@ nala, b]. Neri tézkeé si roz-
myslet,ze nap. pro g € G[a,b] a h(z) =g(z—) plat

h(z—) = h(z) = g(x), h(z+)=g(z+) nala,b].
Analogicky, prog € Gla,b] a h(z) = g(z+) mame
h(z+) = h(z) = g(x), h(z—)=g(z—) nala,b].

b
6.26. \Bta. Jestlze f € BV([a, b], g € G[a, b], pak integél/ f dg existuje a plait

(6.36)

D lkaz. NechtgeGla,b], feBV]a,b] a W je mnazina bodl nespojitosti
funkce f v [a,b]. Podle ety 2.19 jeW nejwsSe spaetra, tj. W = {wy : k € K},
kdeK={1,2,...,m} prorejakt m € N neboK=N.

Necht f = ¢+ fB je Jordaiiv rozklad funkcef na spojitoutast f ¢ a sko-
kovouéésth definovanou jakaf, v (2.26). Poldme

Z AT f wk X (wp, b]( ) Z A—i_f(wk)X[wk,b}(x)

kGKﬁ[l n| keKN[1,n]

pro neN a x€a,b]. Ziejme fBcSla,b] pro kazde n €N a podle lemma-
tu 2.39 plat

lim || f,7 — fBlsy = lim varg (f® — f7) =0.
b
Dale, podle dsledku 6.16 integfad/ f,B dg existuje pro kide n € N. Je-li tedy
¢ b
mnazina K kon&na, existence integtu/ fBdg plyne trivialné. Nen-li K ko-

b
necna, pak integal/ fBdg existuje podle lemmatu 6.25.

b
Podle ety 5.54 a ety 6.13 existuje inte@i/ fCdg. Existence integilu

b
/ f dg tedy jiz plyne z \ety 6.8. Konéng, podle ety 6.24 plattake (6.36). [
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Primym diisledkem &ty 6.26 je @sleduici konvergeni tvrzeri.

6.27. Disledek. Jestlze g, € Gla,b] pro neN a lim ||g, —g|| = 0, pak pro
kazdou funkcif € BV [a, b] plati

b b
lim /fdgn :/fdg. (6.38)
a a D
Nasleduici tvrzeri navazuje na ilkaz \éty 6.26 a dva navod k Wpottu in-
b b
teglélu/ f dg, je-li znama hodnota integtu/ fCdyg, kde fC znai spojitou
tast funkce f. ¢

6.28. Disledek. Jestlze f € BV|a, b], g € Gla,b], W je mn&ina bodi nespoji-
tosti funkcef v [a,b] a £ € je spojita East funkcef, fC(a) = f(a), pak

/a;dgz/jcdg

+ Y [ATf(w) (9(b)—g(w=)) + A f(w) (9(b)—g(w))] -

we W

(6.39)

Dlkaz. Jakov tlkazu &ty 6.26 jeW = {w,: k€ K}, kdeK={1,2,...,m}
pro nejake m € N neboK =N. Necht

f(x) = Z [A™ f(wr) X(wg 5 (%) + AT f(Wk) X[y 0 (2)]

EeKn[l,n]
proneN ax € [a,b]. Podle lemmatu 2.39 plat
lim [|f? = f®lsy = lim varg (f%—f?) =0.

Dale, podle (6.16), (6.17) &ty 6.8, name

b
/ B dyg

= 3 (A f(wn) [9(b) — glwn—)) + A f(wr) [9(b) — glwit)))

keKnl,n]

(6.40)

pro kazde n € N. Je-li K kon&na, plyne odtud okaité, Ze plat (6.39).
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Je-liK=N, pak podle lemmatu 6.25 plat

b b
/deg: lim/ fBdg. (6.41)

Podle disledku 2.25 je

> A f(wr) (9(b) — g(wi—)) + A f(wy) (9(b) — g(wi+))]
k=1

<29l > (1A Flwl + AT Fwi)]) < 2]gll (varkf) < oo
k=1

Vzhledem k (6.40) a (6.41) tieldosavame

/abedg

- (6.42)
= > (A7 F@)(9(b) — glwi=)) + AT F(wi)(9(b) — gwi+)))
k=1
Plat tedy (6.39). O

V situaci symetrick k disledku 6.28 rame

6.29. Lemma.Jestlze f € G[a,b], g € BV|[a,b], W je mn&ina bodi nespojitosti
funkceg v [a,b] a g€ je spojita tast funkcey, g€(a) = g(a), pak

b b
[1d9=[1d5%+ 3 flw ag(w). (6.43)
a a we W
kde A g(a)=A"T g(a) a Ag(b)=A" g(b).
D U k a z je analogick diikazu disledku 6.28 je poneém Eteréfi jako cviceri.
O

6.30. Cveni. Dokazte lemma 6.29. (Blvod: vytzijte lemma 2.39 aétu 6.21 a
postupujte jako p diikazu disledku 6.28.)
6.3 Integrace per-partes

Pro dikazy disledku 6.28 a lemmatu 6.29 bylyitecné iklady 6.15. Nasledu-
jici technicka lemmata jsou pégbra pro dikaz \Bty o integraci per-partes, kéer
je nasim dakim vyznammj§im cilem. Take v jejich dikazech budouiiklady 6.14

vyuzity.
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6.31. Lemma. Nechth € Gla,b], cER a W C [a, b] je nejse spdetra mnai-
na takow, ze plat

h(z)=c pro z€la,b]\W. (6.44)
Potom
b
[ 1dg=clat)-g@+ 3 [w) - c] Ag(w) (6.45)
a weW

plati pro kazdou funkcig € G|a, b].
Dlkaz. Nechtg € Gla,b]. Prot&ze h € G[a,b], mame podle (6.44)

h(z—)=h(z+)=h(a+)=h(b—)=c prokadezec (a,b).
Funkceh ©(z) = ¢ je tedy spojifiéast funkceh, hB = h —hC a

A~h(z) = h(z) — ¢ = —A*h(z) proka&de = ¢ (a,b).
Paodle ((6.39)) (kdef = h) tedy name

b b
/ hdg = / cdg+ 3 (h(w) — o) [g(b) — glw—) — g(b) + glw+) ]

weWw
=clg(d) —g(a)]+ Y _ [(w) —c] Ag(w),
wew
tj. plati (6.45). (Fipomaime znovuze Ag(a) = Atg(a) a Ag(b) = A~g(b).)

O

6.32. Cvteri. Pomoélemmatu 6.31 dokée,ze je-li 7 € (a,b) a

0 kdyz t <7,
h(t) = ¢ »>€10,1] kdyz t=r,
1 kdy? t>7

b
pak/ @ hdh = (1) > pro libovolnou funkciy regulovanou nap.

6.33. Lemma.Nechth € Gla,b], ce R a W C [a, b] je nejyySe spdetra mnaina
takowa, ze plat (6.44) Potom

b
/ fdh = F(B) [b(b) — ] — f(a) [h(a) — c] (6.46)
plati pro kazdou funkcif € BV|a, b].
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D U kaz. a) Funkcé: spliuje (6.44) pavé tehdy, kdy existuje mnaina K c N
takowa, ze W = {wy, € [a,b]: k €K} a

h(z) =c+ Y (h(wy) =€) Xy (z) proz € fa,b].
kekK

ProneN polazmeK,, =KN[1,n], W, ={w;:k€kK,} a

hn(z) = c+ > (h(wg) = ¢) Xjuy(z) proneNaz€a,b].
keKy,

Dokazeme ze plat
nli_)r& |hn —h| =0. (6.47)
Nechtje tedy cainos > 0 a nechtng € N je takow, ze
|h(wg) —c| <e prokade k>ng. (6.48)
Takowe n existuje, protde pro kdade k €N je
|A"h(wg)|  kdyZz wy € (a,b),
|h(wg) —c| = ¢ |ATh(a)] kdyz wi=a,
A~h(b)|  kdyZ wp=b

amnaina €chk €N, pro réz |h(wy) — c| >, mize nit podle disledku 4.9 (ii)
jenom nejyse konény pocet (ng) prvkl. Tudz,

lc—h(x)|] kdyz xeW,,

<e
0 kdyz z € [a,b]\ W,
pron>ng ax € [a,b]. Plaf tedy (6.47).

|hin () — h(2)| = {

b) Necht f € BV[a,b]. Podle fikladu 6.15 (i), ety 6.8 a formule (6.14) dosta-
neme pro kadé n € N

/a Fdh= 3 (huw) — o / ' X

keKy

= f(b) [n(b) — c] = f(a) [A(a) —c].
Podle (6.47) a podleltsledku 6.27 tedy ame

b b
[ 1ah=tim |7 dh, = 1) (00) ] - 1@ [ha) ). .
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6.34. \Bta (VETA O INTEGRACI PERPARTES).
Jestlze f € Gla,b] a g € BV|a, b], pak existujoba integaly

/abfdg a/abgdf

a plat

b b
/fdg+/gdf=f(b)g(b)—f(a)g(a)
+ Y (a7 f@) A g() - AT @) Atg(a))

z € a,b]

(6.49)

DlUkaz. Integal/ f dg existuje podle &ty 6.22 a mtegil/ gdf existuje
podle \&ty 6.26. [ale,

/Qfngr/bgdf

b
/ f(2) dlg(z) + At g(a)] + / o(2) d[f(z) — A~ f()]

a

b
- / f(x) d[ATg(x)] + / o(x) d[A™ f(2)].

Neri obfizné owit, Ze funkceh(z) = Atg(z) spiuje (6.44) sc=0 a h(b) =0.
Dale, Ah(x) =0 pro z € (a,b). Podle lemmatu 6.33 tedyame

b
/ f(z) d[A*g(z)] = — f(a) A*g(a)

Analogicky,

b
/ g(x) d[A™ F(x)] = g(b) A~ £(b),

/f ) dg(a / 2)d f(x)

= [ dgta)+ [ otw) a0 (650

+f(a) ATg(a) + A7 f(b) g(b) .
146
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Prvri integial na prae stra@ miizeme upravit na

/f )dg(x+) /f )dg(z+) /A f(z)dg(z+). (6.51)

Pro funkci h(z)=g(z+) mame h(z+)=h(z)=g(z+) a h(z—)=g(z—)
nala,bl, tj. Ah(x)=Ag(z) nafa,b]. Podle lemmatu 6.31 tedy plat

b
[ar@dgtan = Y A @) ag(). (6.52)
a z € [a,b]

Analogicky,

/abg(m)df(x) / (z+)d f(x /A+ )df(z

b
_ / glar)dfe—)— Y Atgla)Af(a).

z € [a,b]

(6.53)

Funkce f(z—) je spojita zleva na(a, b], g(xz+) je spojita zprava nda, b). Podle
vét 5.54 a 6.13 tedy exisfupba integaly

b
/ f(r—)dg(z+) a / g(r+) d f(a—)
a podle &ty 5.49 plait
b
/ fla—) dg(at) / g(z+) df(z—) = F(b—) g(b) — f(a) glat) . (6.54)

Dosazeim (6.51)—(6.54) do (6.50) dostanenédel

/abfdg+/:gdf

= F(b-) g(b) — f(a) gla+) + f(a) A¥ g(a) + A~ f(b) g(b)
+ Y (A (@) [A7g(@) + Atg(@)] - [A7f(z) + AT f(2)] Atg(a))

z € [a,b]
= F®) g0~ fl@) gla)+ > (A7f(@) Ag(t) - At f(z) ATg()).
z € a,b]
Dokazali jsmeze (6.49) plat O
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6.35. Cviteri. Dokazte,Ze za jpedpoklad véty 6.34 plait

/fdg— /fx+dg LA - Y AT () Aga)

z € (a,b)

/fdg— /f ) dg(z+) + f(a + ) A f(x)Ag(a).

z € (a,b)

(Navod: vyrijte formule odvozenv pribéhu dikazu \ety 6.34.)

6.4 Saksovo-Henstockovo lemma aékteré jeho disledky

6.36. Lemma(Saks-HENSTOCK). Necht f,g:[a,b] — R jsou takoe, Ze inte-
b

grél/ f dg existuje. Necht >0 je dano a nechté € 4[a, b] je kalibr na [a, b]
takov;?, ze plat

b
‘S(G,E)—/fdg‘<6 pro Vsechna(o, &) € &7(9) .

Potom pro libovolg sysém {([sj, ti],0;):5=1,2,..., n} takowy, ze

a<s1<0<t; <sp<-- <8, <0 <t <D,

. (6.55)
[Sj,tj] C [QJ —5(9j),0j—|—5(9j)] proj=1,2,...,n,

plati nerovnost

‘ Zn: [f(ei) l9(t5) — 9(s5)] — /tj f dg} ‘ <e. (6.56)
Jj=1 Sj

Dikaz. Buddanon >0. Ozn&meto=a, s,y1=>0. Je-lij€{1,2,...,n} a
t; < sji1, existuf kalibr 6; a zn&ere cleri (o7,¢&7) € 7/ (6;; [t;, sj+1]) takow,
zedj(x) < 6(x) pro kade x € [a,b] a

(6.57)

R A

J

Nyni sestavmej— jemré zn&eré celeri (p, n) intervalu [a, b] tak, aby platilo

> FE)lg(ty) —g(spl+ Y S(a?. &) = S(p,m).

J=1 Jj=0
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(Je-litj=s;1, klademeS(o7, ¢7)=0.) Vzhledem k fiedpokladim lemmatu te-
dy mame

‘jzi:l(f(Oj)[g(tj)—g(Sj)]—/ fdg>+z( S(o7. &%) /sj+1fdg>’

84 tj

= S(P,Tl)—/abfdg‘ <e.

Odtud a z (6.57) doatame pro libovolé n > 0

\Zf SO LT
< S(p,n)—/afdg‘+‘j§(5(aj,£j)—/tj fdg)| <ctn,

tj. plati (6.56). O
b
6.37. \eta. Necht [ f dg existuje ac € [a, b]. Potom plat

a

i ([ 7dg+r@loe) - @) = [ . (6.58)

z € [a,b] a a

DOkaz. Buddanoes >0 anechtd. € 4[a, b] je takow kalibr, ze

b
‘S(a,.f) —/ fdg‘ < e plafi vSechna(o, &) € &7 (6:).

Pro k&dé x € (¢, ¢+ 6-(c))N[a, b] vyhovuje sysem {([s1,t1],601)}, kdet; =z a
s1 =01 = c, podninkam (6.55). Podle Saksova—Henstockova lemmatu (viz Lem-
ma 6.36) tedy rame

7@ loe)~g() - [ 1dg| <e. (6.59)

C

Podob, je-li z € (c—d-(c),c)N[a,b], pak poitim lemmatu 6.36 na sy&sm
{[z, ¢], ¢} dostaneme nerovnost

7@ late) gl - [ fg| <
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Prokadé = € (¢ — d:(c),c+ d:(c)) N a, b] tedy plat nerovnost (6.59) a tud take
nerovnost

[ 1d0- [ 1910 ate) - g(0)]
[ o=@ lot) - gtel] < =

. plati (6.58). 0

b
6.38. Disledek. Necht [ f dg existuje,g € Ga, b] a nechtfunkceh : [a,b] = R

je definoana ﬁedpisema

h(x):/ fdg pro z€la,b].
Potomh € Gla,b] a

h(t+) = h(t) + f(t) ATg(t) @ h(s—) = h(s) — f(s) A g(s)

protela,b) ase(a,b. O
6.5 Neurcity integral
6.39. \Bta(HAKE). (i) Necht /x f dg existuje pro kace z € [a,b) a nechit
Jim ([ dgt1®)lo(t) - g(e))) = I< R
b
Potom/fdg:I.

b
(i) Nech’t/ f dg existuje pro kace z € (a, b] a necht

i, ([ do+ 5@ o) - gt = 1€

r—a+
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Dlkaz. (i) a) Buddanoe > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

fdg+ f(b)[g(b) —g(x)]—I| <e prokade zc[b—A,b). (6.60)
Polkmex, =5 — ba pro k € N. Posloupnosfx;} je rostoug, hm Tp,=ba

k+1

VkeN 6, €Y |a, z):
6.61
(1) € /(b fa.x)) = [S(pm)— [ 7dg|< i} oo

b) Definujme kalibréy naa,b) tak, aby platilo
do(s) < dk(s) a [s—0do(s),s+0o(s)] C [a, zk]

prokazdé k€ N akazdé s € [vy—1, z).

Dale, pro kadé s € [a,b) ozn&me symbolenk(s) jednozn&né urcere (¥iro-
zereislo k takow, ze s € [zy—1, Tk).

c) Dokézeme ze existuje kalibwy na[a, b] takowy, Ze plat

‘S(T,G)/azfdg‘ <e 662

provsechna: € [a,b) a (7,0) € (o, [a, x]) .
Necht je tedy dno z€[a,b) a nechtp € N je takowe, ze z € [xp_1,2))
(ti. p=r(x)). Dale necht(r,0) je libovolne 5y—jemre celeri intervalu [a, x].
Ozn&me v(7)=r. Pro k&de ke NN[l,p| a kade je NNl r] takow, ze
k(0;) =k, mame
0]_5k(9) 9—50(9)<9] 1<TJ<9 +50(0)<9 +5k(9)
Vzhledem k (6.61) a definici kalibrdy, vidime, Ze pro ka&dé k< {1,2,...,p}

sysem {([7j_1,7],0;): j=1,2,...,r, k(0;) = k} sphuje fedpoklady lemma-
tu 6.36) na st {([s;,¢;],6;):7=1,2,...,n}. Plaf tedy

| S 10l ~ ol - [ o] < 5 prokadeke {12, p).
K(6;)=k i
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Tudiz
| j; (40 lotr) — -]~ [ £ lg)
SIS 60 latr) — alri-1)) - [ 1d9)]
k=1 r(0;)=k T
S| X (febtm om0~ [ rae)| <X =<,
k=1 k(0,)=k Ti-1 k=1

tj plati (6.62).
d) Nyni, polazme

min{b—z, §(z)} pro z€a,b),
() =4 A
5 pro z=5o.

Necht (o, &) je libovolné §*—jemre celeri intervalu [a,b] a m=v(o). Potom
mud platit &, =0, =b, op—1€(b—Ab) a

5;_11 Om—1
<| 3 (€ oty —sto = [ s gl

J=1

_|_

Om—1
[ dg 1) 1ot - gtom-v) - 1].
Vzhledem k (6.62) a (6.60) (kde pdime = =o,,_1) tedy doshvame konéné

]S(a,g)—fj <2¢, . /bfdg—I.

Dikaz tvrzen (ii) se provede analogicky a ponexnfame hotteréfi jako cviceri.
O

6.40. Cviceri. Dokazte tvrzen (ii) véty 6.39 a jeho pomaddakeé jeho rasleduici
variantu:
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b
Nechtexistuje/ f dg anecht

a

g%(/a Fdg+ 7(@)[o(t) —g(a)]) = T€R  pro ket x< [a,b).

t

Potom/ fdg=1.

6.41. Hiklady. Pomo¢ Hakeovy &ty mizeme snadno a univexsim zplisobem
odvodit vzorce, ktér jsme v pikladech 6.15 odvodili Pmo z definice pomdc
vhodré volby kalibru. Nap. formuli (6.11), kdet € (a,b) a f je libovolna, od-
vodime takto

b T
/de[T,b] =/ fAdX[r

~ lim / F Ay + 1) ey (7) = X (]) = £(7)

t—7—

Podob®, prot € (a,b) a g € G|a, b] dostaneme pomotiakeovy \éty

b T b
/X[a,ﬂdg—/ 1dg+/ X[a,r] A9

b
= o) =()+ lim_ ([ ) dg + 11a(0) = 9(7)])

= g(T+) _g(a) 9
tj. (6.17).

6.42. Cviceri. Pomod Hakeovy \ety dokate i zbyvaijici formule z gikladd 6.15.

6.6 Substituce

Daléim diisledkem Saksova-—Henstockova lemmatu gsleduici lemma, kteg
nam pontize dokazat \etu o substituci.

b
6.43. Lemma. Nech’t/ fdg existuje. Potom pro kak ¢ >0 existuje kalibr

d €9]a,b] takow, ze nerovnost
v(o) o
> [#&) oo ~glos-) - [ rdg|<e (6.63)
j=1 i1
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plati pro kezce (o, &) € o7 (9).
Dlkaz. Buddanoe >0 a nechtd € 4[a, b] je kalibr takoy, ze
b 9
‘S(p,n) :/ fdg‘ <3
plati pro vS8echnad—jemra zn&era cler (p,n) intervalu[a, b].

Bud dano libovolre (o, &) € &7 (6). Ozn&mem =v(o) a

Jt={jefla. . m) f(&) [g(oﬂ—g(crjl)]—/” fdg >0}

j—

J={1,2,....m}\JT.

Syseém {([oj-1,0;1],&;), j € J"} sphuje fedpoklady (6.55) z lemmatu 6.36 na
mist {([s;, t;],7;)}. Podle lemmatu 6.36 tedy plat

|3 (1€ lator) (o) [ fdg)]

jeJt

< 3 |feisto =atos)- [ rdg| <.

jeJ+
Podobr
> (16 lston) ~slo-)- [ rdg)
jeJ™ Tj-1
< 3 1) latos) ~glo-) - [ rdg| <.
jeJ- 9i-1
Odtud & nerovnost ((6.63)) okanité vyplyva. O

6.44. \Bta (VETA o suBsTITUC)). Je-li funkceh: [a,b] — R ohranitera a in-

b
tegrél/ f dg existuje, potom jakmile existuje jeden z infdgr

/abh(:c) d[/axfdg}, /abh(x) f(z)dg(x)

existuje i druly a v takoem gipace pak plat

/abh(:c)d[/:fdg} —/abh(x) f(z)dg(x).
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DOkaz. Podle &ty 6.9 je funkcew(m):/ f dg definovaa pro kade
€ la,b]. ’

b
a) Fredpokhdejmeze existuje integ’srl/ h f dg. Bud danoe >0 a nechtd. je
kalibr nafa, b] takowy, ze ‘

%‘h (&) (&) lg(oj —g(oj-1)] — /JU] hfdg‘<5
. j

(o) .

Z‘f &) ly g(oj-1)] — /a._ fdg‘<5.

plati pro kazdé 5.—jemré zn&eré cler (o,&). (Takow kalibr existuje podle
lemmatu 6.43.)

Bud dano (o, ¢) € #/(6:). Ozn&mem =v(o). Potom

‘ i h(&;) [w(oj) —w(oj-1)] —/abhf dg’

j=1

<So[ne) [ rda-ne) 76 o) ~ ol

j—1

93

=1
+ 32 [16) 1) lo(on) ~ gl - [
<l >

j=1

+ i’h(fj)f(éj)[Q(Uj)—g("j—l)]_/aj hfdg‘
=~ oj-1

j—

hfdg‘

| o= 16 lo(e) st

< ([[nll+1)e
b
tj. existuje integ&l/ hdw a plaf

b b
/hdw—/hfdg.
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b) Obracera implikace by se dokazovala pod@bn ot za vydaté pomoci Lem-
matu 6.43. O

Pro KS —integal ovsem plai také tvrzen analogicka vetam 5.46 a 5.47, ktér
jsme dolazali pro RS —integly. Uvedeme alespojedno z nich.

6.45. \éta. Pfedpokhdejmeze funkcep : [, 5] — R je rostoud a zobrazuje inter-
val [a, 8] nainterval[a,b] anechtf : [a,b] — R. Pak existuje-li jeden z integl

b B8
/ f(z) dg(a), / F(6(x)) dg(o(z))

existuje i ten drufp a plaf rovnost a

B b
/ F(6(x)) dg((x)) = / f(a) dg(z). (6.64)

D U kaz. Pogiméme si,ze protde ¢ je rostout a zobrazuje interval interval
[, B] naintervalla, b], mud byt ¢ i jeji inverse¢—! spajite.
Pro da@ zn&ere kleri (p,n) € 7[«, 5] polozme
05 = gb(p]) prOj:O, 17 <o 7V(p) a EJ = ¢>(77]) prOj: 11 2a teey V(p)

a o= {00,01, e ,O'V(p)}, £E= (51,62 R 7€V(p))' Potom(a',é) < ?[a,b] Zna-
&ime (0,€)=6(p.m) a (p.m) =6 (c,€). ZTeime 6~ (c€) € 7[a,b] pro
(0,€) € Ta,b].

Pro dai kalibr & € ¢, B] definujme kalibré € ¢|a, b] tak, aby platilo
o (T +6(1) < ¢ M) +0(¢p7 (1)) jestlize T €[a,b)
(6.65)

o U r—6(7)) > ¢ (1) =8(¢p 1 (7)) jestlize T € (a,b]

Nyni, jestlize roZiferé celeri (o, &) € 7[a,b] je 6 —jemre, pak podle (6.65) ax
me pro kadé j=1,2,...,v(o)

pj=0"Hoj) < 67HE +6(&) < d7HE) +0(67HE)) =y + ()

pim1 =0 Hojo1) = ¢ & —6(&)) > 671 (&) — (¢ (&)) = m — d(my) -

Cili, ¢~'(o,€) € «7(3) pro kazdé (o, &) € <7(5). Podobié bychom ke kédemu
kalibru 6 € ¢[a,b] nasli kalibr 6 € 4[a, 3] takow, ze ¢(p,n) € «/(5) jakmile
(p,m)€ (0).

156



STIELTJESUV INTEGRAL 157

Protaoe
v(o) v(o)
T FE) [9(o) —gloi-1)] =D flo(ny) [9(b(ps)) — 9((pj-1))]
j=1 j=1

pro kadé (o,¢&) € 7[a,b] a (p,n) =¢ (o, &), plyne odtud & snadno &kaz
Vety. O

6.46. Cviceri. (i) Do viech podrobnossi promyslete aver dikazu Fedsle
Véty.

(i) Formulujte a dokzte analogii &ty 6.45 pro pipad,ze ¢ je klesajci.
(i) Formulujte a dokzte analogii @ty 5.47.

6.47. Poziamka. Vétu 6.45 je mano zobecnit viiznych snérech. Nap nasledu-
jici verse ety o substituci se uplatnilafipaplikaci teorie hysterese v ekonomii
(viz [4]):

Pfedpokbdejme ze funkcef : [a,b] — R je ohrantera na[a,b| a tako\a, ze
f €Gla,b] pro kazde a € (a,b). Dale, nechtfunkce¢: [a,b] — R je neklesdfi
nala,b] a ¢(a) =c, ¢(b) =d. Kon&né, nechtfunkceg € BV|c, d| je zprava spo-
jitdnac,d). Pro s € [c,d] polozmey(s) = inf{t € [a,b] : s < H(t)} . Potom pro
kazce « € [a, b] plati

b o(b)
/ £(8) dig(6(6))] = / F0(s)) dg(s)
« d)(a)

6.7 Bodova konvergence

6.48. \eta (OsGOODOVA VETA). Predpokhdejme,ze pro funkcif € Gla,b] a
posloupnost f,,} C G[a, b] plati

| full <M <oopro neN (6.66)
a
nlLrgo fau(z) = f(x) proz€la,b]. (6.67)
Potom
b b
nILII;o ’ fndg —/a fdg prokazdou funkcig € BV|[a,b]. (6.68)
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Dlkaz. Integaly/ fndg, neN, a / f dg existuj podle \éty 6.22. Necht
g=9%+¢® je Jordafiv rozklad funkceg (viz véta 2.36). Potom podle d@é-
ni 5.55 (i) existuj integraly (o) fn dg© a (o) bf dg® pro v8echnaneN a
podle Osgoodovy &ty pro RS — iantegily (veta 5.6%)) plat

b b
Jim (@) [ 9% = (o) [ £dg°

neboli (podle ety 6.13)

b b
lim fndgcz/fdgc. (6.69)

Dale, podle lemmatu 6.29@me pro kadé n € N

b b
[149° =3 sw)Agtw) a [ f.dg®= Y fulw)Agw)

wew weWwW

kde W je mnazina bodi nespojitosti funkcey v intervalu [a, b]. Jestlze je W
kon&na, pak Zejmeé plai

lim Y fa(w) Ag(w) =Y f(w) Ag(w
weW we W

atudz

b b
lim fnng:/fng. (6.70)

—
n—oo a

Necht W = {wy}. Bud danoe > 0. Podle disledku 2.25 je

o0
Z A g(wy)] < vard g < oco.
k=1

Existuje tedyp. € N takowg, ze

[e.9]

k=pe+1

Vzhledem k (6.66) a (6.67) je té&K f(z)| < M pro z € [a,b] atudz

> (fnlwe) = flwy) Aglwg)| <2M Y [Aglwe)| < 5. (6.7D)

k=pc+1 k=pe+1
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Dale, protde

Pe

nhﬂn&)i frn(wr) A g(wg) = Z fwr) A g(wg)
k=1

k=1

existujen. € N takow, ze

Pe
|3 (ulwn) = F(wn) Ag(w)| <5 pron=n..
k=1
coz dohromady s (6.71)aa
b - 3 3
= 09| = [ 32 (ntan) = ) Agtan)| < 545 =
@ k=1

pro n >n.. Rovnost (6.70) tedy plai tehdy, kdy mna&zina W neri kon&na.
Toto, spoléné s (6.69), zartuje platnost rovnosti (6.68) a dokazuje tvrzgéaty.
]

6.8 Integraly maticovych a vektorowch funkci

Jsou-li matico® funkce F: [a,b] — Z(R™, RP), G:a,b] — £ (RP, R"™) takowe,
ze \sechny intedaly

b
/ fikdge; (=1,2,....m k=1,2,...,p,j=1,2,...,n)
a

b b
existuj, pak symbol[ F(t) dG(t) (resp. katce [ F dG) zn&i m x n—matici

MeZ(R™R"™) s prli/ky ‘

P b
mij =Y [ firdges, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n.
k=179
Analogicky definujeme taéqntegaly/ d[F|G resp/Fd |H, kde F, G a
H jsou maticoe funkce vhodiich roznért.

Pfipomeaime, Ze podle oznéeri (xiv) normu maticeAe.,Sf(Rm R™) zna-

time |A| a definujeme ji pedpisem|A| = max Z |a; j|. V této souvislosti
a =1

yeeey 1M
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ztotazhujeme prostonR™ a.# (k" RY), . [z| = ) |z a
i=1
|Ax| < |Al|z| proAe £(R™,R") a zeR".
Dale je zramo,ze plat |A| = sup |Az|.
zeR"™
|z[<1
Variace matico@ funkceF': [a,b] — £ (R™,R") je definova@ formalné stej-
nym predpisem jako variace skahch funkd, tj.

var F = sup |F(0;) — F(o;-1)|.
o€ Dlab]

Snadno se @i, Ze plat

m n

b b b

e (varb f;;) <vart F < Z Zvara fij -
j=1,2,....,n i=1 j=1

To znamea, Ze maticoa funkce F: [a,b] — £ (R™, R™) ma kon€nou variaci

prave tehdy, kdy ma kon€nou variaci kada jeji slozka. Podobé, F' je spojita

resp. regulovai pravé tehdy, kdy stejnou vlastnost enkada jeji slozka.

RoZiferi vysledkl uvedegch v tto a edelé kapitole na fipad funké ma-
ticovych resp. vektorojch je tedy snadm Je ogem nutno it na pangti, Ze ope-
race rdsobenmatic nem obecré symetricl, a tak musne nit stale na paréti,
Ze nesrime libovolrgé ménit pdad maticovwch funkd, v jakem se v so€inech
obsaerych v aproximuicich soutech S(o, &) objevuj. Nag. vétu o integraci
per-partes (8ta 6.34) jefieba formulovat takto:

Jestlze F': [a,b] — £ (R™, RP) je regulovai na [a,b] a G: [a,b] — £ (RP, R")
méa koné&nou variaci naja, b], pak existujoba integaly

/adeG a /abd[F]G

aplat

b b
/ Fdc+ / d[F|G = F(b) G(b) — F(a) G(a)

+ Y (A—F(x)A—G(m)_A+F(x)A+G(x)).

z € [a,b]
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Podobr ffeba \eta o substituci @ta 6.44) bude vypadat takto:
Jestlize funkceH: [a,b]—Z(R™,R?) je ohranterd, F':|a,b]—.Z(RP, R?),
b
G:la,b]—=Z(R?,R") a integrél/ F dG existuje, potom jakmile existuje jeden

z integal

/abH(x)d[/:FdG], /ab(HF)dG

existuje i druly a v takoem gipadeé pak plat

/abH(m)d[/;FdG] —/ab(HF)dG.

6.9 Souvislost s dadimi typy integr all

Vyjasnili jsme jz vzajemre vztahy mezi KS—integiem a RS —inte@ly (viz
pozramka 6.12 a &ta 6.13). Podolinjako jsme v fikladu 6.14 (ii) dolazali,

b
Ze z existence Newtonova intédu (N)/ f dx plyne existence (KH)—integtu

b b
/ fdz, Ize dolazat talk, Ze z existence Perronova intafr (N)/ fdz plyne

b
existence (KH)—inte@lu | f dz. Definici Perronova inte@du najdeme nap

v monografich [44] nebo [1a8], viz [44, definice XII.1.5] resp. [18, definice XII.25].
(Nize wwadme definici Perronova — Stieltjesova intalyr, kteé ji také zahrnuje.)
Plai dokonce ze KH—integal je ekvivalentihs Perronoym integéalem (viz [44,
véta Xl1.2.1]). Vzhledem ke znmym vlastnostem Perronova intédm to znamea,
Zze KH—integél (vzdor jeho jednodu@) €mé&f riemannovsk, definici) zahrnuje
tedy sodasre integaly Riemanidyv, Newtonllv, ale i Lebesgu@v. Tim se rozurfy
Ze je-li na rejakem intervalu daa funkce integrovatelnve smyslu Lebesgueéy
pak ma na tomto intervalu i KH—inte@t a oba intedaly maj stejnou hodnotu.
Dale, existuje-li KH—integal funkce f, pak f je lebesgueovsky integrovatéin
prave tehdy, kdy take jeji absolutm hodnota| f| je KH—integrovatela, viz najg.
kapitoly X1l a XIV v monografii [44].

PERRONJV— STIELTJESUV INTEGRAL .
Definice ralezi A.J. Wardovi, viz [60] a [40]. Pof@a byla & v Saksoe mono-
grafii [40, VI.8]. Uvedeme zde ekvivalerit{viz [46, Theorem 2.1]) definici.
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Reknemeze funkcel : [a,b] — R je majorantapro f vzhledem key, jestli-
Ze existuje kalibr € ¢[a, b] takowy, Ze

(t—7) [M(t)—M

(1)] = (t—7) f(7) (9(t) — g(7))
pro 7 € [a,b] a te€]a,

blN (T —=0(r), 7+46(1)).

Podob®, funkcem : [a,b] — R je minorantapro f vzhledem key, jestlize exis-
tuje kalibr 6 € ¢[a, b] takowy, ze

(t—7) [M(t)— M(r)]
pro T €la,b] a te

< (t—7) F(7) (g(t) — 9(7))
[a,b]N (7 —6(7), 7+ (7).

Symbol M(fA g) zn&i mnazinu majorant prof vzhledem keg, m(fAg) je
mnazina minorant prof vzhledem keg.

Predpokhdejmeze ol® mnainy M(fA g) i m(fA g) jsou nepazdré a po-
loZme

b
(%V}@—qu@—MmyMemmm}

b
(PS)/f dg = sup {m(b) — m(a):m €m|a,b]} .

b b
((PS)/f dg je horni Perronllv — Stieltjevintegal f a (PS)/f dg je dolni Per-
rondlv — Stieltjedv integial.) Pomo¢ Cousinova lemmatu (lemma 6.3) Ize dalat

b b
(viz [28, Lemma 1.1.2])ze plat (PS)/f dg < (PS)/f dg . Jestlze

b b
(PS)/fdg: (PS)/fdg:IeR,
pak
b
mg/fwzf

je Perronliv — Stieltjedv integél funkce f vzhledem k funkciy pres intervalla, b].
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b
Poznamenejmee podle [28, Lemma 1.2.1] inteéjr(PS)/ f dg existuje teh-

b a
dy a jen tehdy, kd¥ existuje KS-intedal / f dg. Jestlze tyto integaly existuj,

pak maj stejnou hodnotu. (PS —intexjije ekvivalentfs KS- integalem.)

LEBESGUEIV— STIELTJESUV INTEGRAL (LS —integal)

byl popsan viade monografia Wwebnic, viz nap T.H. Hildebrandt [14, kapitola
V1], V. Jarnik [18, kapitoly Il a X], A.N. Kolmogorov a S.V. Fomin [19, VI.6.-3],
J. Lukes [31, kapitola 12], S. Saks [40, kapitola Il1]. Existujékolik cest k jeho
definici. Vesniés se ale jedno pon&rré komplikovary proces.

Nejcasgji je integal (LS)/ f dg pfes mndinu M C [a,b] definovan zprvu

pro f nezaporre, ohranteré a]%orelovsky r&itelné a g neklesadici a zprava spo-
jité jako Lebesguer integiél vzhledem k LebesgueéiStieltiesoe mite 1, tj.
o—aditivii mife vzniklou roZiferim miry intervalu G((c,d] = g(d) — g(c) pro
[c,d] C [a,b] podobrym zplisobem, jako se buduje LebesgueovaantoZire-
nim obvykle miry intervalu ¢([c,d] =d — c. Definice se pakiejmym roZifi na
pripad kdy f je ohran€era a borelovsky r&itelna ag € BV |a, b] na ZAklac roz-
kladu funkd s koné&nou variat na rozdl dvou neklesagich funkd a rozkladu
f=fT— f~. Alternativri moznost je definovat LS —inted@l jako ro&iferi RS —
integialu Daniellovou metodou.

Na rozdl od KS—integalu, LS—integal ma porékud &S tfidu integrova-
telnych funkd. Nezahrnuje nap integraci vzhledem k regulovm funkdm. Na
druhou stranu, neomezuje se na integrdiespnterval. My smysl uvdovat o LS —
integraci fes libovolnou LS —ré&itelnou mnainu.

Vztah mezi LS—intedgilem a PS—integiem (a tedy i KS—integlem) je
dobre charakterizo&n résleduicim tvrzerim obsaerym v Saksoe monografii
(viz [40, Theorem VI (8.1)]).

Nechtg € BV|a,b], f:[a,b]— R a nechtexistuje integal (LS) f dg. Potom
(a,b)
existuje tak PS—integiél f;f dg a plaf

b
/ fdg = (PS) /( 00+ 1) A%l0) +£5) A0,

Odtud podle @ty o substituci (&ta 6.44) plyne i asleduici zajimawe tvrzen.
Je-li f ohraniceranala,b], h:[a,b] — R Lebesgueovsky integrovatélna[a, b]

t b b
ag(t)—g(a)+/ hdz pro t € [a,b], pak/fdg_/ f hdt, kde integél na

a
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pravé straré je Lebesguy.

DUSHNIKUV INTEGRAL A YOUNGUV INTEGRAL .
Zmérime-li definici zn&erych celeri v tom smyslu,ze budeme poadovat, aby
platilo

¢&j€(ojor,05) proj=1,2,...,v(o)

a dosaime-li tento modifikovaf pojem zn&enych céleri do definice RS —integr

It (viz definice 5.3), dostanent@ushnikiv ((§) nebo (o)) integialy. Je Zejme,
b

Ze jestlze existuje intedal (a)/ f dg, pak existuje i Dushniliv (o)—integal

b
(D)/ f dg a maj stejnou hodnotu. Dushriil integél je dokonce stef obecly

jakoaKS—integaI, pokud jde iidu integrovatelfich funkd. Obeci@ se ¥ak jeho
hodnoty I8 od odpovdajicich hodnot KS —inte@idu. To je Zetelre z rasleduiciho
vztahu

/fdg+ /gddf £(b) g(a) - f(a) g(a)

ktery plaﬁ jakmile jeden z integ’arlfj na Ie\é stra® ma smysl Dushniﬁw integléll je

e

funkce s hodnotami v Banachgsh prostorech a \gefll jeho vlastnosti natolikze
mohl na jejich akladé vybudovat teorii Volterroych — Stieltjesoych integélnich
rovnic v Banachoych prostorech.

Definujeme-Ili naic

Sy (o, €)
(o)
=Y [floj-1)ATg(oj1) + £(&) l9(os)—g(oj-1)] + f(o;) A" g(o;)] ,

J=1

N

a dosatie-li Sy (o,&) misto S(o, &) do definice 5.3, dostanemé@undv in-
b
tegral (Y)/ f dg. O tomto integélu a zejnéna o jeho(o) verzi je podrobg po-

jedréano v odstavci I1.19 monografie T.H. Hildebrandta [14]. &dk)— Youndiv
integial je prakticky stejgd obecny jako KS —integal. Jsou dokonce amy kuri-
ozri priklady funkd, pro kteé existuje (o0)—Youndiv integél a neexistuje
KS —integal (viz [46] nebo [23]). V fipadech zamawch pro aplikace, kdy ab
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funkce f, g jsou regulovaé nala, b] a alespa jedna z nich ranafa, b] kon&nou
variaci, oba integaly

/abfdg a (UY)/abfdg

existuj a maj stejnou hodnotu. Uprauli se definice KS —inte@lu zZlzerim mno-
Ziny zn&erych celeri (o, &) na @ipady, kdy plait

a<&1 <oy, 0j-1<§ <0 proj=2,...,v(o)—1, 0'1/(0')71<§1/(o')§b7

(viz [47]) bude & takovyto modifikovary KS —integal roZiferim i (o) — Youngo-
va integalu. Jira maznost modifikace definice KS —intédu byla uvedena v pci
[21].

INTEGRACE V ABSTRAKTNICH PROSTORECH

RoZifen integrace na vektor@éva maticoe funkce jsme ukzali v odstavci 6.8.
Analogicky, Ize postupovat i vifpade abstraktich funkd, tj. funkci s hodnotami
v Banachoych prostorech. Je-K je Banaclkiv prostor a# (X) odpovidajici Ba-
nachiv prostor spojigch linearrich opeatorti naX a

F:la,b] - 2(X), G:la,b] - Z(X), g:[a,b] = X,

pak mizeme definovat KS —integly

b b b b
/ng, /ng /dFG, /FdG.
b

Nap“./ dF' g = I € X jestlize pro kadé ¢ > 0 existuje kalibré € 4[a, b] takowy,
ze plaia

v()
H Y F() [9(o) —g(o5-1)] —IHX <e
j=1

pro k&zdé j—jemré zn&ere celen (o,&) intervalu [a,b]. Pojem variace lze
snadno perést i na abstrakinfunkce. Pro funkcif :[a,b] — X a cleri o in-
tervalu [a, b] definujeme

v(o)

V(f,o)=> IIf(oj) = floj-)lx a var, f=sup{V(f,0):0€Z[a,b].
j=1
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Je tale Zejmé, jak definovat prostot ([a, b], X) regulovarych funkd s hodnotami
v X. Potom nap. oba integaly

b b
/dFG a /FdG

existuj jestlize F € BV ([a,b], 2(X)) a G G([a,b],Z(X)) plat i vétSina tvr-
zen znamych pro integraci skakrich funkd (viz [48], [51] a [35]). Jsou Bak i
vyjimky: Lemma 6.43 pldtpouze pokud ra prostorX kone&nou dimenzi. To zna-
mera m.j., Ze jsou jisé poize s fenesefm nag. véty o substituci na abstraktn
integialy. V této strigné informaci stdjjeSté za zninku, Ze pokud nera prostorX
kon&nou dimenzi, ra smysl nisto variace uvzovat obeca sla¥i pojemsemiva-
riace, ktery se definuje takto:

Pro danou funkci#': [a,b] — L(X) a celeri o € Z[a, b] polozme nejprve

v(o)
VY(F,o) = sup {H Y [F(o;) = F(oj-1)] l“j”x} )
j=1

kde supremum se berégs \Bechny mané volby prvidi z; € X, j=1,2,...,v(0)
takowch, ze ||z;|| x < 1. PotomCislo

(Byvar® F =sup{V’(z,0):0 € Z[a,b]}

se nagvasemivariacdunkce F' na[a,b] (viz nagd. [15]). Zpravidla (ne ¥dy) je
mozno [Fedpoklady o konéné variaci zeslabit na kolaou semivariaci. Je amo,
ze ma-li X kon&nou dimensi, pak pojmy variace a semivariacél.

Poznamenejme $&, Ze integrace funkcs hodnotami v Hilbertoych resp. re-
flexivnich Banachoych prostorech ra uplatréri nag. v teorii hysterese (viz ndip
[24] nebo [25]).

Dlkazy podstat@acasti tvrzemuvederych v tto kapitole byly pevzaty z monografie [57].

Néktee jsou pak modifikacemiltkazl analogiclych tvrzen pro specalni pfipad g(z) =
ze Schwabikovy monografie [44].
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