Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integialu
ve funkcionalni analyze

V této kapitole nejprve Weme jak se Stieltjesovy integy uplati pri repre-
sentaci spojitch linearrich funkcioralll na réktegch prostorech funkc Nejprve
pripomaime rékolik zakladrich pojnil.

7.1 Nékolik zakladnich pojmi z funkcionalni analyzy
(i) Necht X aY jsou linearri (vektorowe) prostory. Zobrazén

B:xeX yeY —f[(z,y) €R
je bilinearni, jestlize plat

ﬂ T +.§C2,y) = /B(xlay) +ﬂ(l’2,y) pro VéeChnaI']_,ﬂS'Q EXa yEY)

(
Bz, y) = AB(z,y) provsechnareX, yeY, AeR,
5(%.@1 + 3/2) = 5(1’7%) + 5(%,@2) pro VéeChnaLU GX) Y1,Y2 S Y )
Bz, Ay) = AB(z,y) provsechnazeX, yeY, AeR.

(i) ProstoryX, Y tvori dualni par vzhledem k bilingrnimu zobrazeng, jestlize
plati

B(xz,y) =0 provsechnazreX — y =0,
B(x,y) =0 provsechnay e X — z=0.

(i) Linearnm zobrazemm linearriho prostoruX do R fikamelinearni funk-
cionaly na X. Pro libovolrg linearri funkcioraly @, ¥ naX, A\eR az X de-
finujeme

(P+T)(z) =P(x)+¥(z) a (AP)(z)=AP(z).
Mnozina linearrich funkcioralli na prostoruX je z‘ejmé vzhledem k takto za-

vederym opera@m také linearri prostor. (Nuloym prvkem mndiny linearrich
funkcionalll na prostoruX je pfirozere funkcioral 0: x € X -0 €R.)
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168 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

(iv) Je-li X Banacliiv prostor s normou: € X — ||z||x, pak linearri funkcioral ®
naX je spojity (vzhledem k topologii indukovanormou||.||x) prave tehdy, kdy
je ohrantery, tj. existujeCislo K € [0, c0) takowe, Ze nerovnost®(z)| < K ||z||x
plati pro kazde z € X (viz [19, IV.1.2]). Prostor spojjtch linearrich funkcioraldi
na Banacho® prostoruX zna&ime X* a nazvamedualni (nebo €z adjungovag
prostor) k X. Pfedpisem

e X® = ||Px+ =sup{|P(x)|: zeX,||z||x < 1}.

je pfirozeré definovna norma n&X* a X* je vzhledem k &to norn¢ talé Ba-
nachiv prostor (viz [19, IV.2.1]). Pasiméme si &z, Ze zobrazen

reX, oeX" — d(x)eR (7.2)
je bilinearr.

Dulezitou roli v teorii spojifch linearrich opeator hraje \eta Hahnova —Ba-
nachova, kterou zdefipomeneme v obecnosti poétaici pro nae Ucely. Dliikaz
Ize najt ve vetSiné wtebnic funkcioalni analzy, viz nag [19, IV.1.3].

7.1. Véta (HAHN —BANACH). Necht X je Banacliiv prostor aY c X je jeho

podprostor. Potom pro Kaly spojity linearni funkcioral ® na Y existuje spoji
linearni funkcioral ® na X takow, ze

B(y) =d(y) proyeY a [P

xx = || Py - (7.2)

Znamym a witeCnym diisledkem &ty Hahnovy — Banachovy jeasleduici tvr-
zeri (viz nag. [19, IV.1.3]).

7.2. Disledek. Necht X je Banacliiv prostor aY c X je jeho podprostor. Potom
pro kazdy prvekz € X\ 'Y existuje spojif linearni funkcioral ® na X takow, ze

|®|x+ =1, P(y)=0 proyeY a P(z)=dist(Y,z),
kdedist(Y, z) zn&i vzdalenost prvkuz od mnainy Y, tj.
dist(Y,z) = inf{|ly — z||x :y € Y}.
Pomod diisledku 7.2 snadno dakeme rasleduici tvrzeri.

7.3. Disledek. Je-li X Banachiv prostor aX* jeho dualni prostor, pakX, X* je
dualni par vzhledem k bilin@rnimu zobrazein(7.1).
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STIELTJESUV INTEGRAL 169

Dlkaz. a) Jeli®d(x)=0 pro kazde x € X, znamea to, ze ® je nulowy
funkciorél, tj. ® =0 € X*.

b) Podle disledku 7.2 pro libovol@ = # 0 existuje funkcioal ® € X* takovy, ze
|®]x-=1 a ®(x)=|z|. (Poldime Y ={0}.) Nemize se tedy $tt, Ze by bylo
soltasre ¢(x) =0 pro kazde ® € X* ax #0. O

7.2 Spaoijité linearni funkcionaly na prostoru spojitych
funkci

Mezi vyznamre wsledky funkciomlni analyzy pafi representace spagjith linear-

nich funkcioralll na réktegch Casto podivanych prostorech funkc Specalné

v pfipace prostoruCla,b] funkd spojitych na[a,b] se dolle uplatin klasicky
(6) RS —integal.

7.4. Veta (RIESZ). @ je spojity linearni funkciorél na Cla,b] (® € (Cla,b])*)
pravé tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a,b] tako\a, zep (a) =0 a

b
O(x) = (5)/ zdp prokazdou funkciz € Cla, b] . (7.3)

Potom tak plaf ||®|x+ = var’ p.

Dlkaz. a) Nechtr € Cla,b] a peBV]a,b]. Potom podle &ty 5.53 existuje
b b

integial (5)/ r dp a podle lemmatu 5.9 pra*(é)/ T dp‘ < (var’p) ||z|. Zob-

a

razen
b
¢, 1 x€Cla,b] — (5)/a:dp€]R

je tedy ohrartery (tj. spojity) linearn funkcioral naCla, b], pficenz
19l (Cla,b))- < Varsp. (7.4)

b) Bud dan libovolry spojity linearri funkcioral ® na Cla, b].

Necht M |a, b] zna&i mnazinu Sech funkeohranternych nala, b]. M[a,b] je
zfejmé Banachiv prostor vzhledem k operm a norné definovagim stejré jako
v Cla,b]. Dale je Zejmé, ze C[a, b] je uzaveny podprostorM |a, b].

Ve zbyvaijici ¢asti tohoto dkazu budeme zii#t X =M/[a,b] a Y =C|a, b].
Podle \ety 7.1 niizeme funkcioal ® rozSifit na ce/ prostor X, tj. existuje
funkcioral ® € X* takowy, Ze plat (7.2).
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170 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

Polazme
p(a)=0 a p(t)=(x@y) Prote(a,b. (7.5)
Dokézemeze p € BV|a, b].

Bud dano cleri o € Z[a, b]. PolaZmem =v(o). Potom

m

Vp,o) = Ip(oj)—p(oj-1)l = ajlple;) —p(oj-1)],
j=1

kde a; =sign[p (o) —p(oj-1)] pro j=1,2,...,m. Vzhledem k definici (7.5)
tedy doshvame

V(p, ) = o (I)(X[a 01] + Z Oé] X[a oj]) (X[a,aj_l])]
7=2

= a1 (AIS(X[a,Jl]) + Z Qj (B(X(Ujflygj})
=2

= (AI;(OQ Xa,o1] + Z Qaj X(inl’aﬂ) = ‘P(h) ,
j=2

kde h(t) = o1 X[a,0)(t) + Zajxc,] 1.0;)(t) Pro t€a,b]. Zfejme ||h[=1 a
tedy

V(p, o) < [|®]x- = | ®]lv+ = [®lclap)- Prokade o € 2[a,b].
To ovsem znameh, ze

varg p < [®|lclap)- - (7.6)

Zbyva dolkazat ze plat (7.3) neboli® = ®,,. Budte dany libovolra = € Cla, b]
ae > 0. Protae funkcezx je stejnon@rreé spojit nafa, b], existujes >0 takowe,
Ze plat

(t,se[a,b] a |t—sy<5) — Ja(t) —a(s)] < <.

Necht o € Z|a, b] je libovolné celeri takowe, Ze || < J. Polazmem =v (o).
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Snadno o&ime,ze |z(t) — z(t)| <e pro kadé t € [a,b] neboli ||z — zo| <e.
Dale,

o (t) = x(01) X[a (1) + Z 2(04) X(0;-1,0,) () Pro t€la,b].

Jj=2

Odtud, vzhledem k definici (7.5), dostaneme

(AIS('%'O') = 93(0'1) &)(X[a,aﬂ) + ZI‘(O’j) [(p(X[a,oﬂ) - (I)(X[a,aj,ﬂ)]

= Zx(aj) [p (Gj) —p (O‘j71)] = S;BAP(O',EU) )

Jj=1

b
kde ¢, = (01,09,...,0m). Protdze existuje integl (6)/ z dp, mlizeme zvolit
a

pE€Z[a,b] an=§, tak, aby platilo

Seap(p,m) —(5)/bﬂv dp‘ <e.

a

~ b
B(ap)~(0) [ 2y =
Protze mame tak ||z — z,|| < ¢, dostivame
b _ b
20) - 0) [ wdp] = [8(a) ~ (5) [ )
~ ~ ~ b
< [8() ~ B(a)| + [Bep) ~(0) [ 2y
< [[@llx-llw = zpll +& < (I @[y~ + 1)
Vzhledem k tomuze € > 0 mlize byt libovolné mak, znamea to, Ze plat

b
O(z) = Pp(x) = (5)/ xzdp pro zeCla,b].

Konetng, podle (7.4) a (7.6) jé®| (cja,p))- = Var, p. O

Jak ukazuje asleduici véta, nei pfifazen ® € (Cla,b])* — peBV]a,b]
urceno vztahem (7.3) jednozira.
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172 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

7.5. Lemma. Necht g € BV[a, b]. Potom plat
(5)/bf dg =0 pro kazdou funkcif € Cla,b] (7.7)
tehdy a jen tehdy, kayexistuje nefySe spdetra mn@ina W C (a, b) takoa, ze
g(t) = g(a) prot€la,b]\ W . (7.8)
DUkaz. a)Pedpokhdejmeze plat (7.8). Pol@dme g©(t) = g(a) prot € [a,b]

a gB=g—g¢C. PotomgB(t)#0 prave tehdy, kdg tc W. (¢ je spojita tast
funkceg a gP je skokowatastyg.)

Necht f je libovolna funkce spoji nafa, b]. Potom Zejmé
b
(5)/ fdg=o. (7.9)

Ukazeme ze plat také

(5)/bfng:0. (7.10)

Je-li W =0, pak (7.10) evidentd plaf. Necht W je jednobodo& mnaina, tj.
W ={w}, kde w € (a,b). Bud danoe > 0 a nechtd > 0 je takowe, ze

(t,se[a,b] a |t—s|<5) — |z(t) —a(s)| <.
Pro libovolré zn&ere cBleri (o, &) € 7[a,b] takow, Ze |o| < §, pak mame

0 kdyzw ¢ o,
1S(0,8)| = §
|£(&) = f&+)|lg(w)| <ellgll  kdyzw=0;.

Je-li W jednobodo@ mna@ina, pak (7.10) plat Snadno si rozmyshe, Ze odtud
plyne,ze (7.10) plati v pfipacg, Ze mnaina W je kon&na.

Predpokbdejme nyn Ze W je spdetra, W = {wy }. Podle \Ety 2.23 je

D lgP i) = (1A g (wp)[+]AF gB(wr)]) < o0,
k=1 k=1
Méjme danoe > 0. Potom existujeN € N takowe, ze
> lgBw) <e. (7.11)
k=N+1
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STIELTJESUV INTEGRAL 173

Rozlazme funkcigB na sodet gB = h + h, kde

gB(t) kdyite{wlaw27-"7w]v}7
h(t) =
0 kdyz t € [a,b]\{wi,ws,...,wN}
a
~(> gB(t) kdyz te{wy:k>N+1},
h(t) =
0 kdyz t€[a,b]\{wg:k>N+1}.

Podle gedchoz Casti je

b
(5)/fdh:0. (7.12)
Na druhou stranu, pro kaé zn&ereé cleri (o, &) € 7]a,b] mame podle (7.11)
v(o)
[S7a8 (@) = | D 1(&) rloy) (1))
j=1
<20f1 D 9Pl <2|fle.
j=N+1

Odtud, vzhledem k (7.9) a (7.11), plyrieg plat (7.10) a (7.7).

b) Nechtplaf (7.7). Poldme f(t):(é)/tb(g(s) —g(a))ds pro t€la,b]. Po-

tom f € Cla,b] a podle &ty o integraci per-partes &ta 5.49) a &ty o substituci
(véta 5.44) je

b b
0= (5)/fdg—f(b)g(b)—f(a)g(a)—(5)/gdf
¢ b ¢ b 9
—  f(a) g(a) +(6) / o(t) (g(t) — g(a)) dt = (8) / (9(t) — g(a))” dt

Kdyby bylo g(to) # g(a) v néjakem boe t, spojitosti funkceg, muselo by exis-

tovat A > 0 takowe, ze (g(t) — g(a))2 >0 prote (to—A,to+A). Potom bychom
oviem neli také

b b to— A
§)[ fdg=(s —g(a))’dt > (6 —g(a))*d
)] rdo= ) [ (0 -ot@)*ar =) [ " (o)~ o)*ar >0
coz je ve sporu siedpokladem (7.7). Platedy (7.8). O
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174 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

b
7.6. Pozramka. Jestlze f € Cla, b], pak podle Lemmatu 7.5 int@r(é)/ fdg

se nezran, zmérime-li hodnotyg(t) v nejwsSe spgetré mnoha bodeche (a, b).
Specalné, nahratme-li funkci g funkdi

0 pro t=a,
g(t) = L g(t+) —g(a) pro te(a,b),
g(b)—g(a) prot=b,

bude platit

b b
(5)/fdg:(5)/fd§ pro kazde f € Cla,b].

Odtud okaniité plyne,ze pro kady spojity linearn funkcioral & na prostoru
Cla, b] existuje pave jedna funkcep € BV [a, b| takowa, ze

p(a)=0, p(t+)=p(t) pro t€(a,b)

a (7.13)

b
@(x):(a)/xdp oro katdk « € Cla, b] .

Funkcep € BV|[a, b], které jsou zprava spo@tna(a, b) atakoe,zep (a) =0,
se nagvaji normalizovag funkce s kormou variaé a tva‘i uzaveny podprostor
v BV[a,b], ktery budeme zné&it NBV[a,b]. Prostory (Cla,b])* a NBV]a,b]
jsou podle ety 7.4 a lemmatu 7.5 isomoifrtj. zobrazen

deX* — pe NBV]a, b] (7.14)

je vzajemreé jednoznéné. To by Zejmé neplatilo, kdybychonNBV [a, b] nahradili
prostoremBV|[a, b] v8ech funkts kon€nou variatna [a,b]. Na druhou stranu,
NBV{a, b] Ize nahradit nap prostorem funkics kon€nou variatna [a, b], které
jsou spojié zleva na(a, b) a anuluj se v réjakem pevié darem boe c € [a, b].

Z nasleduiciho lemmatu vyplyneze je-li @ € (Cla, b])* ap € NBV]|a, b] je urce-
no vztahem (7.14), pak®||(cjq))« = Pllev, 4. prostory (Cla, b])* a NBV(a, b]
jsou isometricky isomorfin

b
7.7. Lemma. Jestlze pc NBV|a,b] a ®(z) = (5)/ zdp pro z € Cla,b], pak

a

19|l (clap)+ = IPllBy = Vvar] p.
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b
Dlkaz. Podle &ty 5.53 alemmatu 5.9 pia’[(&)/ rdp ‘ < (var’ p) ||z neboli

12l (clap))* < IPlBV- (7.15)
Dokézeme ze existuje funkcer € Cla, b] takowa, ze

b
17l=1 a (6 / Fdp—var’ p. (7.16)

Bud dano libovolré £ > 0. Zvolme cleri o € Z[a, b] tak, aby bylo
V(p,o)>varlp—e (7.17)

pro ka&zdé jeho zjemén o. Polazme m =v(o). Vzhledem ke spojitosti funkce
p na (a,b) zprava niizeme pro kade j=1,2,...,m najit bod ¢; € (0;,0j11)
takowy, ze

p(t) ~p (o))< . (7.18)
Polazme
1) = {Sign (p(o1)—p(a))  kdyz t€[a, o]
sign (p (0j41) —p (t;)) kdyz te[tj, o5, j€{1,2,...,m},

a dodefinujme funkck na intervalechit;, o;,1] linearre a tak, aby byla spofitna
[a,b]. ZFejme je ||Z]| = 1. Navic

b m m—1 tj
(5)/55dp: ‘p(al)—p(a)\+Z|p(0j+1)—P(tj)‘+Z<5)/_ zdp

Protaze je |7(t)| <1 pro t € [a, b], plyne odtud podle (7.18%e

b m m—1
‘@/fdp’ > [p(o1) —p(a)|+ D |p(ojr) —p )] = D |p(t;) —p(oy)]
a j=1 J=1
m—1
=V(p,p)-2)_ |p(t;) —p(0))] > V(p, p) —2¢,
j=1

kde p={a,ti,01,t2,02 ..., 0m—1,tm,b}. Podle (7.17) dostvame

b
‘(6)/:fdp’ > V(p,p) —2¢ > vart p—3e.

Prot@ze ¢ milize byt libovolné kladré Eislo, znamea to, Ze plat (7.16) a tudz
sup|, <1 |®(x)| > var} p. Odtud a z (7.15) plyne tvrzéfemmatu. O
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176 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

7.8. \éta. Zobrazein ® € (Cla,b])* — p€ NBV|a, b], kde p je ureno vztahem
(7.13) je isometricl isomorfismus.

7.9. Pozramka. MUzeme tedy ztotinit (Cla, b])* s prostorenNBV|[a, b].

7.10. Cviteni. Dokazte,ze plat:

Pro kazdy spojity linearni funkciorél ® na prostoruCla, b] existuje pave jedna
funkcep € BV |[a, b] tako\a, Zze

p(b)=0, p(t—)=p(t) pro te(a,b)

b
O(x) = (5)/ xdp prokadk xeCla,b].

Ve \ete 7.8 Ize nahradit prostorNBV[a,b] prostorem funkiczleva spojigch na
(a,b) atakowch,zep (b) =0.

7.3 Spoijité linearni funkcionaly na prostorech integrova-
telnych resp. absolutré spojitych funkci

Dalsi dolfe zrame representace spdgjith linearrich prostoéi vyuZivaji Lebesgue-
ova integalu :

Pro a€[l,00) ozn&me symbolemL®[a,b] prostor funkt x méfiteinych na
[a,b] a takovch, 2e/by:c|a dt < oo, pfiCenZ norma nal.%[a,b] je definoxana
predpisem ‘

b l/a
lz||a = (/ s dt) pro x € LYa,b]

a rovnostx =y pro z,y € L%[a,b] znamea, Ze z(t) =y(t) pro s.v.t € [a,b].
Jestlze poldime

o =

«

s jestlize a>1,
00 jestlize a=1,
pak obeci tvar spojieho lineérriho funkcioralu nall®[a, b] je dan gedpisem

® e (La,b])* < existujepcL® [a,b], takow,Ze

b
O(x) —/pxdt pro x € L%a,b],
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STIELTJESUV INTEGRAL 177

kde L*°[a, b] je prostor funktc esencalné (v podstat) omezeich na[a,b], tj.
funkd definovarych a n&itelnych nafa,b] f:[a,b] — R atakowych,ze

sup ess|f| < oo,

kde sup ess | f] je infimum mnainy vSech A € (0, oo) takowch, Zze mnaina
{z€la,b]:|z(t)> A}

ma nulovou niru.

Na prostoruAC|a, b] funkd absolut®@ spojif/ch na intervalua, b| definujeme
normu gedpisem

Ifllac = f@]+flli pro f€AC[a,b]
a ACla, b] je pak Banachv prostor. Podle &ty 3.17 fedstaviijzobrazen
f€AC[a,b] — (f(a), f') €R x L'[a,b]

(c,9) €ER x L[a,b] — f(z): = c—|—/ g(t) dt € ACla, b]
vzajemre jednoznény vztah meziAC[a,b] aR x L1 [a, b]. Lze ukazat,ze obeci
spojity linearr funkcioral na prostorutAC|a, b] je dan gedpisem

® e (ACla,b])" < existuf gcR a pel™a,b], takow,ze

O(x) =q f(a) —|—/bpf'dt pro x € AC[a,b] .

a
Dilkazy Wse uvedefrch tvrzen a daki podrobnosti Ize néizti ve \&Siné uteb-
nic funkcioralni analzy. VSeobeca dostupa je tale on-line verse plaeskych
skript [3].

7.4 Spojité linearni funkcionaly na prostorech regulova-
nych funkci
Nasim dlem je nyri odvozeit obecrého tvaru spojitch linearrich funkcioralli na

néktefych podprostorech prostor@|a,b]. Pro z&atek si fipomeaime,ze podle
Véty 6.26 je yraz

b
B, () = g(a) + / pdla] (7.19)
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178 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

definowan pro ka&dou funkciz € Gla,b]| a kady par n=(p,q) € BV|a,b] x R.
Navic, pro k&dée n € BV[a,b] x R, pfedpis ((7.19)) definuje ohraiery (a tedy
spojity) linearri funkciorél naGla, b].

Snadno o&ime,Ze Fedpisem

n=(p,q) €BV[a,b] xR — |Inllpvxr = lg| + |[pllBv

je definovana norma na prostoV{a,b] x R a BV|[a,b] x R je Banacliv pro-
stor vzhledem kéto norng. Z formuil uvederych v pfikladech 6.15 (vizé&z prikla-
dy 6.41 resp. cvier 6.42) tale snadno odvddhe rasleduici tvrzen.

7.11. Lemma.

(i) Pro libovolnou dvojicin = (p, q) € BV[a,b] x R plati

®77(1) =4q,
o = kdyz b
n(X(T,b}) p (T) yf TE [av ) ) (720)
®,(x7y) =0 kdyz 7 € (a,b),
Dy(xp) =p(b).
(i) Pro libovolnou funkcix € Gla, b] plati
O, (x) = z(a) kdyz p=0naja,b],q=1,
O, (x) = x(b) kdyz p=1naja,b], ¢=1, (7.21)
O, (v) =x(7—) KdYZ p=X[ar Na[a,b], 7€ (a,b], g=1, '
@n(I):LE(T+) kdy2 P = Xla,r] na[aab]’TE[a7b)7q:1 B

Primym disledkem vztah ((7.20)), ((7.21)) a lemmatu 4.16 jasieduici tvr-
zeri.

7.12. Lemma.

(i) Jestlzen = (p,q) €eBV[a,b] xR a
O, (x) =0 prokazdez € Lin(l, X(rb), T € [a,0), X[b]) ,
pakp (t)=0 nala,b] a ¢=0.
(i) Jestlzex € Gla,b] a

®,(x)=0 pro vSechny dvojice;= (p,q) € BV[a,b] xR,
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pak
z(a) = z(a+) = z(7—) = z(7+) = 2(b—) = z(b) (7.22)
plati pro 7 € (a, b). O

7.13. Poziamka. Vsimréme si,ze vzhledem kieimu vztahu v (7.20), izeme
v tvrzen (i) pfed&leho lemmatu nahradit mamu Lin(l, X(rb)> T € [a, ), X[b})
mnazinami

Lin(lv X[T,b]uTe [CL, b)v X[b]) resp. LlIl(]., %X[T] +X(T,b}77—€ [CL, b)) X[b}) .

Odtud okaniité plyne €z nasleduici tvrzeri, kde symbolyG | [a,b], GRr|a,b] @
Gregla, b] byly definovany v (4.3).

7.14. \éta. Kazdy z rasledujcich parli prostor
(G L[a,b], BV[a,b] xR), (Gregla, b], BV[a,b] xR), (GRr[a,b], BV|[a,b] x R)
tvofi duélni par vzhledem k bilingrni formé
reX, neBVia,b] x R—&,(z). O
Na druhou stranu, ame tale

7.15. Lemma. Jestlze @ je linearni ohraniCery funkciordl na G [a,b] a

p(t) = { 5 (7.23)

pakpeBV]a,b] a
[ (a)] +1p (b)| +varg p < 2[[®lg: 0,61,
(7.24)
kde [|®|g1 (5] = sup{|®(2)|: 2 € G L]a, b], [z[[ <1}

DUkaz. Prolibovolg cgleri o = {0¢,01,...,0,} intervalu[a,b] a libovolny
vektor (co, 1, .. ., Cm, cmi1) € R™T2 plaf

02 (@) + enap )+ 36 lp (o) ~plos-)]

m—

= ‘@(CO X(a,b] + Cm+1 X[b Z ]X (0j-1,04] +Cm X(o.m 17b)>‘ = ‘Q)(h)‘7
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kde

m—1
h = co X(ap) + Cm+1 X[p) — Z Cj X(oj_1,05] T Cm X(om_1,b) -
j=1

Snadno o&ime, ze bude-li|c;| <1 pro j=0,1,...,m+1, pak bude|a| <2.
Polazime-li tedy

co = signp(a), cmy1= signp (b), ¢; = sign(p (;) —p(0;-1))
proj=1,2,...,m, Ziskame vztah

p(a)[+[p )+ V(p, o) <2| @]

G [ab] pro kazde o € @[a, b] .

Odtud & plyne,ze plati ((7.24)). Ol

Analogicky g'edchoimu lemmatu rame tale

7.16. Lemma. Necht @ je libovolny linearni ohranicery funkcioral na Gregla, b].
Polozme

P(X(a,0)) kayz t=a,
p(t)=<{ ®Gxg+xwy) Kdyz te(a,b), (7.25)

Potomvar’ p < sup{|®(z)| : x € Gregla, b], ||z]| <1} < o0, §j. p€BV[a, b]).
Dlkaz. Necht® € Gjyyla,b], 0 ={00,01,...,0,} je cleri intervalu [a, b]
a nechtrealma €isla ¢;, j=1,2,...,m, jsou takow, Ze je |¢;| <1 pro vechna
j=1,2,...,m. Potom

ZCJ p(oj-1)]

[(I) 5 X[o1] +X al,b]) (X(a,b])i| ( 26)
7.

+ Z Cj [ 2X[0'J] +X(O'J,b]) (QX[UJ-,1] +X(Uj,1,b])
Jj=

=2
T Cm [‘I’ (3 Xfom-1] + X(om- u@)} = ®(h),
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kde

h= a [%X[aﬂ X (o1,0) — X(a,bﬂ T Cm [X[b} = X[om1] ~ X(am_l,b}]
m—1

1 1
+ Z j [ix[aj} + X(o;,0] ~ 2X[0j-1] — X(aj,l,b]}
i=2

= [%X[gl] - X(a,al]} — Cm [%X[Om—ll +X(gm,1,b)}

m—1

+ Cj [QX[%] X(O'J 1,05] [UJ 1]}
7j=2

= —¢ %X[al]JrX(a,al)} ~Cm [%X[o—m—lﬁx("m*lvb)}

m—1 m—1 m—1
1 1
-3 Z CiX[oj] ~ 2 Cj Xloj—1] — € X(oj-1,05)
j=2 7j=2 Jj=2
m m
_ 1 L
= =3 DXyl T3 D Xioyal — DG X(oyor0y)
j:l Jj=2 J=1

- ci+c
- - Z : JHX[UJ]_ZCJ'X(UJ'—LUJ')

m—1

= —Cl X(ao1) " Z ( J+ 2 Xioy ]+ € X (o) oj)> — Cm X(0m_1.,b) -
j=2

Z tohoto vypdferi snadno nal@ddnemeze
h(O’j*) = —c¢j, h(0]+) = —Cj+1, h(()'j) = *%(CjJerJrl) proj=1,2,...,m
Cili heSla,b]NGregla,b] alh(t)| <1 provsechnat € [a,b]. Vzhledem k (7.26)

tedy doshvame,ze nerovnost

sup{‘ ch [p(0;) —p(oj-1)] ‘ dleil <1, j=1,2,...,m}
< sup{|®(z)|: 2 € Gregla, b], [|lz[| <1}
plati pro kazdée celeri o = {0¢,01,...,0,} intervalu[a,b]. Zvolime-li nyri
c; = sign [p(aj) fp(o'j,l)] proj=1,2,...,m,
zjistimeze plat

V(p, o) < sup{|®(z)|:z € Gregla, b], ||z]| <1} < 0o prokade o€ Z[a,b],
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tj. varg p <[|®l|gogab) < 0o O

Prvrim hlaviim vysledkem &to kapitoly je @sleduici véta.
7.17. \eta. @ je linearni ohranicery funkciordal na G[a,b] (®€G7la,b])
prave tehdy, kd¥ existuje dvojice)= (p, q) € BV[a,b] x R tako, ze

b
O(x) = qx(a)—i—/ pdx proxeGla,b]. (7.27)

Nawic, zobrazen
neBVa,b] xR — &, €G] [a,b] (7.28)

je isomorfismus.

Dlkaz. Necht® je spojiy linearri funkciordl na G [a,b] a necht®, je
funkcioral definovag pfedpisem (7.19), kde = (p, q), ¢=®(1) a funkcep je
definova v (7.23). Podle lemmatu 7.25= (p, q) € BV|[a,b] x R a podle (7.20)
a (7.23) name

o(1) =g¢ = o,(1),
P(X(rp) =p(1) =Py(X(rp) Pro7Ela,b),
‘I’(X[b}) =p() = q’n(X[b]) .

Protaze podle lemmatu 4.16 je kea funkce zS[a,b] N G [a, b] linearn kombi-
nad funkd

1, X(7,b] TE [aab)a X[b]»

plyne odtudze ®(x) = ®,(x) prokade z € G [a,b] N S[a, b]. Konecre, protae
podle lemmatu 4.15 je mdma G  [a,b]NS[a,b] hust v G [a,b], plyne odtud,
ze plat

P(z) = O,(x) prokadexzeGa,b].

Podle \&ty 7.14 je (7.28) vaiemré jednoznaré zobrazenBV]a,b] x R na
G1 [a,b]. Dale, podle ety 6.26 name

@ ()| < (Ip(a)|+|p ()| + varip + q) |lz|| prokade z € G L[a,b]
atudz

19y]

Gy [ap] < [P (@) +1p (b)|+varip+lg| < 2 (|lpllsv +1al) = 2 [nllsv < -
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Na druhou stranu, podle ((7.25)) a podle lemmatu 7.15 je

gl = [@()] < [[®yll7 0]

Ipllsv < (I (@)| +p (0)] + vargp) < 2[@yliey fas)-

Souhrnem rame

%H(anGT_[a,b] < nllBvxr < 3Py

G [ab]»
Cili, zobrazei
n€BV[a,b] xR — &, € G} [a,b]
je isomorfismus. m

7.18. \kta. @ je linearni ohranitery funkcior@l na Gregla, b] (® € Giggla, b])
prave tehdy, kdy existuje dvojice) = (p, q) € BV[a,b] x R tako\a, ze

b
d(x) = qz(a) —|—/ pdx pro z € Gregla,b]. (7.29)
Navic, zobrazen
ne€BVa,b] x R — &, € Gregla, b] (7.30)

je isomorfismus.

D & kaz. Fedpokhdejmeze @ € Gfy4la,b], @, je funkcioral definovay vzta-
hem (7.19), kden=(p,q), ¢=®(1) a p je funkce definovad vztahem (7.25).
Podle lemmatu 7.16 je = (p, q) € BV|a,b] x R a podle (7.20) a (7.25) ame

D(3x(r) +X(rp) =P(T) =Cu(5X[+ X(rp) Prokazder € [a,b),
(X)) =p) =,0xp)-

Pomodé lemmatu 4.16 odtud odvaaie, ze plat
O(z) = O,(x) prokadex e Gregla,b]NSa,b].

Podle lemmatu 4.15 je &em mndina Gregla, b] N S{a,b] hust v Gregla,b] a
tudiz doshvame konénre, ze plat ®(x) = ®,(z) pro vsechnar € Gregla, b].

Podobi jako jsme dofzali analogickou nerovnost awru dikazu ety 7.17
dokazali bychom nyn ze plat také

31 ®nllGregas) < IInllBvxr < 311Pyllorgas - O
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7.19. Cviceni. Postupem patitym v dilkazech @t 7.17 a 7.18 ukae, Ze take plaf
(i) @ je linearni ohranicery funkcioral na
Grla,b] = {z € G :x(t—) = x(t) prot € (a,b]},

(viz (4.2)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a, b] tako\, ze
b ~
B(x) = p (b) 2(b) —/ pdia] pro z€Gula,b].
(i) @ je linearni ohranicery funkcioral na

Grla,b] = {z €G :2(t+) = z(t) prot € [a,b)},

(viz (4.2)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a, b] tako\, ze

b ~
D(x) :p(a)x(a)—i—/ pdz] pro x € Ggla,b].

7.5 Aplikace Stieltjesova integralu v teorii distribuc i

V tomto odstavci nazrédme manosti pouiti KS—integalu v teorii distribug.
Distribuce zde budeme apat ve smyslu L. Schwartzefifomaime si nejprve
nékolik zakladrich pojnt a definic.

7.20. Definice.Mnozinu funkd ¢:R — R, které maj pro kadé k€ N U {0}
derivaci () k—teho¥adu spojitou naR a takovou,ze o¥)(t)=0 pro teR \
(a,b) ozn&ime symbolen®|a, b]. Funkdm z D[a, b] fikametestovatcfunkcena
[a,b].

Mnozina Dla, b] je linearn prostor vzhledem kijrozerym operagm <itan
a nasobenskabrem. Mndina®|a, b] se stane topologigkn vektoroym prosto-
rem, zavedeme-li nd topologii, ve kteé posloupnosfy,, } C D[a,b] konverguje
k o € Dla,b] tehdy a jen tehdy, kdy

lim [p® —o®)| =0 prokade keNU{0}.
Typickymi priklady funkd z prostoru®|a, b] jsou funkce tvaru

oualt) = exp (tic + ﬁ) pro t € (c,d),
’ 0 pro teR\ (c,d),

kde [¢, d] mbze byt libovolny podinterval v(a, b).
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7.21. Definice.Spoijite linearn funkcioraly na topologickm vektoroem prostoru
Dla,b] se nagvaji distribucena [a, b]. Mnozina \Sech distributna [a, b] je tedy
dualnim prostorem kD|[a, b|. Znaime ji symbolem®*[a, b].

Pro danou distribucif € ©®*[a,b] a testovat funkci ¢ € D[a,b]|, hodnotu
funkcioralu f na ¢ zn&ime symbolem(f, ¢).

b
7.22. Poziamka. Je-li f € L1[a, b], pak Fedpisemy € Da, b] — / F(1) (1) dt
je definoana distribuce ‘

b
(f. ) = / F(8) olt) o

na [a,b], kterou budeme zr&it takeé symbolemf. Rikame, Zze distribucef je
ur€ena funke f.

Nulovy prvek prostoru®*[a, b] je ur€en libovolnou réfitelnou funkd, ktera se
anuluje s.v. na intervalli, b]. Specalrg, je-li f € Gla,b], pak f=0€D*[a,b]
tehdy a jen tehdy, kdy f(t—) = f(s+) =0 pro VSechnat € (a,b] a s€|a,b).
Tudiz, je-li f € Gyegla,b], pak f=0€D*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f(¢t) =0
pro VSechna € [a, b]. Pro libovolre distribucef, g € ©*[a, b] rovnost f = g zna-
merg, ze f — g=0€ D*[a,b]. Z vySe uvedeadho plyneze je-li g € L' [a, b], pak
existuje nejyse jedna funkcef € Gregla, b] takova, Ze f =g s.v. naja, b]. Dale,
pro realné funkcef, g:[a,b] — R plat rovnost f = g ve smyslu®*[a, b] tehdy a
jen tehdy, kdy f =g s.v. naja,b].

7.23. Definice.Pro danou distribucif € ©*[a, b], definujeme jdj (distributivri)
derivaci f’ predpisem

frioedla,b] — (f',0) = —(f,¢).
Podobm, pro kade k € N,
F®:pedlab] = (fW,0) = (=1)*(f, M)

7.24 . Poziamka. Distributivni derivace absoluth spojiffch funkd jsou u€eny
jejich klasickymi derivacemi.

7.25. Poziamka. Definujme

0 prot<o,
H(t)=<3 prot=0,
1 prot>0.
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Necht 7 € (a,b) a h,(t)=H(t—7) pro t € [a,b]. Potom pouitim véty 6.34 a
s @ihlednutm k (6.10) a (6.14) dostaneme

b b
(i) = by = = [ dp = [ e = ().

Funkceh, se nagvaHeavisideova funkdgse stedem v bod 7) a jeji distributivri
derivaceh! se zn&i ¢, a nagva seDiracovaj—distribuce(se stedem v boé 7).

7.26. \eta. Necht f € ©*[a,b]. Potom f’ je nuloa distribuce tehdy a jen tehdy,
kdyz existuje konstantac R tako\i, ze f(t) =c pro s.v.t € [a, b].
Dlkaz. Jestlie f(t)=c pros.v.t € [a,b] a €Dla,b], pak

b
' 0) = —(e. ) = —c / o/(s) ds = —e(p(b) — pla) = 0.

Naopak, necht(f, »’) =0 pro kazdou ¢ € D[a, b]. Nechtje dana libovolra
testovacfunkce p € ®[a, b]|. Polazme

/ (p(s) —ap©(s)) ds pro tela,b],

p(t) =
0 pro teR\ [a,b],
kde
b
ao:/p(s)ds a @(t):M.
¢ /@a,b(s) ds

Potom

/ab@(s) ds=1.

Odtud snadno plynge ¢(a) = ¢(b) = 0 atale,ze p € D[a, b]. Dale,
@'(t)=plt) — a0 ©(t) pro te[a,b].
Tudiz

0=(5¢) = o~ ([ o) 85) (£.0).

To znamea, Ze pro kadé p € D[a, b] plat

o= ([ 06 ) 7.0) = [Cepto) .

kde c= (f,0) € R je konstanta. Tedy = ¢ ve smyslu distribuic O
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7.27. CvEeri. Dokazte,?e je-li k e N U {0}, pak f*) =0 € D*[a,b] tehdy a jen
tehdy, kdy existuj cg, c1,...,cx_1 € R takow, Zze

f)=co+ecit+---+cp1 t" 1 prosvtela,bl.

Vaznym probemem v teorii distribuicje jak definovat jejich satin. Nasle-
dujici dvé klasicke definice sejtkaji jen specalnich typl distribud.

7.28. Definice.(i) jestlize f, g a f g € L'[a, b], pak

b
(fg,9) =/ fgedt.
(i) jestlize f € ©*[a,b] a g ma nala,b] spojitt derivace libovolahofadu, pak

(fa.0)=(fr9¢)-

Definice 7.28 zahrnuje s@in f g, kde f € G[a,b] ag € BV[a, b]. Nevztahuje
se ale nap na [Fipady, kteé se objevujv nasleduici definici.

7.29. Definice.Jestlze f € Gla,b] a g € BV][a, b], pak definujeme

b

(f'g,9) =/<pg df (7.31)
b

(fg's¢) :/wfdg- (7.32)

7.30. Lemma. Necht f € G[a,b] a g €BV|a, b] spiiuji

AT f(t)ATg(t) = A" f(t) A" g(t) prokazce t € (a,b), (7.33)
Potom
t
flg=F', kdeF(t)—/ gdf protea,b] (7.34)
a a
t
fg' =G’ kdeG(t)—/ fdg protela,b]. (7.35)
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D 0 k az. Pouitim véty o substituci (&ta 6.44) a &ty o integraci per-partes
(véta 6.34) pro libovolé ¢ € D[a, b] dostaneme

o= o [aarlew=-["( [ sas)ewar
=<(ngdf)C¢%

t.j. plati (7.34). Vztah (7.35) se dokazuje analogicky. Ol
7.31. Disledek. Jestlze funkcef € Gla,b] a g € BV|[a,b] spiiuji (7.33), pak
(fo)=rfg+f'g

D U k az. Podle definice 7.23gty o integraci per-partes (viZta 6.34) a lem-
matu 7.30 dostvame

(fa),o)=—(fg,¢
/fgcp’dt—/ o(t) d[£(t) g(t) — F(a) g(a)]

= [ »(t) gdf+ fdg pgdf—+ [ ¢fdg
[reodl [[aars [[ras] = [easrs [

= (fg",0)+(f'g,¢).
O

7.32. Poziamka. Necht f € G[a,b] a g € BV|[a, b]. Podninka (7.33) je pakizj-
meé splréna nap. v nasleduicich pfipadech:

(i) obé funkce jsou regair,
(i) alespa jedna z nich je spogtna(a,b),
(iii) jedna z nich zleva spoftna(a, b) a druka je zprava spojit na(a, b).

7.33. Cviteni. Dokazte, ze jestlze 7€ (a,b) a h, resp.d, jsou Heavisideova
funkce resp. Diracova distribuce sdestem v, pak h;d, = %67. (Navod:
Pouwijte cviteri 6.32.)
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