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x � AC�n��� � ��t� �
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x � AC�n��� � ��x� � a�x
�n� � a�x

�n��� � � � �� anx �
nX
i��
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�n�i��
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nX
i��

�����n�i��aiy��n�i��

�
E�t� � Km�n � t � 	�� �
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�

V
ta �� Existuje pr�v� jedna n � n�maticov� funkce E � 	�� �
 � Kn�n

takov�� �e plat�Z t�

t�

y�t���x��t�dt�
Z t�

t�

���y��t�x�t�dt �

� ���t��E�t����t��� ���t��E�t����t��

pro v�echna t�� t� � 	�� �
� t� � t�� x� y � AC�n��� a d�le

	i
 Ei�j�t� � � pro i� j 	 n� ��

	ii
 Ei�j�t� � �����i���a��t� pro i� j � n� ��

D�kaz� Nech� t�� t� � 	�� �
� t� � t�� x� y � AC�n���� Integrov�n
m per�
partes postupn� dost�v�me�

Z t�

t�

yan��x
�dt � 	yan��x


t�
t�
�

Z t�

t�

�yan���
�
xdt�
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Ei�j�t� � � on 	�� �
� je�li i� j 	 n� ��

�Speci�ln�� pro i � j � n � � m�me i � j � � � n� n � j � i � � a
n� j � i� � � � a tud
� Ei�j�t� � ����n�ja��t� � ����i��a��t���

Polo�me E�t� � 	Ei�j 
 i���������n
j���������n

pro t � 	�� �
� Takto de�novan� maticov�

funkce E�t� z�ejm� m� vlastnosti �i� a �ii� a plat
Z t�

t�

y��x�dt�
Z t�

t�

���y�xdt � ���t��E�t����t��� ���t��E�t����t���

�

D�sledek� Nech� E�t� je maticov� funkce z V�ty �
 Potom pro v�echna

x� y � AC�n��� plat�Z �

�

y�t���x��t�dt�
Z �

�

���y��t�x�t�dt � ey� eEex�
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B� Adjungovan� relace�

Nech� X� G jsou line�rn
 vektorov� prostory nad t�lesem K � pro n�� je
de�nov�no zobrazen


x � X� g � G ��� x� g 	X

takov�� �e pro v�echna x� x�� x� � X a v�echna g� g�� g� � G plat


� x� � x�� g 	X�� x�� g 	X� � x�� g 	X

� �x� g 	X� � � x� g 	X

� x� g� � g� 	X�� x� g� 	X� � x� g� 	X

� x� �g 	X� � � x� g 	X �

��
k�me� �e � �� � 	X je sesquiline�rn� forma na X� G ��

Podobn�� nech� F a G jsou line�rn
 vektorov� prostory nad t�lesem K �

pro n�� je de�nov�na sesqui�line�rn
 forma

f � F� y � Y ��� f� y 	F �

Ozna�en	�

M 
 F �M� � fy � Y �� f� y 	F� � pro ka�d� f �Mg 
 Y�

N 
 Y� N� � ff � F �� f� y 	F� � pro ka�d� y � Ng 
 F�

M 
 X�M� � fg � G �� x� g 	X� � pro ka�d� x �Mg 
 G �

N 
 G � N� � fx � X �� x� g 	X� � pro ka�d� g � Ng 
 X�

Nech� L � D�L� 
 X� Lx � F je line�rn
 zobrazen
 �line�rn� oper�tor�
de�novan� na line�rn
m podprostoru D�L� prostoru X a zobrazuj
c
 D�L�
do F� Potom

N �L� � fx � D�L��Lx � �g je nulov� prostor oper�toru L�

R�L� � fLx � F�x � D�L�g je obor hodnot oper�toru L�

G�L� � f�x� Lx� � X� F�x � D�L�g je graf oper�toru L�

De
nice �� Adjungovanou relac� k oper�toru L naz�v�me line�rn
 relaci
L� jej
m� grafem je mno�ina

G�L�� � f�g� y� � G �Y�� Lx� y 	F�� x� g 	X pro v�echna x � D�L�g�
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D�le� de�ni�n� obor D�L��� nulov� prostor N �L�� a obor hodnot R�L��
adjungovan� relace L� jsou mno�iny de�novan� n�sleduj
c
mi vztahy

D�L�� � fy � Y� existuje g � G takov�� �e �g� y� � G�L��g�

N �L�� � fy � Y� ��� y� � G�L��g�

R�L�� � fg � G � existuje y � Y takov�� �e �g� y� � G�L��g�

D�le� pro ka�d� y � D�L�� zna�
me

L�y � fg � G � �g� y� � G�L��g�

Jestli�e plat
 implikace

� x� g 	X� � pro ka�d� x � D�L� �� g � ��

pak pro dan� y � D�L�� m��e nastat situace� �e �g�� y� � G�L�� a sou�asn�
�g�� y� � G�L�� jenom tehdy� kdy� g� � g�� t�j� v takov�m p�
pad� je pro
ka�d� y � D�L�� mno�ina L�y jednobodov�� t�j� v takov�m p�
pad� je L�

line�rn
 oper�tor�

N�sleduj
c
 tvrzen
 plynou p�
mo z de�nice nulov�ho prostoru adjungo�
van� relace�

Lemma �� R�L�� � N �L��� t
j
 rovnice Lx � f m� �e�en� pouze tehdy�
kdy� � f� y 	F� � plat� pro v�echna y � N �L���

Lemma �� Jestli�e �R�L���� � R�L�� pak R�L� � N �L���� t
j
 t
j

rovnice Lx � f m� �e�en� pr�v� tehdy� kdy� � f� y 	F� � plat� pro
v�echna y � N �L���
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C� Okrajov� �lohy pro skal�rn� rovnice n	t�ho 
�du�

P�edpoklady� �� � � � � � ��� ai � C�n�i���� ��� i � �� �� � � � � n�
a��t� �� � pro v�echna t � 	�� �
�M�N � Km�n jsou takov�� �e � 	 m 	 �n
a hodnost h m� �n � matice 	M�N 
 je maxim�ln
 �tj� h � m��

De
nice �� �ekneme� �e funkce x � 	�� �
� Kn je �e�en
m okrajov	 
lohy

�P�

��x� � f����

M���� �N���� � � � K
m ����

jestli�e x je �e�en
m diferenci�ln
 rovnice ��� na intervalu 	�� �
 a vektorov�
funkce � funkci x p�i�azen� dle v��e zaveden�ho ozna�en
 �viz A� spl�uje
����

Pozn�mka� D�kazy v�ech tvrzen
 tohoto odstavce lze nal�zti v kapitole
� knihy J�Kurzweila� Ordinary Di�erential Equations� Elsevier 
 SNTL�

�����

Ozna�me
X �

�
c � K �n � 	M�N 
 c � �

�
�

Okrajovou podm
nku ��� pak m��eme zapsat t�� ve tvaru

���� x � X�

De�nujeme�li d�le

D�L� �
n
x � AC�n���� ex � Xo �

Lx � ��x� pro x � D�L��

pak okrajovou �lohu �P� m��eme zapsat jako oper�torovou rovnici

��� Lx � f�

Polo�me
X � Y � AC�n���� F � G � L��
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� x� g 	X�
Z �

�

g�t�x�t�dt pro x � X� g � G

a

� f� y 	Y�
Z �

�

y�t�f�t�dt pro f � F� y � Y�

De
nice �� C�n�
� �

�
x � C�n�� ex � �� �

Lemma �� Jestli�e plat�Z �

�

gxdt � � pro v�echna x � C
�n�
� �

pak g�t� � � pro s
v
 t � 	�� �
�

D�sledek� Jestli�e plat�Z �

�

gxdt � � pro v�echna x � D�L��

pak g�t� � � pro s
v
 t � 	�� �
�

D�sledek� Adjungovan� relace L� k L 	viz B
 je oper�tor z Y do G �

V
ta �� D�L�� �

�
y � AC�n���� ey � � eEX��� a L�y � ��y pro y �

D�L���

D�sledek� N �L�� �

�
y � AC�n���� ���y� � �� ey � � eEX��� �

De
nice ��  lohu �P��� nal�zti �e�en
 diferenci�ln
 rovnice

�!� ���y� � ��

pro kter� d�le plat
 ey � Y � � eEX�� �
naz�v�me 
loha adjungovan� k okrajov� "uloze �P��
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D�sledek� Dan� �loha 	P
 m� �e�en� pouze tehdy� kdy� plat�Z �

�

yfdt � � pro v�echna �e�en� y �lohy �P �� ��

De
nice �� L�� � �L��� �tj�

G�L��� �
�
�x� f� � X� F� y � D�L�� �� � x� ���y� 	X�� f� y 	F

�
��

Lemma �� dimX�dimY� �n


Lemma �� X�
� eE�Y�� �

V
ta �� L�� � L�

Lemma �� Je�li U vektorov� podprostor v K r � pak
�
U�
��
� U�

Lemma �� Jsou�li U� V vektorov� podprostory v K
r � pak �U � V �� �

U� � V ��

Lemma �� Jsou�li U� V vektorov� podprostory v K r � pak �U � V �� �
U� � V ��

De
nice ��

Z��� �
�
p � K �n � 
x�AC�n��� takov�� �e ��x� � �� ex � p

�
�

Z���� �
�
q � K �n � 
y�AC�n��� takov�� �e ���y� � �� ey � q

�
�

Lemma ��

a
 dimZ��� �dimZ���� � n�

b
 Z���� � � eEZ������
c
 Z��� � � eE�Z�������
V
ta �� Dan� okrajov� �loha 	P
 m� �e�en� pr�v� tehdy� kdy� plat�Z �

�

yfdt � � pro v�echna �e�en� y adjungovan� �lohy �P �� ��
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D�sledek� R�L� � N �L���� tj
 �R�L���� � R�L��

V
ta �� N�sleduj�c� tvrzen� jsou ekvivalentn�

	i
 N �L�� � f�g �

	ii
 Y�Z���� � f�g �

	iii
 pro ka�dou funkci g � L� m� �loha ���y� � g� ey � Y nejv��e jedno
�e�en��

	iv
 pro ka�dou funkci f � L� m� �loha ��x� � f� ex � X �e�en�


V
ta �� N�sleduj�c� tvrzen� jsou ekvivalentn�

	i
 N �L� � f�g �

	ii
 X�Z��� � f�g �

	iii
 pro ka�dou funkci f � L� m� �loha ��x� � f� ex � X nejv��e jedno �e�en��

	iv
 pro ka�dou funkci g � L� m� �loha ���y� � g� ey � Y �e�en�


D�sledek� Dan� �loha 	P
 m� pr�v� jedno �e�en� pro ka�dou funkci f �
L� pr�v� tehdy� kdy� plat� sou�asn� N �L� � f�g a N �L�� � f�g �

D�sledek� Dan� �loha 	P
 m� pr�v� jedno �e�en� pro ka�dou funkci f �
L� pr�v� tehdy� kdy� plat� sou�asn� Y�Z���� � f�g a X�Z��� � f�g �

V
ta �� Dan� �loha 	P
 m� pr�v� jedno �e�en� pro ka�dou funkci f � L�

pr�v� tehdy� kdy� plat� sou�asn� N �L� � f�g a dimX� n�

V
ta �� Dan� �loha 	P
 m� pr�v� jedno �e�en� pro ka�dou funkci f � L�

pr�v� tehdy� kdy� plat� sou�asn� m � n a det 	MU��� �NU���
 �� �� kde
U zna�� fundament�ln� matici �e�en� homogenn� rovnice ��x� � ��

De
nice �� Funkce g � 	�� �
 � 	�� �
 � K se naz�v� Greenova funkce

probl�mu �P�� jestli�e spl�uje n�sleduj
c
 podm
nky�

�i� Je�li n � �� pak je g spojit� a ohrani�en� na # � 	�� �
 � 	�� �
 n
f�t� t�� t � 	�� �
g �

�ii� Je�li n 	 �� pak je g spojit� na 	�� �
� 	�� �
�
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�iii� Pro ka�dou funkci f � L� je funkce

x�t� �
Z �

�

g�t� s�f�s�ds� t � 	�� �


jedin�m �e�en
m �lohy �P��

V
ta �� Nech� plat�

m � n a det 	MU��� �NU���
 �� ��

kde U zna�� fundament�ln� matici �e�en� homogenn� rovnice ��x� � ��
Potom existuje Greenova funkce �lohy 	P



V
ta ��� Nech� plat�

m � n a det 	MU��� �NU���
 �� ��

kde U zna�� fundament�ln� matici �e�en� homogenn� rovnice ��x� � ��
Potom existuje Greenova funkce h�t� s� adjungovan� �lohy 	P�
 ���y� �
g� ey � Y a plat� h�t� s� � g�s� t��

De
nice �� Oper�tor L �viz ���� se naz�v� samoadjungovan�� jestli�e
L� � L� Je�li L samoadjungovan�� pak okrajov� �loha �P� se naz�v� sa�
moadjungovan��

V
ta ��� Oper�tor L je samoadjungovan� pr�v� tehdy� kdy� plat�

���x� � ��x� pro ka�d� x � AC�n��� a X �
� eEX�� �

De
nice �� Jestli�e � � K a jestli�e existuje nenulov� �e�en
 x okrajov�
�lohy

��x� � �x� ex � X�
pak � se naz�v� vlastn� ��slo 
lohy �P� a funkce x je vlastn� funkce 
lohy

�P�� Dvojice ��� x� se pak naz�v� t�� vlastn� p�r 
lohy �P��

Lemma ��� Nech� je �loha 	P
 samoadjungovan� a nech� ���� x�� a
���� x�� jsou vlastn� p�ry t�to �lohy� ��� �� � R� �� �� ��� PotomZ �

�

x�x�dt � ��
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Lemma ��� Nech� je �loha 	P
 samoadjungovan�
 Potom existuje 
 � R
takov�� �e �loha

��x�� 
x � �� x � X

m� pouze trivi�ln� �e�en� x � ��

V
ta ��� Nech� funkce g � 	�� �
 � 	�� �
 � K je spojit� a ohrani�en� na
# � 	�� �
� 	�� �
 n f�t� t�� t � 	�� �
g a nech� plat�

g�t� s� � g�s� t� na

�
	�� �
� 	�� �
� je�li n 	 �

#� je�li n � �

a

w � L��

Z �

�

g�t� s�w�s�ds � � na 	�� �
 �� w�t� � � s
v
 na 	�� �
�

Potom existuje posloupnost f��k� xk�gk�������� � R � AC�n���� takov��
�e plat�

	i
 �k �� �� xk �� �� pro v�echna k � �� �� � � � �

	ii
 limk�� �k � ��

	iii
 Z �

�

xjxkdt �

�
�� j � k

�� j �� k
� j� k � �� �� � � � �

	iv
 jestli�e w � L� a

Z �

�

wxkdt � � pro v�echna k � �� �� � � � �

pak w�t� � � s
v
 na 	�� �
�

	v


�kxk�t� �
Z �

�

g�t� s�xk�s�ds� t � 	�� �
� k � �� �� � � � �
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V
ta ��� Je�li �loha 	P
 samoadjungovan�� pak existuje posloupnost
vlastn�ch p�r� f��k � xk�gk�������� �lohy 	P
 takov�� �e plat�

	i
 �k � R pro k � �� �� � � � a limk�� j�kj ���

	ii
 Z �

�

xjxkdt �

�
�� j � k

�� j �� k
� j� k � �� �� � � � �

	iii
 jestli�e w � L� aZ �

�

wxkdt � � pro v�echna k � �� �� � � � �

pak w�t� � � s
v
 na 	�� �
�

Pozna�mka� Posloupnost fxkg vlastn
ch funkc
 �lohy �P� z V�ty �� m�
n�sleduj
c
 vlastnost�

Pro ka�d� � 	 � a ka�dou funkci f � L� existuje p�irozen� ��slo N a ��sla
�k � K � k � �� �� � � � � N takov�� �e plat�

Z �

�

�����f �
NX
k��

�kxk

�����
�

dt � ��

V
ta ��� Nech� K � R a nech� funkce p�k � 	�� �
 � R� k � �� �� � � � �m
maj� spojit� derivace do ��du �k
 Polo�me

g�k�x� �
�
p�kx

�k�
��k�

pro k � �� �� � � � �m a x � AC��k���

a

��x� �
mX
k��

g�k�x� pro x � AC��m����

Potom je oper�tor �� de�nov�n a plat�

��x� � ���x� pro v�echna x � AC��m����
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V
ta ��� Nech� K � C a nech� funkce pk � 	�� �
� R� k � �� �� � � � � n maj�

spojit� derivace do ��du k
 Polo�me pro x � AC�n��� a k � �� �� � � � � n

gk�x� �

�
i
�

�
p�j��x

�j���
��j�

� i
�

�
p�j��x

�j�
��j���

� je�li k � �j � ���
p�jx

�j�
��j�

� je�li k � �j

a

��x� �
mX
k��

gk�x��

Potom je oper�tor �� de�nov�n a plat�

��x� � ���x� pro v�echna x � AC�n����

V
ta ��� Nech� K � R a nech� pro diferenci�ln� v�raz n�t�ho ��du � �
AC�n��� � L� plat� �� � �� Potom je ��slo n sud�� n � �m a existuj�
funkce p�k � 	�� �
 � R� k � �� �� � � � �m� kter� maj� spojit� derivace do
��du �k a jsou takov�� �e plat�

��x� �
mX
k��

�
p�kx

�k�
��k�

pro x � AC�n����

V
ta ��� Nech� K � C a nech� pro diferenci�ln� v�raz n�t�ho ��du � �
AC�n��� � L� plat� �� � �� Potom existuj� funkce pk � 	�� �
 � R� k �
�� �� � � � � n� kter� maj� spojit� derivace do ��du k a jsou takov�� �e plat�

��x� �
nX

k��

gk�x� pro x � AC�n����

kde diferenci�ln� v�razy gk jsou de�nov�ny jako ve V�t� ��
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D� Okrajov� �lohy pro vektorov� rovnice�

Ozna�en	� Pro Z� Kn nebo Z� Kn�n zna�
 L��	�� �
�Z� prostor v�ech
funkc
 f � 	�� �
 � Z integrovateln�ch na intervalu 	�� �
 �tj� ka�d� slo�ka
vektorov� resp� maticov� funkce f m� kone�n� Lebesgue�v integr�l p�es in�
terval 	�� �
�� Analogick� v�znam maj
 symboly AC�	�� �
�Z�� Lp�	�� �
�Z�
a p�

V tomto odstavci budeme vy�et�ovat okrajov� �lohy tvaru

�� �A�t�� � b�t���$�

M���� �N���� � ���%�

N�sleduj
c
 p�edpoklady budou platit v cel�m odstavci�

P�edpoklady� �� � � � � ��� A � L��	�� �
�K n�n �� b � L��	�� �
�
Kn �� M�N � Km�n � � 	 m 	 �n a m� �n � matice 	M�N 
 m� maxim�ln

hodnost �tj� m��

De
nice ��� �ekneme� �e funkce � � 	�� �
 � Kn je �e�en� okrajov	 
lohy

���� je�li � �e�en
 syst�mu �$� na intervalu 	�� �
 takov�� �e plat
 �%��

Ozna�en	� V dal�
m textu zna�
me symbolem U�t� fundament�ln
 matici
�e�en
 homogenn
ho syst�mu

�&� �� � A�t�� � �

na intervalu 	�� �
� tj� U�t� je n� n�maticov� funkce absolutn� spojit� na
	�� �
 a takov�� �e plat


U��� � I a U ��t� �A�t�U�t� � � pro s�v� t � 	�� �
�

Je zn�mo� �e pro ka�d� vektor c � K
n je jedin� �e�en
 ��t� syst�mu ��� na

intervalu 	�� �
 takov�� �e ���� � c d�no v�razem

�'� ��t� � U�t�c� U�t�
Z t

�

U���s�b�s�ds� t � 	�� �
�

maticov� funkce U���t� je de�nov�na a absolutn� spojit� na intervalu
	�� �
 a plat


U����� � I a �U�����t� � U���t�A�t� pro s�v� t � 	�� �
�

Dosazen
m �'� do ��� dostaneme ihned n�sleduj
c
 tvrzen
�



�
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Tvrzen	 �� Okrajov� �loha ��� m� �e�en� pr�v� tehdy� kdy� m� �e�en�
line�rn� 	algebraick�
 syst�m

	MU��� �NU���
 c � �NU���
Z �

�

U���s�b�s�ds�

Je zn�mo� �e line�rn
 algebraick� syst�m Dc � w m� �e�en
� pr�v�
kdy� se hodnost h�D� matice syst�mu rovn� hodnosti roz�
�en� matice
	D�w
 syst�mu� Snadno se ov��
� �e toto je pravda pr�v� tehdy� kdy� plat

implikace

��D � � �� ��w � ��

Z Tvrzen
 � tedy okam�it� plyne

Tvrzen	 �� Okrajov� �loha ��� m� �e�en� pr�v� tehdy� kdy�

��NU���
Z �

�

U���s�b�s�ds � �

plat� pro ka�d� �e�en� � � Km line�rn�ho algebraick�ho syst�mu

��� �� 	MU��� �NU���
 � ��

Pro � � Km a t � 	�� �
 ozna�me

��� �t� � ��NU���U���t��

Potom pro ka�d� � � Km je funkce � � �� �e�en
m syst�mu

���� � � � A��t��

na intervalu 	�� �
� D�le� pro ka�d� � � Km spl�uj
c
 ��� m�me

����� � ��NU��� � ���M

a

����� � ��N�

Z Tvrzen
 � tedy plyne
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Tvrzen	 �� Okrajov� �loha ��� m� �e�en� jestli�e

����
Z �

�

���s�b�s�ds � �

plat� pro ka�dou dvojici ��� ��� � � 	�� �
 � Kn � � � Km takovou� �e � je
�e�en�m syst�mu ���� na 	�� �
 a

���� ���� � �M��� ���� � N���

De
nice ���  lohu nal�zti �e�en
 � syst�mu ���� na 	�� �
 a vektor � � Km

takov�� �e plat
 ���� naz�v�me adjungovan� okrajov� 
loha k �loze ��� a
zna�
me ������

Integrac
 per�partes snadno ov��
me� �e je�li � �e�en
 dan�ho probl�mu
��� a �� � �e�en
 �lohy ������ pak plat


Z �

�

���t�b�t�dt �
Z �

�

���t�b�t�dt� �� 	M���� �N����
 �

�
Z �

�

���t� 	���t� �A�t���t�
 dt� �� 	M���� �N����
 �

� ��������� � ��������� �
Z �

�

�
�����t� � ���t�A�t�

�
��t�dt�

��� 	M���� �N����
 �

�
Z �

�

�
�����t� � ���t�A�t�

�
��t�dt�

� 	������ ��N 
 ���� � 	����� � ��M 
 ���� � ��

T�zn�� �e podm
nka ���� z Tvrzen
 � je tak� podm
nka nutn� pro exis�
tenci �e�en
 �lohy ���� Plat
 tedy n�sleduj
c
 tvrzen
� je� je analogi
 V�ty !
z odstavce C�

V
ta ��� Okrajov� �loha 	�
 m� �e�en� pr�v� tehdy� kdy� ���� plat� pro
ka�d� �e�en� ��� �� �lohy 	���
 k 	�
 adjungovan�
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Podle na�ich p�edpoklad� m� m��n�matice 	�M�N 
 line�rn� nez�visl�
��dky� Existuj
 tedy ��n�m�� n� matice fM a eN takov�� �e plat


det

	
�M N

�fM eN


�� ��

Existuje tedy inversn
 matice k matici	
�M N

�fM eN


�

Ozna�me bloky v t�to inversn
 matici tak� �e plat
	
�M N

�fM eN

��

�

	 eP PeQ Q



�

kde P�Q jsou n � ��n �m�� matice a eP � eQ jsou n�m� matice� T�zn�� �e
plat
 vztahy

�M eP �N eQ � I�����

�fM eP � eN eQ � ��
�MP �NQ � ��

�fMP � eNQ � I�

a

ePM � PfM � �I���!� ePN � P eN � ��eQM �QfM � ��eQN �Q eN � I�

Z t�chto vztah� plyne n�sleduj
c
 tvrzen


V
ta ��� Dvojice � � 	�� �
 � Kn � � � Km spl�uje okrajov� podm�nky
���� pr�v� tehdy� kdy� plat�

P ����� �Q����� � � a eP ����� � eQ����� � ��
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D�kaz� Plat
�li ����� pak podle ���� je

�����P � �����Q � �� 	�MP �NQ
 � �

a
����� eP � ����� eQ � ��

h
�M eP �N eQi � ��I � ���

Na druhou stranu� ��dky m�n� matice 	�M�N 
 tvo�
 b�zi prostoru �e�en

line�rn
ho algebraick�ho syst�mu

��
	
P

Q



� ��

�Dimenze tohoto prostoru je n � ��n � m� � m�� Tud
�� je�li �����P �
�����Q � �� pak nutn� existuje � � Km tak� �e ����� � ���M a ����� �
��N� tj�plat
 ����� �

N�sleduj
c
 tvrzen
 je analogi
 V�ty � z odstavce A�

V
ta �� �Lagrangeova identita�� Pro libovoln� funkce � � 	�� �
� Kn

a � � 	�� �
� Kn absolutn� spojit� na 	�� �
 plat�Z �

�

���t� 	���t� �A�t���t�
 dt�
Z �

�

�
�����t� � ���t�A�t�

�
��t�dt ���$�

�
h
����� eP � ����� eQi 	M���� �N���
 �

� 	�����P � �����Q

hfM���� � eN����

i
�

D�kaz� Integrov�n
m per�partes na lev� stran� vztahu ��$� dostaneme
snadnoZ �

�

���t� 	���t� �A�t���t�
 dt�
Z �

�

�
�����t� � ���t�A�t�

�
��t�dt �

� ��������� � ��������� � 	������ �����


	
�I �
� I


	
����
����



�

Podle de�nice matic fM� eN�P�Q� eP a eQ je ov�em	 eP PeQ Q


 	
M NfM eN



�

	
�I �
� I



a odtud u� plyne vztah ��$�� �
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N�sleduj
c
 v�ta je analogi
 V�ty ' z odstavce C�

V
ta ��� Okrajov� �loha 	�
 m� jedin� �e�en� pro ka�dou pravou stranu
b � L��	�� �
�Kn � pr�v� tehdy� kdy� plat�

��%� m � n a det 	MU��� �NU���
 �� ��

D�kaz� a� Jestli�e plat
 ��%�� pak existuje inversn
 matice D�� k matici

D � 	MU��� �NU���


a pro ka�d� b � L��	�� �
�K n � je

��&� c � �D��NU���
Z �

�

U���s�b�s�ds

jedin�m �e�en
m syst�mu

��'� 	MU��� �NU���
 c � �NU���
Z �

�

U���s�b�s�ds�

Podle Tvrzen
 � je tedy pro ka�d� b � L��	�� �
�K n � funkce ��t� de�novan�
pro t � 	�� �
 vztahem

���� ��t� � U�t�

�
�D��NU���

Z �

�

U���s�b�s�ds�
Z t

�

U���s�b�s�ds

�

jedin�m �e�en
m dan� okrajov� �lohy ����

b� Je�li bu(to m � n a det 	MU��� �NU���
 � � nebo m 	 n� pak
matice D � 	MU��� �NU���
 m� hodnost h�D� � m a tud
� existuje
vektor � � Km � � �� � takov�� �e plat


�� 	MU��� �NU���
 � ��

Kdyby bylo ��N � �� bylo by tak� ��M � � a tedy �� 	M�N 
 � �� co� by
znamenalo spor s p�edpokladem� �e matice 	M�N 
 m� maxim�ln
 hodnost
�tj� m�� T�zn�� �e je ��N �� �� Polo�me

b�t� � U�t�U�����N���
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Potom

��NU���
Z �

�

U���s�b�s�ds � ��NU��� �� � ��U�����N�� �

� �� � �� ���N� �N��� �� �

a podle Tvrzen
 � tedy nem� dan� �loha ��� �e�en
�

c� Je�lim � n� pak syst�m 	MU��� �NU���
 c � � m� nenulov� �e�en
�
Vzhledem k Tvrzen
 � tedy m��li dan� okrajov� probl�m ��� n�jak� �e�en
�
nen
 toto �e�en
 ur�eno jednozna�n�� �

Do konce tohoto odstavce budeme p�edpokl�dat� �e plat
 ��%�� T�zn�� �e
pro ka�d� b � L��	�� �
�K n � je funkce ���� jedin�m �e�en
m dan� okrajov�
�lohy ���� Prav� strana vztahu ���� se snadno uprav
 do tvaru

��t� �
Z �

�

G�t� s�b�s�ds�

kde

G�t� s� � U�t�

�
�D��NU��� �

�
I� s � t

�� s 	 t

��
U���s��

Proto�e D�� 	MU��� �NU���
 � I� je I �D��NU��� � D��MU��� a
tud
�

G�t� s� � U�t�D��
�
MU���� s � t

�NU���� s 	 t

�
U���s��

V
ta ��� Nech� plat� ��%�� Potom pro ka�d� b � L��	�� �
�Kn � m� �loha
	�
 pr�v� jedno �e�en�

���� ��t� �
Z �

�

G�t� s�b�s�ds� t � 	�� �
�

kde

���� G�t� s� � U�t�D��
�
MU���� s � t

�NU���� s 	 t

�
U���s��
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De
nice ��� Funkce G � 	�� �
�	�� �
� Kn�n se naz�v�Greenova funkce


lohy ���� jestli�e je spojit� a ohrani�en� na mno�in� # � 	�� �
� 	�� �
 n
f�t� t�� t � 	�� �
g a pro ka�d� b � L��	�� �
�K n � m� �loha ��� jedin� �e�en

� a toto �e�en
 je d�no v�razem �����

V
ta ��� Nech� plat� ��%� a nech� funkce G � 	�� �
 � 	�� �
 � K
n�n je

d�na v�razem ����� Potom G�t� s� je Greenova funkce �lohy ��� a m� d�le
tyto vlastnosti �

	i
 G�t� s� je spojit� a ohrani�en� na # � 	�� �
� 	�� �
 n f�t� t�� t � 	�� �
g�

	ii
 G�s�� s�� G�s�� s� � limt�s�G�t� s� � limt�s�G�t� s� � I pro ka�d�
s � ��� ���

	iii
 �
�t
G�t� s� �A�t�G�t� s� � � plat� pro ka�d� s � 	�� �
 a t � 	�� �
� t �� s�

	iv
 MG��� s� �NG��� s� � � plat� pro ka�d� s � ��� ���

D�kaz� Zb�v� dok�zat� �e funkce G m� vlastnosti �i���iv�� Vlastnosti �i� a
�iii� plynou okam�it� z de�nice funkce G a z toho� �e U je fundament�ln

matice �e�en
 pro syst�m ���A�t�� � �� D�le� podle de�nice funkce G�t� s�
je pro ka�d� s � ��� ��

G�s�� s� � U�s�D��MU���U���s�

a

G�s�� s� � �U�s�D��NU���U���s�

a tud
�

G�s�� s��G�s�� s� � U�s�D�� �MU��� �NU����U���s� � I�

tj� plat
 �ii�� Kone�n� dosazen
m

G��� s� � �U���D��NU���U���s�

a

G��� s� � U���D��MU���U���s�
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do v�razu MG��� s� �NG��� s� a vyu�it
m z�ejm�ho vztahu

I �NU���D�� �MU���D��

dostaneme

MG��� s� �NG��� s� �

�
�
�MU���D��NU��� �NU���D��MU���

�
U���s� �

�
�
NU���D�� �MU��� �NU�����NU���

�
U���s� � ��

�

M�jme nyn
 libovolnou funkci H � 	�� �
� 	�� �
 � Kn�n � kter� m� tak�
vlastnosti �ii���iv� z V�ty ��� Potom z vlastnosti �iii� plyne okam�it�� �e
existuj
 funkce V �s� a W �s� takov�� �e plat


H�t� s� �

�
U�t�V �s�� t � s

U�t�W �s�� t 	 s�

Potom je z�ejm� pro ka�d� s � ��� ��

H�s�� s� � U�s�W �s� a H�s�� s� � U�s�V �s�

a tud
� podle vlastnosti �ii� m�me

I � H�s�� s��H�s�� s� � U�s� �W �s�� V �s�� �

tj�
W �s� � V �s� � U���s��

Podle �iv� m�me pro ka�d� s � ��� ��

� �MH��� s� �NH��� s� � 	MU��� �NU���
V �s� �NU���U���s� �

� DV �s� �NU���U���s��

Odtud ov�em plyne��e

V �s� � �D��NU���U���s��

tj�

H�t� s� � G�t� s� pro v�echna �t� s� � 	�� �
 � 	�� �
 n f�t� t�� t � 	�� �
g �

Dok�zali jsme tedy n�sleduj
c
 tvrzen
�
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V
ta ��� Jestli�e plat� ��%� a jestli�e funkce H � 	�� �
 � 	�� �
 � Kn�n �

m� vlastnosti 	ii
�	iv
 z V�ty �� 	na m�st� G�t� s�
� pak H�t� s� � G�t� s�
plat� pro v�echna �t� s� � # � 	�� �
� 	�� �
 n f�t� t�� t � 	�� �
g �

Polo�me nyn


���� H�t� s� � �G��s� t�

t�zn�� �e

H�t� s� � U����t�

�
�U����M�D���� t � s

U����N�D���� t 	 s

�
U��s��

Snadno se ov��
� �e n�sleduj
c
 vztahy jsou pravdiv��

H�s�� s��H�s� s�� � U����s�U����N�D���U��s��

�U����s�U����M�D���U��s� � I� s � ��� ���

�

�t
H�t� s��A��t�H�t� s� � �� s � 	�� �
� t � 	�� �
� t �� s�

H��� s� �� U������U����M�D���U��s� � �M�)��s��

)�s� � U�s�D��� s � ��� ���

H��� s� �N�)��s�� s � ��� ���

Vzhledem k de�nici matic P�Q� eP � eQ a speci�ln� vzhledem ke vztah�m
���� tedy plat
 tak�

P �H��� s� �Q�H��� s� � �� s � ��� ���

D�le
det
�
P �U������ �Q�U������

�
�� ��

�Kdyby toti� bylo pro n�jak� c � Kn

�
P �U������ �Q�U������

�
c � ��
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bylo by tak� �
c�U������ c�U�����

� 	P
Q



� �

a odtud by podobn� jako v d�kaze V�ty ze strany �� plynulo� �e existuje
d � Kn takov�� �e plat


c�U����� � �d�M a c�U����� � d�N�

tj�
d� 	MU��� �NU���
 � ��

To je v�ak podle p�edpokladu ��%� mo�n� jedin� tehdy� kdy� d � � neboli
c � ���

Podle V�ty �! je tedy funkce H�t� s� de�novan� vztahy ���� a ����
Greenova funkce �lohy

� � �A��t�� � b�t��

P ����� �Q����� � ��

tj� pro ka�dou funkci b � L��	�� �
�Kn � m� �loha ���� pr�v� jedno �e�en

��t� a toto �e�en
 je d�no v�razem

��t� � �

Z �

�

G��s� t�b�s�ds� � t � 	�� �
�

Odtud u� okam�it� plyne n�sleduj
c
 tvrzen
�

V
ta ��� Nech� plat� ��%� a nech� funkce G�t� s� je Greenova funkce �lohy
���
 Potom G��s� t� je Greenova funkce �lohy ����

���� �� � �A��t�� � b�t��

��!� P ����� �Q����� � ��



�
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E� Okrajov� �lohy pro skal�rn� rovnice n	t�ho 
�du

jako speci�ln� p
�pad okrajov�ch �loh pro vektorov� rovnice�

Okrajovou �lohu �P� �tj� ���� ���� m��eme p�epsat do tvaru ��� jestli�e
polo�
me

��$� ��t� �

����
x�t�
x��t�
���

x�n���

���� � b�t� �
����

�
�
���

f�t�
a��t�

����
a

��%� A�t� �

��������

� �� � � � � � � �
� � �� � � � � � �
���

���
���

� � �
���

���
���

� � � � � � � �� �
� � � � � � � � ��

an�t�
a��t�

an���t�
a��t�

an���t�
a��t�

� � �
a��t�
a��t�

a��t�
a��t�

a��t�
a��t�

�������� �

Adjungovan� syst�m �� � � A��t�� � � m� tedy v tomto speci�ln
m
p�
pad� tvar

��&�

���������� ���������!

�� �� � an�t�

a��t�
�n � �

�� �� � �� � an���t�

a��t�
�n � �

���
���

���
���

�� �n � �n�� � a��t�

a��t�
�n � ��

Ozna�me

y�t� �
�n�t�

a��t�
�

Potom � � 	��� ��� � � � � �n

T je �e�en
m syst�mu ��&� �tj� �� � �A��t�� � ��

pr�v� tehdy� kdy�
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�n � �a�y�
��'�

�n�� � ��a�y�
� � �a�y�

�n�� � �a�y�
�� � �a�y�

� � �a�y�

���
���

� � �

�� � ����n���a�y��n��� � ����n���a�y��n��� � � � �� �an��y�

a

����y���t� � ����n�a�y��n��t�� ����n���a�y��n����t�� � � ���any��t� � ��

Ozna�
me�li tedy

���� ���n�j�y���t� �
n�jX
r��

�an�j�ry��r��t�� j � �� �� � � � � n�

dostaneme n�sleduj
c
 tvrzen
�

Lemma ��� Nech� plat� ��%�
 Potom funkce � � 	�� �
 � Kn je �e�en�m
rovnice �� � �A��t�� � � na intervalu 	�� �
 pr�v� tehdy� kdy�

� �

�����
��n��y

��n��y





��� y

�����
	viz ����
 a

y �
�n

a�

je �e�en�m rovnice 	�
� tj


���y� � ��
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Lemma ��� Nech� plat� ��%�
 Nech� � � 	�� �
� Kn je �e�en� diferenci�ln�

rovnice �� � � A��t�� � � na intervalu 	�� �
� y � �n
a�

a nech� vektorov�

funkce � � 	�� �
 � Kn je p�i�azena k y vztahem ����� Potom P ����� �

Q����� � � plat� pr�v� tehdy� kdy� ey � 	 ����
����



�
� eEX�� � kde E a eE

maj� stejn� v�znam jako ve V�t� �


D�kaz� Pro j � �� �� � � � � n je

��n�jy �
n�jX
r��

����r�an�j�ry��r� �

�
n�jX
r��

����r
�

rX
s��

�
r

s

�
an�j�r

�r�s�y�s�

�
�

�
n�jX
s��

�
n�jX
r�s

����r
�
r

s

�
an�j�r

�r�s�

�
y�s� �

�
n�j��X
i��

�
n�jX
r�i��

����r
�

r

i� �

�
an�j�r

�r�i���

�
y�i��� �

�
nX
i��

�� n�jX
k�i�j��

����k�j
�
k � j

i� �

�
an�k

�k�j�i���

�A y�i��� �

�
n�j��X
i��

Ei�jy
�i����

kde Ei�j m� stejn� v�znam jako ve V�t� � a jej
m d�kazu �viz strany ���
tohoto textu��

T�zn�� �e

���� ���t� � ���t�E�t��

kde E m� stejn� v�znam jako ve V�t� � a

���� ��t� �

����
y�t�
y��t�
���

y�n����t�

����
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�viz str����

Podle ���� je
�����P � �����Q � �

pr�v� tehdy� kdy� je

�����E���P � �����E���Q � �

neboli ey� eE 	�P
Q



� ��

Proto�e podle de�nice matic P�Q tvo�
 sloupce matice	
�P
Q



b�zi prostoru X� plyne odtud u� d�kaz lemmatu� �

Z lemmat �� a �� okam�it� plyne n�sleduj
c
 v�ta�

V
ta ��� Funkce � � 	�� �
� Kn je �e�en�m �lohy ����� pr�v� tehdy� kdy�

� �

�����
��n��y

��n��y





��� y

�����
a

y �
�n

a�

je �e�en�m �lohy 	P��
� tj


���y� � �� ey � � eEX�� �

Pozna�mka� Je z�ejm�� �e z V�ty �% vypl�v� nap��� �e V�ta ! je d�sledkem
V�ty �' a V�ta ' je d�sledkem V�ty ���
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Nech� plat
 ��%�� tj�

m � n a det 	MU��� �NU���
 �� ��

Potom podle V�ty �� �viz t�� V�tu ��� existuje Greenova funkce G �
	�� �
� 	�� �
� K

n�n � �lohy ���� Pro ka�dou funkci b � L��	�� �
�K n � m�
tedy �loha ��� jedin� �e�en
 ��t� a toto �e�en
 je d�no v�razem ����� Jestli�e
Gi�j�t� s� zna�
 element matice G�t� s� v i�t�m ��dku a j�t�m sloupci� pak
za na�ich p�edpoklad� ��$� a ��%� je pro ka�dou funkci f � L� funkce

x�t� � ���t� �
Z �

�

G��n�t� s�
a��s�

f�s�ds� t � 	�� �


jedin�m �e�en
m dan� �lohy �P�� T�zn�� �e funkce

g�t� s� �
G��n�t� s�
a��s�

� �t� s� � 	�� �
� 	�� �


je Greenovou funkc
 �lohy �P� a V�ta � je d�sledkem V�ty �� �nebo tak�
V�ty ����

Z v�t ����� a �% d�le plyne i n�sleduj
c
 tvrzen


V
ta ��� Nech� plat� 	��

 Potom existuje Greenova funkce g�t� s� �lohy
	P
 a tato funkce m� nav�c n�sleduj�c� vlastnosti

	i
 Je�li n � �� pak je g spojit� a ohrani�en� na # � 	�� �
 � 	�� �
 n
f�t� t�� t � 	�� �
g�

Je�li n 	 �� pak jsou parci�ln� derivace �j

�tj
g� j � �� �� � � � � n� � spojit�

a ohrani�en� na 	�� �
 � 	�� �
 a parci�ln� derivace �n��

�tn��
g je spojit� a

ohrani�en� na # � 	�� �
� 	�� �
 n f�t� t�� t � 	�� �
g�

	ii


�n��

�tn��
g�s�� s��

�n��

�tn��
g�s�� s� �

�
a��s�

pro ka�d� s � ��� ���

	iii
 ��g��� s�� � � pro ka�d� s � 	�� �
 a t � 	�� �
� t �� s�

	iv
 eg��� s� � X pro ka�d� s � 	�� �
�
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N�sleduj
c
 v�ta je d�sledkem V�ty �!�

V
ta ��� Nech� plat� 	��
 a nech� funkce h � 	�� �
 � 	�� �
 � K spl�uje
n�sleduj�c� podm�nky

	i
 Je�li n � �� pak je h spojit� a ohrani�en� na # � 	�� �
 � 	�� �
 n
f�t� t�� t � 	�� �
g�

Je�li n 	 �� pak jsou parci�ln� derivace �j

�tj
h� j � �� �� � � � � n� � spojit�

a ohrani�en� na 	�� �
 � 	�� �
 a parci�ln� derivace �n��

�tn��
h je spojit� a

ohrani�en� na # � 	�� �
� 	�� �
 n f�t� t�� t � 	�� �
g�

	ii


�n��

�tn��
h�s�� s��

�n��

�tn��
h�s�� s� �

�
a��s�

pro ka�d� s � ��� ���

	iii
 ��h��� s�� � � pro ka�d� s � 	�� �
 a t � 	�� �
� t �� s�

	iv
 eh��� s� � X pro ka�d� s � 	�� �
�

Potom plat�

h�t� s� � g�t� s� na #� je�li n � �

�jh

�tj
�t� s� �

�jg

�tj
�t� s�� j � �� �� � � � � n� �� na 	�� �
� 	�� �


a

�n��h

�tn��
�t� s� �

�n��g

�tn��
�t� s�� na # je� li n 	 ��

Pozna�mka� Snadno se nahl�dne� �e V�ta �� je d�sledkem v�t �$� �% a �'�
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F� P
�klady�

P�	klad �� Vy�et�ujme okrajovou �lohu

x�� � �x� � �x � f�t�� x��� � x����� x��� � x�����

Jest

m � n � �

��x� � x�� � �x� � �x�

���y� � y�� � �y� � �y�

X �
�
z � K � � z� � z�� z	 � z�

�
�

�� �!
���
a

a

b

b

��� � a� b � K

"�#�$ �

T�zn���e dimX� n � �� D�leZ �

�

y��x�dt�
Z �

�

���y�xdt � 	yx� � y�x� �yx
�� �

� 	 y���� y����� y���� y���� 


���
� �� � �
� � � �
� � �� �
� � �� �

���
���
x���
x����
x���
x����

��� � ey eEex�
kde

eE �
���
� �� � �
� � � �
� � �� �
� � �� �

��� �
Tud
�

eEX �
�� �!eE

���
a

a

b

b

��� � a� b � K
"�#�$ �

�� �!
���
�a
a

��b
�b

��� � a� b � K

"�#�$
a

Y �
� eEX�� �

�
�
v � K � � a��v� � v��� b��v	 � v�� � � pro v�echna a� b � K

�
�

�
�
v � K � � �v� � v� � �� �v	 � v� � �

�
�

�� �!
���

a

��a
b

��b

��� � a� b � K
"�#�$ �
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Speci�ln�� dimY� � a ey �Y pr�v� tehdy� kdy�
�y��� � y���� � � a �y��� � y���� � ��

Funkce y je �e�en
m form�ln� adjungovan� rovnice

y�� � �y� � �y � ��

pr�v� tehdy� kdy� existuj
 konstanty c�� c� � K takov�� �e

y�t� � c�e
�t � c�e

��t na 	�� �
�

Odtud plyne� �e pro prostor N�L�� �e�en
 �lohy

y�� � �y� � �y � �� �y��� � y���� � �� �y��� � y���� � �

adjungovan� k dan� �loze plat


N�L�� �
�
ce��t� c � K

�
�

Dan� �loha m� tedy �e�en
 pr�v� tehdy� kdy� prav� strana f spl�uje pod�
m
nku Z �

�

f�t�e��tdt � ��

P�	klad �� Nech� jako v p�
klad� � ��x� � x�� � �x� � �x �a tud
� tak�
���y� � y�� � �y� � �y�� Nech� ale nyn


X �
�
z � K � � z� � z	� z� � z�

�
�

tj� okrajov� podm
nky maj
 tvar

x��� � x���� x���� � x�����

Matice eE je stejn� jako v p�
klad� � a

eEX �
�� �!
���
�a� b

a

��a� b

�b

��� � a� b � K

"�#�$ �

Y �
�
v � K � � �v� � v� � �v	 � v� � ���v� � v	 � �

�
�
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�
�
v � K � � v� � v�� v� � v	

�
�

Adjungovanou okrajovou �lohou je tedy �loha

y�� � �y� � �y � �� y��� � y���� � y���� � y�����

Dosazen
m obecn�ho �e�en


y�t� � c�e�t � c�e��t� t � 	�� �


rovnice y�� � �y� � �y � � do okrajov�ch podm
nek

y��� � y���� � y���� � y����

dostaneme� �e y je �e�en
m adjungovan� okrajov� �lohy pr�v� tehdy� kdy�
c�� c� vyhovuj
 soustav� rovnic

��� e���c� � ��� e���c� � �
��� e���c� � ���� e���c� � �

�

tj� c� � c� � �� tj� adjungovan� �loha m� pouze trivi�ln
 �e�en
 y�t� � ��
Dan� �loha m� tedy �e�en
 pro ka�dou pravou stranu f�

D�le� proto�e je dimX � dimY � � a N�L�� � f�g� je tak� N�L� � f�g �
T�zn�� �e pro danou �lohu existuje Greenova funkce g�t� s�� Podle V�ty �&�
pro ka�d� s � ��� �� je g��� s� �e�en
m rovnice ��g��� s�� � � na intervalech
	�� s� a �s� �
� Greenovu funkci tedy budeme hledat ve tvaru

g�t� s� �

�
a��s�et � b��s�e�t� je�li t � s�

a��s�et � b��s�e�t� je�li t 	 s�

Podle V�ty �' je g�t� s� jednozna�n� ur�ena vlastnostmi �i���iv� z V�ty �&�
Vlastnost �iii� jsme ji� vyu�ili� Podle �i� plat
 pro s � ��� ��

�F�� a��s�es � b�e�s � a��s�es � b�e�s�

Jeliko�
�

�t
g�t� s� �

�
a��s�et � �b��s�e�t� je�li t � s�

a��s�et � �b��s�e�t� je�li t 	 s�

dost�v�me d�le podle �ii� rovnici

�F�� a��s�e
s � �b�e

�s � a��s�e
s � �b�e

�s � ��
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Dosazen
m za g�t� s� a �
�t
g�t� s� do okrajov�ch podm
nek

g��� s� � g��� s��
�

�t
g��� s� �

�

�t
g��� s�

dostaneme kone�n� dal�
 dv� rovnice pro koe�cienty a��s��a��s��b��s��b��s�

�F��
a��s� � b��s� � a��s�e � b��s�e�

a��s� � �b��s� � a��s�e � �b��s�e��

Z rovnic �F����F�� plyne

b��s� � b��s� � e
��s

a��s� � a��s�� e�s�

Po dosazen
 do rovnic �F�� dost�v�me syst�m pro a��s�� b��s�

��� e�a��s� � ��� e�� � e��s�e��s � ��
��� e�a��s� � ���� e�� � e��s��e��s � ���

jeho� jedin�m �e�en
m je

a��s� � �
e��s

�� e
� b��s� �

e����s�

�� e�
�

Odtud plyne

a��s� � �
e�s

�� e
� b��s� �

e��s

�� e�

a tud
�

g�t� s� �

�
�et e

��ee
�s � e�t e�

��e� e
��s� je�li t � s�

�et e
��ee

�s � e�t �
��e� e

��s� je�li t 	 s�

P�	klad �� Pro �lohu

u�� � u � f� u��� � u��� � �

m�me

X �

�� �!
���
�
a

�
b

��� � a� b � K

"�#�$ � dimX � � a N�L� � fb sin t� b � Kg �� f�g �

�Obecn� �e�en
 u rovnice u���u � � m� tvar u�t� � a cos t�b sin t� a� b � K ��

Dan� �loha tud
� nem� Greenovu funkci�
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P�	klad �� Pro �lohu

u�� � u � f� u��� � u����� u��� � u����

m�me

X �

�� �!
���
a

a

b

b

��� � a� b � K
"�#�$ �

dimX � �

a

N�L� � fa�sin t� cos t�� a � Kg �� f�g �

Dan� �loha tud
� nem� Greenovu funkci�

P�	klad �� Pro �lohu

u�� � u � f� u��� � u���� u���� � u����

m�me

X �

�� �!
���
a

b

a

b

��� � a� b � K
"�#�$ � dimX � � a N�L� � f�g �

Tato �loha tud
� m� Greenovu funkci� Podle V�ty �' m� tato Greenova
funkce g�t� s� tvar

g�t� s� �

�
a��s� cos t� b��s� sin t� je�li t � s�

a��s� cos t� b��s� sin t� je�li t 	 s�

kde koe�cienty a��s�� b��s�� a��s�� b��s� spl�uj
 rovnice

�cos s��a��s�� a��s�� � �sin s��b��s�� b��s�� � ��
�sin s��a��s�� a��s�� � �cos s��b��s�� b��s�� � �

a
a��s� � a��s� � ��
b��s� � b��s� � ��

Odtud plyne� �e

g�t� s� �

�
sin�s�t�

� � je�li t � s�

sin�t�s�
� � je�li t 	 s�

Milan Tvrd�� M� AV�R� �itn� �	�

	 �� Praha 


E�mail address� tvrdy�math�cas�cz
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