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"Il semble donc que les sommes de
Riemann-Stieltjes aient encore un bel
avenir devant elle en calcul iegral,

et qu'elles pourront éserver encore,
dans les mains d’habiles analystes,
d’'intéressantes surprisee”.

(Jean Mawhin)
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Predmluva

Tato publikace je vlasthpokra&ovarim monografieStefana Schwabikintegrace
v R (Kurzweilova teorie]44] vénova® teorii integalu pres jednorozr@rré in-
tervaly. V #to monografick uwebnici se autorovi podido vysvétlit nejen kla-
sické pojmy Newtonova i Riemannova intédu, ale i integalu Mac Shaneova a
prededim Kurzweilova. Popré byl takSirokemu okruhuteskch cterafts (vetrg
studend fakult s matematicko-fyziédnim zan&erim) predlazen ucelef vyklad
jednoho z neuzavargjSich piispevkil ceske matematiky do pokladnice &tove ma-
tematiky: sogtove definice neabsolugnkonvergentio integélu. Tato definice
nalezi Jaroslavu Kurzweilovi a popévji uvedl v péaci publikovam® v roce 1957
v Casopise Czechoslovak Mathematical Journal (viz [28]).Notegrl, ktery se
dnes ve s&tove matematic& literatife nagva integal Kurzweilllv resp. intedal
Kurzweilliv-Henstockiv (nezavisle na J. Kurzweilovi publikoval definici analo-
gického integalu v roce 1960 britskspecialista v teorii integdu Ralph Henstock)
se od & doby ulazal byt velice inspirativiim nejen pro teorii integdu (zahrnuje
klasicke a dolie zraimé pojmy Riemannova a Newtonova intafyr \Cetrg jejich
nevlastiich modifikaé a obizngji zvladnutel@ integéaly Lebesguév a Perrov),
ale i pro teorii diferendlnich a integalnich rovnic. Z hlediska metodié@ho diraz
kladery na Kurzweiflv integél umanil S. Schwabikovi sougtdit se na neabso-
lutné konvergenthintegrly, ktele ve stai metodice teorie inte@tu byly povao-
vany za velmi olizné vys\etlitelne. Kurzweiliv pojem integalu je totZ ekvi-
valentri s integalem Perronoym, ktery je neabsoluté konvergentn Jeho defi-
nice @itom zdanlivé ttmé' mechanicky "kofruje” definici Riemannovu, ktérje
pro studenta nejfjatelnéjsi svou radzornosta wraznou geometrickou interpre-
tad. Pravé srovrani s Riemannovou definiosSak ukazuje, jak @mysira je jej
nerépadm’d, ale fitom daleko§hla Kurzweilova modifikace. Velkouyhodou je
rovnéz ten rys Kurzweilova inte@lu, Ze nepdtebuje zobeadr na "nevlastit’ in-
tegrly - plat pro ngj totiz véta Hakeova typu (tj.&ta o limitim pfechodu vzhle-
dem k meim integ@lu).

V integralech Riemanna¥, Newtonoe, Lebesgued; Perronog, Kurzwei-
lové se integruje danfunkce vzhledem identiékfunkci. Nekteg fyzikalni prob-
[émy si \Bak vynutily roZifen pojmu integalu na integal, ve kteem se daa
funkce integruje vzhledem k funkci, kienemusbyt obecré identita. Popré se
takow integ@l vyskytl ve slavem Stieltieso@ pojedrri [55], vénova@m sou-
vislostem konvergendet®zowch zlomki a probému jak popsat rozkeri hmoty
na hmoti@ Gseéce jsou-li zamy VSechny momentyéto Use&ky prirozenych radl.
Integraly tohoto typu jsou odé& doby nagvany Stieltjiesovy intedgaly. Integal
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6 PREDMLUVA

funkce f (integrand vzhledem k funkcig (integrator) pres intervalfa, b]| se od &
b

doby zn&i | fdg. K riznym modifikadm definice, kteg Casem vznikly, se pak

pridavaj zpraavidla jména autall ttch modifikat Brzy se objevily integaly: Ri-

emaniiv-Stieltjeslv, Perrofiv-Stieltjesiv ¢i Lebesguév-Stieltjegiv. Dakim vy-

znamiym impulsem, ktey obratil pozornost ke Stieltjesovu intégu byl funda-
menélni RiesZiv vysledek z roku 1909 (viz [38]) o tonie ka&dy spojity linearri

funkcional na prostoru spojjch funkd mize byt vyjadien pomot Stieltjesova
integr@alu. Vzapet, v roce 1910, dokzal H. Lebesgue (viz [30]¢e pro spojitou
funkci f and funkcig s kon€nou variat Ize pomot vhodre substitut vyjadit

Stieltjesiv integél jako Lebesgugv integial tvaru

v(b)
/ Flw(®) At) dt,

kde v(z) je variace funkcey na intervalula, z|, w je zobec®ra inversim funkce
k v definovai pfedpisem

w(t) = inf{s€[a,b]:v(s)=t} proteia,b]

ah(t)= ;t g(w(t)) pros.v.t € la,v(b)]. H. Lebesgue takto dogpk pojmu Le-
besgueova-Stieltjesova intédw funkce f vzhledem key. Nékolik let po Rieszog
vysledku se v roce 1912 objevuje Stielfjesintegél take v monografii Oskara
Perrona [37]. V dd&ich zhruba dvou desetileh byl Stieltjegiv integial a jeho mo-
difikace prednitem badni fady vyznamgich osobnosteorie funké: W.H. Young
([63], 1914), C.J. de la Vale Poussin ([58], 1917), E.B. Van Vleck ([59],1917),
T.H. Hildebrandt ([13], 1917), L.C. Young ([61], 1927 a [62],1936), A.J. Ward
([60], 1936), a ddi. V roce 1937 enoval Stanistaw Saks ve &wslavié mono-
grafii [40] integ&lu Lebesgueovu-Stieltiesovu a fufikcs kon€nou variagé ce-
lou kapitolu. Do dnérich drii n&ly integaly Stieltjesova typusiroké uplat@ri

v mnoha oblastech: napv teorii kfivkovych integalll, teorii pravépodobnosti,
teorii hystereze, teorii funkcid@né-diferencalnich, zobecénych diferencalnich
rovnic, teorie pravépodobnosti a p.

Vzhledem k omezedmu fFidéleremu rozsahu nemoBitefan Schwabik do &v
monografie zahrnoutfpozeré zobecén Kurzweilova pojmu intecalu na Stiel-
tiesovy integaly, & jsme v € doté wz méli v naSich spolénych pracech (viz
nag. [53]) vénovarych zobecBrnym diferencalnim rovnidm "Kurzweilovu teorii”
Stieltjesova intedrlu do zn&né miry zpracoanu a pipravenu. Je mou cadost
navazat na jeho pan a doplnit jeho monografii o teorii Stieltjesova intalyr s
diirazem na Kurzweilovu definici aéktee jeji aplikace. Wklad v tto knize je
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STIELTJESUV INTEGRAL 7

rozcélen do 8 kapitol. Vivodri kapitole jsou stréiné dw z mnoha motivdcpro
studium Stieltjesova integtu: probEm momerni a Kivkové integaly. Zavedeno
je tu €z zakladn znaeri zavazre pro celou knihu. D3l tfi kapitoly jsou Fipravré
a poskytuij prehled o vliastnostecliitl funkd, se kteymi se v &to knize najasgji
pracuje: funkce s kordmou variag funkce absolut@é spojie a funkce regulovan
Rozsahla pata kapitola je ¥nowana klasickm definidm Riemannova-Stieltjesova
integralu a vlastnostem takto definovyarh integalll. Jadrem ced knihy textu je
pak kapitola 6 @nova definici Stieltjesova integfu v Kurzweilove smyslu. Jsou
tu demonstro@ny ednosti éto definiceSiroka tida funké integrovatelgch v
tomto smysluSiroka Skala vlastnosttakto definovagho integalu, nag. platnost
velmi obeciych vét o limitnim pfechodu ¢etrgé Hakeovy ty, o integraci per-
partes, aliznych forem substituce. Vagretnych dvou kapitchch jsou popsny
néktee vybrare aplikace ve funkcicaini anaf/ze a v teorii zobedgrych dife-
rencélnich rovnic.

Samoiejmé bylo by m@no pokr&ovat dile. Podstatnogast zde vyldere
teorie Kurzweilova-Stieltjesova inte@u je m@no [erést i na integraci v abs-
traktrich prostorech (viz [48]-[51] a [35]). ¥znamié uplatriéri nactaz Kurzwei-
IGv-Stieltjegiv integial v dnes velmi pop@rni teorii dynamickch sysémil na
"Casoych Skalach” neboli "time scales"deska terminologie se dosud neakla),
viz [54] a [36]. To je Bak & hudba budoucnosti a détb publikace seinic vic

nevejde. | tak jdjstavajci rozsah yrazré grevySuje rozsah {vodre planovary.

Predkladarym textem bych ad tale porékud zaplnil shvajci mezeru Ceslée
literatue. V drurém dlu Integralniho pctu Vojtécha Jarika (viz [18]) jsou \é-
novany dv& kapitoly (lll a X) wkladu teorie integalu Lebesgueova-Stieltjesova,
ktery ovsem vyZzaduje znénou porci znalo$b teorii miry a ffitom je méré obecsy
nez integél Kurzweilliv-Stieltjegiv. CeE monumerdlni a zakladatelsk dlo Voj-
técha Jarika bylo pavé zgistupréno na webojrch sténkachCesle digitalri ma-
tematicle knihovnya miize tedy poslozit ¢teréfim k uglesrén néktefch zde
pouze naznzerych souvislosts teori miry. Pekny, ale str&ny, Gvod do teo-
rie Riemannova-Stieltjesova intédu je obsden €2 v dnes j v podstaé nedo-
stuprych skriptech [20] Josefa lte o teorii potendlu z roku 1965. Pogrné
podrobré je jesté o iznych formach Stieltjesova integtu pojediano take v dnes
jiz rovrez t&zko dostupgich skriptech [31] Jaroslava Luge. Pokud jde o cizo-
jazyénou literaturu, mohu dopogit ¢teréfim zajmajicim se o dai souvislosti
v ramci klasicle teorie monografii [14] T.H. Hildebrandta. Rozhéde feba a-
jemdim o tematiku doporgit ke studiu tak zhstnou a moder® pojatou mono-
grafii R.M. Mc Leoda [34] z roku 1981 zahrndi dokonce i Kurzweiliv-Stieltje-
sliv integél. (& jsem ji, bohiel, pro sebe objevilabéhem avéreine faze prat
na tomto textu). D& podréty miize Cteréf najit také v monografich A.N. Kol-
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8 PREDMLUVA

mogorova a S.V. Fomina [19], E. Schechtera [41], W. Rudina [39] nebo skriptecl
J. LukeSe a J. Maho [33].

Tento text vznikal po @kolik let jako poniicka pro posluchz mych whbéro-
vych predréSek na Firodoedecle fakule Palackho university v Olomouci vam-
ci vyuky matematick anajzy. Jsem vécenKated'e matematick anajzy a apli-
kad matematiky Firodovedecle fakulty Palackho universityza to,ze mi uma-
Nuje tyto gredréSky konat a studeditn rékolika racnikll za to,ze bez viditel@ho
reptari mé predrésSky nawtevovali. Kniha by néla byt srozumiteld vSem kdo
absolvovali akladn kursy matematiok a funkciolni anafzy. Ve wkladu se
sn&im vyhybat teorii niry jak je to jen mdné. Nicnére ti, ktgi maji aspa
zakladn znalosti o éto oblasti, budou ivyhodu [ porozunén néktefym (vice-
mére okrajowym) paszim této knihy.

Zaverem ffedmluvy chci po@kovat nym vzacrym kolegim Jaroslavu Kur-
zweilovi, Ivo VrkoGovi a Ireré Racliinkowe, ktdi obétave precetli nékolik vers
rukopisu tohoto textu a pomohli mi odstranit miéatedostatky a vyleit viykladu.
Jsem jim ¥em za tuto pomoc velmi zawn. Za vékeg chyby, kteg se navzdory
jejich pomoci v &to publikaci vyskytnou, nesu 8gm plnou zodpadnost pouze
ja.



Umluvy a oznacen

(i)

(ii)

(iii)

N je mnaina @irozenych €isel (mezi réz nezahrnujeme nuluR je mno-
Zina realnych ¢isel R™ je prostor ralnych m—vektofi (m—tic realnych
Cisel). Je-liz € R™, jeho i—ty prvek zndime ;. Pisemex = (x;),_,
nebo, nehroizli nedorozungén, = = (azz) Norma vRR™ je definoana ped-
pisem

v = (2i);y , ER™ = |2 =) i=1"|ail.
{xre A:B(z)} zndi, jak je zvykem, mniinu Bech prvki z mnaziny A,
které vyhovuj podnince B(z).

Pro da® mna&iny P, Q symbolemP \ @ zn&ime mnainu

P\Q={zeP:2¢Q}.

Jak je zvykemP C (Q znamea®, Zze P je podmndina mnainy @ (kazdy
prvek mnainy P je téz prvkem mndiny Q).

Nehroz-li nedorozungén, pak v ipac® nekonénych €i kone&nych (. nej-
vySe spaetrych) posloupnostpiseme{x, } misto {z,, € R:neN} resp.
{zneR:n=1,2,...,m}. Reknemeze posloupnosfz;} je prost jestli-
Ze se v inzadry prvek neopakujéxy # x,, jestlize k #n).

Je-li —oo <a <b< oo, pak[a,b] zn&i uzaveny interval {t c R : a<t< b}
a (a,b) je oteveny interval {tcR:a<t<b}. PrisluSré polouzavené
(resp.polooteveré intervaly zn&ime [a, ) a (a,b]. Ve vSech &chto fFipa-
dech nagvame bodya, b krajni body intervalu. Jestte a =b € R Fikame,
Ze interval[a, b] degeneruj@a jednobodovou mrzinu a gseme|a, b= [a].
Je-li I interval (uzaveny resp. oteteny resp. polootekeny) s krajrimi body
a, b zn&ime symbolemI| = |b — a| jeho c&lku (|[a]| = 0).

Konetnou mndinu bodi o = {0¢,01,...,0,} intervalu [a,b] nazveme
délerim intervalu [a, b], jestlize plat a=0¢p <01 < ... <oy =0b. Mno-
zinu \VSech eéleri intervalu [a, b] zn&ime Za, b].

Je-lio € Z]a,b], pak, nebude-li uvedeno jinak, budeme jeho elementy zna-
Cit o, v(o) je pctet podinterval [;_1, 0, ] generovafich mn&inou o a
|o| je delka nejdediho z €chto podinterval, tj.

Oyey=b a |o|= max (0j—0j-1) Ppro oecZa,b].

i=12,..v(o)

9
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(iv)

v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

Jestlze o’ O o, pakfikame,ze o’ je zjemrén o.

Pro dag@ A €R zn&ime AT = max(A,0) a A~ = max(—A,0). (Pfipo-
meime,ze plat AT+ A~ =|A| a AT — A~ = A pro kazdé A €R.) Dale,
1 kdyz A>0,
sign(A) =< —1 kdyz A<O0,
0 kdyz A=0.

Pro danou mndinu M C R symbolemy,; zn&ime jej charakteristickou
funkci, tj. funkci R — {0, 1} definovanou pedpisem

{ 1 proteM,

t) =
xu () 0 pro t¢ M.

Supremum (resp. infimum) mamy M zn&ime sup M (resp.inf M).

Pokudm = sup M € M (m= inf M € M) (j. m je maximum (resp. mi-

nimum) mnainy M), piSeme & m = max M (resp.m = min M).) Je-li

M mnazina \Bech hodnotF'(xz) néjakeho zobrazenF, kde pronénré x

probha mnainu B (M ={F(z):x € B}), piSeme & sup F(x). Po-
z€EA

dobre pravidlo plati pro infimum resp. maximum resp. minimum.

Zapis f:[a,b] =R znameR, Ze funkce f je defino\ana pro kadée
x €[a,b] a kada jej hodnotaf(x) je (kon&€né) realné Cislo. Pro libovolié
funkce f: [a,b] =R ag:[a,b] =R arelnécislo \ definujeme

f+g:x€a,b] — f(x)+g(x) aXf:x€la,b] — X f(z).

Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R zn&ime

I/l = sup [f(x)].

z€ab]
(Neri-li funkce f ohranteré naintervalua,b], pak osem|| f|| = oc.)
Je-li {z,,} nekon&na posloupnost @nych Cisel, kted ma limitu
nlirrgo zp =AeRU{—oc0}U{—00},

piseme &z zkraceré z,, — A.

10



STIELTJESUV INTEGRAL 11

)

(xi)

(xii)

Podobe, jestlze posloupnost funkc{ f,,} konverguje k funkcif stejno-
mérré na intervalufa, b], tj. lim ||f, — f||=0, piSeme & f, = f na
[a,b].

Jestlze f:[a,b] =R, t€[a,b) ase(a,b] ajestlze existuj kone&né jed-
nostran@ limity lir¥1+f(7) a lim f(r), pak zn&ime
T— T—5—

F+) = lim f(r), f(s=) = lim f(7),

AYf(t) = ftH) = f(t), ATf(s) = f(s) = f(s-),
Af(z) = f(x+) — f(z—) pro z€ (a,b).
Zpravidla podivame rasleduici tmluvu

fla=) = f(a), f(b+)=f(b), A f(a)=ATf(b)=0.

Cla,b] je prostor rélnych funkd spojitych na intervaluja,b] s normou
definovanou prdpisem

I/l = sup [f(x)

z € la,b]

pro feCla,b].

definuje normu n&Cla, b].

LL![a, b] je prostor ré@lnych funkd lebesgueovsky integrovatéich na inter-
valu [a,b] s rovnost

f=gecllla,b] < f(z)=g(x) pros.v.acla,b]

a normou definovanouedpisem

b
1l =/ f@)de pro feLlab].

Prostor vektoroych funkd zobrazuicich intervala, b] do Banachova pro-
storu Y a spojiych nafa,b] zn&ime C([a,b],Y), Podobiy vyznam na
symbol L ([a,b],Y) i analogick symboly pro d& prostory funkg, ktere
v textu zavedeme.

Je-li M podmndina Banachova prostoXi, pak symbolem\/ znaime jej
uzaver v prostoruX. Dale, Lin(M) je mna&Zina \sech konénych linearrich
m

kombinag prvkli M, tj. mnazina \sech prvki z € M tvaruz = Y ¢; x;,

j=1
kdemeN, c1,co,...,cme€R axy, x0,..., 0, € M.

11
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(xiii)

(xiv)

(xv)

Mnozinu vSech spojich linearrich zobrazerBanachova prostor do Ba-
nachova prostorly zn&ime £ (X,Y). Je-li X =Y, piSeme jednodieji
Z(X) misto (X, X). Specalré, #(R™,R"™) je prostor ré@lnych matic
typu m x nnebolim x n—matic.

Je-li Ae Z(R™,R"), pak jej element vi—temfadku aj—tém sloupci zna-
¢ime a; ;. PiSeme A= (a;;)i=1,.,m. Pro k&de n zna&ime symbolem/

7j=1,...,n

jednotkovou matici typun x n, tj.

L Kdvs i—
I=(€j)i=t,.n, kdee;;= dyf Z J.’
j:17""n O kdyZ Z#] *

Normav.Z(R™,R") je defino\ana iedpisem

n
|A] = max Z la; j| pro A= (am‘) i=1,..,m € L(R™,R™).
Jj=1,....m el ji=1,....,n

J

n
Specalré proz € R" =.(R",R) mame|z| = ) _ |z;|, caz souhlass bo-
i=1
dem (i). Dale, |A| = sup {|Az|: |z| <1}, tj. takto zaveded norma matice
souhlas s opeétorovou normou vZ(R™,R™) (vzhledem k norré v R"
z bodu (i)).

V omezer nife, | pfece jen se to dtas zé byt vyhodre & nutré, poui-
vame standarddogické symboly. Nap

"We>035>0:(AAB) = C”

zname@

"pro kazdé ¢ > 0 existujed > 0 takow, Ze plat-li soucasré A i B pak plat
take C”.

12



Kapitola 1

Uvod

1.1 Problém momentl

Je zramo (viz nap. kapitola | v [44]),Zze hodnota klasi@dho Riemannova integiu

b
/ f(z) dz nez&porré a spojié funkce

1.2 KrFivkov é integraly

KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU.
Necht ¢ je spojie zobrazenhuzavereho a ohrardiereho intervalu[a, b] do
tfirozmérrého vektoro@ho prostoruR3. Mnozina bodl

o(t) = (¢1(t), 2(t), p3(t)) €R?,

kde ¢ prokiha interval[a, b], se nagvacestav R? definovai na intervalula, b |
a zn&ime ji take symbolemp. Délkou cestyp rozunime celku kfivky definovare
grafem{y(t) : t € [a,b]} funkce ¢ a zn&ime ji symbolemA(y; [a, b]).

Bud ¢ cesta VR? definovaa na intervalu[a, b], jejiz delka je konéna.
Predpokhdejme dle, Zze zobrazeny: [a,b]—R? je prosé. Fredstavme size ¢
jedrata f(x) €R je jeho hustota v baglz. Hmotacasti détu odpovdajici inter-
valu [c,d] C [a, b] je tedy @ibliZné vyjadfenacislem f(o(€)) A(p; e, d]). kde ¢
je néjaky bod intervalulc, d].

Nechto;, 7=0,1,...,m, jsou body intervalya, b] takow, ze
a=o0p<o1< ... <om=b.

Mnozinu bodi {cg, 01,...,0,} S tmito vlastnostmi ngaame eleri intervalu
la,b] azn&ime o. Dale, v k&dem intervalu[o;_1,0;], j=1,2,...,m, vyber-
me rejaky bod §;. Tento bod budeme n@vat znatka intervalufo;_1, o], vektor
(&1,&2,...,&m) €R™ jevektor znéek &leri o a zn&ime ho symbolent.

Polazmev(t) = A(y; [a,t]) prot € [a,b]. Potom sotet
D Fe(&) [o(eg) —v(oj-1)]
j=1

13



14 Uvob

aproximuje hmotu cé&ho datu. Je pirozeré occekavat, ze tato aproximace bude
tim presrgjd, ¢im bude @leri jemrgj§, tj. &im vice bodi bude obsahovat. Vede-
li takovy limitni proces k jednozriaé urCere limitni veliing, bude tato velina
rovna hmoé cekho datu a budeme ji zrét

b
/fds nebo talke /f(go)dv
%) a

Prvii symbol se nagva kfivkowy integrél prvniho druhufunkce f pocel cesty
v, zatmco druly symbol Fedstavuje ekvivalentrpojem Stieltjesova intedtlu
skahrn funkce f(¢) vzhledem ke skalrmi funkci v(t) = A(yp; [a, t]).

KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU.
Méjme hmotg bod, ktef se pohybuje po cesty a v okanZiku ¢ [a,b] se
nactaZ v bodg (). Dale necht

frrzepCR® = f(x) = (fi(z), fa(2), f3(x)) €R?

je silove vektoroe pole VR?. Potom f(¢(t)) € R? je vektor §ly, ktera na tento
hmotny bod fisol v Caset.

Necht o ={09,01,...,0,} je leri intervalu [a,b] a €= (&1,&2,...,ém)
je vektor jeho znéek. Potom skalrmi soLEin

3
Fe(&) - [e(ay) = elaj1)] = Y fule())) [or(o5) = er(oj-1)]
k=1

predstavuje [aci, kterou vykoa dla f((&;)), posune-li se & hmotry bod z bo-
du ¢(a;—1) do bodup(c;). Soltet

m 3 m

D &) Telay) —plai)] =D file(&)) [en(eg) — er(aj1)] -

j=1 k=1 j=1

tedy aproximuje pci, kterou vykoa silove pole f pfi pfesunu dagho hmotého
bodu po cest ¢ od okantiku t =a do okantiku ¢t = b. Jestlze se hodnoty&chto
solEttl budou i zjemiovari déleri o ” libovolné biizit” k néjaké jednoznéné
urCere limitni hodnog&, bude tato hodnota rovna velikostiape, kterou vykoa
silové pole f pfi pfesunu dagého hmot&ho bodu po ceéty od okanZiku t =a
do okanziku t =b. Budeme ji znait

b 3 b
/f nebo talke /f(w)dw— E fe(w) dog .
© a

k=179

14



STIELTJESUV INTEGRAL 15

Prvri symbol se nagvakrivkovy integial druhého druhwektoroe funkcef pocél

cesty ¢, zatmco druly symbol gedstavuje ekvivalentrpojem Stieltjesova in-
tegralu (slozere) vektoroe funkcef (i) : [a, b] — R3 vzhledem k vektoro® funk-

cig: [a,b] = R3.

15
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Kapitola 2

Funkce s kon€nou variaci

V této kapitole definujeme variaci funkce a odimné Zkladn vlastnosti tidy
funkdi, ktere maj kone&nou variaci na dédm uzaverem a konéném intervalu.
Funkce s konénou variat jsou witeCné v cek fadé fyzikalnich a technicich
problemt, v teorii pravéépodobnosti, teorii Fourier§eh fad, v diferendalnich
rovnicich rovnidch a v dasich oblastech matematiky.

2.1 Definice a Aakladni vlastnosti

Necht —oco < a < b < co. Pflipomdaime, @lerimi intervalu[a, b] naz/vame koné-
né mnainy bodi o = {0¢,01,...,0,} intervalu[a, b] takowe, ze

a=o0p<o1<...<opm=b

a symbol Z[a,b] zn&i mnazinu VSech @leri intervalu [a,b]. Dale, elementy
déleri o € Z]a, b] jsou zpravidla znéeny symbolyo,

Oue)=b a ‘0’|:j:1r512'if(y(a)(0'j—0'j_1) pro o € Zla,b].

Jestlze o’ D o, pakfikame,ze o’ je zjemrén o.

2.1. Definice. Pro danou funkcif : [a,b] — R a céleri o intervalu [a,b] definu-
jeme

v(o)

V(o)=Y If(o)) = f(oj-1) (2.1)
=1
a J
var f= sup  V(f,0). (2.2)
o€ PDlab]

Je-li a=b, definujeme vat f =var? f =0. Veliinu var’ f nazvamevariace
funkce f naintervalufa,b]. Je-li var’ f < oo, fikame,ze funkcef makonenou
variacina [a, b]. Mnozinu funkd s kon€nou variacna [a,b] zn&ime BV |a, b].

17



18 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Geometricly vyznam pojmu variace am [iblizi nasleduici tvrzer, zpra-
vidla naZvare DRUHA JORDANOVA VETA. Dfive n& ho budeme formulovat,
pfipomaime, jak se definujeédka Kivky, ktera je zaéna jako graf spoji funkce
f naintervalula, b] :

Pro k&dé céleri o intervalu|a, b] je soet

v(o) 5 2
Mo ) =Y (03— 11) + (Flo3) ~ Floy 1))
j=1

roven celce lomee Krivky prolozeré body [0, f(0;)],j=1,2,...,m, leZicimi
na grafu funkcef. Délka grafuA(f;[a,b]) funkce f na intervalufa,b] se pak
definuje jako

A(f7 [a7 bD = sSup )‘(07 f) .
ocDlab]

2.2. éta (DRUHA JORDANOVA VETA). Necht f je spojita na [a,b]. Potom na
jeji graf na intervalu [a,b] kon&nou celku pave tehdy, kdy f ma kon&nou
variaci na intervalu[a, b].

DUkaz. Podijeme nerovnosti

1Bl < Va2 + 52 < |a|+ 0], (2.3)

které plat pro libovolra realna cisla o, 3. (Odvodme je odmocarim trivialnich
nerovnost 32 < o? + 3% < (|a| +8/|)?.) Pro libovolré cleri o € Z[a,b] ma-
me podle (2.3)

v(o)
V(f,o) =) |f(o5) = floj-1)|
=1
v(o) 5 5
< S =051+ (flop) — Foy1) = Mo, 1)
=1
v(o)

neboli



STIELTJESUV INTEGRAL 19

Pfechodem k supremu dostaneme nerovnosti
varg f < A(f,]a,b]) <varg f+(b—a),
ze ktegch tvrzen véty okanzité plyne. O

2.3. Fiklad. Bud f funkce spojia na intervalufa,b] a tako, Zze pro kade
z € (a,b) plat |f'(z)] <M < oo, kde M nezvis nazx.

Podle \éty o stedri hodnog tedy plat | f(y) — f(x)| < M |y — x| pro v8echna
x,y € |a, b] takowe, Ze x+# y. Pro k&dé celeri o intervalu[a,b] tedy mame

v(o)
V(f,o) <M loj—0j_1] =M[b—a].
1

q

.
Il

Vidime,Zekazda funkce spojé na intervalu[a, b], kterd ma na jeho vnitku (a, b)
ohranicenou derivaci, @ kon€nou variaci

Jestlze navc | f /| je riemannovsky integrovatéma intervalda, b] (nag. f’
je spojita na(a, b)), pak mizeme variaci funkcef na intervalu[a, b] urcit. Plaf
totiz

b
var, f = (&) [ 1f (o) d, (2.4
kde na prag stra® je Riemaniv integél. Dllkaz tohoto tvrzenpochopitel@

predpokhda znalost Riemannova integu.
Bud dano ¢ > 0. Pfedpoklad o existenci a kotee hodnoé Riemannova in-

b
teg@lu (R)/ |f'(x)| dz znamea, Ze existujes > 0 takog, ze

v(o) b -
|16 (0= i) ~®) [ 17 @) | < § (25)
=1 a

plafi pro kazdé cBleri o intervalu[a,b] takow,Ze |o| < ¢ a kazdy vybér bodi ¢;
takowych, ze

ij[Ujfl,O'j] pI’szl,Q,...,I/(O'). (2.6)
Na druhou stranu, podle definice variace existje 2 [a, b] takowe, Ze |o| < ¢ a
varl f >V (f, o) >var’ f— g. (2.7)

19



20 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Podle \ety o stedri hodnog existuj body ¢;, j=1,2,...,v(o), sphujici (2.6) a
takow, Zze

v(o)

V(fao'):Z’f (&)l (o5 —0j-1).

J=1

Odtud podle (2.5) a (2.7) dastame,ze plat

varf /|f |dx
v(o)
< |var f-V(f,o \+(Z|f &)] (0j—0;-1) /\f |dx

<E+——s
2 2

Podle definice Riemannova intédw to znamea, ze plat (2.4).
2.4. Cviceri. (i) Dokazte,ze pro libovolnou spoijitou funkcf plafi
1/2
((varz )+ (b a)g) " A Jab]) <vart £+ (b—a).
(i) Urtete vaf f a odhadite ctlku grafu funkcef, jestlize
a) f(x) = sin>x prox € [0, ],

b) f(x)=2%—3z+4 prozc|0,2],
) f(x)=cos z+x sinz proxel0,27].

2.5. Pozramka. Z definice 2.1 je ejmeé, Ze pro kadou funkci f :[a,b] = R
je var® f > 0. Dale, je-li cano libovolré cgleri p € Z[a, b], pak plat

vart f = sup V(f,o). (2.8)

oDop
To plyne z rékolika elemerérrich pozoroani: Zapre, prot@e
{(V(f,0):0€2[a,b] a a2p}C{V(f,0):0€7[a,b]},

mus byt sup V(f,o) <var’ f.
oDp

Dale, dky trojuhelrikové nerovnosti pro libovola dwe cEleri o, o’ intervalu
[a,b] takowa,ze o’/ D o afunkci f:[a,b] =R mameV (f,o) <V (f, o).

20



STIELTJESUV INTEGRAL 21

Konetné, je-li o € Z[a,b] libovolné a o'=0cUp, pak ¢’ Dp a tedy
V(f,o)<V(f,o'). Toznamea, ze pro kade de{V(f,o):0 € Z[a,b]} exis-
tued' €{V(f,o0):0€2a,b] a o> p} takow,zed<d’ atedy

vart f< sup V(f,0o).
oDOp

Plat tedy (2.8).
2.6. Cviceni. Dokazte rasleduici vlastnosti variace a funks kon€nou variat
(i) Je-li [c,d] C [a,b], pak pro k&dou funkcif : [a,b] — R plati
|£(d) = f(e)] < vard f <var, f.

(i) Funkcef:[a,b] —R méakon&nou variaci naja, b] pravé tehdy, kdy exis-
tuje takowa neklesdpgi funkcey na [a, b], Ze

|f(@) = f(y)| < p(x) —p(y) proz,y€la,b],y<z.

(i) vart f=deR
= <V€>O Jo.€9a,b]:0D 0. = d—eSV(f,a)gd).
(iv) vart f=o00 <= (VK >0 3ok €Z[a,b]:V(f,Dk)>K).
(v) Jestlize pro funkcif : [a, b]—R existujeL € R takoe,ze
f(x)~ f(y)| < Llz—y| plati provsechnar,y € [a,b],
pak var’ f<L(b—a).

(V takovem gipacde fikame,ze f spkuje Lipschitzovu podimku na [a, b]
nebo €7, Ze jelipschitzovsk na [a, b].)

2.7. Fiklad. Necht

0 proz =0,
J(@) = { x sin(g) prox € (0,2].

VSimréme si,ze f(x) =0 prave kdyZz x =0 nebox = % pro réjake k € N a pro
z € (0,2] pla

x pravé kdyz x:yk:4k+1,keNU{0},
f(@) = )

21



22 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Proda neN adled o ={0,y,, zn, - .., Y1, 21, 2} dostaneme

V(f,0™) = [F(0) = flya)l + D 1 (1) = F(z)l + D1 (k) = f(z0)]
k=1 k=1

n

n
= (Z/k—1+zk) +Yn + Z (yk:‘|‘zkz)

k=1 k=1
=yo+2)  (yet2) = 2+4216:72k_1 >2(1+ Z%) .
k=1 k=1 k=1
Je zramo, ze Z % = oo. Tudiz Jim V(f,o") =00 avai f = cc.
k=1
Snadno utime variaci monotorich funkd.
2.8. \éta. Pro kazdou funkcif monotonina [a,b] plati
var, f = |f(b)— f(a)l.
Dlkaz. Je-lif nerostoutnala,b] a o € Z|a,b], pak
V(f,0) =Y [foj-1) = f(o5)]
j=1
= [f(a) = f(o1)] + [f(o1) — fo2)] + - ..
+[f(om—2) = f(om-1)] + [f(om—2) = ()]
= fla) = f(b),
. var, f=f(a)—f(b)=|f(b)— f(a)].
Podobm bychom ukzali,Ze je-li f neklesdici na [a,b], pak
varg f=f(b)— f(a)=|f(b) - f(a)]. 0

2.9. Hiklady. (i) Prikladem jednodudhfunkce, kted nenad ohrantenou deri-
vaci na intervalu[0, 1] (a tudz tvrzen z prikladu 2.3 (i) nezartuje, ze ma
konenou variaci ng0, 1]) je f(x) = y/z. Protze je alef rostoud, tak
podle \ty 2.8, plat var} f = /1.

22



STIELTJESUV INTEGRAL 23

(i) Konetnou variaci mohou ihi funkce podstaté nespojié, jak ukazuje fi-
klad

o

je-li x=0,

fla) = o .y
—  jedi z€(0,1] a we(5g, 7] proréjake keN.

E

Tato funkce je Bejmé definovad a neklesagi na intervalu[0,1]. Podle
véty 2.8 je tedy val f =1.

2.10. \eta. Pro kazce c € [a, b] a kazdou funkcif : [a,b] — R plati
var f =varS f +vard f .

Dl kaz. Butte dany funkcef :[a,b] =R a bodce [a,b]. Pokudc=a nebo
c=b, je tvrzen véty trivialni. Nechttedy c € (a, b).

Necht o = {a, c,b} a nechto je libovolné cleri intervalu [a, b] takow, Ze
o Do. Paknut@ cc o. Déleri o Ize tudZ rozcElit na celeri o’ intervalu [a, c|
a tgleri o” intervalu [c,b], f. o=0'Ud”, kde 6/ € Z[a,c] a 0’ € Z[c,b].
Ztfejme pak tak plai
V(f.o)=V(f,a)+V(f,a"). (2.9)
Podle pozamky 2.5 dosivame tedy

varl f = sup V(f,o) <var f+var’ f.
ocoOe

Na druhou stranu pro kda dwe cleri o' € Z[a,c] a 6" € Z]c, 1] je jejich sjed-
nocen o =o' Uo” délerimintervalufa, b] a plat opét (2.9). Odtud plyneze

var f+var’ f=  sup  V(f, e )+ sup V(f,o") <var f.
o’ € D a,c] 0" €D ep]

Tim je dikaz \Bty hotov. O

2.11. Fiklad. Bud danon € N. Vysetujme funkci

0 pro0<z <1,
fn(m): . T 1
.Z‘Sln(;) pro- <z <2.
Jej derivace
/ 0 pro0<z <2,
fn(:E): . ™ ™ 7T 1
== =) proi>zx<2
sm(x) wcos(x) pro; >ux <

23



24 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

1
je dale varf/n fn <'s0. Véta 2.10 tedy implikujeze je take var}f, <oo pro
kazdée n € N.

je ohranterana(0, 1) ana(2,2). Ziejmé je var(l)/”fn =0. Podle fikladu 2.3 (i)

Na mnainé BV |a, b] jsou irozerym zplisobem defincany operaced@tan a
nasobenskabrem (vizUmluvy a ozn&en (x)). Funkci identicky nulovou nga, b
nazveme nuloym prvkem mndiny BV [a, b]. Nasleduici tvrzen je Ziejmé.

2.12. Lemma. Pro libovolré dwé funkcef, fa2: [a,b] — R arealné €islo ¢ plati
vart (f1+ fo) < var® fy+var’ f, a vart (cf1) =|c|var’ fi. (2.10)
Dale, var® f =0, tehdy a jen tehdy, kdyf je konstantina [a, b].
(St&i si totiz uvedomit,ze pro kadé celeri o € Z[a,b]| plat
V(fit fo,o) <V(fi,0)+V(f2,0) a Vicf,o)=[c|V(f o)
a, cle,ze je-li varl f =0, mud pro kazdé z € (a, b] platit | f(x) — f(a)|=0.)

2.13. \Bta. f € BV[a,b] tehdy ajen tehdy, kdyexistujfunkcef; a fo neklesédici

na [a,b] atakow,ze plat f(z) = fi(x) — fo(x) pro kazdé x € [a, b].

D U kaz. Jestie fi a fo jsou neklesagi na [a,b] a f= fi1 — f2, pak podle
véty 2.8 mdij f1 i fo kon&nou variacinda,b] a podle (2.10) je tek var® f <oo.

St tedy doléazat,ze pro kadou funkci f € BV |[a, b] existuj funkce f; a fo
neklesdici na [a, b| atakowe,ze f = f1 — fa.

Nechttedy f € BV|a,b]. Polazme

filz)=varl f a folx) = fi(z)— f(z) pro xz€la,b].
Necht z,y € [a,b] a y >z. Potom, podle &ty 2.10 je f1(y) = fi(z) +vars f a
protaze variace je Zdy neaporra, znamea to, ze funkce f; je neklesdgi na

[a,b]. Dale, podle ety 2.10 name

foy) = fi(z) +varf f — f(y)

faly) = fa(z) = vary f — (f(y) = f(x)) = 0

(viz cviCeri 2.6 (i)). To znamea, ze funkcef, je take neklesdfi nafa,b] a dikaz
je hotov. O
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2.14. Cvieni. Necht f € BV|[a,b]. Dokazte,Ze ok® funkce

0 pro z=a,
v(o)
pla) =
sup Z (f(oj) — f(aj_l))+ pro z € (a, b
(g€ D aa] j=1
a
0 pro z=a,
n(x) = “e) _
sup Y (f(o;) = foj-1))” pro z€(a,b]
(o€ P aa] j=

jsou neklesagi a neaporre naja, b] a plat
f(x) = fla)+p(z)—n(z) a vargf=p(z)+n(z) prozela,b].

2.15. Disledek. Pro kazdou funkcif s kon€nou variaé na [a, b] a pro sechna
t€la,b) a s € (a,b] existuj kon€né limity

Jt+) = Tim f(r) & f(s—)= lim f(7)

T—5—

(tj. f miZe nit v [a, b] pouze nespojitosti priho druhu).
D U kaz. Podle &ty 2.13 nizeme fjedpokbdat,ze f je neklesdgi na [a, b].
Pro k&dé z € [a,b] je f(a) < f(z) < f(b) atudZ plaf také

fla)< sup f(x) < f(b) prokack se (a,b]

z € [a,s)
a
fla)< it f(x) < f(b) prokae t<fa,b)
x e (t,
Ukazeme,ze
ft+)= inf f(z) jestlize t€[a,b) (2.11)
x € (¢,b])

Ozn&med = ir(lfb}) f(z) azvolme libovol® ¢ > 0. Potom podle definice infima
x € (¢,

existuje t’ € (d,b] takow, ze je d< f(t') <d+e. Vzhledem k mondinnosti
funkce f odtud plyneze nerovnosti < f(z) < d+ ¢ plafi pro kazdé = € (¢,t’].
Dokazali jsme tedy vztah (2.11).

Podobi& bychom ukzali,Ze plat také

f(s=)= sup f(z) Jestlize s€(a,b]. (2.12)
z € [a,s5)]) O
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2.2 Prostor funkci s kone&nou variaci

Podle lemmatu 2.12 Kaia linearn kombinace funkcs kon€nou variat ma talé
konenou variaci. Z toho plyn&e mnaina BV [a, b] je linearri prostor. UldéZzeme,
Ze i vhodre zvoleré norne seBV [a, b] stane lin@rim normovagm prostorem.

2.16. \eta. BV|[a,b] je linearni normovary prostor vzhledem k nordefinovaé
predpisem

I fllBv = |f(a)| +var’ f profeBV[a,b]. (2.13)

Dlkaz. BV[a,b] je linearri prostor podle lemmatu 2.12.4, pro kadou
funkci f:[a,b] = R akadeé x € [a,b] plaf

[f(@)] < [f(@)|+|f(2) = f(a)| < |f(a)| +vary f pro z € [a,b].
(Rozmyslete si protomu tak je.) Tui®
Ll < ||fllBy < oo profeBV. (2.14)

Podle lemmatu 2.12 relace

If +glsv < IfllBv +lgllBy @ lcflsv = el |l flBv

plati pro vS8echny funkcef, g € BV |a, b] a kazdé realné €islo c € R.

Konetng, jestlze || f|jzv = 0, mud byt f(a)=0 a var, f=0 Podle lem-
matu 2.12 je tedyf (z) = f(a) =0 nala,b], tj. f je nulow prvek BV|a,b].

Dokéazali jsme tedyze rovnost (2.13) definuje normu @ [a, b]. O

2.17. Poziamka. Nerovnost (2.14) implikujeze k&da funkce, kted ma ohrani-
¢enou variaci nda, b] je take ohrantera na|a, b].

Nasleduici tvrzeri usnadhuje pouiti metod funkcio@lni analyzy pfi praci
s funkcemi s konénou variat

2.18. \Bta. BV|a,b] je Banacliiv prostor.

DUOkaz. Podle &ty 2.16 jeBV|a, b] linearn normovary prostor vzhledem k
norme

f€BV([a,b] — ||fllsv = |f(a)| +varg [
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Zbyva tedy dokazat,ze BV[a, b] je Uplny, tj. Ze k&da posloupnost cauchyowsk
vV BV[a,b] ma v BV]a,b] limitu. Pfedpokhdejme tedyze posloupnos{ f,,} C
BV]a,b] je cauchyovsé v BV|[a, b]. Potom plait

Ve>0 dng:

}Qi&
n,m >ne = | fo(x) = fn(2)] < || fo = fmlsv < e proz€la,b].

a) Podle (2.15) je pro Kale x € [a,b] posloupnost r@nych Cisel { f,,(x)} cau-
chyovsla. Pro kddé z € [a, b] tedy existuje konéné limita

lim fn(2) = f(2).

b) Nechtje dano libovolre € >0 a nechitn. €N je urteno podrimkou (2.15).
Potom pro kddé z € [a, b] mame tale

@) = foo@)] = lim | fu(@) = fo ()] <&
atudz pro k&dé n >n. akadé x € [a,b] plat

[f (@) = fa(@)] < [f(2) = o (@)] + | foo (2) = fu(2)] < 26
To ovSsem znameh, ze

Tim [[f = full =0
neboli posloupnos{ f,,} konverguje kf stejnong&rré na|a, b].
c) Podle (2.15) existuje; € N takow, ze

Varz fn < ”anIEBV < an1H]BV+1 prOnan .

Ciselra posloupnosfvar® f,} je tedy ohrariera. Podle Bolzanovy—Weierstralo-
vy Véty z i Ize vybrat podposloupnogwar?, f,,, : k € N}, pro kterou plait

lim var® f, =d < oo,

k—oo

tj.
Ve>0 ereN:<k2k5aae@[a,b] = V(fnk,a)<d+a>
Ve>0 VGG@[a,b]:V(f,a):inm V(fn,.0) <d-+e.
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28 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Odtud osem & plyne,ze je

vart f = sup  V(f,o)<d<oo, ti. feBVa,b].
o€ D ab)

d) Podle ((2.15)) tedy pro Kalé ¢ > 0 existujen. € N takowe.ze

n,m>ne = V(fpn— fm,0) <Vvar’ (fu — fm) < proo € Z[a,b].
Tudiz, je-li m > n., pak pro kddé o € Z[a,b] plaf

V(f = fmy0) = lim V(fu— fm, ) <e neboli vag (f —fm) <e.

To ov8em znamem ze lim ||f — fn|lgv = 0, coz zbyvalo jeSté dokazat. [
m—0o0

2.3 Konetna variace a spojitost

Podle disledku 2.15 mohou funkce s konénou variat nespojitosti pouze prv-
niho druhu. Potejme se nyntrochu podrobaji vlastnosti funkcs kon€nou va-
riaci souviseici se spojitost

2.19. \ta. Kazda funkcef € BV|[a, b] ma nejySe spdetre mnoho bot nespoji-
tosti na intervalu[a, b].

D U k a z plyne z dsledku 2.15 a zasleduiciho lemmatu. O

2.20. Lemma. Necht.J C R je oteveny interval,f : J — R a M je mnaina bodl
nespojitosti 1. druhu funkcg v J. Potom M je nej\Se spaetra.

Dlkaz. Ozname

MT={zeJ:fa+)#f(x)}, M ={zel]:fla=)#f(2)}

M ={xeM": f(z)< f(z+)}, M ={z e MT: f(z)> f(a+)}.

PotomjeM =MT UM~ a M+ =M;"UM,y*. Uspdadejme mnainu P racio-
nalnich Cisel tak, aby platiloP = {r;}. (Uvédomte si $ak,Zze mnainu P nelze
uspdadat "podle velikosti”, tj. tak aby platiley, < ry1 pro k&zdé k € N.)

Necht r znai zobrazei které kezdemu x € M, prifad prvni (pfi darem uspo-
fadan mnaziny IP) raciorélni Cislo, ktek IeZi v intervalu (f(z), f(x+)). Presrgji

feceno,

r(x)=r; <= r;e(f(z), f(z+)) a{ri,ro,...,rj_1} N (f(2), f(z+))=0.
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Dale, pro kddé g € P ozn&me symbolem-_;(q) jeho vzor i zobrazei r, tj.
r1(q) = {z € My :r(z) =q} .

Mame

M = U r-1(q)-
qeP
Uk&zeme-li tedyze k&da mnainar_,(q), ¢ €P, je sp&etra, budeme it sou-
Casré take dokazano,ze i mna@ina M, je sp&etra.
Nechtje tedy cano libovolre g € P. Vzhledem k definici mniny M;" a zob-
razen r, pro kazdé = € r_;(q) existujed(z) >0 takow, ze

r<y<z+i(z) = fly)>r(z).

Jsou-lizy,zo €r_1(q) takow,ze x1<xs ar(z1) =r(z2) =q, pak mus platit
(1,214 6(x1)) N (22, 22+ (22)) = 0.

Vskutku, kdyby byloz; < x9 < x1 + d(z1), bylo by &2 (vzhledem k definici)
q=r(zx1) <f(z2) <r(z2) = ¢,

coz neri mozné. Sysém intervall { (z,z 4+ d(z)), x €r_1(q)} je tedy disjunkti
Kazdemu z € r_1(q) lze tedy pifadit jediré racior@lni €islo r € (z,z+d(x)) a
tim definovat pro#t zobrazenr_;(q) do P. To znamea, ze pro kade ¢ € P je
mnazinar_;(q) spaetra.

b) Prot@e My ={ze€J: — f(x)< — f(z+)}, mlzeme poiit ¢ast a) tohoto
diikazu k dikazu sp@etnosti mnainy M, ™.

c)Kon&ne, M~ ={x e J: f(—x)# f(—x+)}, takze podletast a)—b) tohoto &-
kazu je tale M~ sp@etrd mnaina. O

2.21. Cvieri. Pres\edtete seze dikaz lemmatu 2.20 v s@wobsahujeé diikaz
tvrzeri:  Kazdy disjunkti sysém intervall v R je spdetry.

Necht f € BV|[a,b] a
v(xz)=varyf pro xz€la,b]. (2.16)

Podle dikazu \&ty 2.13 ¥me, Ze funkcev a v — f jsou defino@ny a neklesagi
nala,b]. UkdZzeme nyin Ze funkcev "kopiruje” spojitost funkcef.
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30 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

2.22. Lemma.Necht f e BV|[a,b] av:[a,b] — R je definoana vztaheni2.16).
Potom je f spojita v bo@® z € [a,b) zprava pave tehdy, kdy je v tomto bod
spojita zprava i funkcev. Podobré, f je spojih v bod® z € (a,b] zleva pave
tekdy, kd¥ je v tomto bod spojit zleva i funkcey.

Dukaz. a)Nechtr € (a,b] a f(z—)= f(x). Bud danoe > 0. Zvolme 6 >0
tak, aby platilo

f(z)— F(1)] < % proketde t e (x — 4, ] .
Zvolme cEleri o € Z]a, x] tak, aby platilo

v(x) =V (f, o)< a op-1€(x—0,x).

| M

Mame|f(z) — f(om—-1)| < g atedy

m—1

v@) = D 1f(0)) = flo5-0)| < |f(@) = Flom) | +5 <=

Jj=1

Odtud snadno odvanhe,ze plat v(x) — v(o,—1) <e. Protdze v je neklesdgi na
[a,b], dos&vame @le

v(z)—ov(t) <e prokade te (om—_1,z].
Tim je dolazana spoijitost zleva funkce.

b) Podob@ dokéZzeme ze funkcewv je spojita zprava v kadem boe x € [a, ), ve
kterém je zprava spojit funkce f.

c) Pravdivost zpvajicich implikad plyne okanZité z nerovno$t
[f(2) = f)] < Jo(z) —v(y)|
platrych pro v8echnae, y € [a, b] (viz cvicen 2.6 (i)). O

Z nasleduiciho tvrzen vyplyne, Ze so@et absolutith hodnot skol funkce
s kon&nou variacje vzdy koné&ny.

2.23. \kta. Nechit f € BV[a,b] a necht W ={s;} je pros& posloupnost bad
zintervalu(a,b). Potom

AT @)+ 3 (IAT )|+ 1A F(s)]) + A7 F ()] < varh £ (2.17)

k=1
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Dukaz. a) Pedpokhdejme nejprveze f je neklesdgi. Potom

AT F@)+ 3 (1T F(s0)] + 1A F(s)]) + 187 F(b)

k=1
= AT f(a) +ZAf (sk) + A~ F(b).
k=1
NechtneN aog,01,...,0,+1, jSOuU body intervalya, b| takow, ze

a=00<01< ... <Op<0Opt1=0b

{ok:k=0,...n+1} ={a} U{sp:k=1,...,n}U{b}.
Zvolme dale ty, k=1,2,...,n+ 1, tak, aby platilo

a<ti <o <ta<og < - <op<thy1 <b.
Potom je

0< AT f(a) < f(t1) = fla), 0 < AT f(b) < f(b) = f(tn+1)

a
0 <Af(or) < f(tgs1)— f(tg) prok=1,2,....n.
Tudiz
ATfla)+)  Af(sk) +A7F(b) = AT f(a)+ ) Af(on) + A f(b)
k=1 k=1
< (f(t +Z (tk1) — f () + (f(B) = f(trs1))
= f(b) = f(a).

Pro libovolre n € N tedy mame
A f(a)+ ZAf sk)+ATF(b) < f(b) — f(a) = var’, f.

Nerovnost ((2.17)) tedy plapro kazdou funkci f neklesédici na [a, b].
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32 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

b) Nyni necht f je libovolna funkce s konénou variacna [a, b] a nechtfunkce

p a n jsou definoany jako ve cveri 2.14. Potomf = f(a) +p —n,
AT f(t) = *p( ) = ATn(t), ATf(t) = Ap(s) — A7 n(s)
[ATf(t)| = ATp(t) +ATn(t) a |[ATf(t)| = A7p(s) +A7n(s)

prot e (a,b], s € [a,b). Podle prvin casti dikazu name

Atp(a)+

WE

(A*p(s1)+A7p(sk) ) +A7p(b) < p(D)
1

i

[e.9]

Atn(a) + (A+n(sk) v A‘n(sk)) +A™n(b) < n(b).
k=1

Se&teme-li tyto nerovnosti, dostaneme

A% f(a r+2(m+f SIHAT Js0)l) +1A7F0)] < p(0) +n(b) = var /.

2.24. Poziamka. Necht f:[a,b] — R ma kon€nou variaci a nechinnazina W

jejich bodi nespojitosti v(a, b) je nekonéna. Podle &ty 2.19 existuje vajemré

jednozné&né zobrazenk € N — s, € W takow, ze W = {s;}. Takowch zobra-
zen je ovsem nekonéné mnoho. Podleéty 2.23 je $akfada

[e.9]

>~ (18T F (sl + 147 F(s1)])

k=1
(absolut@) konvergentha jeji soltet neavis na volke uspdadari mnaziny W.
Protaze prozx € (a, b) je (|A+f(x)| + \A‘f(a:)|> # 0 pouze tehdy, kdy z € W,
ma tedy smysl definovat

> (Iatr@)+1aF@)1) = 3 (1A% sl +1A7f(s0)]) . (2.18)

z € (a,b) k=1

kde {sx} je libovolna prosé posloupnost badz (a,b) takova,ze W = {s;}. Po-
dobrg, budemeéz psat

Y 1ATf(@) = AT f(a)] + Z!AW (k)]

x € [a,b)
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o)

Yo IATf @) =) AT f(s)| + AT (D))

z € (a,b] k=1

Vétu 2.23 niizeme nyi preformulovat do asleduici podoby.
2.25. Disledek. Pro k&dou funkci f € BV [a, b] plaf

DAY @)+ DD A (@) <varl f. (2.19)

z € [a,b) z € (a,b]

2.4 Derivace funkd s konetnou variad

Nyni se budeme &novat vlastnostem funks kon&nou variac vzhledem k deri-
vovari. Nejprve gipomdime pojem mnain s nulovou rirou.

2.26. Definice.Mnozina M C R manulovou niru (u(M) = 0), kdyz ke k&dému
e > 0 existuje nejyse spéetry syseém oteverych intervall I;, j € N, takow, Ze
je

o0

M c Dlj a ) |Ijl<e.

J=1 J=1

Rekneme?e réjaka vlastnost plaskoro bude(s.v.) na intervalya, b], jestlize
existuje mndina M C [a, b] nulové miry takow, ze tato vlastnost plapro kazdée
z€la,b]\ M.

2.27. Cviteni. Dokazte,ze plat:
(i) Kazdh spa@etrda mna@ina .S C R ma nulovou riru.
(i) Sjednocenspaetre mnoha mnain nuloe miry méa nulovou niru.

2.28. \eta (LEBESGUEOVA VETA O DERIVACI FUNKCE S KONECNOU VARIACH).
Kazda funkcef € BV|[a, b] ma viastr derivaci f'(z) pro s.v.x € [a, b].

Duikaz Bty 2.28 je rozahly, technicky komplikovai a do zné&né miry za-
visly na pojmech, kté& se do tohoto textu nevejdou. Prakaz odkazujeme na
uCebnice, kte® obsahujdlkladry prehled éto €matiky (viz nap. [18, véta 84],
[19, véta VI.1.2], [33, Theorems 22.5].

2.29. Pozmamka. Je dokonce zmo (viz \eta 3.10) ze derivace funkics kon€nou
variad jsou lebesgueovsky integrovatélrALE !!!! Obecrg neplai pro kadou
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34 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

funkci f € BV|a, b] zdanlivé gfirozera rovnost

:/azf’(t)dt

Existuji totiz funkce f € BV|[a, b] nekonstantnna [a, b] a takowe, ze f' =0 s.v.
nala,b].

2.30. Definice.Funkce f € BV [a, b] se nagvasingularni, jestlize f/(z) =0 pro
S.v.z € [a, b].

2.5 Skokowe funkce

Nejjednod&sim pfikladem nekonstantoh singuérrich funkd jsou funkce typu
f(z) = X{a,q (), kde c € (a,b). Jejich zobecérim jsou tidy jednoduckch sko-
kowch funkt (anglicky step functionk resp. skokoych funkt (anglicky break
functiong.

2.31. Definice.Funkcef : [a,b] — R je jednoduch (t&z kon€n4) skoko® funkce
na [a,b], jestlize existuje 8leri o € Z[a,b] takow, ze na kadem jeho dcim
oteWerém intervalu(o;_1,0;) je f konstanth Mnozinu jednoducfich skoko-
vych funkd na intervalufa, b] zn&ime S[a, b].

Funkce f:[a,b] — R je skokowa funkce naja, b], jestlize butto f je jedno-
ducha skokowa funkce nebo existuy, ¢y, d € R, prost posloupnost s} C (a,b)
a posloupnost{c,} CR a {d;} CR takow,Ze plat

[e.e]

> (lel + ldxl) < oo (2.20)
k=1
a
=c+¢o X(ap)(T) + Ck X(s051(X) + d X5, 1(2) ) +d x
f(z) 0 X(ab]( ;( ke X (s10,0] (T) + i X[, ( )) X} (%) (2.21)
proz € [a,b].

Mnozinu skokoych funkd na intervalu[a, b] zn&ime Bla, b].
2.32. Cviten. Dokazte,ze plat:
(i) f€S|a,b] prave tehdy, kdy existuj m € N, ¢, co,d € R, mnainy
{ex:k=1,2,....m}CR, {dy:k=1,2,...,m}CR

34



STIELTJESUV INTEGRAL 35

(ii)

(i)

aprosea mn@ina{s;:k=1,2,...,m} C(a,b) takow,ze plat
F(@) = et o xan) (#) + 3 (0 X1 (@) + i Xjo 1 (@) ) + Xy
k=1

pro z € [a, b].

f€Bla,b] prave tehdy kd¥ budto f € S[a,b] nebo existlj ce R, po-
sloupnosti{c;} CR, {dr} CR a prost posloupnosf{s} C [a,b] takowe,
ze plat (2.20) a

f@)=c+ > o+ Y dy proxz€la,b], (2.22)

a<lsp<x a<sp<z

kde sodtove symboly masmysl zavedgrnv pozmmce 2.24(tj. v prvni sume
se £ita pfes \Bechny indexyk pro kte€ s € (a, x] a ve drule se §ita pgres
vSechny indexyk pro kteé si € [a,x)). (POZOR na jem@ rozdly mezi
posloupnostmi{si}, {cx}, {dx} zde av definici 2.31.)

Pro kazdou funkcif € B|a, b] tvaru (2.22)plati

fla=)=c+ > o+ Y dp jestlize z € (a,l]

a<sp<x a<sg<z
flz+)=c+ Z cp+ Z dy jestlize x € [a,b).
a<sp<z a<sp<z

(Jak bude vypadat vgiFeni jednostrangich limit funkd z B[a, b| vyjdeme-
li z tvaru (2.21)?)

2.33. \eta. Pro kazdou skokovou funkgi € B[a, b] plati

varl, f = |A*f(@)|+ Y (IATF @) +AF@)]) + A7) < 0o (2.23)

z € (a,b)

Specalng, S[a,b] C Bla,b] CBV|a,b].
DUkaz. JelifeSla,b], je tvrzen véty Zejme. Fedpokhdejme, tedyze
f€BJa,b]\S[a,b] je vyjadrena ve tvaru (2.22) ze aer 2.32 (ii).

a) Pro libovol z,y € [a,b], z <y, mame

1F) = F@)] < Y ferl+ D ldil-

<5<y <5<y
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Pro k&dé celeri o intervalu[a, b] tedy plat

V(f,0) < Z( Do+ Y \dkl) > (lewl+ldil) -
=1 oj— 1<Sk<0'} U‘j_1§5k<0'j k=1
Odtud plyne podle (2.20%e
varh £ < (lex| +1di]) < o0, (2.24)
k=1
tj. f€BV]a,b].
b) Na druhou stranu, podle @én 2.32 (iii) snadno odvadne, Ze plat

A+f(8k) =c; aA f(sy) =dr prokadekeN. (2.25)

Muzeme tedy potit také disledek 2.25, podle kteho plat obracera nerovnost

o0

> (el + |di]) < varl f
k=1
a uzavit tak dlikaz \ety. O

2.34. \Bta. Kazda skoko@ funkce nala, b] je singubrni na [a, b].

Dukaz. Nechtf €B[a,b]\S[a,b], ceR, posloupnosti{c;} CR a{dy} CR
a prosé posloupnostV = {s;} C [a,b], jsou takoe, ze plat (2.20) a (2.22).
Definujme

> el + > ldi| proxela,b].

a<wi <z alwi <z
Potom je
:ka(:v) prox € [a,b],
k=1
kde
0 kdyz a <z < sy,
(@) ={  lexl  kdyz z=s,

|Ck|—|-|dk‘ kdyi sp<x<b.
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Kazda funkcevy, je neklesdgi naa,b] a v (z) =0 pro z # s,. Mame tedy

V(z) =) v (x)=0 prox¢W, tj.pros.v.zela,b].
k=1

Protaze pro \Bechnar, y € [a, b] takowa, Ze = # y, zfejme plai

)

GRS OG0
r—1y B r—1y
plyne odsudze tale f/(x) =0 pro = ¢ W.
V pfipack, ze f € S[a, b], je tvrzeri véty evidentin O

2.35. Poziamka. Priklad funkce, ktea je spojif, neklesagi a singuérri na dagm
intervalu, je uvedenv [17, V.9, ct&n 4].

2.6 Jordanuv rozklad funkce s kon&nou variad

2.36. \eta. Kazdou funkcif € BV|[a,b] Ize vypdfit jako sowtet f = f1 + f2 na
[a,b], kde f1 € BV[a,b]NCla,b] a f2 €Bla,b].

Je-li f=fi+f2, kde fi €Cla,b]NBV[a,b] a f,€Bla,b], jiny takowy
rozklad, potom jsou funkcg — f1 a fo — f2 konstantiina [a, b].

Dukaz. a) Ozname symbolemi¥/ mnazinu bodi nespojitosti funkcef, tj.
W ={si€la,b]:keK}, kde K={1,2,...,m} neboK=N. Definujme

fo(m)= DA f(sk)+ Y AT f(sx) pro z€la,b]. (2.26)

a<sp<z a<lsp<x

Potom podle tsledku 2.25 plat
AT @)+ D A f(z)| < var f

z € [a,b) z € (a,b]

a podle definice 2.31 je tedyfs € B[a, b]. Analogicky jako ve cwieri 2.32 (iii)
(viz téZ (2.25)) dostaneme

flt+)= > A f(sk)+ > Atf(sp) protefa,b)

a<sp<t a<sp<t

fals=)= > ATf(sk)+ Y ATf(sp)) prose(a,b]

a<sp<s a<sp<s
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Snadno tedy c&fime, ze
AT fo(t) = AT f(t) prot€a,b).
A~ fo(s) = A~ f(s) prose (a,b].

(2.27)

Tudiz

((f(t+) = f2(t+)) = (f(t) = fo(t)) = ATf(t) = AT fo(t) = 0

(f(s) = fa(s)) = (f(5=) = fa(s5-)) = AT f(s) =A™ fa(s) = 0.
Funkcef, = f — fo je tedy spoji naja,b] a f = f1 + f2 nala,b].
b) Necht f = f, + f2, kde f; € C[a,b]NBV[a,b] a f, €B[a,b]. Potom

(f(t+) = fa(t+)) = (F(D) = fa(t)) = ATf(t) = AT fa(t) = O

(f(s) = Ffa(s)) = (f(s=) = fa(s=)) = A" f(s) = A" fa(s) = 0
plati pro vS8echnal € [a,b) a s € [a,b). Vzhledem k (2.27) do&vame,ze plat
AT f(t) = AT fo() = AT f(t) a A fa(s) = A fa(s) = A f(s)

prot € [a,b), s € (a,b]. Odtud podle definice 2.31 (viz cseri 2.32 (i), (2.22) a
(2.25)) plyneze

foz) = c+ Z A7 f(sg)+ Z AT f(sk) pro z€la,b],

a<sp<z a<lsp<x

kde c€ R mlize byt libovolné. Rozdl f, — fo = fo(a) — fa(a) je tedy konstantn
nala,b]. O

2.37. Poziamka. Podle \ety 2.36 Ize kadou funkci s konénou variac rozlozit
na sowet funkce spoji a funkce skoka®. Takoy rozklad se napva Jordarliv
rozkladfunkce s konénou variat

2.38. Definice.Kazdou funkci f, pfifazenou kf podle ety 2.36 nagvamesko-
kowa cast funkce f. Rozdl f — fo naz/vamespojita cast funkce f. Skokovou
resp. spojitowast funkcef znatime obvykle f B resp. f €.

Nasleduici lematko se am bude hodit v kapitole 5.
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STIELTJESUV INTEGRAL 39

2.39. Lemma. Necht f e BV[a,b]|, W = {w;} je jeji mnazina bodi nespojitosti
vintervalu[a,b]. ProneN a x € [a, b] definujme

By =D A fwp)+ Y ATf(wg)

a<wi <z alwi <z
a
fR@)y= > AT fw)+ D AT f(wg).
a<wi <z alwi <z
k<n k<n

Potom je fB € S[a,b] pro kazde n € N a plaf
lim var’ (fB—fBy=o0. (2.28)

Dukaz. Zejmeje fBcS[a,b] pro kade ncN. V pfipac, ze mndina W
je kon&na, je fB = fB nala,b] pro dostatéré velka n a tvrzen lemmatu je
trivialni. Plfedpokhdejme tedyze W je nekonéna. Potom

FE=fB= Y Afw)+ > AT f(wy)

a<wi <z alwg <z
k>n k>n

a podle ¥ty 2.33 dostaneme

varh (FB—£B) < > IATFwe)+ Y] AT f(wp)]. (2.29)
a<wp <z a<lwi<x
k>n k>n

Podle disledku 2.25 je yraz na pra@ stra@ nerovnosti (2.29) zbytek absolétn
konvergentihfady, ktef ovSem konverguje K pfi n — oo. Plaf tudiz (2.28). [

2.40. Fiklad. Vratme se j8& k funkdm

{ 0 pro0<z<i,

pro neN
x sin(i) prod <z <2
x

0 proz=0,
f(z) = T

x sin(—) prox>0.
T
Z prikladu 2.11 ¥me, ze vag f, <oo pro ka&de n € N. Snadno o@ime, ze
{fn} konverguje kf stejnon@rré na[0,2]) a @itom podle @ikladu 2.7 f nema
konenou variaci ngo, 2].
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40 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

2.7 Bodova konvergence

Podle ikladu 2.40 stejno@rra konvergence posloupnosti fufileckoné€nou va-
riad nemus steCit k tomu, aby jej limita méla take koné&nou variaci. Z asleduici
véty vdak uvidme, Ze stejnordrma ohrantenost variaicclenll daré posloupnosti
uz zar€i, ze dokonce jéjbodowa limita kon€nou variacma. (Pomotargument
powzitych v gfikladu 2.7 owfte, Ze pro posloupnostf,} z pfikladi 2.11 a 2.40
plat, Ze lim,, ., var f,, = co. nend stejnonérné ohrantere variace.)

2.41. \ta. Nechtpro funkci f : [a,b] — R existuje posloupnost funké f,,} ta-
kowa, ze

varb f, < <oo proneN, a lim f,(z) = f(z) proz€la,b].

n—oo

Potom je tak var® f < .
DlUkaz. Prokade cgleri o€ Z|a,b] plat

V(f,o)= nlem V(fn, o) < 5

a tudz je take var f < . O
2.42. Cvieni. Necht
27% kdyZz =14 proréjakekeN,
g9(x) = )
0 pro ostatih = € [0, 1],
Dokazte,ze f € BV|0, 1].

Nyni zformulujeme a do#&eme Hellyovu @tu, ktea bude @iteCna nafi. pro
dlkaz toni spojitosti réktefch opeatorli definovagich na prostoruBV|a, b].
Hellyova \etafika, ze z ka&dé posloupnosti funkcse stejnorérné ohrantenou
variad Ize vybrat posloupnost bodékonverguici k funkci s kon€nou variat

2.43. \Bta(HELLYOVA V ETA O VYBERU). Necht{f,} CBV][a,b], >R,
|fula)| < 3¢ a var® f, < » provsechnaneN .

Potom existdjfunkce f € BV [a, b] a podposloupnost f,,, : k € N} posloupnosti
{fn} takowe,Ze plat

1f(a)] <3, vartf<ix a Jim fy (2) = f(x) nafa,b].
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STIELTJESUV INTEGRAL 41

V diikazu vy&ijeme rasleduici dvé tvrzen.
Tvrzeni 1. Necht
|fn(z)| < M <oo nala,b] provsechnazeN.

Potom pro k@dou spéetnou mndinu P C [a, b] posloupnost f,,} obsahuje pod-
posloupnost f,,, : k € N} takovouze

lim f,, (p) €R provSechna < P.

k—o0

Dlkaz. NechtP={pc}. Mame |f,(px)| < M < oo pro vdechnan, k € N.
Podle Bolzanovy —WeierstraBovyety pak existuj posloupnost{n;;:k €N} a
q1 €R tak, ze

klinolo fnk,1 (pl) ={q1-
Podob® existuj { fy, , :k €N} C{fn,, :k€N} ag €R takow,ze

Hm 5 (p2) = g2 €R, plicenztale lm fo,,(p1) = a1 €R.
Takto pro kadé j € N najdeme posloupnosti

{fun, REN} C {fn,, ,  kEN}
acCislag; € R takow, ze plat

khj& Jrwo(Pe) =qe:keN}ER prokadele{1,2,...,5}.
Polame f,, = fu,, ProkeN. Potom

klgrolo fae(pj) =q; €R projeN. O
Tvrzeni 2. Pfedpokhdejme,ze vSechny funkcg,, n €N, jsou neklesagi na
[a,b] a Ze existujeM € (0,00) takog, ze ||f,|| < M pro kazde n € N. Potom
existuj podposloupnos f,,, : keN} posloupnosti{ f,} a funkce f:[a,b]—R
neklesdici na [a, b] takoe, Ze plat

lim fo, () = f(z) pro x€la,b].
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42 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Dlkaz. Budt P=(Pn(a,b))U[a]U[b] mndZina raciolnich &isel z intervalu
(a,b) doplréra o bodya,b. Mnozina P je spdetra afa,b]\ P C (a,b). Podle
tvrzen 1 existuj podposloupnos{n;} C N a zobrazeny: P — R takow, ze

Jim f, (p) =¢(p) propeP.

Ziejmé o(p’) < p(p”) pro Bechnap’,p” € P takowa, ze p’ <p”. Dale, defi-
nujme

¢o(x)= sup @(p) prox e (a,b)\ P.
p€EPNla,z)

Potom je definovad a nekleségi na[a,b] a

e(z)= lim ¢(p) proze(a,b)\P.

pP—T—
peEP

Uk&zemeze v k&dem boe x € (a, b), ve kteem je funkcey spojita plai

lim fp, (z0) = ¢(20) . (2.30)

k—o00

Vskutku, nechtie danoes > 0. Potom existuje’. > 0 takowe, ze
xog— 0. <x<xn+0: = (x0) —<P(x) <p(xp)+E€.
Zvolime-li ' € PN (xo — 0, z0) ar’” € PN (xg,x0 + d:), bude platit
(o) —& < p(r') < plzo) < (") < p(z0) +e.
Dale, zvolmek. tak, aby bylo

o(r')—e < fo,(r") < (') +e

o(r'") —e < fu, (") < o(r") + ¢
pro ka&dé k > k.. Potom, pro kadé k > k. dostaneme tak
p(x0) —2¢ < p(r") =& < fu, (r') < fuy (20)
< o (") < p(r") +e < p(20) + 26

&ili plati ((2.30)).
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Dokazali jsme tedyze znd&i-li Q mnazinu bodi nespojitosti funkcey v (a, b),
pak

JHm o, (2) = p(z) pro z€la,b]\ Q.

Podle ety 2.19 je mnaina ) spatetra. Mlizeme tedy pokit jesté jednou tvrzenl
a dokazat tak existenci vybré&mposloupnosti

{fon, LEN} C{fn, :kEN},
ktera ma limitu ¢ (z) € R pro kazdé x € . Definujeme-li tedy

f(x):{ p(x) kdyz z€[a,b]\Q,
Y(z) kdyz z€Q@,

Jim f (@) = f(z) prowe [a,)

a protd@e funkce, ktea je na intervalua, b] bodovou limitou posloupnosti funkc
neklesdicich naja, b], je také neklesdfi, tvrzeni 2 je dolkazano. O

Dukaz véty 2.43.
Prok&deneN ax € [a,b] polazme
gn(x) =vars f, a hy(x) = gn(x) — fr(z).

Mame f,, = g, — hy, @ \Sechny funkcey,, h, jsou neklesagi na [a,b] (viz Cvi-
Cen 2.14). [ale,

lgnll < varg fo <5 @ |[Anll < [|fall+llgnll <25 proneN.
Podle tvrzen2 existuj funkce g, h € BV|[a, b| a posloupnos{n;} C N takowe,ze

klim gn, () =g(z) a lim hy, (x) =h(xz) prokadeze(a,b].

k—o00

Ozn&me f = g — h. Potom je

dim fo(2) = Jim (gn () = hny (2)) = g(z) = hlw) = f ()

pro kade x € [a,b]. Zfejmeé je |f(a)| <. Konetng, podle ety 2.41 je tak
var? f <. Tim je dikaz dokogen. O
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44 FUNKCE S KONECNOU VARIACI

Vyklad v teto kapitole se dpal o0 monografie V. Jaika Diferencélni pocet 1l [17,
Kapitola V] a Integralni pocet Il [18, Kapitola V] a dile o odstavec 1.6 v monografii
T.H.Hildebrandtalheory of Integratiorjl14] a o kapitolu XIII v monografiié. Schwabika
Integrace v R(Kurzweilova teorig[44], viz té€Z kapitolu VI.2 v monografi A. N. Kolmo-
gorova a S. V. FominZaklady teorie funkica funkcioralni analyzy. V téchto monograith
Ize ¥z nakzti i nektee daki podrobnosti.
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Kapitola 3

Absolutné spoijite funkce

Specalnim pfipadem funkts kon€nou variatjsou funkce absoluthspojig, ktee
Uzce souviss Lebesgueovou tedrintegialu a jsou dobe zramy z Caratbodo-
ryovy teorie obg¢ejnych diferencalnich rovnic. Integaly, ktee se v éto kapitole
vyskytuji, jsou integaly Lebesgueovy,

3.1 Definice a Aakladni vlastnosti

3.1. Definice.Funkcef: [a,b] — R je absolutré spojiina intervalufa, b], jestli-
Ze ke kademue > 0 existujed > 0 takowe, Ze pro kady koneny sysém intervall
{laj,b;]:7=1,2,,...,m} sphuijici

a<a;<by<ay<by... <bp 1<am<bn<b a Y (bj—a;)<d (3.1)
j=1

> O 1f(by) — flag)| <e. (3.2)

Mnozinu funkd absolut@ spojif/ch nafa, b] zn&ime ACla, b].

3.2. Cviceni. Dokazte tvrzei:

Kazda lipschitzovsi funkce na intervalya,b] ( viz cvieri 2.6 (iv)) je na
tomto intervalu absoluaspojifi. Specalng, je-li derivacef’ funkce f spojita na
[a,b] 1, pak f je absolut’ spojiti na [a, b].

3.3. \Veta. Je-li f absolutré spojianafa,b]| a [c,d] C [a,b], pak je f absolutré
spojitaina e, d].

Je-lia<c<b a f je absolut@ spojitt na [a,c]i[c,b], pak je f absolutré
spojita na [a, b].

Yj. f’ je spojiana(a, b), existuj konesré limity f/(aH:,Lierfl(t)’ f’(bf):ll_i'rln_f’(t)
a f'(a)=f"(at) af'(b)=f"(b—)
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46 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

DUukaz. Prvintvrzeri je evidentin.

Predpokbdejmeze f € AC[a,c] a f € AC[c,b] a bud danoe > 0. Mlzeme
zvolit 6 > 0 tak, aby platilo

S 1FB) = fley)| <
j=1

pro kazdy sysem intervall {[«;, 3;]:7 = 1,2,,...,m} takow, Ze
a<ar<f1<ar<fo...<Bmo1<am<fm<c a Z ) <4 (3.3)
7=1
a soutasre

p
9
D_IFE) = Fm)l < 5
j=1
pro kady syseém intervall {[v;,d;]:5 =1,2,,...,p} takowy, ze

p
CSN<H Sy <O <1< <6< a Yy (5;—7)<d. (34)
=1

Nyni, méjme sysém intervall {[a;,b;]:j = 1,2,,...,n} takow, ze

a<ar<bi<ags<by...<bp_1<a,<b,<b a Z(bj—aj)<(5. (35)
j=1

Smime fedpokbdat,ze ¢ neleZi v zadrem z intervall (a;,b;), j=1,2,.
(Kdyby totiz bylo c € (ay,bx) pro réjake ke{1,2,. n},, rozcél|l| bychom
[ak, bx] na sjednocein[ag, c| U [c, bi| @ now sysém by opét sphoval (3.5)) Mize-
me tedy rozélit dary syseém {[a;,b;]:j = 1,2,,...,n} nasysémy

{loy, Bl =1,2,,....m} a {[v,9;]:7=1,2,,...,p}
splhujici (3.3) a (3.4). Soéletz |f(bj) — f(aj)| se tedy rozpaal na dva sotty,
j=1
z nictz kazdy je mersi nez % Tudi22|f(bj)—f(aj)| <e. O

j=1
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3.4. Hiklad. Podle cvEen 3.2 je k&da funkce, kted ma spojitou derivaci na
[a,b], absolut®@ spojiti naja, b]. Jednoduchm pfikladem absoluta spojié funk-
ce nafa, b], kterd nend spojitou derivaci nda, b), je nag. funkce

a+b

Tr—a proz € [a, 5 ],

fz) =

b—x pro:ne[aTer,b],

ktera je Zejmé absolutd spojifa na intervalecha, 2+°] a [“+2,b] a tedy podle
vety 3.3 take nafa, b].

3.5. Pozramka. Jestlze f:[a,b] = R, KCN ajestlze pro ka&dé ¢ > 0 existuje
0 >0 takow, ze

D oIFB) = flay) <e (3.6)

j€K
plati pro kazdy (nikoliv nutné kon&ny) sysém intervall {[«;, 5;] C [a,b]: j €K},
splhujici

(0,8) N (o, Br) =0 pro j#k a > (B —a;) <6, (3.7)

jeK
pak je funkcef : [a,b] — R samoiejmeé absolutié spojit nafa,b].
V nasleduijcim lemmatu ukzeme,ze plat i obracera implikace. Pozname-

nejme j&t, Ze podle lemmatu 2.20 je kdy sysém intervall sphujici (3.7) nej-
vySe spagetry.

3.6. Lemma. Je-li f € ACla,b], pak pro k&de >0 existujed >0 takowe, ze
(3.6)plati pro libovolny (pfipadré nekonény) sysém podinterval intervalu[a, b]

{lay, Bj] Ca,b]: j €K}

sphujici (3.7).

D U kaz. Pedpokhdejmeze f € AC[a,b]. Zfejmé st&i dokazat tvrzenlem-
matu pro pipad,ze K=N. Nechtje danoec >0 a nechtd >0 je urteno defi-
nici 3.1. Necht{[a;, 3;]:j € N} je sysém podinterval v [a,b] spiiujici (3.7).
Potom pro kdade m € N mame

m

S5 —ay) <8 atedy S (7(3)  flag)| <
j=1

i=1

a7
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Odtud
> 3
Z a]|—hmZ|fﬁj flag)| <5 <e.
Tim je dikaz dokogen. O

3.7. \eta. Kazda funkce absoluth spojit na intervalu[a, b] méa na tomto inter-
valu kon€nou variaci.

Dlkaz. Nechtf € AC. Zvolme § > 0 tak, aby platilo

m
Z flaj)] <1

pro kady koneny sysém intervall {[a;,b;]:7=1,2,,...,m} sphujici (3.1).
Dale, zvolme éleri {xzg, z1,...,x} intervalua, b] tak, aby platilo

O<xzi—x;_1 <06 prokadei=1,2,...,k.

Potom pro kdde i =1,2,...,k a kade leri o' ={cj,al,..., o, } intervalu
[xi_l,xi] mame

m;

Z(a;- —aj_q) =xi—Ti-1 <6

=1

a tudz (podle ety 2.10)

k k
var, f=> varyi f=Y sup V(fo')<k<oo.
; =1 a‘ie.@[aci_l,:m} D
3.8. \eta. Jestlze f, g € ACla, b], pak talé
[fl, f+g, fg, max{f,g}, min{f,g}€ACla,b].

Je-linavic |f(z)| >0 na[a,b], pak tale ch € ACla, b].
DlUkaz. Nechtf, g€ ACJa,b].

a) Pro libovolra z, y € [a,b] plat |f(z)| <|f(z) — f(y)| +|f(y)|. Tudiz
[f (@) = F)] = [If ()] = ()]
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STFBI =1l < D 1FB) = fla)] -
=1 =1

Odtud okariité plyne,ze tale |f| € ACla, b].
b) Drute a teti tvrzer, tj. f + g€ ACla,b] a f g€ AC|a, b], plynou z nerovnos$t

|(f(z)+g(x)) = (f(y) +9)| < [f(@) = fFW)]+ lg(z) — g(v)]

[f (@) g(z) = f(y) 9| < | fI[ g (=) = g + llgll |f () = F(y)].

c) Prot@e pro libovolé x € [a,b] mame

ma{ (), ()} = 3 (£(2) +9(2) +11(x) ~ 9(a)))

min{f(2), g(2)} = 5 (F(z) + () ~ |7 (x) —g()])
plati v disledku a) a b) tak
max{f,g} € AC[a,b] a min{f,g} € AC|a,b].
d) Kon&nrgé, je-li navc |f(z)| >0 pro z € [a,b], pak existujeu >0 takow, ze
|f(z)| > p plat pro x € [a,b] atudZ take
L@ il

flx)  fly)!— w2

Nyni uz je snadé ukazat,ze } € ACla, b]. O
3.9. \Veta. Funkcef : [a,b] —R je absolut®@ spoji na intervalula, b] prave teh-
dy, kdy existuj funkce f; a fo neklesdici a absolut@ spojie nafa,b] a takowe,
ze f = f1 — f2 naintervalu[a,b].
DlOkaz. a) Nechtf =f; — fo nala,b], kde f1, fo jsou absoluté spojie a
neklesdici na[a, b]. Pak podle ety 3.8 je take f absolut@ spojifi naa,b].

b) Necht f € AC[a,b]. Podle &t 3.7 a 2.13 existujunkce f1, fo neklesdici
nala,b] takowe,ze f = f; — fo. Podle dikazu ety 2.13 ntizeme poldit

fi(z)=varg f a fa(z) = fi(z) — f(z) proz €[a,b].
Vzhledem k &té 3.8 stéi dokazat,ze f; je absolut@ spojit naja,b]. Pfedpokb-
dejme,ze je chnoe > 0 a nechtd > 0 je takow, ze

Ui g

D _1f(by) = flag)l < 5

i=1
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plati pro kazdy sysem intervall {[a;,b,]:j = 1,2,,...,m} spiujici (3.1).

Necht [, 8;], j=1,2,...,n, je libovolny sysém intervall sphujici (3.3),
kde m=n. Pro ka&de j=1,2,...,n zvolme @&leri o/ ={0},07,...,09,} in-
tervalu[o;, 3;]. Potom

n Ny n
ZZ ol —ol_ Z[ﬁ]—a]] <9d
7j=11i=1 7=1
atudz
n n Ny

Odtud & plyne,ze

Z(fl(ﬁy — fi(ay)) ZVargﬂf Z( sup (f,aj))g

j=1 —1 " oieD[a;,54]

DN ™

Tim je dikaz \éty dokorten. O

3.2 Absolutné spojite funkce a Lebesguév integral

Pfipomdaime, ze podle ety 2.28 kada funkce s konénou variat na intervalu
[a,b] ma pro s.v.z € [a,b] kon&nou derivacif’(z). Podle ety 3.7 na tedy
stejnou vlastnost i Kada funkce, kted je absoluté spojitt nafa, b]. Ve zbyvajici

Casti €to kapitoly gipomeneme ékteé dabi zakladn vlastnosti derivaicfunkdi

absoluti® spojiffch a souvislost mezi absolatepojitost a neutitym Lebesgu-
eowm integalem. V @ipadech, kdy seltkazy nebo jejichtasti ofraji o teorii

miry v rozsahu pesahtiicim ramec tohoto textu,itkazy resp. jejich pslusre ¢asti

neuwadme a pouze odkazujeme na dostupnou literaturu. lategr se v tomto
odstavci rozurhintegial Stieltjesiv.

Podle rasleduici véty jsou derivace funkes kon€nou variac(a tedy tm sgse
i funkci absolut@ spojifch) lebesgueovsky integrovatélnlej dilkkaz podstat@
vyuZivatady poznatk teorie niry a Lebesgueovy integrace, kiese nevejdou do
tohoto textu. Praiplny diikaz tedy odkazujeme ndiplusnou literaturu (viz nap
[18, véta 91], [19, eta VI.4.1], resp. [33, Theorem 22.7].

3.10. \Bta. Méa-li funkce f:[a,b] — R kon&nou variaci nala,b], pak je jej
derivacef’ lebesgueovsky integrovatéina [a, b].
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Je-li navic f neklessdici na [a, b], pak plai nerovnost
b
0< [ F@)de < f0)- 1@, (3.8)

Nyni ukédzeme ze neutity integial integrovateld funkce je absoluthspoijity.

3.11. \kta. Jestlze g L' [a,b] a f(x):/ gdt pro z € [a,b], pak je funkce

f absolutré spoji na intervalula, b].
DUkaz. NechtgcL![a,b]. Bud danoe > 0. Potom existujes > 0 takowe, ze

m b
Z/ ‘g(m)‘d$<8
=179

plafi pro kazdy sysém intervall {[a;,b;] C[a,b]:j=1,2,...,m} sphujici (3.1)
(viz nag. [19, veta V.5.5] nebo [18, &ta 51] - tato vlastnost se obvykle jaa
absoluti spojitost Lebesgueova intégun).

Mame tedy
m m b; m b;
POICIENIEHIES SN AT ED S AFLERS
j=1 j=1 Y% =17
To znamea, ze f € ACla, b]. O

3.12. Cvteni. Dokazte, ze funkce f(z) = \/ﬂ je absolut@ spojii na intervalu
[—1,1], pficent f neri lipschitzovsla na[—1, 1]. (Navod: f je na[—1, 1] neugi-

tym Lebesgueoum integélem lebesgueovsky integrovatelfunkce a sotasre

f'(0=)=—oc0a f(0+)=00.)

Dalsi tvrzeri se §ka derivo\ari neugitych integalll integrovatelfich funkd.
3.13. \kta. Jestlzeg €Lt [a,b] a
fo)= [ gdt prozeab],
potom f/(z) = g(x) pro s.v.z € [a, b].
D & k az se opa ofadu Wsledki teorie niry, ktere nejsou do tohoto textu
zafazeny. Odkazujeme tedyjeréie na dikazy nap. v [19, véta VI.3.1] nebo [33,

Theorem 23.4]. O
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Nechtje dana funkcey € L' [a, b]. Podle &t 3.11 a 3.13) je jépeukity Lebe-
sguélv integ@l f absolut® spojif/ na [a,b] a plat f'= f s.v. na[a,b]. Chceme
ukazat,ze f je absolut@ spojit nafa,b]| tehdy a jen tehdy/f je neutity in-
tegialem réjaké lebesgueovsky integrovatélfunkce. Pro dkaz takoeho tvrze
je kliCove rasleduici tvrzer znamé jako Rieszovo lemma.

3.14. Lemma(RIESZ). Necht f € Cla,b] a
E ={ze(a,b):3IE e (x,b] takoe,zef(§) > f(x)}.

Potom je mnbina E otevena a je sjednocem nejySe spoetrého systmu po
dvou disjunktich otevenych intervall (ay,by), pficent pro k&dy z nich plat
flak) < f(bg).

Dl kaz jezalden m.j. na zamém faktu,ze k&da nepazdra otevera mn@ina
je sjednocem nejwSe spdetreho systmu po dvou disjunkfich otevenych in-
tervall (viz nag. [17, veta 69]). Podrobj dilkaz Rieszova lemmatu Ize @ati
nagd. v monografii [19] v odstavci VI.1.2 @&nova@m dikazu Lebesgueovyéty
o derivaci funkce s kor@mou variat(nase \eta 2.28). O

3.15. Poziamka. Zobecréni Rieszova lemmatu ndipad, kdy funkcef miize byt
jen regulovaa, bylo dolazano v [44, lemma XIII.3.5].

3.16. Lemma. Jestlize f € AC|a, b] je neklesdgi na [a,b] a f'(x) = 0 pro s.v.
x €[a,b], pak f je konstanthna [a, b].
D 0 kaz. Vzhledem ke &/monobnnosti funkcef zobrazuje intervala, b] na
interval [f(a), f(b)]. DokéZzeme ze f(a) = f(b).
Nechtje danos > 0 a nechtd > 0 prislusi k tomutoe podle lemmatu 3.6.
Ozna&me Z mnazinu \Sechx € [a, b] pro ktegé plat f'(z)=0. Podle ged-
pokladu n@ jeji doplrék [a, b] \ Z nulovou niru (u([a,b]\ Z) =0). To znamea,
ze existuje konény nebo spoetry sysem {(o;, 3;) : j € K} splujici (3.7) a
{a’ab]\Z C U (Ujaﬁj) .
jEK
Obraz f([a,b]\ Z) mnainy [a,b]\ Z je tedy obsaen ve sjednocémtevferych
intervall {(f(c;), f(8;)):j € K. Protdze podle lemmatu 3.6 piai3.6), plyne od-
tud, ze mnaina f([a,b]\ Z) ma nulovou niru, tj.
pu(f([a, 0]\ Z)) = 0. (3.9)
Nyni, nechtz € Z. Potom je f'(x) =0. Pro da® ¢ tedy existujeA >0 takowe,
ze
ft)—f(=z)

" < e prokade ¢ takow,ze 0< |t —z| <A.
— T
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Odtud plyneze
ex— f(z) <et— f(t) plati prokade te(z,z+A).

Podle Rieszova lemmatu kéepowzijeme na funkcie x — f(x) namisg f(x),
je tedy mndina Z obsaena ve sjednocékon&neho nebo spetréeho systmu
disjunktrich intervall {(ax, bx)Cla, b]: k € K}, pficent plaf

car— flag) <eby— f(bx) prokade kecK
neboli

fbr) — flax) <e(bp—ay) prokadekekK
atudz

ST fr) = Flan)] <e Y [bk—ar] <e(b—a).

keM keM

Odtud & vidime,Ze mnaina f(Z) ma také nulovou niru, tj.
u(f(2)) =0. (3.10)

Podle (3.9) a (3.10) @ninterval [f(a), f(b)] = f(Z)U(f([a,b]\ f(Z)) nulo-
vou celku, tj. (vzhledem k mon@nnosti funkcef ) mame f(a) = f(x) = f(b) pro
kazdée x € (a,b). O

3.17. \eta. Funkcef :[a,b] — R je absolut®@ spojit.na[a,b] pravé tehdy, kdy
f@) - f@= [ gyt prowelo) (3.11)

pro ngjakou funkcig € L' [a, b]. Potom jef’ = g s.v. nafa, b].
Dukaz. a) NechtyeL![a,b] a

f&) = s(@)+ [ gltct prozelap].

Potom podle &ty 3.11 jef absolut@ spojii naja,b] a podle ety 3.13 jef ' =g
S.v. naja, b].

b) Predpokbdejme zprvuze funkcef € ACla,b] je neklesdfi na [a,b]. Podle
vét3.7a3.10 jef' € L![a,b]. Pol@Zme
ho)= [ rdt a gle) = fo)~h(e) pro welab.
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UkaZzeme,ze talé funkceg je neklesdgi na [a, b]. Vskutku, podle ety 3.10 pro
libovolné bodyz, y € [a, b] takow, Ze x <y, mame

9(y) —g(z) = (f(y) — h(y)) — (f(z) — h(z))
Yy
=(f<y>—f<x>)—/ f1di>0

Dale, podle ety 3.11 je funkce: absolut®@ spojii naa, b] a podle ety 3.13
je h'=f’s.wv. nala,b]. To znamea,ze g’ =(f —h)’=0 s.v. naja,b]. Podle
lemmatu 3.16 je proto funkce konstantina [a, b]. Mame tedy

g9(z) = f(z) — h(z) = f(a) — ha) = f(a) pro z€la,b]
neboli

(@) = £(a)+ hia) = fla)+ [ f'dt pro welad)

atudz (3.11) plat pro kazdou funkci f € AC[a, b], ktera je neklesagi na[a,b].

V obecrem gipac f € AC[a,b] existuj podle \ety 3.9 funkcefi, fo abso-
lutné spojieé na[a,b], neklesdici na [a,b] a takow, ze f= fi — fo na[a,b].
Mame tedy

f(z) = fi(z) - fa(= /fldt f2(a)~|—/;f’2dt)
+/ f'dt proze€la,b].

Dilkaz je dokoien. O

3.18. Cveni. (i) Dokazte rasleduici dve tvrzen:

a) Jestlze f € AC|[a, ], pakje f' =0 s.v. naja, b] tehdy a jen tehdy, kdy
f je konstantina [a, b]. (Srovnejte s pozimkou 2.29 .)

a
b) Pro ka&zdou funkcif € BV[a,b] a kazce x € [a, b] plati

FAC(x) - 17(a) = /f d

(i) Je zramo,Ze je-li f absolut®@ spojii nala,b] a v(z) =var’ f, pak plat
v =|f’| s.v.nala,b] (viz [18, Véta 118]). Na aklack tohoto faktu dokzte,
b

e vab f —/ |f'] dz pro kazdou funkci f absolut@ spojitou nda, b].
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3.3 Lebesgudiv rozklad funkci s konenou variadi

Vime jiz (viz véta 2.36 a pozamka 2.37)ze ka&dou funkci s konénou variatna
[a,b] mlizeme rozldit na soiet funkce spoji a funkce skoko¥ resp. na rot
dvou funké neklesdicich nala, b] (viz véta 2.13). D&l moznost rozkladu funkic
s koné&nou variacnalizi nasleduici véta.

3.19. \&ta (LEBESGUHJV ROZKLAD FUNKCE S KONECNOU VARIACI). Pro kaz-
dou funkcif € BV [a, b] existuj absolutré spojii funkce f A€, singulrni spojita
funkce f SC a skoko@ funkcef B takow, ze

f=f2+ 1%+ f® nafa,].

Jestlze f = f1 + fo + f3, kde funkcef; je absolut@ spojita na [a, b], funkce
f2 je singubrni a spojita na [a, b] a funkce f5 je skoko® funkce nala,b], pak
jsou funkcefAC — f1, fSC— fo a fB — f3 konstantina [a, b].

D 0 kaz. a)Podle &y 2.36 existuje skokdvfunkce fB takoa, Zze funkce
f¢=f— fB je spojitanaja,b]. Polame

FA%() = / “pde a f5%) = f(a) — fA%(x) prozea.b].

Podle ety 2.34 je(fB)’ =0 s.v. na[a, b] a podle &ty 3.13 name (fA¢)’ = f’
s.v. naja,b|. To znamea, ze

(F59) = ' (%)’ = (£®)' =0 s.v. nala, b].

b) Necht f = f1+ fo+f3, kde f1 € AC[a,b], f2 je singubrri a spojifa na|a,b]
a f3 €B[a,b]. Podle Bty 2.36 jsou rozilly (fAC+ f5C) — (fi+f2) afB®— f3
konstantinna [a, b]. Musi byt tedy konstanthna [a, b] i rozdil

PR = fi= (S 13 = (it f2) = (FB = f3) -
Tim jsme dokoiili diikaz. O

3.20. Definice.Jestlze f € BV |a,b], pak funkcefAC resp. fSC resp. fB z véty
3.19 nagvameabsolutré spojiti €astresp.spojita singubrni ¢astresp.skokoa
Castfunkce f.

Kapitolu uzaveme j&t jedrim dophkem ke &t 3.19.

3.21. \eta. Je-li f € ACJa,b] neklesédici na [a, b], pak jsou nekles&ji na [a, b]
i funkce fAC, £SC a fB z ety 3.19.
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DOk az. Necht fecACla,b] je neklesdgi na [a,b] a funkce fA€,
1€ fB jsou difazeny funkcif podle \ety 3.19. Dale, necht{w;} je mnaina
bodl nespojitosti funkcef a z, y je libovolna dvojice bod z [a,b] takowa, Ze
z<uy.

Protze f je neklesdfi na[a,b], mame
ATf(t) >0 a A" f(s) >0pro te[a,b), s€(a,b]

a proto

Ry = fBa) = D ATflw)+ Y ATf(wy) 20.

r<wg <y < wg <y

Skokowacast f B funkce f je tedy nekleségi na[a, b].

Ozname dhle symboleny spojitoucast funkcef, ti. g= f—fB. Podle Dii-
sledku 2.25 rame

FBy) — fB(x) <varlf = f(y) — f(x)
atudz

9(y) —g(x) = (fly) = f(2)) = (f°(y) - fB(x)) > 0.
Spojitaast funkcef je tedy neklesagi na[a, b].

Pros.v.xz €a,b] je

f’(x) — lim f(y) = f(=) cR.

y—r T —y

Protae je f neklesdici na [a,b], pla f'(x) >0 pro s.v.x € [a,b]. Podle \&-
ty 3.17 tedy dostaneme

Ay — A% ) = /yf/(t)dt >0 jakmile z, y€[a,b] a z<y.

To znamea, ze f A€ je neklesdgi naa, b].

Podle ety 2.34 je(fB)’ =0 s.v. nafa, b] a v dikazu &ty 3.19 bylo ukzano,
zetake (5%’ =0 s.v. naa,b]. Tudiz

9" == (%) = (f®'=r" sv.naa,b].
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Odtud pouitim (3.8) a ¥ty 3.17 odvoine, ze plat

o) —9@ = [ g0 di= [ 10 de= 140 - )
neboli

F3%) = £3%) = (9(y) — F7°() — (9(z) — f7C(2))
= (9(y) —9(@)) = (f*(v) = fA°(z)) 2 0.

Spojita singuérri East fSC funkce f je tedy take neklesdfi na [a,b]. Tim je
diikaz dokogen. O

Dalsi podrobnosti o funkich absolut@é spojif/ch Ize naézti v monografch V. Jariika Di-
ferencalni poCetll [17, v.9], Integralni poetll [18, v.5], A.N. Kolmogorova a S.V. Fomina
Zaklady teorie funkica funkcior@lni analyzy[19, Sec. 33.2] &. Schwabikdntegrace VR
(Kurzweilova teorig [44, XIlIl.4] a ve skriptech [33] J. Luk&e a J. M&hoMeasure and
Integral.
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Kapitola 4

Regulovare funkce

4.1. Definice. Funkce f : [a,b] — R se nagvaregulovara na [a, b], jestlize pro
kazdé t € (a,b] akadeé s € [a,b) existuj kone&né limity

flt=) = lim f(r) a f(s+) = lim f(7),

T—5+

tj. ma-li funkce f naintervalua, b] nespojitosti nejysel. druhu Mnozinu funkd
regulovarych nafa, b] zn&ime Gla, b].

4.2. Pozramka. Zfejmé BV [a,b] UCla,b] C G[a,b], pficent
Gla,b]\Cla,b] #0 a Gla,b]\ BV[a,b] #0.

Nasleduici tvrzer plyne okanzité z lemmatu 2.20.

4.3. Véta. Kazda funkce regulovainala, b] manala, b] nejySe spdetre mnoho
bodl nespojitosti. D

4.4. \éta. Jestlize posloupnost f,,} regulovarych funk& konverguje stejnoérné
na intervalu|a, b] k funkci f, potom f € G[a, b].

DUkaz. Nechtz € [a,b), nechit {z;} C (x, ] je libovolna posloupnost takéy
Zze x> x pro SechnakeN a x, —x pro k— oo. Necht je dano libovolre
e>0. Zvolmeng €N a ko €N tak, aby platilo

€ € .
1f = Fuoll < 5 @ lfug () = fug (o)l < 5 provsechnak, ¢ k.
Potom budeme mhpro sechnak, £ > kg

|f(z) — f(z0)]
< | f(zk) = fro(@i)| + | fro(@k) = fro (@) + [ f(20) = fro(z0)| <€,

tj. existuje konéna limita f(z+) = klim f(zy). Podobr@ bychom ukzali,Zze pro
kaZzdé = € (a, b] existuje konéna limita f(z—). O

Pfipomeime si nyi nékolik pojmii z matematick anayzy.
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4.5. Definice.Necht KC N. Sysem J ={J; : k€ K} podmnain J intervalu
[a,b] se nagva pokryf intervalu [a,b], jestlize [a,b] = Uy ck Ji,. ReknemeZze
sysem J je otewené pokryt intervalu [a, b], jestlize jsou ¥echny jeho prvky
oteeré mnainy v [a, b]. (Intervaly typula, c) a (d, b, kde c € (a,b] ad € [a,b)
jsou otevere v(a, b].) Jestlze rgjaka cast M pokryt 7 intervalu [a, b] je sama
také jeho pokryim, fikame,ze M je podpokrytm pokryt 7.

Fundamerdlni vyznam v matematice anasleduici tvrzeri. Jeho dikaz Ize
nalezti nag. v [17, ta 70]. (Fipome&ime o¥em,Ze interval [a,b] pfedpokh-
dame shle ohrangery.)

4.6. éta (HEINOVA-BORELOVA VETA). Z libovolneho oteveného pokryt inter-
valu [a, b] Ize vybrat jeho koriaé podpokryit

4.7. Definice.Pro funkci f : [a,b] — R, oteery interval («, 3) C [a, b] a cBleri
o € Z[a,b] definujeme

Wap (f) = sup |f(@)—f@")] awp(f) = max wie, , q)(f)-

/2" € (a,B) 1=1,2,....m

SteZzejrim tvrzenm této kapitoly je @asleduici véta.
4.8. \eta. Nasleduijci tfi tvrzeri jsou ekvivalentn

(i) feGla,b].

(i) Existuje posloupnostf,} C S[a,b] (jednoduckrch skokoych funkg), kte-
ré konverguje stenoénré k f na [a, b].

(iii) Pro kazce € > 0 existuje @leri o € Z[a,b] tako,Zzewp(f) <e.
Dlkaz. a)lmplikace (ii)= (i) je dokazana \étou 4.4.

b) Predpokbdejme ze plat (i) a nechitje dano libovolré € > 0. Potom pro kade
x € [a,b] existujed(z) > 0 takow, ze plat

z—d(x)>aprovsechna: € (a,b], x4+ d(x)<bprovsechna: € [a,b)

Wa,a+6(a (f) <g, Wb—6(b),b (f) <eg,
(a,a+6(a)) (b—48(b),b) ] (4.1)
W —5(z)) () <& Waats@)(f) <eprovsechna € (a,b) .
Intervaly

[a,a+d(a)), (x—0(x),x+0(x)), z € (a,b), (b—05(b),b]
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tvori oteere pokryf intervalua, b], ze kteého Ize podle Heinovy-Borelovyety
4.6 vybrat pokryitkon&ng, tj. kon&ny sysem intervall

[a,a+d(a)), (x;i—d(x;),xi+0(x;)),i=1,2,...,m—1, (b—4(b),b],

takowy, ze
[a,a+d(a U ), i+ 0(z;)) U (b—3(b),b] O [a,b],

Soltasre, vzhledem k (4.1), plat

Wzi—5(xs),a:) (f) <€ @ Wiy a45(2)) (f) <€ provsechna =1,2,...m—1.
Ozn&mezy=a a z,, =b a necht

o = {x()?al;xla e 0m717$m7170m7$m} I

kde
o; € (x; — (5(%1), Ti—1 +5(xi—1)) N (a:i_l,xi), 1=1,2,...,m—1.

Potom

Wa,o)(f) < Waats@)(f) <& Wiomp)(f) S wp—sm)p(f) <e

Wioi ) () < W@i—s@) ) () <& Wiapoin) () < Wiy zits@)) (f) <€
prokadei=1,2,...,m—1,1j.
wp(f) <e.
c) Predpokhdejme ze plat (iii). Necht je danoe > 0 a necht
o={00,01,...,0m} €Z]a,b]

je céleri [a,b] takowe,Ze wp(f) < e. Prokadeic{1,2,...,m} zvolme libo-
volné ¢; € (o;—1,0;) a definujme

g(x):{ f(oy) pro = = oy,
: f(&)  pro xze(oi1,04).

Pro k&dé = € [a,b] mame|f(z) —g-(z)| <e atudZ také || f — g || < e. Jestlze
tedy pro kdadeé n € N definujemef,, = g,,,,, bude f,, €Sa,b] prokadeneN a
fn=2f naja,b] pron—oo. O
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4.9. Disledek. Kazda funkce regulovaina [a, b] je na[a,b] ohranicera.
DOkaz. Podle tvrzen(iii) z véty 4.8 existuje dleri o = {0¢,01,...,0m}
intervalu [a, b] takowe, Zze

0j— 1+UJ

[f (@) <[f(=——

Odtud plyneze | f(z)| < M pro 8echnaw € [a, b], kde

J+1 proze(oj_1,05), j€{1,2,...,m}.

U]1+J

M = max {|f(@)], |f (=) 41, f (o)) 1= 1,2, om | < o

O

4.10. Disledek. Pro kazcé e > 0 existuje nejySe konéné mnohoz € [a, b] tako-
vich, Zze plat

AT f(z)| > nebo |A™f(z)|>e¢.

DUkaz. Podle tvrzenii) z véty 4.8 ke kademu e >0 mlzeme ndf déleri
o=1{00,01,...,0n} intervalu[a, b] takowk, ze

|f(x)— f(y)|<e proz,ye(oj-1,05), j€{1,2,...,m}.

Spectlré, [AT f(z)|=|f(z+) - f(z)|<e a |A7 f(z)|=|f(z) - fz—)|<e

pro 8echnar € [a, b] \ o. Plaf tedy tvrzemtohoto disledku. O

4.11. \ta. Ga,b] je Banacliiv prostor vzhledem k nogn

[flle = [/l = sup [f(z)].

x € [a,b

D U kaz. Fedpokhdejmeze posloupnosf f,,} CG|[a,b] je cauchyovsé v pro-
storuG|a, b]. Jako vEastech a) a b)ltkazu \ty 2.18 niizeme dokzat Ze existuje
funkce f : [a,b] — R tako\a, ze lim | fn— fl|=0. Podle ety 4.4 jef € Gla, b]
a fim je véta dolazana. e O

4.12. Poziamky.

(i) Podle definice 2.31 € S[a,b] pravé tehdy, kdy existuje é&leri o inter-
valu [a,b] takow, ze f je konstantnna ka&dem podintervalu(c;_1,0;).
Kazda funkce zS[a, b] je kone&na linearn kombinace funkctvaru x
a X[, kde (o, §) mize byt libovolny podinterval v(a,b] a 7 mize byt
libovolny bod z [a, b]. Plaf ovsem x(,,3) = X(a,5) — X|3,4) ProO libovolna
o, B€a,b], a<B aX[ = X[y — X(r,p) Prokade ela,b).
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Tudiz f €S|a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f je kon€na linearri kombinace
charakteristicikch funkd intervall [r,b], (7,b], 7€ a,b], a charakteris-
tické funkce jednobod@ho intervalub], tj.

S[av b] = Lin(X[T,b]v X(rp)y T € [a’ b)v X[b}) )
kde (Lin (M) zn&i linearri obal mnainy M. Podob® bychom ukzali,
Ze je take

S{CL, b] = Lin(X[a,T]7 Xla,7)]s T € (a7 b}v X[a]) )

(i) Mnozina S[a,b] je podle tvrzen (i) véty 4.8 hush v Gla,b], t.

Sla,b] = GJa,b], kde S[a, b] zn&i uzaver S[a,b] v Gla, b].

4.13. Lemma. Necht{f,,} C Gla,b] a f,, = f na[a,b]. Potom plat téz
falz=) = f(z=) @ fulz+) = f(z+) nafae,b],

kde f(a—) = f(a), f(b+)=f(b) @ fe(a=)= fi(a), fr(b+)= fu(b) pro kEN.

Dlkaz. ProneN polozme

L fu(z+) kdyz z€la,b),
fnl) = { £a(0)  kdyz z=b

a
s flz+) kdyz z€a,b),
f(m)_{ F) kdyz z=b.

Nechtje danoe > 0. Existuje n. € N takow, Ze je | f,(t) — f(t)| <e pro kazde
n>n. akade t € la,b]. Odtud oem limitim pfechodemt — x+ dostaneme,
Ze talé pro k&dé z € [a,b) a kazdé n > n. plaf

[Fal@) = (@) = Jim |fat) = F(B)] <,
tj.
Jim || f,— f] =0 nebolif,(z+) = f(a+) nafa,b].
Podobm@ bychom ukzali,ze plati f,(x—) = f(z—) nala,b]. O

Ve zhyvajici Casti kapitoly uvedemeékolik tvrzen, které budou pozéii (zej-
ména v kapitahch 6 a 7) aitetné. Nejprve shrnemelsledky lemmatu 4.13 pro
néktee dilezité podmndiny prostoruG|a,b].
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64 REGULOVANE FUNKCE

4.14. Disledky. Mnoziny

GLla,b] = {f €Gla.b]: fla—) = f(z) na(a,b)},

Gla,b] = {f €Gla.b]: fla—) = f(x) na(a.b]},

Grla,b] = {f €Gla,b]: f(a+) = f(x) na(a,b)}, (4.2)
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(a—) = f(x) nafa, )},

Gregla,b] = {f € Gla,b]: fa—) + f(e+) = 2 f(z) na(a,b)}

jsou uzavené v G|a,b] a tudz jsou to tak Banachovy prostory vzhledem k ope-
racim a norné indukovagim zGla, b]. O

4.15. Lemma.

GL[a,b] NS[a,b] = G[a,b], Gula,b]NS[a,b] = GLla,b],

Grla,b] NS[a,b] = Grla,b], Ggla,b] NS[a,b] = Grla, b],

Greg[a, b] N S[a, b] = Greg[a, b]

D G kaz. Dolzeme pouze pnira posledntvrzeri. Zbyvajici vztahy se doézou
analogicky.

a) Nechtf € G[a,b] ac>0. Podle \ety 4.8 (ii) existujep € S[a, b] takowe, ze
[f (@) —p(@)| < |If —¢ll <e pro ze€la,b]. (4.3)
Dale, pro kddé x € (a,b) existujed(z) > 0 takow,zex — §(z) >a a
[f (@) = f(O) = |f(z=) = f()] <e prote(r—i(z) ).
Pro ka&dé z € (a,b) ate (x —(z), z| tedy mame

[p(x) — ()| < [p(z) = f(@)| + [ f(z) = FOI+ () —p@)] < 3e,
f.

p(z) —p(z—-)] < 3e.
Polazme

5 )_{ o(x) pro z=anebor =5,

e o(x—) pro x € (a,b).
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Potom € G [a,b] NS[a, b],
|f(z) —¢(@)| = |f(x) —p(x)] <& kdyzz=anebor=b
|f(z) = o(z)]

< |f(x) =) + lo(z) —p(z—)| <4e kdyzz € (a,b).

Odtud & plyne,ze mndina G | [a, b] NS[a, b] je husa v G _ [a, b].

b) Necht f € Gregla, b]. Nechtje danoe >0 a funkcep € S{a,b] je takowa, ze
plat ((4.3)). Potom musbyt také

|f(z—) —p(z—)[ <e prozela,b), }
a (4.4)
|f(z+) —p(z+)| <e proxze(a,b.
Polazme
o(a) kdyz 2 =a,
F(x) = %(gp(a:—i—) —|—g0(x—)> kdyz = € (a,b), (4.5)
©(b) kdyz = =b.

Potomg € S[a, b] N Gregla, b]. Dale, vzhledem k ((4.4)) a ((4.5)),

|f(z) = &(2)] = |5 [f(a+) + fz=)] = 5 [p(a+) +p(z-)]|

<3 (If@H) = pla+)| + |1 (@) — o(a-)])

IN

€

kdyz x € (a,b). Konetné, podle (4.3) a (4.5) ame

[f(x) = @(@)] = [f(x) —p(2)] < e kdyZ 2 =anebor=b.

Odtud & plyne,ze plat Gegla,b]NS[a,b] = Gregla, b]. O
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4.16. Lemma.
GL[a,b]NS]a,b] = Lin(1, x(7y, T €a,b), H)’
GL[a b]NS|a,b] = Lin( X(q,r], T € ( ab)

(
(
GRla,b]NS|a,b] = L1n<1,Xa] X[rb)s T € la, b))
GR[a b]NSla,b] = Llﬂ(X[Tb],Teab>

(

Gregla, ] NSla, b] = Lin(1, X (0], 5 X[T + X(r)> T € (a,b), [b]),
Greg[a> b] OS[aa b] = Lln(17 ) X[t X(rp)y TE (a, b)) :

DO kaz. Prvintvrzeri je obs@eno v pozamce 4.12 (i). Do&zeme &t naj.
pfedposlednz uvederch relag.

Nechttedy f € S[a,b] N Gyegla, b]. Potom existjj
meN, ¢cp,¢1,...,cmr1 €ER @ 0':{0’0,0'1,...,O'm} € Pla,b]
takowe, ze
co kdyz z=a,
c; kdyz z € (0j_1,0;) prorgjake j=1,2,...,m,

GEHL kdyz =0, prorgjake j =1,2,...,m—1,
Cmy1  kdyz =0,
tj.
f(l') = €0 X]a] (:E) + Z Cj X(O’j-l,a'j)(x)
=t (4.6)

( Z ¢+ ¢ir1) Xjo, | (2 )) + emt1xpp) () Pro = € [a, b] .

Pravou stranu vztahu ((4.6))ieme upravit takto

m—1
f= COX[ab1—00X<ab1+ZCa Xog1bl = D € Xloy ] — Cm X
j=1 j=1
m—1 m—1
+ % CjX[cq]"’%ch+1X[oj}+Cm+1X[b]
j=1 J=1
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m m—1
= €0 XJa,b] ~ €0 X(a,b] +ch X(oj—1,b] — Z Gy X(O’7 +X[U7})
j=1 j=1
m—1 m—1
+ 3 Z i Xjoy] 3 Z Cj+1 X[o;] T (Cm+1 = m) Xy)
p i=1
m—1 m—1
= COX[ap] = COX(at] F D G Xy = D € Xy
=0 =
m m—1
- 1 Z i Xjo;] 3 Z Cj+1 X[o;] T (Cm+1 = m) Xy
- =
m—1
= COX[ap) + (€1 = c0) X(ap + D (Cju1 —¢5) (X(Uj,b] + %X[m)
7j=1

+  (em+1 = em) Xy

= doX[ap] T 91 X(ap] Z d; (X(O'j,b] + %X[o—j }) + dm+1 X[ 5
j=2

kde
do = ¢, dj:cj—cj_lproj:1,2,...,m+1. 4.7)

Dokazali jsme tedyze
. 1
f € L1n<17 X(a,b]> 5

Protaze vztahy ((4.7)) definujvzajemré jednoznanou korespondenci mezi vek-
tory

X[r] + X[rp)> T € (a,b), X[b]> :

(C(), Cly..-yCm, Cm+1) a (do, dl, . ,dm, dm+1) ,

Znamea to, ze plat

Greg[‘% b] OS[C% b] = Lin(LX(a,b]a X[ X[rb]s T S (CL, b)vX[b]) . ]

Dalsi podrobnostijkajici se regulovajch funkd Ize najt zejména v monografivolterra
Stieltjes-Integral Equationfl5, sec.3] Ch. Bniga Uzitetné spedalni dodatky (nap.
charakterizace prekompakth mna@in v prostoruGla, b], zobecr Hellyovy
véty o wheéru) jsou obszeny tale v piaci D. Fraikove [6].
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Kapitola 5

Riemanntv-Stieljesiv integral

Odpowed na rékteg Ulohy zninéré v Gvodri kapitole cava integél Riemaniv -
Stieltjesiv, kter je prirozenym zobecgrim zramého integalu Riemannova.

5.1 Definice a Aakladni vlastnosti

Plipomeime (vizUmluvy a oznéeri (iii), ze mndinu o= {0, 01, ... ,Ou(o) }
bodl intervalua, b] nazzvamedélerim intervalua, b], jestlize plat
a=o0p0<01< ... <O_u(a):b'

Mnozinu VSech éler intervalu [a, b] zn&ime 2 a,b] a

o j:ggfy@(% oj-1)

afikame,ze o’ je ziemréri o jestlies’ Do
5.1. Definice.Dvojici (o, €) € Z[a, b] x R¥(?) nazvemenaterym cleriminter-
valu [a, b], jestlize plat

oj—1<&<o; provsechng=1,2,...,v(0).

T a,b] je mnazina sech zn&erych leri intervalu [a, b]. Rikame tak, Ze ¢; je
znakapodintervalujo;_1,0;] a £ je vektor znéek

Pro dae cEleri o € Z[a,b] zna&ime symbolemr (o) mnazinu Vsech¢ € R¥(9)
takowch, ze (o,&) € 7a, b].

Abychom zabanili zaméngé s elementy mrion p, o, ... Civektoti &, 7, ..., bu-
deme posloupnosti&deri resp. znéerych celeri zapisovat jako ndp {o™} resp.
(p™,m"). Zameéna s mocninami zde nehiioz

5.2. Definice.Pro da@ funkcef,g:[a,b] — R a zn&eré celen (o, &) intervalu
[a,b] definujeme

v(o)
Siag(o, & la,b]) =Y f(&)lg(os) —g(oj1)].
j=1

Nebude-Ii hrozit nedorozuém, budeme pat kratce S(o, €; [a, b]) resp.S(o, &)
misto S¢a ¢4(o, &; [a,b]).
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70 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

5.3. Definice.Necht f, g:[a,b] — R.

(i) Rekneme7e existujeRiemaniiv - Stieltje&v (§)integral (kratce(d) RS - inte-
gral) funkce f vzhledem k funkcig

b b
(6) / f(x)dig(x)] (znatime € (5) / £ dg)

a ma hodnotu! € R, jestlize

Ve>0d6>0:
(5.1)
((a,g)ey[a,b] a \ay<5) — |S(0,&)—1I| <e. }

(i) Reknemeze existujeRiemaniiv— Stieltjedv (o )integral (kratce(o) RS - inte-
gral) funkce f vzhledem k funkcig
b b
@[ 1) dy(@)] (zngime ez (o) [ 7dg)
a ma hodnotul € R, jestlize
Ve>03do.€Z]a,bl:
(5.2)
((a,g) € 7[a,b] a aDa’s) — |S(a, &)~ 1| <¢.

(iii) Jestlize c € [a, b] a funkcef, g jsou definoany v boe ¢, klademe
@[ 78 [ eg=0,
Existuje-li integél (6)f dg, pak definujeme(é)/baf dg = —(5)/1} dg a existu-
je-li integral (a)/bf dg, definujeme(a)/baf dg = —(o)/l} dg.
5.4. Pozramka. Pojem (§) RS -integalu odpovda plivodri Stieltiesoe definici,

zafimco (o) RS - integal byva rekdy nagvan €z Mooreliv—Pollardivintegral.

Klasicky Riemaniiiv integél je specalnim prfipadem(§) RS - integélu pokud
g(x)=z proz € [a,b].

Vyskytne-li se v ktefych tvrzench pojem RS - inted, bez rozl$en zda se
jedra o () RS-integal Ci 0 (o) RS -integél, bude to znamenate dag tvrzen
plati pro oba pojmy. V takoych a da$ich gfipadech, kdy nehréznedorozurgn,
také negiipojujeme symboly(§) €i (o) k symboblim integall. Funkce f v in-

b

tegilu / f dg se nagvaintegrand zaimco funkceg se nagvaintegrator.
a
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Z definice 5.3 usolithe, Ze (0) RS - integél je specalnim pfipadem(o) RS -
integialu.
b b
5.5. \eta. Je-li (5)/ fdg=1TI€eR, pak plat také (a)/ fdg=1.

DlUkaz. Prokada de cgleri o’,0” € 7]a,b] tako\a, ze o” je zjemréri o,
plat |o”| <|o’'|. Véta je tedy fimym disledkem definice 5.3. O

5.6. Pozramka. Budiz dano libovolré §, > 0. Potom v definici 5.1 (i) izeme
podninku (5.1) nahradit asleduici trochu zeslabenou podnkou

Ve>035€(0,00): |
((U,ﬁ)ey[a,b] a‘0'|<5) — |S(O’,£)—I|<€_ } (51)

Podob, je-li dano o € Z[a, b], mlzeme v definici 5.3 (ii) podimku (5.2) na-
hradit podninkou

Ve>03do.€ Z[a,b]:

(5.2)
o.000a ((a,g) € 7a, b] ao':)as) — |S(a, &) — I <e.

5.7. Cviceri. Rozmyslete si podrolinpra plaf tvrzer uvedeid v pozramce 5.6.

5.8. Hiklad. Nechta= —1, b=1a

0 kdyz <0, 1 kdyz <0,
fz) = Y2ESP A g(a) = Y2
1 kdyz >0 1 kdyz z>0.

Polazme oo ={—1,0,1}. Potom pro kadée cleri o € 2[—1, 1], které je zjem-
nérim o (atedy0 e o), akadé € € 7(o) mame

S(o,€) = f(&) [9(0) = glok—1)] + f(&k+1) [9(ok+2) — 9(0)] = 0,
kde 0= oy, & € [0x—1,0], &kr1 €[0, 0141] atedy

(&) =0 a g(oks2) —g(0)=0.
1
Vzhledem ke druécasti poziamky 5.6, vidme, Ze (a)/ fdg=0.
-1

Na druhou stranu, pro kdé zn&ere cleri (o, &) intervalu [—1,1] takowg,
ze0¢ o, tj. op_1 <0<oy prorgjake k € N, plaf

0 kdyz &1 <0,

S(o, &) = (&) lg(or) — glon-1)] = = f(&) = — {1 kdyZ 41 >0.
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1
Odtud je Zejme, ze (5)/ f dg nenfize existovat.
—1

Nasleduici dvé lemmata platpro oba typy RS -inte@il a jsou pimymi di-
sledky definice 5.3. Jejichlitkazy ponecavametteréfi jako cviceri.

b
5.9.Lemma. (i) Jestlze existuje integ’ed/ fdg, pak plaf

b
fdg| < |17l vart g
a

b
(i) Jestlze naic existuje tak integlél/ f(z) d[var? g, pak plaf

2)dg(a /Wf )| d[vart g] < |||l varl g. 0

5.10. Pozramka. Uvidime poz@ji (viz diisledek 5.39)7e pro oba typy RS-in-
b
tegalll plaf, ze z existence integlu /fdg uz plyne, ze tale integal

/ flx var g existuje.

5.11. Lemma. Necht f, f1, fa2, g, g1, g2: [a,b] — R a nechtexistuj integraly :

Lﬁd%Lhd%Lf®1§Ahd%

Potom pro libovola ¢1, ¢, € R plati

b b b
/(lel-l-czfz)dg:(il/f1d9+62/f2d97

/abfd[0191+6292]=Cl/abfd91+02/abfd92~ O
5.12. Cvieni. (i) Dokazte lemmata 5.9 a5.11.
Dokazte, Ze rasleduici tvrzeri plafi pro oba typy RS - inte@il:
(i) Jestlze g:[a,b] —R je neklesdgi na [a,b] a f:]a,b] = R je tako\a, ze
existuje integal / bf dg, pak
(it @) lo)

z € lab]

(sup f(@)) lg(b) = g(a)].

z € [a,b]

72



STIELTJESUV INTEGRAL 73

(iif) definice 5.2 je korekinv tom smysluze u€uje hodnotu intedilu jedno-
zn&nreé. Jinakfeceno, jestiie I; € R a I, € R sphuji (5.1) (s I resp. I»
na niste 1), pak musbyt [; = I, (a podob@ pro(5.2)).

Oba pojmy RS -integdu predstavdj jakési zobecaré limity posloupnosti inte-
gralnich so&tl S(o, €) vzhledem k znéerym délerim. Negekvap tedy, ze plat
nasleduici existereni tvrzer analogiclka klasicle Bolzanoe - Cauchyo@ podmn-
ce.

5.13. Veta (BOLZANOVA - CAUCHYOVA PODMINKA).
Pro dareé funkcef,g:[a,b] = R existuje(&)/bf dg prave tehdy, kd¥ je spléna
nasledujci podninka ‘

Ve>03d6:.>0:

((Jas)a(&ag)ey[a,b], lo| <o a ]5-|<(55) (5.3)
= |5(0,€) — S(5.€)| <e.

b
Podobrg, (0)/ fdgeR prave tehdy, kdy

Ve>03o.€ P[a,b]:
((0.6).(3.6) e 7[ab), 050, a 550.) (5.4)
= [S(0,€&)—S(7,8)| <e.
D 0 k a z. Nutnost spkri uvederych podninek pro existenci fislusnych in-
tegialll je Zejma z definice 5.3.
Dokézeme ze podninka (5.4) zar@uje existenci integdu (o / f dg. Necht

tedy plat (5.4). Potom existuje posloupnoto”, £€¥)} znaerych cleri intervalu
[a,b] takoa, Ze

1S(0,€) —S(o*, ") < 1 prokadeo >o" a Eer(o) (5.5)
a ffitom soltasreé

1
ot co’ a|S(eF, ¢F)—S(a!, ¢ < - Prok@dekeN al>k. (56)

Posloupnost{S(c*, £*)} je cauchyovsi posloupnost @nych &isel a existuje
tedy réalné Cislo 7 € R takowe, ze

klim S(o* e =1.
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Nyni, nechitje danoe > 0. Zvolme k. tak, aby bylo sotasré

<< a ]S(akf,gkf)—l\<§. (5.7)

| ™

L
ke
Potom, dky (5.5) a (5.7), odvorine, ze

S(0,€) — 1| < |S(0,€) = S(o", &%) | +|S (o™, &%) —I| <&

plati pro kazde o D o* a € c7(o). To znamea, ze

I:(a)/abfdg.

b
Implikace (5.3)—= (5)/ fdgeR by se dokazovala podobra ponecava
secCter#i jako cviceri. ¢ O

5.14. Cvteni. (i) Dokazte etu 5.13 pro(6) RS - integély.
(i) Dokazte,ze podninky (5.3) resp. (5.4) jsou ekvivalents podninkami:
Ve>036.>0:
(o€, (0", €" € 7[a.b), |o'| <62, 0" D0") ¢ (63)
= |5(0",&') = 5(c",£")| <¢

resp.
Ve>03o.€Pa,b]:

('€, (0" €M € 7 [a,b), 0" 50" S o) (5.4)
= [S(o’, &)= S(c",£")| <¢.

(Navod: nechto, pe Z[a,b] ao’ =0 Up, potomo’ € Z[a,b], ' Do, ' Dp
a

S(0.€) = S(p.m)| < |S(a,€) — S(a. &) +[S(a",€) = S(p,m)|
pro libovolra ¢ e 7(o), net(p) a&' er(a’).)

Nasleduici véta je fimym disledkem &ty 5.13. Pldtve stejiem zréri pro
oba typy RS - intedall.
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b

5.15. \eta. Jestlze existuje inte@/ fdg ajestlize[c,d] C [a,b], pak existuje
d a

také integiél / fdg.

b
D 0 k az. Fedpokhdejme,ze (0)/ fdgeR. Podle ety 5.13 existuje éeri
o€ Z]a,b] takow, ze ‘

|S(U>€)_S(U,a£/)| <e (58)

plat pro Sechna znzera cleri (o,&), (0/,&’) € 7 [a,b] takova,Ze 0 Do a
o' D o.. Vzhledem k tvrzehobsaerem ve cveeri 5.12 (iv), mizeme pedpokh-
dat,Ze {c,d} C 0. a mizeme tedy rozlbit o. tak,Zze bude

o.=p Up.Up", kdep™ € Z[a,c], p. € 2[c,d], p™ € 2d,].

Nyni, neclitp, p’ € Z[c,d], pop., p' D p. a (p.m), (p',n') € 7 [c,d]. Defi-
nujme

o=p UpUp" ', n=(n",nn") ac' =p Up'up", (n",7n'.n"),

kde n—,n* jsou takoe vektory,ze (p~,n")e€ T la,c] a (p*,nt)e T [d,b].
Ztejme je (0,£), (0",€') € 7 [a, b],

oo, o' Doe, S(0,6)=S(p,m) a S(@',&')=S(p',n').
Podle (5.8) tedy rame
1S(p,m) = S(p" . n")| =15(c,€) = S(0’,&")| <&
d
a odtud podle &ty 5.13 plyne existence inteégju (a)/ fdg.

Dukaz tvrzenvéty pro (§) RS -integél se provede analogicky a je ponach
Cterdri jako cviceri. m

5.16. Cvieni. Dokazte tvrzefveéty 5.15 pro(d) RS - integaly.
Také rasleduici tvrzen platl ve stejrié podol@ pro oba typy RS - integtu.

b
5.17. \eta. Jestle existuje integ’ﬂ/ fdg a cela,b], pak existujtaké in-
tegraly ¢

/acfdg a /cbfdg
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a plat

/abfdg=/acfdg+/cbfdg-

DlUkaz. Je-lic=a neboc=b, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, b).

b
Dale, gedpokbdejme ze existuje intedl (o) / f dg. Potom existence integk

c b
(a)/ fdga (a)/ fdg je zari&ena &tou 5.15.

Necht e > 0. Zvolme zn&era tgleri (o/,¢') € T [a,c] a(6”,£") € T [c,b]
tak, aby platilo

st~ [+ ]stoe - [ ra

b
+[se.e)- g <=, 59)
kde c=0'Uoc" € 2]a,b] a £€=(&',&£")e1(o).
Ziejme plai S(o, &) = S(o”,&") + S(a”,£"). Tudiz
b c b
/fdg—/ fdg—/ fdg’
b
<|[ 1dg-560.6)|+[s(0.6) - S(0".€") - S(a" ")
c b
+|ste’e) - [ rag+|s@"en - [ rag|<e.
Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, dikaz je dokoien. Ol

5.18. Cviceri. Rozmyslete si proz existence inte@itl

/abfdg, /:fdg, /bedg

plyne existence zri@rych cleri (¢’,£') € 7 [a,c] a (6”,£") € T [c, ] tako-
vych, Zze plat (5.9).

Dlikaz implikace okaceré ke tvrzenvéty 5.17 je pro(o) RS - integal poner-
né lehky:
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5.19. \ta. Jestlze c € [a, b] a jestlZze existujintegraly
c b
h=) [ fdg a L=(o) [ fdg

b
pak existuje ta& integél I = (a)/ fdgaplat I=1+ I5.

Dlkaz. Buddanoe > 0. Zvolme cBleri o € Z|a,c] a o’ € Z|c, b] tak, aby
platilo

|S(o’,&")— 1| <& pro (o/,¢') € T [a, | takowe, Zeo’ D 0.

|S(c”,&")—I1| < e pro (6”,¢") € 7 [c,b] takowe,zed” Do .

Nyni, nechto. = o, U 0. Prot@ze c € o, kazde zn&ere cEleri (o, &) intervalu
[a,b] sphujici o D o. miizeme rozélit

oc=0dUd" a ¢=(¢,¢")
tak, ze bude platit
(o', ¢ e Ta,c], (6",")e T [c,b], ' Dol a " Dol
Nawc, je
S(o,€) = S(a',&") + S(a”,&").
Vzhledem k definicie. a o/ tedy pro kade (o,&) € 7 [a,b], kde o Do,
mame
|S(a,£) — (L —I—Iz)‘ < !S(a',é') —Il‘ + ‘S(a’”,ﬁ”) —12’ <2e,
tj. dokazali jsme tvrzehvéty. O

5.20. Poziamka. Aby mohlo platit analogick tvrzen také pro (§) RS - integél je
tfeba gidat pfedpoklad o pseudoaditiétfunkd f, g v boce c, viz cviceri 5.31.

Pro existenci(d) RS - integélu mame tale rasleduici pfirozenou aé&pe 0wi-
telnou nutnou a postaijici podninku.

b
5.21. \Bta. Pro dare funkcef,g:[a,b] — R integral (5)/ f dg existuje pave

tehdy, kdy pro k&dou posloupnosf(o™,£")} C 7 [a,b] CLGaéer;'/ch celen in-
tervalu [a, b] takovou,ze lim |o"| =0, mé posloupnos{S(e™, &™)} kon€nou
limitu.

77



78 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

D &k az. Nutnost uvedé@podninky je Zejma. Zbyva dokazat jej posta&itelnost.
Pfedpokbhdejme tedyze limita lim S(o™,&") existuje (a je kon&na) pro
kazdou posloupnost(e™,£")} C 7 [a,b] takovou,ze lim |o"|=0.

Necht existuj dvé posloupnosti zrierych leri {(o",£")} C 7 [a,b] a
{(6", €)Y C 7 [a,b] takowe, e  limy,—oo |0"] = lim, o0 |6 =0 &

lim S(c", &) =IcR a lim S(c", & )=I€cR.
Sestavme nyimovou posloupnost
~1 =1 ~9 T2
[S(p" ™} = {S(c'.€").5(6",€), 5(c%,€2),8(6% €),... }

Podle n&eho pedpokladu ra tale posloupnost{S(p™,n™)} konenou limitu
JE€R a, prot@e obsahuje adbposloupnosti

{S(c".€")} a{s(e".€")}.
mud platit I = I = J. To znamea, ze hodnota limity

I= lim S(o™,&")
nezvid na volk® posloupnosti{ (e, £")} zn&erych cleri intervalu [a,b] pro
kterou plat lim |o"|=0.

Nyni, necht{(c", &™)} C 7 [a,b] je libovolna posloupnost takéy ze

lim |o"|=0, lim S(e",€")=I€R

a necht
b
) [ fag#1

Potom existujez > 0 tako, Ze pro kadé k € N Ize najt (o™, £"*) € 7 [a,b]
pro réz plat

1 ~
o™ < 7 a |S(o™ €™ ) — 1| > €.

To znamea, Ze jsme nali podposloupnost{(c"*,£"*): ke N} C 7 [a,b] po-
sloupnosti{(c™,£")} pro kterou neplétklim S(o™k €™ )=1. To je ale spor

s n&im predpokladem. Mme tedy

(&L?dgz[

Tim je dikaz \éty dokorten. O
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5.22. Poziamka. (i) Necht f € Gla,b], zo € (a,b), ¢, deR a g(x)=c pro
x € la,x0), g(xo) = (c+d)/2, g(x) =d pro z € (zo, d]. Dale, nechtf: [a,b] =R
ma jednostran@limity f(xo—), f(zo+) €R.

Pro n € N uvazujme posloupnostéleri {o"} intervalu [a,b] takowch, ze
pro ke&zde n € N existujek,, pro ktee plat o} _, <z <o} . Dale, nechiektory
zn&ek 0", n™ a ¢" jsou takowe, Ze pro kade n € N plaf

(e",0"), (e",n"), (¢",¢") € Ta, b],
O, =x0, o), 1< <mo A x0 < (L S O0f.

Mame
S(",0")=f(z0) (d—c), S(",n")=f(np,)(d—c), S(", (") = f(Ci, ) (d—c)
pron €N atedy
lim S(c",0") = f(z0) (d—c), lim S(c",n") = f(xo—)(d—c),

n—oo n—oo
Jim S(o",¢") = flao+) (d—c),

Odtud plyneze k tomu, aby kada posloupnost (o™, £™) takowa, ze
(o™, &") € Ta,b] a |o"|—0,

konvergovala pra: — oo k néjaké kon&né (a jednoznéné urterg) hodnog I, je
nutrg, aby platilo

bud g(zo—)=c=g(xo)=d=g(xo+) nebo f(zo—)=f(xo)=f(zo+).
b
Vzhledem ke @t 5.21 Ize tedy €ekavat, ze pro existenci integiu (5)/f dg
bude nute, aby funkcef a g nenely zadry spolé&ny bod nespoijitosti. ¢

(i) Nyni, nechit oo € Z1a,b] je libovolné cBleri obsahtiici x¢. Pro ka&deé jeho
zjemréni o potom existujek = k(o) takow, ze zp = 0. Mame

(F(G)+ F(6) ©5°  festize g1 <ao <&

st ) 1) 7160 d;dc_ jestlize &, 1 = o < &
(F(E) + S (@0) 5~ jestlize g1 <ao =6,

L f(z0) (d—¢) jestlize &1 =z =&,
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Bude-li tedy funkcef regulovai nala,b], bude mndina @ hromadiych bodi
mnaziny {S(o,&):(0,€) € .7 [a,b] ac Doy} nejwSettyfbodoma:

Q = {(F o=+ Flaot)) 55, () + flaot)) 5,

d—c d—C}.

(f(zo—) + f(20)) 5 2 f(zo) 5

b
Pro existenci inte@lu (o) [ fdg je ovdem @inejmer§im nutré, aby se mnkina

Q redukovala na jednobgdovou nmaou. Snadno se nadine,Ze toto nastane
prave tehdy, kdy pro funkcef a g bude platit sodasré

At f(zo) ATg(z))=0 a A~ f(xo) A"g(xo)=0.

5.2 Podminka pseudoaditivity a jeji dUsledky
Podrobmji vyjasnit vajemry vztah mezi(§) RS a(o) RS - integalem umdni po-
jem pseudoaditivity

5.23. Definice. Rekneme e funkce f,g:[a,b] — R sphuji v boc = € (a,b),
podninku pseudoaditivity, jesttie

Pro k&dé ¢ > 0 existujed. > 0 takow, Ze je-li
§'.6"€(0,68.), E€x—6",a+38"), ¢! €[x—6", 2] @& € [, x+6"]
pak plat (PA)
|£(&) [9(z +6") — g(a—8")] = F(£') lg(x) — g(a—3")]
— (€M) lg(z +48") —g()]| <e.

5.24. Poziamka. Powiti podninky (PA) mize byt nékdy pohodl@jsi, pokud ji
preformulujeme do asleduici ekvivalentni podoby.

Pro kadé e > 0 existujed. > 0 takow, ze je-li
v’ €(x—0: ), 2" € (z,2+6:), {€la’,2"], ' €fa’,x] al” € [z, 2"

pak plat
| £(©) [g(@")—g(a")] —f(€") [9(x)—g(a")] = F(£") [9(z")—g(x)]| <.

80



STIELTJESUV INTEGRAL 81

5.25. Hiklad. Necht

0 kdyz x<0, 1 kdyz z<0,
flx) = . a g(z) = .
1 kdyz >0 1 kdyz >0

ar' <0<a”, el 2], & el2’,0] ag” €[0,2"]. Potom

|£(€) [9(a") = g(2")] = £(£) [9(0) — g(2)] = £(£") [9(=") — 9(0)]]
=|f©) - f(E)] =1

vzdy, kdyz budeé <0 a £” > 0. Vidime, ze funkcef, g nesphuji podminku (PA)
v bock 0.

5.26. Lemma. Jestlze funkcef, g : [a,b] — R splhuji v bo® z € (a, b) podninku
pseudoaditivity, pak aspigedna z funkicf, g je v bo@® = spojita.

Na druhou stranu, je-li jedna z funkg, ¢ spojita v bo@® = a druhé je ohrani-
Cera na jeho okdl pak funkcef, g spihuji podninku pseudoaditivity v bdh.
DUkaz. a) Nechtf, g sphuiji podninku (PA) pseudoaditivity v baglz. Dosa-
dime-li ¢ = ¢’, dostaneme

Ve>0d6.>0:
<x’€ (x—0c,2), 2" €(m,2+6:), &' ela,z], £ € [:c,a:”})
= [£(€") = f(€")]]9(z")—g(2)| <&

Odtud je Zejme, Ze nefirli funkce g v bodé = spojita zprava, musbyt v bode z
spojita funkce f. Podob®, poldime-liv (PA) ¢ = ¢” ad’ = 6", dokazeme ze
neri-li g spojita zleva vz, mud byt f spojita v x.

b) Necht
r€(a,b), 6>0, 2’ €(x—0d,z), 2" € (x,x+0),
Eeld,2"], ¢'eld,z] a £"€lx,a"].
Potom
|£(€) [g(w")—g(fv')]—f(ﬁ’) l9(z) —g(z )] I
= |(£©~£(€") (9(2)- <m’>)+( INIG) (gx ~g(x))]
< |£(&) = f(€D)] |g(x) — g(@")| + | f(€") — f(&)
< (I£(&) = f(@)| +f(x) = F(€N]) [9(z) — g()]
+(IFE") = F@+ (@) = F©I) |9(=") — g(=)].
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Odtud & plyne,ze plat i druhé tvrzen lemmatu. O

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty 5.13 a lemmatu 5.26.

b
5.27. \Bta. Necht f,g:[a,b] — R a nechtexistuje integal (5)/ f dg. Potom

v kazcem bo@ z € (a, b) je alesp@ jedna z funkic f, g spojita.
b
D 0 k az. Fedpokhdejmeze (5)/ fdgeR. Vzhledem k lemmatu 5.26 nyn

stai dokazat,ze dvojice f, g splhuﬁ podninku pseudoaditivity v kadem bo@
z € (a,b).

Pfedpokbdejme tedyze nepldt (PA), tj. existujee >0 takow, Zze pro kadé
5 >0 lze najt

v e(x—6,z), 2" €(x,2+06), ner,2"], n €[r,z] an” €[z, 2"]
takowe, ze

[F(n) [9(=") = g(2")] = (') [9(x)—g(a")] = f (") [9(=") — g(@)]| = €. (5.10)

Bud dano libovolre § > 0. Necht (o, &) € 2 [a, b] je takow, Ze |o| <& apro
néjake k€ {1,2,...,m} je op_1 =2' <z <z" =0} a& = n. Definujme

&:UU{.%} a E = (§1,---,§k—1;?7/,"7//,§k+1,--- ,fm) .
Podle (5.10) tedy #me
S(e,€) = 5(5,8)| = | £(&) l9(ow) — g(on-1)]
= f") lg(x)—g(on-1)] = f(n") [9(on) — g(2)]]

To znameaA, Zze nemsplréna podrimka (5.3') a tud? podle ety 5.13 a c\ieri 5.14

b
neexistuje intedl (6)/ fdg. O

Vime, ze (0) RS -integél je specalnim pfipadem (o) RS - integalu (viz vé-
ta 5.5). Na druhou stranu, jak @ite rasleduici véta, pojem pseudoaditivityam

poskytuje manost objasnit i vazbu meztmito integaly v op&ném sn@ru.

82



STIELTJESUV INTEGRAL 83

5.28. \ta. Nechit f, g: [a,b] — R. Potom integal ( /f d g existuje pave tehdy,

b
kdyz existuje intedal (a)/ fdg afunkcef, g splhuji podninku pseudoaditivity

v kazcem bo x € (a, b).

b
Dlkaz. Hedpokhdejme nejprveze existuje(é)/ fdg. Podle ety 5.5 po-

b
tom existuje i(a)/ f dg a ma stejnou hodnotu. &le, podle ety 5.27 funkce

f, g mud splhovat f)lodrﬁnku pseudoaditivity v kedem bo@ x € (a, b). Stei tedy
b
dokazat,ze kdyz existuje intedal (a)/ fdg a funkce f, g sphuji podminku

b
pseudoaditivity v kadem bo@ z € (a, ), pak existuje i intedal (5)/ fdg.

b
Predpokbdejme tedyze (o—)/ fdg=1TI€eR afunkcef, g spihuji podninku

pseudoaditivity v kadém bock :1?6 (a,b). Necht je dano e >0 a nechtdéleri

o-={s0,81,...,5} € Z[a,b] je tako, Ze plat

|S(p,n)—I| <e jakmile pD>o. a ner(p). (5.11)
Ozn&me

dr :=min{s;—s;—1:1=1,2,...,7}. (5.12)

Prota@ze funkce f, g spluji podninku pseudoaditivity nga, b), nutré existuje
0: €(0,9,) takow,ze prokade i =1,2,...,r plaf

|£(€) [9(s]) — g(s))] ]
—f(€") [9(si) = g(sDI=F(E") [9(s]) = g(s0)]] < ;

pro VSechnai € {1,2,...,r—1}, (5.13)
s € (si—0g,8i), s €(si,8i+ ),
§elsi,si ], &' €lsi ], €7 €[si, 5]

Necht (0,¢) € 7 [a,b], o ={01,09,...,0m} & |o| <.
Podle (5.12) je prokade j € {1,2,...,m} mnaina(o;_1,0;) No. bud jed-
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nobodowa nebo pazdra. Necht
U, jemnazina€chje{1,2,...,m} prokted(o;_1,0;) No.=0,
U2 = {1,2,...,m}\U1.

Potom pro kade jcU, existuje pavwe jednoi(j)€{1,2,...,r} takow, ze
si(j) € (0j-1,05). Paet prviki mndiiny U, tedy nef vetsi nez r.

Polazme nyn p = o Uo .. Potom
lp| < 9z < 0. (5.14)
apro kadé j € U; existuje pave jednok(j)€{1,2,...,v(p)} takow,ze
[ok(j)-15 Pk(5)] = [oj-1,05]. (5.15)
Pokudj € Us, pak existuje pave jednol(j) € {1,2,...,v(p) — 1} takow,ze

Pe(i)—1 = Tj—1s PeG) = Si(j)> Pe(j)+1 = Tj+1 - (5.16)
Zvolme vektorn tak, aby bylo(p,n) € 7 [a,b] a
ey =& kdyz j €U (5.17)

a porovnejme inte@ini solwtty S(o, &) a S(p,n). Mame

=Y &) laloy) —gloj-)l+ D £(&)[9(05) —g(o5-1)]-

JjeUy Jje Uz
NechtV) = {k(j):j€U} aVo={1,2,...,v(p)}\ V1. Pak podle (5.15)—(5.17)

= fOm) 9lpr-0)1+ Y ) [9(ox) — 9(pr-1)]
ke Vi KE Vi

= Fm) l9lowe) — DI+ ) — 9(pr—-1)]

jelUx ke Vs

=>" (&) lg(o)) — g(oj-1)]

jetn

> [ ) 90e) =9 ey — D)1+ F (eiy+1) [9(Peiy+1) =9 (pe)]

jeUsz

=>_ f(&) lgloj) — g(oj-1)]

JjeUy

+Z [f(W(j)) [9(si¢)) — 9(s5-1)] + f(Megjy+1) [9(oj41) — g(ﬁi(j))] :

je Uz

84



STIELTJESUV INTEGRAL 85

Tudiz
S(o,€) - ; F(&) lg(o) = g(aj-1)]
—XUJ J z;)) 905 )+ F e+ 0(0501)—9(si07)]]
tj.

|S(UJE)_S(p7n)} < Z

JeEU2

kde
Wj = f(&)lg(o;) — g(oj-1)]
= F(egi)) [9(sig5)) — 9(aj—1)] = f(eiy+1) [9(oj41) — 9(sigi))] -
Pfipomaime,ze vzhledem k (5.14) a (5.16)ame
[O'jfl, O‘j] C (Si(]) e, Si(4) + 0. ) f] [ i(j)—(sg, Si(j)—HSe] ,
Ne(y) € [Si(j)—5e7 Si(j)]v Ne)+1 € [Si(j)7 Si(j)+5e] .

Podle (5.13) je tedyWW;| < c pro kazdé j € U, atudz (také dky tomu,ze pcet
T
elementi mnaziny U, neri vétSi nez r) doshvame,ze

1S(0,6) = S(p.m)| < Y |W;| <e.

je U2
Konetng, vzhledem k (5.11) a k vzhledem k definjgi dosavame

|S(Ua£)_l‘ < ‘5(075)—5(@")"HS(P’TI)—I} <2e.

b
Dokazali jsme tedyze (5)/ fdg=1. O

b

5.29. Disledek. Necht (o)/f dg=1TI€eR anechtv kazdem bo@ intervalu(a, b)

je alespa jedna z funk’lcf,(iq: [a,b] — R spojita a druta je ohranteré na jeho
b

okoli. Potom je tak (6)/f dg=1.
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D Uk az. Podlelemmatu 5.26 $piji funkce f, g podninku pseudoadivity v
b
kazdem boe z € (a,b) atudz podle \Bty 5.28 existuje taéx(é)/f dg aplat

<6>/G?dg=<a>/}dg. =

5.30. Poziamka. Specalné, jestlze g(z) =z (tj. pro Riemanfv integal), jsou

b b
definice integalll (6)/ f(z)dz a (a)/ f(z)dz ekvivalentn.

5.31. Cviten. Dokazte tvrzei: ,
Nechtc € [a, b], (6)/ fdg=L€R a (5)/ fdg=1I,€R anecht f, g spl-

b
nuji podminku pseudoaditivity ¥. Potom integal I :(5)/ f dg existuje a plat

I=1+1I.
(Navod: vywijte véty 5.19 a 5.28.)

5.3 Dalsi podminky existence integélu a absolutri inte-
grovatelnost

Nyni potfebujeme da&@ pomocry pojem.
5.32. Definice.Necht —co < c<d< o a f, g: [c,d] — R. Potom definujeme

Sagle,d] = {[Ssaglp.m) — Sraglp’ . n"): (p.m). (p',n") € 7 [c.d]}

w (Stagsle,d]) =sup Gragle,d). (5.18)

Plat nasleduici modifikace Bolzanoych - Cauchyoych podninek.

5.33. \Bta. Necht f, g: [a,b] — R. Potom:
b
() Integral (5)/f d g existuje tehdy a jen tehdy, Kdplat

Ve>03.>0:
v(o)
(ae@[a,b} alol <55> == w(Sragiloj-1,05]) <e.
1

q

(5.19)

<.
Il
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b
(i) Integréal (o)/f dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdplaf

Ve>03o.€Pa,b]:

0'
(JG@[a,b]aaDa€> Z (Spagiloyro)) <e. [ 20

DOkaz. a) Ukzeme,ze podninka (5.19) je ekvivalenfns Bolzanovou -
Cauchyovou podimkou pro existenc{d) RS - integalu.

«) Predpokhdejme,ze plat (5.3). Nechte >0 je dano,s=¢2/2 a nechtd. je
urteno podrimkou (5.3). Mejme @leri o intervalu [a,b] takow, ze |o| < d..
Ozn&me m=v(o) a pro kade je€{1,2,...,m} vyberme znaerd cEleri
(o,£7), (67,€) e T [0;_1,0,] tak, aby platilo

0 <w(Stag [0j-1,05]) < Syagle?, &) — Syay(5,8) + % (5.21)
Definujme
—Jo', B U n=(".€,....6" aq=@.&....&".
=1 =1
Potom

(p,m) € 7 [a,b], (p,m) € T [a,b], |p| < a|p| <.

Tudiz podle (5.3) a (5.21) dastame

0= ) w(Sragiloj-1,05])

s

<
Il
—

[Spagla? €)= Syay(6),&) +

AN
i
Sl

= Siag(p,m) —Siag(pm) +e<2e=¢

Protaze £ > 0 mohlo byt libovolné, plyne odtudze podninka (5.19) je spléna.

3) Pro dikaz obaceré implikace pedpokhdejme ze plat (5.19). Dokizeme,ze
potom je spl&na podrimka (5.3").
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Bud danoe > 0. Necht 4. je urteno podrinkou (5.19). [&le, méjme zné&ereé
déleri (o,¢) intervalu [a, b] takowe, Ze |o| < §., Ozn&mem = v (o). Necht
g=Jo/, £=(¢.€,....&m),
j=1
kde
(07,87) € Toj_1,07] pro j€{1,2,...,m}.

Potomeo D o. Diky pfedpokladu (5.19) a sfiflédnutm k (5.18) dostaneme
’Sng( &) — Sng(&vg)‘

|£(&) [9(05) — g(oj-1)] = Spag(a?, )]

Dﬂs

.
Il
_

Dﬂs

w(Syagiloj-1,05]) <e.

.
Il
—

Plat tedy (5.3)).

b) Analogicky by se do&zala ekvivalence podmky (5.20) s Bolzanovou - Cau-
chyovou podrinkou pro existenc{c) RS - integélu. Podrob¥ diikaz je ponechn
Cteréfi jako cvicerd. Ol

5.34. Cvteni. Dokazte tvrzefmveéty 5.33 pro(o) RS - integaly.
5.35. Lemma. Necht f, g:[a,b] =R a [¢,d] C [a,b]. Potom
Wie.d) () 19(d) = g(e)] S w (Spagile,d]) < wiea)(f)vardg. (5.22)

DUkaz. a) Nechte=p={cd}, {,n€lc,d] a £€=(£),n=(n
(0,8), (p,m) € T[e,d] al|f(§) — f(n)lg(d) — g(c)| € ray([c,d]) atu

Wie,a) () |9(d) — g(c)| < sup Spagle,d) = w (Spag;le,d]).

). Potom
tud

b) Na druhou stranu, jest (p,n), (7,0) € 7[c,d]| a pol&ime-lioc=p UT,
bude o€ Z[c,d] a

v(o)

[Sragesm) = Spag(m0) = | Y (F0)) = £16)) l9(e5) — 9(oi1)]]
j=1
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kde 77;- =Nk kdyi [Ujfl,O'j] C [Pk—l,ﬂk] a (9; :ek kdyi [O‘jfl,O'j] C [Tk;—la Tk].
Odtud dosaivame dle

1Srag(p,m) = Spag(T,6)] Z\f ;) = £0)] |9(oj) — g(oj-1))|

< w[a,d](f) V(g,o)
neboli
w (Syagile,d]) =sup Sragle,d) < wpq(f)vardy.

Dokazali jsme platnost nerovn®$5.22). O
5.36. Poziamka. Je-li varlg = oo, pak je osem drufa z nerovnostv (5.22)
trivialni.

Nasleduici tvrzen poskytuje dai nutnou a postaujici podninku pro existenci
obou typl RS -integall.
5.37. \kta. Necht f: [a,b] = R, g €BV|[a,b] a v(z) =var® g pro z € [a, b]. Po-
tom integal /bf dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdgxistuje integ'il/bf dv.

Dlkaz. a) Prokadyinterval [c,d] C [a,b] mame vaf v = v(d) — v(c). Tudiz
podle lemmatu 5.35 muglatit

v(o) v(o)
> Wiy o)) [0(0)) —0(05-1)] =D w (Spaviloj-1,05])

Jj=1 1

)

<.
I

pro libovolré céleri o € Z[a,b]. Podle lemmatu 5.35 tedyate doshvame

“() v()
w(Sragiloj-1,05]) < Z Wio;_ 1,051 (f) varg’_, g
J=1 j=1

q

v(o) v(o)
= Z w[ajfl,aj}(f> [U(Uj) - U(Uj—l)] = w (SfA’U; [O’j_l,O'j ]) )

J=1

<.
Il
-

tj. nerovnost

q

V(o) V(o)
w(Sragiloj-1,05]) < > w(Sravloj-1,05])
1 1

.
Il

]:
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plafi pro kezdé celeri o € Z[a,b]. Pomog véty 5.33 nyim uz snadno do&eme,
b

b
Ze z existence integhu / f dv plyne existence integtu / fdg (ato pro oba

typy RS -integalu).
b
b) Predpokbdejmeze existuje intedal (a)/ fdg.

Bud danoe > 0. Potom podle &ty 5.33 existuje éleri o. € Z[a,b] takowe,
ze

0‘
Z (Sragiloj-1,05]) <e (5.23)

plati pro kazdé jeho zjemeri o O o.. Zfejmé mizeme & predpokbdat,ze tale
O<vart g—V(g,o)<e (5.24)
plafi pro kazde Bleri o takowe,Zze o D o.. (Zdlvodréte!)

Podle lemmatu 5.35 ame
(

t
S

v(o)

w (Syaviloj-1,05]) < Zw[aj_mj](f) varg)_, g
1 j=1

a, chle, podle (5.24) a (5.23)
v(

.
Il

q

) v(o)
w (SfAv; [Ujfla 0j D < Z w[oj_l,aj](f) [Q(G'j) —g(O'jfl)]

J=1

<.
Il
=

v(o)

+ Zwoj Loy (F) (Varg_, g —[g(o;) — g(05-1)])
<e+ w[a,b}(f) (Vara g— V(ga U)) <e (1 +w[a,b](f)) .
b
Podle \ety 5.33 nlizeme tedy uzdt, Ze existuje intedal (a)/ fdo.
b b
c) Zbyva dolkazat implikaci (6)/ fdgeR = ((5)/ fdveR.
b
Necht tedy existuje inteda (6)/ f dg. Potom podle &t 5.5 a 5.27 existuje
b a
(0’)/ fdg afunkce f,g nemaj spol&€ny bod nespojitosti V(a, b). Dale, podle
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lemmatu 2.22 tal& funkce f, v nemaj spol&€ny bod nespojitosti \(a, b). Konetné,
b

protaze podlecasti b) tohoto dkazu existuje inte@l (o) / f dv, existence in-

a

b
tegralu (5)/ f dv plyne z disledku 5.29. (Proite g € BV |a, b], jsou funkceg i

v ohrantere nala,b].) O
b
5.38. \kta. Necht f:[a,b] = R, g€ BV]a,b] a existuje integﬁl/ f dg. Potom

existuje tak mteglal/ |f|dg.

Dlkaz. Podle gty 2.13 a lemmatu 5.11 selireme omezit naifjipad, ze g
je neklesdpi na [a,b]. Potom je vaf g = g(d) — g(c) pro libovolra c,d € [a, b]
takowa, Zze ¢ < d. Podle lemmatu 5.35 tedy pro libov@mkleri o € Z[a, b] plat

y(o’) I/(O’
Z w(Sragiloj-1,0;5]) Zwaj Lo (f [9(oj) —g(oj-1)]
j=1
a
v(o) v(o)
Z w S|f|Ag7 Uj 17Uj ]) w[o‘jfl,o'j]UfD [9(0']) _g(UJ_l)] *
=1 j=1

Na druhou stranu,fejme
1F @) = f)] <1f(z)— f(y)| prolibovolra z,y € [a,b].
Mame tedywy. 41(| f]) < w[ad](f) pro libovolry interval [c,d | C [a, b]. Tudiz

(o) v(o)
W (Sif1ag3 [0j-1,051) = D wioy 101 (1F1) [9(07) = g(0j-1)]

<
q

j=1 j=1
v(o) v(o)
j=1 j=1

Tvrzeri lemmatu nyiplyne okanzité z ety 5.33. O

Primym dlisledkem lemmatu 5.9 &v5.37 a 5.38 je&sleduici tvrzeri.
5.39. Disledek. Necht f:[a,b] =R, g € BV|a,b], v(z)=vartg pro z € [a,b]
b b

a nechtexistuje integal/ f dg. Potom existuje té(integlél/ |f| dv aplat

b b
fdg| < [ 1f1dv < 7] vartg.
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O

Na zaver tohoto odstavce @keme, jakou roli hrajv teorii Stieltjesova in-
tegralu ohrangere funkce. Nasleduici tvrzeri plafi pro oba typy RS - inte@il.

b
5.40. \eta. Nechtexistuje [ f dg. Potom je budé funkce f ohraniceré na in-

tervalu [a, b] nebo existuje Iiorimy sysém bodi «;, §; € [a,b], i=1,2,...,k ta-
kowych,Ze plat
() a<ar<fi<aa<fo<--<oap<fBp<bh

(i) funkceg je na k&dem intervalu[w;, 5;], i=1,2, ..., k, konstanti

k
(iii)y funkcef je ohranterd na mndine [a,b]\ U [, Bi].
i=1
b
Dlkaz. a) Pedpokhdejmeze existuje intedl (a)/f dg a,ze funkcef nen

¢ b
ohrantera nala, b]. Potom podle @&ty 5.37 existuje takintegél (o) [ f dv, kde

v(xz)=vartg pro z € [a,b]. Podle ety 5.33 a lemmatu 5.35 tedy gxistujéleh’
o € P|a,b] takok, ze

v(o) v(o)
> Wy (D(e) = v(0-1)] <Y w(Saviloj-1,04]) < 1.
j=1 j=1
Specalré, prokade j=1,2,...,v(o) az’,2" € [oj_1,0,] mud platit
w[oj_l,aj](f) [U(U])_U(U]—l)] < ]‘ (525)

Nen-li f ohrantera na intervaluc, d], pak je osem

o) = sup @)~ f()] = oo

z'x' e [O'jfl,O'j]

a (5.25) niize platit jenom tehdy, kdybude0 = v(o;) —v(oj_1) = varg’_,g.
Podle lemmatu 2.12 to znanmrze funkceg mud byt konstanti na intervalu
[0j_1,0;]. Nyni, necht J je mnczina \8ech interval [o;_1,0,], na ktegch je
funkce f neohrantera (a tedy funkcey konstanti) a nechtk je patet prvki teto
mnaziny. Dlikaz dokoime, ozn&ime-li krajri body intervall z J tak, aby platilo
3:{[Oé“ﬁl] :i:1,2,...,k}.
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b) Jestlte existuje(d )/f dg, pak podle ety 5.5 existuje tad ( /f dg atvr-
zeri véty plyne z prvincasti dikazu. O

b
5.41. Poziamka. Protaze hodnota inte@iu [ f dg se nezréni, jestlize libovolre

poznerime hodnotu funkce na intervalec(h, na ktgch je ¢ konstanti, vidime
b
z véty 5.40,z¢ jestlie integal / f dg existuje, pak Zdycky ntizeme ndj funkci

f ohrantenou nda, b] a takovouze

/abfdgz/abfdg-

5.4 Substituce

VSechna tvrzertohoto odstavce plave stejiem zrén pro oba typy RS - inte@lu

Zatneme ddlim dusledkem definice 5.32.
b
5.42. Lemma.JestIEe/ fdgeR a (o,€) jelibovolre zn&ere celeri intervalu

[a,b], pak plat
b v(o)
[1d5-50.0] <Y w(Spagilosra)). (5.26)
a j=1

Dbkaz. Oznéamem=v(o). Bud danoe > 0. Nezavisle na tom o jak typ
RS -integélu se jeda mizeme zvolit znéeré cleri (o,£) € 7 [a,b] tak, aby
bylooe>o a

b ~
fdg—S(&,g))<g.

Protaze o je zjemrérim o, miizeme ho rozédlit tak, Ze bude

m

6=|J5/, kdea’e€Z(oj 1,0m] Proj=1,2,...,m

Podobié & = (£ ,¢ ,...,&), kde & jsou realné vektory takoe, ze
(&j,s YET [0j_1,0;] proj=1,2,...,m
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Mame tedy

b
[ 1da=s0.6)

<

[190-56.8] +|s@.8-s(0.6)

<+ Y1) [9(05) — g(o5-1)] - S(&, &)
j=1

<e+ Y w(Sragiloj-1,05])-
j=1

Protaze € > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze plat (5.26). Ol
b
5.43. Disledek. Jestlze [ fdgeR alc,d]| C [a,b], pak pro k& € € [c, d] plati

a

d
| £d9- 7O 19d) ~ 900l < (Syailend).

Nasleduici specalni forma &ty o substituci je ta disledkem lemmatu 5.42.

5.44. \fta (SUBSTITUCE). Necht f,g,h:[a,b] - R, pfiCent f je ohrantera
b

na intervalu|a, b] a/ gdh eR. Potom jeden z integil

a

/abfd[/jgdh} a/abfgdh

existuje (nd kon€nou hodnotu) gave tehdy, kdy existuje i ten drup V takoem
pripaceé pak plat

/abfd[/jgdh] :/abfgdh. (5.27)

b
D U kaz. Nejprve si paéimréme,ze z existence inte’gtu/ gdheR plyne,ze
funkce ¢

w:$€[a,b]—>w(x)—/xgdh

94



STIELTJESUV INTEGRAL 95

je definovana na cé@m intervalu[a, b| a ma kon€né hodnoty pro kade x € [a, b]
(viz véta 5.15).

Pro libovolre zn&ere cBleri (o, &) intervalu [a, b] mame

1Srgan(a, &) = Siaw(o,€)]

v(o) v(o)
= ‘ Z f(&) 9(&5) [h(oj) — h(oj-1)] — Z f(&) [w(oj) —w(oj-1)]

v(o)

< D 1AE)] |9(6)) h(oy) — hloy-)] - / " oan

j=1 -1

v(o) o
<71 (Z (69 ) (o)) - | gdh) .
=1 7j-1

Podle disledku 5.43 do&wvame dle

v(o)

|Stgan(e, &) = Sraw(o,€)| < ||f||z Seaniloj—1,05]).

Odtud podle &ty 5.33 & plyne relace (5.27). fes\edtete seze dikaz opravdu
umite dokorEit.) O

5.45. Disledek. Je-li f ohranter& nafa,b], h:[a,b] — R je riemannovsky inte-

grovatel@ nafa,b] a g(:r:):/ h(t) dt, pak jeden z integl

/abfdg a /abf(:c)hx dz

existuje pawve tehdy, kdy existuje i ten druf. V takovem gipace pak plait

/abf dg =/abf(x) W) do. .

5.46. Veta(DRUHA 0 suBsTITUCI). Pfedpokhdejmeze funkces: [a, 3] — R je
ryze monotonia spojita na [«, 5] a zobrazujga, 3] nainterval[a, b]. Potom pro
libovolné funkcef, g:[a,b] — R plati

b B
existuje-l / f(z) dg(z), existuje take / F(6(2)) dg(6()

67
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B8 b
+ / F(6(x)) dg(6(x)) = / f(z) dg(z), (5.28)

kde "+" plat i, je-li ¢ rostoud a ™" plat i, je-li ¢ klesajci.
D 0 kaz. Fedpokhdejme nap, Ze ¢ je klesajci. Potoma = ¢(b) a 8= ¢(a).
Pro dar zn&ere eleri (o, &), intervalu[«, 3] polozme

Pv(o)—j :¢(Uj) proj=0,1,..., I/(O’), Nv(e)—j — ¢(€]) proj=1,2,..., V(U) :

Potom (p,n), p=1{po,p1,. .. 7p1/(0')}7 n= (11,72, - » v (o) je zn&ere celeri
intervalu [a,b]. PiSemep = ¢(o) a n = ¢(&). Ziejme, je-li o D o', pak je
také ¢(o) D ¢(o’). Podob®, protde ¢ je stejnon@rré spojit na [«, 5], plat
|p(o)| — 0 jakmile |o| — 0. Navic

v(o) v(p)
> F(60) [9(6(05) = 9(dloj—)] = =D Fny) [9(6(p))) — 9(8(pj—1)]
j=1 i=1

plati pro kazdé (o,&) € 7o, B]. Ted uz zajise kazdy Cterd, ktery pozorré pro-
studoval einu dikazl této kapitoly, samostaéndokorti diikaz rovnosti (5.28)
pro oba integaly (vCetré pfipadu,ze ¢ je nrostoud). m

Dalsi variantou ety o substituci je asleduici véta. Jejdiikaz mizeme pone-
chatCter#fi jako cviceri.
5.47. \ta. Nechtfunkce¢: [a,b] — [#(a), ¢(b)] je rostoud a spojita na [a, b],
p:[p(a),d(b)] — [a,b] jeinversik ¢ anechtf:[a,b] — R. Pak existuje-li jeden
z integald

b o(b)

f(z)dz, f(W(x)) dy(x),

@) 1@ e @ [ s
existuje i ten drufp a plaf rovnost

b ¢(b)
() / f(x) dz = (o) /¢ T dve),

5.48. Cvteri. Dokazte etu 5.47. Zformulujte a dokde analogick tvrzen pro
(0) RS -integaly.
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5.5 Integrace per-partes

Nasleduici tvrzeri je zobecgrim véty o integraci per-partes pro Riemannin-
tegi@l. Plat ve stejriem zrén pro oba typy RS - inte@lu.

5.49. \Bta (VETA O INTEGRACI PERPARTES). Existuje-li jeden z integilli

/fdg, /gdﬂ

existuje i druly a plat

b b
/ fdg+ / gdf = f(b) g(b) — f(a) g(a). (5.29)

DUkaz. a) Buddano libovolre zn&ere cBleri (o, ). Pfeorganizoarim cleni
V SOLEtU Sya 4(0, &) dostaneme

Stagle,&) = (&) [9(o1) — g(a)] + f(&2) [9(02) — g(o1)]
+ oot (&) [9(D) — g(om —1)]
= —f(a)g(a) = [f(&1) — f(a)] g(a) — [f (&) — f(o1)] g(o1)
=[f(o1) = f(&)lg(o1) — - = [f(&m) — flom-1)] g(om-1)
=[flom-1) = f(&n-1)] 9(om-1)
=[f(b) = f(&m)] g(b) + f(b) 9(b)
(

= f(0) g(b) — f(a) g(a) — Sgar(o’, &)
neboli
Siag(e,€) = f(b) g(b) — f(a) g(a) — Syar(o’,&’) (5.30)
kde
o' ={a,&,01,&,09,...,0m—1, &m, b},
¢ =(a,01,01,02,02,...,0m—1,0m—1,b),

(0/,6')e T[a,b] a o’ jezjemrénm o. (Stane-liseze{;=o0;_1 resp.{;=o;
pro réjaké j, musme odem tyto body¢; v o’ a £’ vynechat.)

b
b) Predpokhdejme Ze existuje intedl (a)/ gdf.
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Bud danoe > 0. Zvolme Bleri o. € Z[a, b] tak, aby pro kadé jeho zjem#-
ni o/ aSechna fisluSra zn&era cBleri (o/,¢’) € 7 [a, b] platilo

Seaf(a’,€’) —(U)/abg df) <e.

Podle (5.30) pro k&dé o D o, a (islusré zn&ere dlen (o, &) plaf

b

Sag(,€) — () g(b) + f(a) g(a) + (o) / gdf

b
- <a>/gdf—sgAf<a',s’>,

kdeo’' Do Do, atudz

b

5124(0.8) = () 90) + £(0) () + () [ 9]

= ‘(g)/lbgdf—SgAf(U’,ﬁl)‘ <e.

b
Odtud plyne existence integu (a)/ fdg arelace (5.29). Toze z existence

b b
integralu (a)/ f dg plyne existence integtu (a)/ gdf a plat rovnost (5.29)
by se dokazovalo analogicky. ¢

c) Tvrzen véty pro (6) RS - integély plyne ze vztahu (5.30) podo@feko v drulé
casti dikazu pro(c)RS-integaly a detailil dikaz mizeme nechatteréfi jako
cvicen. O

5.50. Cvteni. Dokazte tvrzemveéty 5.49 pro(§) RS - integaly.

5.6 Stejnomérna konvergence a existence inte@tu

AZ na \étu 5.54, $echna tvrzeintohoto odstavce plave stejiem zrén pro oba
typy RS -integalu.

5.51. \eta. Nechtg € BV|a,b], f:[a,b]—R je ohrantera a nechtposloupnost
b

funkd f,:[a,b]>R, neN, jetakoi,ze| f,dgeR provSsechnaneN a

a

Tim || f— £ = 0. (5.31)
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b
Potom existuje taédnteglél/ fdg aplaf
a

b b
lim/fndg:/fdg. (5.32)

Dlkaz. a)Jesthe je vaf g =0, pak podle lemmatu 2.12 miusyt g konstantin
na|a,b] atvrzen véty je evidentn Predpokhdejme tedyze var g > 0.

Nechtje danoe > 0. Vzhledem k jpedpokladu ((5.31)) tizeme zvolitn. € N
tak, aby platilo

nzne = (Ifu—fli<

) a (Il <lifl+1). (5.33)

varb g

Dale, za naich gredpokladi je podle lemmatu 5.9

b
|/ fudg| < I fullvart g < (I£] + 1) vart g

pro n >n.. Mlzeme tedy vybrat podposloupnogt,} C N} a I €R tak, aby
platilo

b
lim/fnkdgzl.
k—oo J,

Specalrg, existujek. € N takowe, ze

ng, >ne a (k2k€:> dg—I‘<s). (5.34)

Dale, nechto. je takowe cgleri intervalu [a, b], Ze

((a,s)eﬂ[a,b] a a)ag) — )ankeAg(U,é) _/abfnksdg‘ <e. (5.35)

Protaze je nx >n. (viz ((5.34))), plyne z (5.33)ze pro kade zn&ere celeri

(0,8), kde o je zjemrérim o, plaf

|S(0,€) = St 2g(0.8)] < |If = fu lIVarg g <.
Vzhledem k (5.34)—(5.35) tedy déséme

(0, 6)~1] <[ S(0,£)~ 87, ag(0,E)|+ [Sp,,_ag(o /f

b
+ /fnkg dg—I’ < 3e.
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Odtud okanzité plyne,ze plat

/abfdg—l.

Konetngé, prot@e podle lemmatu 5.9 ame

b b
[ fadg—[ 1ol <115, fll (vartg).

rovnost (5.32) nyhplyne z fedpokladu (5.31). Dkaz byl proveden pr¢o) RS -

integrl.

b) Dlkaz pro(d) RS -integaly je analogick a ponechvame ho jako c\deri. [
5.52. Cvteni. Dokazte tvrzefmveéty 5.51 pro(d) RS - integaly.

5.53. \Bta. Necht f € C[a,b] a g € BV|[a, b]. Potom existujoba integély

/abfdg a /abgdf.

DOkaz. Vzhledem ke&tam 2.13, 5.5 a 5.49 stadokazat existenci inte@iu
b
(6)/ fdg pro @fipad,ze f je spojita naja, b] a g neklesdci na [a, b].

Nechtje tedy f spojita nafa, b], g neklesaici na[a,b] as >0 je dano.

b
Je-li g(b) =g(a), pak je g je nutré konstanthna [a,b] a tudz (6)/ fdg=0.

Bez Gjmy na obecnosti Bizeme tedy pedpokbdat,ze g(b) — g(a) > 0. Dale Vy-
uzijeme tohoze kada funkce spojé na kompaktim intervalu je na tomto inter-
valu talé stejnongérré spojifr. Existuje tedy. > 0 takowe, ze

€
f@)=fWl< 77—
T =T o=@ (5.36)
provsechnar, y € [a, b] takowa, Zze |x — y| < J. .
Dokézeme,ze pro libovolrd dwe zn&era klen (o,€), (o’,&’) intervalu [a,b]
takowa, ze |o| < 0. ao’ Do plati |S(o,&) — S(o',&7)| < e. Podle \éty 5.13 to
uz bude znamenate existuje(&)ﬁff dg.

Necht v(o) =m. Ozn&me prvky @leri o’ a slazky vektoru¢’ tak, ze bude

/I _ 1 1 2 m m
o = {00,01,...,0 01,075 +,0m—1,07 ,...,Jnm_l,am}

n1—17

E/: (5%7 Tt 571“’5%7 R gin’ ) 5;{;)
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Potom
S(e,&)=>_ f&)lglos) —g(oi—0)] =D £(&)D lg(ad) —glad_y))
j=1 j=1 i=1

1S(,€) = S(a”, €] < DS 1F(&) — F(ED) [g(ed) — g(od_)].-
j=11i=1

Protaze
& — €| <|o| <. provdechng e {1,2,...,m}aic{1,2,...,n;},

odvodme pomocnerovnosti (5.36) vztah

g’ __c 03 al) —g(ad
5(0,6) 510601 < =y 223 Slated) —gtol)
e
Dilkaz se doko&i pomod cviceri 5.18. O

5.54. \eta. (i) Jestlze f € BV]a,b] je zleva spojé na intervalu (a,b], pak
pro kazdou funkcig € G[a,b] zprava spojitou na intervalda,b) existuj
oba integaly

(0)/abfdg a (0)/abgdf-

(i) Jestlze f € BV]a,b] je zprava spojé na intervalu[a, b), pak pro k&dou
funkci g € G[a, b] zleva spojitou na intervalda, b) existuj oba integély

01 a o[ oar

D Uk az. Oky vét o integraci per-partes §ta 5.49) sté v obou fipadech
b

dokazat existenci integtu (a)/ gdf.

Necht g € Gla,b] je zleva spojid na intervalula, b), tj. ge@L[a,b] (viz
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(4.2)). Podle lemmat 4.15 a 4.16ame

Grla,b] = Grla,b] NS[a, b] = Lin X[z, 7 € [a,5))

b
Podle lemmatu 5.11 aéty 5.51 tedy st& dokazat,ze integal (0)/ gdf exis-

a

tuje jestlze g = x[,,-] pro rejaké 7 € (a, b].

Zfejmeé je (0)/Tg df = f(r) — f(a) a pro k&dé (o, &) € 7 [r,b] mame

0 je-li & >,

S(o,€) =
(:8) {f((fl)—f(T) -

Diky spojitosti funkcef v bode 7 zprava niizeme tedy k daemue > 0 vzdy najt
déleri o. takow, Ze bude
|S(o,€&)| < e provsechngo, &) € 7 [1,b] takowa, Zzeo Do, tj.

b b
<a>/gdf:o a (0)/gdf=f(f)—f(a)-

Plat tedy tvrzen (i). Druhé tvrzen by se dokazovalo podoBn O
5.55. Cvteri. (i) Proobatypy RS-inte@iu dok&te:
Jestlze f:[a,b] — R méa kon&nou variaci naja, b| a je spojiti na [a, b],
b
pak integél/ fdg existuje pro kadou funkcig regulovanou nda, b].
(i) Provette podrob diikaz tvrzei (i) véty 5.54.

5.56. Poziamka. Pfipomaime j&t bez dikazu jeden ze zAmych zajmawch
existergnich vysledki. Dlikaz raleZi L.C. Youngovi, jednomu z klasikteorie in-
tegrace, a Ize ho riaj jeho p@aci [62] z roku 1936.

Jestlze funkcef : [a,b] =R ag:la,b] — R spliuji podninky

1f(z)— f(y)| < Klz—y|* a |gx) —g(y)| < Llz—y/° pro z,yea,b],

b
kde K, L €[0,00), «, 5 € (0,00), o+ 3> 1, pak existuje intedal (5)/ f dg.
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5.7 Bodova konvergence
b
Dlkaz Bty o konvergenci posloupnosti intédfi [ f, dg, ve kteé by nebyla

7 - ~ a z a 4 ’ 7
nutra stejnorérma konvergencef,, = f nam usnadnzaveden Darbouxoych
horrich a dolrich integald.

5.57. Definice.Necht g: [a,b] — R je neklesdfi na [a,b]. Pro libovolre cleri
o intervalu[a,b] afunkci f: [a,b] — R polozme

v(o)

Staglo) = Z ( sup  f(x))I[g(os) —g(oj-1)]

j=1
a
v(o)
S faglo) = (me[;nf _] f(2)) lg(os) = g(0j-1)]
j=1 j—1,0;
a definujme
— B
/fdg = inf{Sng(a):O'E_@[a,b]}
a

/;fdg:sup{Sng(a):UE@[a,b]}.

b b
Veliéiny/f dg resp./fdg nazyvame horni resp. dolfiintegral f vzhledem
ke g. ¢ ¢

5.58. Lemma.Nechtg: [a,b] — R je neklesdginafa,b] a f:[a,b] — R. Potom
plati

b b

/fdg:/fdg:IG]R (5.37)
prave tehdy, kdy

(0)/abfdg—[.
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Dukaz. a) Protbe g je neklesdpi, plyne gimo z definice 5.57ze

S tag(o) <Siag(o,€) < Siag(o) prooe2la,b] aéer(o),

GO0 = (§ 1ag(@) = 8 paglo) a Spag(a) < §fA;;(ff)) :

Pomodé téchto Akladrich fakil neri obfizné owit (provedte !), Ze plat-li (5.37),
pak pro k&deé k € N existuje @leri % € Z[a, b] takow, Ze nerovnosti

1 — 1
I-+ <S8 fag(a") < Spag(o” &%) < Spa (o) < It

1
plafi pro kazde £* € 7(o*). Pro da@ ¢ > 0 zvolme k. > - a pol@me o, = o*-.
Potom bude pro kade o D o, a € € 7(o) platit

I—c<S(e™)<S(e) <S(0,8) <S(o) <S(o™) <T+e.
b
Odtud plyne rovnos(o—)/ fdg=1.

b
b) Pedpokbdejme nyn ze existuje(a)/ fdg.

Bud danoes > 0. Podle \éty 5.13 existuje éleri o takow, Ze nerovnost

[Sray(e€) = Spaglom)]| < 5
neboli
v(o) c
S (&) = £my) [9ton) — 9(os0)]| < 5
j=1

plat pro jakakoliv £, m € 7(o). Pfechodem k supretm a infimim na kadem
intervalu [oj_1, 0;] Ziskame nerovnost

:‘ ( sup  flx)— inf  f(x)) [g(aj)—g(ajﬂ]\

j=1 T€loj-1,04] € loj-1,05]

104



STIELTJESUV INTEGRAL 105

Odtud doshvame,ze

b b
/fdgg Staglo) <Syiaglo)+e g/fdg+g

atudz
b b
0§/fdg—/fdg<5.
Protaze ¢ > 0 bylo libovolné, znamea to,ze plat (5.37). O

b b
5.59. Poziamka. Jestlﬁe/f dg:/f dg = I R, byva jejich spoléna hodnota
I nazvanaDarbouxv - Stieltjedv integiél. Lemma 5.581ka, Ze tento intedil je
ekvivalentn se (o) RS -integélem.

Nyni dokdzeme de hlavi véty tohoto odstavce: Osgoodovatu o domino-
varé konvergenci a Hellyovuétu o konvergenci. Gbtyto ety plaf ve stejiem
znéri pro oba typy RS - integl.

5.60. \Bta (OSGOODOVA KONVERGENENI VETA). Predpokhdejme,ze funkce
f:[a,b] = R aposloupnos{ f,,} funkd definovagch nala,b] spihuji

lim f,(z) = f(z) a |fu(®)]<M<oo pro z€la,b] a neN. (5.38)

n—oo

b b
Dale, nechtfunkceg € BV|a, b] je tako\a, ze integaly/ fdg a / fndg exis-
tuji pro libovolré n € N. Potom ¢ ¢

b b
lim | f,dg :/ fdg. (5.39)

b
DUkaz. a) Podlesledku 5.39 integfﬂ/ |fn(z) — f(x)| d[var? g] existuje
pro kazde n € N a plat nerovnost ‘

2) dg(a / f(z) dg(a / fule)— f(x) dlvar g (5.40)

St tedy dolkazat,ze tvrzem véty je pravdie, kdyz funkce f,, jsou neaporre,
f=0 ag je neklesdri. K tomu budeme pdebovat @&sleduici tvrzen z teorie
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mnazin zrameé jako Arzehovo lemma. Jeholtkaz Ize nazti na. v [14, lemma
11.15.8].

Lemma. (ARZELA). Necht{{J;;}:k€N, je U} je posloupnost kordeych
mnazin podinterval [a, b] takovch,ze

> |Jkjl>C >0 prokazde keN.
JeU

Potom existuj posloupnosti index {k,} a {j,} takowe, ze j, € Uy, pro kazce
teN a () Ty, #0.

leN

b) FFedpokbdejme tedyze g je neklesdri nafa,b] a{f,} je posloupnost funkc
definovarych naja, b] a takowch, ze

lim f,(x)=0 a 0<fu(r)<M<oco pro z€fa,b] aneN.

Dokézeme ze mu$ platit
b
lim /fn dg=0. (5.41)
TL—>OOl

Dikaz provedeme sporem. Nédedy neplait (5.41). Potom existiljs >0 a po-
sloupnost{n;} takow,ze

b
/fnk dg >e provechnakeN.

Vzhledem k definici 5.57 to znamarize pro kade k € N existuje o € Z1a, b]
takowe ze S 1(c*) > ¢, kde zndime S i(0") =S j, a,4(c¥). Polme j&t

m=v(ok) a pp ;= inf k]fnk(x) prokeN a je{l,2,...,my}.

T e 05 _1:0;

Pro da >0 ozn&me U;, mnazina indexi j takowch, ze ¢y, ; >n, zaimco
Vi = {1, 2,..., mk} \ Uy. ZFejmé

M glof)—gloh Dl+n > lgloh) —gloh )] >«

jEeUg JE VL
neboli
MY [g(0}) —g(of_1)] > e —nlg(b) —g(a)].
JjEeUg
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€
Pro n=—————— dostaneme
2[g(b) — g(a)]
k i—1 €
> o)) (o7 M) > 5y >0
JEU
neboli

9 .
D kil > 537 >0 kde Ji; =[g(051).9(0})] pro j€Up.
Je Uy

Podle Arzehova lemmatu tedy exisfupod yo a posloupnost{k,} a {j,} takowe,
Ze jy € Uy, prokazde (€N ayo € () Ji,j, neboli
€eN

o €lg(os’ ), g(al*)], kde j, € Uy, prokazde £€N.

Protde g je neklesdfi na [a, b], existuje pave jeden bodrg € [a, b] takowy, Ze

o € lg(wo—), g(wo+) ], mo €0 1, 08] a jo€ Uy, prokazde (€N,

Podle definice mntin U, to znamea, Ze fr, (zg) >mn pro kazde ¢ € N. To ale
neri mozré vzhledem k fedpokladu lim f,,(x) = 0. Plaf tedy (5.41).

c) Podlecasti b) dikazu a lemmatu 5.58 ame

lim b\fn(ﬁv) — f(z)[d|varg g = lim bfn(ﬂf) d[var ]

atudz ze vztahu (5.40) bezprdstré vyplyva, Ze plat také

b b
i [ f,dg= [ 7ldg.

Tim je dikaz dokoigen. O

b
Dalsi véta o konvergenci posloupnosti intatjr { f dgn} je swm zpliso-

bem symetrick ke \&t& Osgoodog. Z jejho dikazu bljldeTBjmé, Ze plat pro oba
integialy.
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5.61. \Bta (HELLYOVA V ETA O KONVERGENCI)). Nechitfunkceg:[a,b] =R a
posloupnost{ g, } C BV|[a, b] jsou takoe, ze

lim ga(x) = glx) proz € [a,b] a varl g, <7 < oc.

n—oo

b b
Potom varg g<~vya lim/ fdgn :/ f dg plati pro kazdou funkcif spojitou
na[a,b]. ‘ ‘

DlUkaz. a)Prokade cBleri o € Z[a,b] akade n €N mame

V(gn,o) <var’ g, <~.
Proto tale
V(g,o) = lim V(gy, o)<~y
atudz vart g <.
b b
b) VSechny integ'ily/ fdgn, neN, a/ f dg existuj podle \ety 5.53.

Bud dano £ > 0. Ze spojitosti funkcef na [a,b] plyne, Ze existuje éleri
o={00,01,...,0m} €2 takow,ze prokade j € {1,2,...,m} plaf

|f(x)— f(y)| < % pro vSechnyz,y € [oj-1,0;]. (5.42)

Pro k&dée n € N mame

g.
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Pomoé (5.42) a lemmatu 5.9 tedy dostaneme

b

f(@) dga(a) = Sy ag, (e €)|

a

Podob® odvodme i analogickou nerovnost s furikg na st g, tj.

— Sraglo 5)‘ <

W M

Protaze gn(m) — g(z) pro kadé x € [a,b], snadno o@fime talke rovnost
n11—>rgo ‘Sngn(a-vs) - Sng<a-7£)‘ =0.
Existuje tedyn, € N takow, ze

|Sngn(0',€)—Sng(O',£)’ = DFOnZnO.

Wl ™

Pomod poslediich i nerovnostkoneiné uzaveme dikaz:

[0 [rad <

b
+|Sngn(0',£) Sngn ‘—F)Sngn E)—/fdg’ <e. 0

/:i fdgn — Sngn(U,E)‘

5.8 DalSi véty o existenci integalu

b
5.62. \Eta. Jestlize integal / f dg existuje pro kadou funkcif spojitou na

[a,b], pak g m& kon&nou variaci naja, b].

Dilkaz se ofra o rasleduici dvé pomoca tvrzen.

o0
Tvrzeni 1. Je-li a, >0 pro véechnane€N a » a,=oc, pak existuje po-
n=1

sloupnost{c, } tako\a, ze plat

cn >0 provsechnaneN, lim ¢,=0 a Z Cn Gp = 0O . (5.43)
n—oo 1
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DOkaz. Oznégime-li s, = Z ar pro n € N, bude posloupnosts,,} nekle-

o k=1
sajci a

lim s, =o00. (5.44)

n—oo

Specalné, pro dostaténé velkan (n>ng) budes,, > 0. Mlzeme tud definovat

1 pron<ng,

1
— pron=>ng.
Sn

Zfejmeé je ¢, > 0 pro k&dé neN a lim, .o, ¢, = 0. Na druhou stranu, pro
libovolna m,n €N, m >n>ng mame

“ " a ST ag, s

- —1
E CkakZE ko Lk=n Tk _ g 2nol
k=n

i Sk Sm, Sm,
- - L. . Spe1 1.
Vzhledem k (5.44), pro kaé n € N existujem,, > n takow, ze je Sn-l 3 tj.
Smay,
mMn 1
CL ap > 5 .

k=n
To ovSem znamem, ze mus platit ((5.43)).
Tvrzeni 2. Nechtg:[a,b] >R, zo € (a,b] @

vari’g = oo prokazee € [a,zy). (5.45)

Potom existuje rostoliposloupnostz;} bodl v (0, z() tako\a, ze

Jim =0 a > lg(@ri1) — g(ax)| = oo. (5.46)
k=1

Dlkaz. «) Pledpokhdejme nejprveze je

sup{|g(x)|:z € [y,x0]} = 00 provdechnay € [a, z9) . (5.47)
VSimréme size pro libovol y € [a, () je

sup{|g(z)|:z € [y, zo]} = 0o <= sup{|g(z)|: 2 € (y,20)} = 0.
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(Kdyby bylo sup{|g(x)| : = € [y, 0]} = 00, musel by existovat boa € (y, z¢) ta-
kovy, Zze

l9(z)| = max{lg(y)|, lg(z0)[}.)

(Pfipome&ime si,ze hodnotyg(z) jsou kon€né pro ka&dé = € [a, b].) Vzhledem k
(5.47) mizeme vybrat bodyry, € (v, z0), k €N, tak, aby bylo

lg(x1)| > 1, xp > max{zk_1,20— %}

lg(a)| > lg(@r-1)|+1 prok=2,3,....

Zfejmeé {xy} je rostou€, lim zj =zp a
k—oo

o oo o
Z |9(@41) — Z l9(zrr1)| = lg(ar)]) > Zl 0.
k=1 k=1 k=1

Posloupnosfz;} je neklesdgi a sphuje (5.46).
() Necht(5.47) nepldt Potom existujey; € [a, 7o) takow, Ze
0 < g™ :=sup{lg(z)|: @ € [y1, zo]} < 0. (5.48)
BezUjmy na obecnosti izeme fedpokhdaty; > xo — 1. Podle (5.45) rame talke
var,? g=o00.

Existuje tedy éleri o' = {0}, 01, .. } intervalu [y, zo] takowe, ze

) m1
V(g,o')>1+2g"
Vzhledem k (5.48) tedy ame

mi1—1

Z lg(c}) — g(o}_y)]

> 142" —|g(zo)| — |g(op, 1) > 1+2g" —2g" =1.
Polazme
T1 =11, xk:(r,}:_l prok=2,...,mq,

1
y2 = max{Ty,, —1,To — 5} ar;=m;—1.
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Mame ot
var,? g = oo.
Existuje tedyo? = {03,0%,..., 072”2} € 9 [y, xo] Pro ez

V(g,o?)>14+2g"

Tudiz, podle (5.48), dostaneme

mo—1

> l9(0F) —g(oF_1)| = 142" = |g(wo)| — g(om,_1)| = 1.

j=1
Polzme ro=mi+mo—1, x, = Ul?:—rl pro k=r1+1,r1+2,...,r2, a
ys = max{x,,,zo — 3 }. (VSimréme size z,, 11 =y» =03.)

Nyni, nechtneN, n>2ar;, y;, i=1,2,...,n—1 axx, k=1,2,...7,_1,
jsou takoe,ze z,, 11 =Yi—1, Tk € (Yi—1,¥:i) PrOk=r;_1+2,...,r; a

ri—1
y; = max{z,,_,,To— %}, Z l9(xp41) —g(zp)| > 1
k=ri_1
proi=1,2,...,n—1. Pol&mey, = max{z,,_,,zo—;}. Opétvar® g=oo a

v dusledku nerovnos(5.48) existuje ta& o™ € 2 [y,,, o], takow, ze

mp—1

> lg(o]) —glof- ) =1,
j=1

kde m,, = v(bsigma™). Polazime-li

Tn=Tn1+mp—1 @ zp =0},  Prok=rp1+1,...,7,
bude platit
rp—1
> g(mra) —glar)| =1 @ zp>yn =20 — 2 Prok=ry_1,...,7n.
k=rp_1

Indukd jsme tedy zkonstruovali rostougosloupnost{r,, }, {y,} a{z;} takow,
ze
rn—1

yn€(xo—25,20), D> lg(wkr1)—g(ar)| > 1pro neN

k=rp_1
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axy >y, >x0— = pro k> r,_1. Odtud plyneze

oo rp—1

D lgleesn) —glen) =3 (Y lolwjen) —g(zy)]) =
k=1

n=1 j=rnp_1 n

1 =00

WE

1

a lim z= hm yn = xo. Dokazali jsme tedyZe posloupnos{xy} je rostoué

k—o0

a sphuje (5.46).

DUkazvéty5.62

Vzhledem k &t 5.5 se lizeme omezit ndo)—integal.

Pfedpokhdejme,ze vat g=oco. Diky Heinowe-Borelo® V&t o kon&ném
pokryfi (viz véta 4.6) a @t 2.10 \ime, Ze funkceg : [a,b] — R ma kon€nou va-
riaci na|a, b] pravé tehdy, kdy plat

Va€(a,b] 361 €(0,x—a):vary_5g<oo
a (5.49)
Vaela,b) 30y € (0,b—2):vartt%g < co.
Pfedpokladze var, g = oo zname®, ze existujer € [a, b] takowe,ze proz = xg
neri splréna jedna z podmek (5.49). Nechtedy nap. z € (a,b] a nechtpro
kazde x € [a, o) plafi (5.45). Podle tvrzeir? tedy existuje rostoagosloupnost
{z}} bodl v (0,z) tako\a,ze

li = a - = co.
kingoxk g ;fg(l’lﬁ—l) g(xx)| = o0

Dale, podle tvrzenl existuje posloupnosiici} kladnych Cisel takow, Ze plat

o
1. - 0 a — _ = .
Jim ¢ > ek lglar) — glak—1)| = oo

k=1
Polazme
0 pro = < a1 resp.x > o resp.z € {a }3° ;
f(x) - i T+ Th—
¢k sign(g(xg) — g(xp—1)) pro x =&, : = %

a ve zlyvajicich bodech intervalla, b| dodefinujme funkcif linearré. Takto de-
finovaré funkcef : [a,b] — R je Z'ejmeé spojits nala, b| a gfitom pro ri plat

Z (&) [9(xks1) — g(zr)] = 00
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Specalng, pro kade M > 0 existuje Ny € N takowe, ze

Ny

Z (&) l9(xrs1) — g(ar)] > M.

k=1

Pro da@ M >0, ozn&me

O'M:{a,xl,.’ll‘g, . '7xNva07b}a SM: (a;fl,&, . '>€NMv:U07b)-
Potom je(oa, &) € 7 [a,b] @

Ny

S(on,€n) = Zf(ﬁk) [9(2ky1) —g(zr)] > M.

k=1

(Pfipomaime si,ze f(a) = f(x1) = f(xo) = f(b) =0.)
b
To ale znamea, Ze integal (a)/ f dg nentize nit koneEnou hodnotu.

Neri-li spinéna drula z podninek v (5.49), tj. existujer, € [a, b) takowe,Ze a
varg g=oo pro kade x € [z9,b), je tfeba nisto tvrzem 2 pouZit jeho vhodnou
Upravu. Ol

5.63. Cviten. Zformulujte a dokate analogii tvrzen2 pofebnou k dokoteri
diikazu \ety 5.62 jestlre existujexo € [a,b) takow, Zze var, g=oco pro kazde
x € [z0,b).

b
5.64. \Bta. Necht f € G[a,b] a nechitintegral /f dg existuje pro kadou kong-
nou skokovou funkgj. Potom f je spojita na [a:lb].
D Ukaz. Otse nizeme omezit naoc)RS-integal. Necht z € (a,b),
¢, deR, c+d#0 a nechtfunkce g:[a,b] =R je definoana podobé jako
v Pozramce 5.22, tj.

c+d
g(.’L’) = CX[a,zo)(x) + T X[$()]($) +dX(x0,b] (:B) pro x [a7 b] :

b
Podle pozamky 5.22 niize integal (0)/ fdg existovat pouze tehdy, kdy

f(zo—) = f(zo) = f(xz0+). Podobr@ bycﬁom dokzali, ze f mud byt spojita
i vbodé a zprava av bod b zleva. m
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5.9 Veéty o stedni hodnoté

Veéty tohoto odstavce pliate stejiem zrén pro oba typy RS - inte@iu.

5.65. \Bta (0 STREDNIi HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g neklesaici na
[a,b], pak existujery € [a, b] takowe, Ze

b
/ fdg = f(x0) [g(b) - g(a)]. (5.50)

b
Dl kaz. \Bta5.53 zartuje existenci inte@lu [ f dg v obou smyslech. Prote

je g neklesdici na [a, b], pro kazdé zn&ere &ier (0,€) € T [a,b] plat
m [g(b) — g(a)] < S(0,&) < M [g(b) — g(a)],

kde m = ming ¢ qp] f(z) @ M = max,¢(5) f(x). Podob@ jako pi dukazu
lemmatu 5.9 plyne odtude plat také

b
m [g(b) — g(a)] < / fdg < Mg(b)—g(a)],

Dale, protde f je spojia, nalyva VSech hodnot z interval(im, M]. Specalrg,
existujezy € [a, b] takow, Ze plat (5.50). O

5.66. \Bta (DRUHA O STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na[a,b] a g nekle-
sajici na [a, b], pak existujer € [a, b] takowe, ze

b z0 b
[1ds=gta) [ f@yde+gt) [ s (551)
a a o
DOkaz. Funkcef je iemannovsky integrovatéimala, b]. Ozn&me

h(z) = /x f(t)dt proxe€la,b].

Potom podle &ty o substituci (&ta 5.44, viz &z disledek 5.45), &ty o integraci
per-partes (&ta 5.49) a &ty o stedri hodnog (veta 5.65) existujery € [a, b] ta-
kové, ze plat

[ra0=[Cgen=n)o0)~ [ nag
- ( / ) g0t / " Fde) [o(b) - g(a)]

—gla) [ s dsg) [ b J(@) de
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tj. plafi (5.51). O

5.10 Dalsi integraly Stieltjesova typu

Budte dany funkcef, g:[a,b] — R a cBleri o intervalu[a,b]. Polazme

v(o) ' o
Sulo) = 3 OO 5y gy,
j=1

v(o)

Ser(e) =Y floj-1) [9(a;) = 9(oj-1)],

Jj=1

v(o)

Scr(e) =Y f(o5) [9(05) — g(oj-1)].

Jj=1

Dosadme-li do definice 5.35),(o) resp.Scr(o) resp.Scr(o) misto S(o, &)
dostaneme pdace integaly sttedri resp.levy Cauchyiv resp.pravy Cauchyav.
Podle zgisobu limitriho procesu se &em rozlsuji (5) nebo (o) varianty. Je
zfejmeé, Ze \Bechny zobdawiji prislusreé RS -integaly, pokud jde offidy integro-
vatelrych funkd. Ne vzdy V8ak Zistanou zachany Vsechny vlastnosti RS - integ-
ralli. Nag. pro stedri integiél neplat obdoba ety 5.44 o substituci.

Vice podrobno$tze najt v odstavci I11.19 monografie [14] T.H. Hildebrandta.
5.11 Cvicen na zavér

Neri-li uvedeno jinak, v asleddicich cvicerich provede diskusi o existenci, i
padré urtete hodnotu, pro Kaly typ Stieltjesova intediu z €to kapitoly, tj pro
integraly (6)RS, ()RS, stedri, levwy Cauchyiv a pray Cauchyiv.

e (i) Necht g(z) = sin z pro z € [0, 71]. UrCete hodnotu integiu / x dg.
0

e (ii) Necht g(x) = exp(|z|) pro z € [-1,1]. UrCete hodnotu inte@tu

(5)/_1190 dg .
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0 prozel0,3),
(iii) Necht g(x)= < ¢ pro z= % ) Zkoumejte existenci a hodnotu in-
d proze(3,1].

1
tegrélu/ f dg pro rizré funkce f v zavislosti nac, d.
0

, , 0 proz<0, 0 proz<0,
iv) Necht = =
) 1) {1 pro x>0, /(@) {1 pro x>0,

Zkoumeijte existenci a hodnotu intédjr

1 0 1 1 0 1
/ gdf,/ gdﬁ/ gdfj/ gdg7/ gdg7/ gdg.
-1 —1 0 -1 -1 0

0 proz= —1,
(v) Necht g(z) = 1 proze(—1,2),
—-1 pro z€(3,1].

3
UrCete hodnotu integtu / x dg.
1

8

pro z €0, 3],

(vi) Necht g(z) =

8|

pro z € (3,1].

1
Urcete hodnotu inte@iu () / 22 dg.
0

V této kapitole jsmeterpali z kapitoly Il Hildebrandtovy monografie [14], ve keje
mozno najt i dalsi informace.
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Kapitola 6

Kurzweil Gv-Stieltjesiv integral

Riemanitiv — Stieltjesiv integial ma Siroké uplatréni vSude, kde je mino omezit
se na situace, kdy integrand a intagr nemdjspol€né body nespoijitosti (nebo,
v pfipacé (o) RS—integalu, neexistujbody, ve kteych by oke funkce nély ne-
spojitost na steja stra@). Pro rektee aplikace (hap v teorii hysterese a zin
pochazejcich vari&nich nerovnostech, viz [2], [24] a [25]) jeSak zadoud mit
k dispozici integal Stieltjesova typu, ktérsi nevynucujeadra omezenna spoji-
tost integrovafich a integruicich funkd. Ukazuje seze integal, ktery této poteke
nejlepe vyhovuije je inte@l, ktery budeme nagvat Kurzweillv — Stieltjesiv. Jeho
vyhodnost nesgiva jen v jeho obecnosti, alé i v relativii jednoduchosti jeho
definice i odvozehjeho vlastnost Navzdory Emto glednostem mu v monogra-
fické literatife nebylo doposuda&nowano tolik pozornosti jakou by si zaslgili
Pokud je mi zamo, stréné pojed@n o tomto integélu Ize nait v kapitole 24
Schechterovy monografie [41] z roku 1997 (tam jeyivé@n Henstockv — Stieltje-
sliv integ@l). Podrobgji se imto integalem zalva McLeodova monografie [34]
z roku 1980, kde je nagwan gauge integral("gauge”="kalibr"). Jaroslav Kur-
zweil powil tento integal jiz v roce 1958 (viz [29]) jako speini pripad zo-
becrérého neliné@rriho integélu, kte§ definoval ve sé fundamerélni praci [28]

z roku 1957, p vySetovan spoijitt ZAvislostifeSen nelinearrich diferencalnich
rovnic obsahugich Diracovu distribuci. Bhem sedmdésych let minueho sto-
leti byl jiZ ternin Kurzweilliv — Stieltjesiv integial (nebo Perrolv — Stieljesiv in-
tegial podle Kurzweilovy definice) &né powivan v praich zatyvajicich se zo-
becrénymi linearrimi diferencalnimi rovnicemi (viz nap. [45] nebo [53] a plice
tam citova@).

Cilem teto kapitoly je pedldzit co nejuceledjsi teorii Kurzweilova — Stieltje-

sova integalu.

6.1 Definice a zAakladni vlastnosti

6.1. Definice. Kazda kladra funkced : [a, b] — (0,00) se nagvakalibr na inter-
valu [a, b]. Mnozinu kalibili na [a, b] zna&ime ¥[a, b].

Je-li § kalibr na[a,b], Feknemeze zn&ere cBleri (o, &) intervalu [a,b] je
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d—jemre, jestlize plat
[0j-1,05]1C (& —0(&),& +6(&5)) provsechng =1,2,...,v(0).

(03 ]a,b]) zn&i mnazinu vSechd—jemrych zn&erych celeni intervalu [a, b].
Nehroz-li nedorozungén, powivame kradi znaeri «7(9).

Méjme funkcef, g:[a,b] — R a zn&ere ckler (o,€) € 7 [a,b]. Potom de-
finujeme jako v kapitole 5 integini solCet

v(o)

S(0.8) (= Sraglo,€) = Saglo,&a,b])) =D f(&) [9(o;) —g(o5-1)] -

j=1

6.2. Definice(KURzWEIL). Necht f, g:[a,b] =R a I €R. ReknemeZe exis-
b

tuje Kurzweillv — Stieltje@v integél (KS—integéI)/ f(z)dg(x) a ma hodnotu

I eR, jestlize

Ve>0 Eéseg[a,b]:((a,s)ed(65)> — ’I—S(a,é)‘ <e. (6.1)

Jestlze g(x) =z, pak misto o KS —integiilu mluvime o KH —integalu (Kurz-
b b
weilliv —Henstockyv integil) azna“n'lme/ f(z)dz resp./ fdz.

Budeme vydivat t&Z zkracere zn&eri

[1a=[ s dgto).

b a b a
Existuje-li integial/f dg, klademe fdg:—/f dg. Dale,/f dg=0.
a b a a

Tato definice je korekirdiky nasledujcim dvéma lemmaitm.

6.3. Lemma (CousiN). Pro kazdy kalibr § € 4[a,b] je mn&ina </ (§) vsech
d—jemrych zn&erych celeri intervalu [a, b] nepazdra.

Dlkaz. Mejme kalibr§ € 4[a,b]. Ozn&me M mnazinu \Sechc € (a, b] pro
néz je mna&ina </ (J; [a, ¢]) nep@azdra.

Necht ¢ = min{a +d(a),b}, o ={a,c} a &= (a). Protaze je j(a) >0, ma-
me c€ (a,b] a (0,&) € #(d;[a,]), tj. c€ M. Mnozina M je tedy nepazdra a
protod = sup M > —oo0.

120



STIELTJESUV INTEGRAL 121

Ukazeme @le,ze d lezi v mnaziné M. Protaze je §(d) > 0, plyne z definice
supremagze existujec € (d — d(d), d] N M. Tudiz existuje tak 6—jemré zn&eré
déleri (o’,¢’) intervalu [a,c]. Necht c<d. (V opanrém gipack je trivialné
d=ce M.)Polzmeo =0'U{d} a¢é=(¢’,d). Potom(o,&) € 7 [a,d] a pro-
toze je [c,d] € (d—d(d),d+6(d)), znamea to tale, ze (o, &) € #(0; [a, d]), tj.
de M.

Je-lid=b, jsme s dikazem hotovi. Redpokhdejmeze jed < b. Zvolme libo-
volné (6”,¢") e 7 [a,d] ay € (d,d+(d)) N (d,b). (Takowe ~ existuje, protae
je 6(d) >0.) Mame tedyid,v]C(d—d(d), d+6(d)) aproto((a” U{~}),(£",d))
je 0—jemré zn&eré ckleri intervalu [a, ], tj. v € M. Protdze jey > d doséva-
me tak spor s definicd = sup M. Plaf tedy d = sup M =b a dikaz lemmatu je
dokorten. O

b
6.4. Lemma. Hodnota integélu/ f dg je podmnkou(6.1) urCena jednoznéne.

D Uk az. Fedpokhdejmeze existuj I1, [ € R, I # I, takowg, Ze plat (6.1),
kam dosatine I =I;, i=1,2. Polazme& = ; (I; — I»). Pak existuijkalibry &; a
09 tak, ze

|S(o,&)— 11| < € pro ka&zdé (o, &) € &7 (d1), (6.2)

|S(o, &) — 12| < € pro kazde (o, &) € o7 (62) (6.3)

Polazme §(x) = min{d;(z), d2(z)} pro x € [a,b]. Potom je Zejmeé ¢ také kalibr
aplat «7(5) C #7(01) N/ (d2). To znamea, ze plat solLasreé (6.2) i (6.3). Tuik

2e=|L—D|=|h-S(c,8)+S5(D(&) — I
< | —=S5(0,8)[+15(0, &) — I < 2¢.

Protaze toto nehmozné, mus byt I; = I. O

Nebude-li uvedeno jinak, bude nit v nasleduijicim textu symbol integralu vzdy
smysl KS —integalu.

6.5. Pozramka. Necht d, 6y € 9[a,b] ad < dp na[a,b]. Potom jess(§) C o (do).

Je-li tedy spl@na réjaka podninka pro sechna o, £) € o7 (dy), tim sdSe je spl@-
naipro \echna(o, ¢) € /(). Tudiz, mame-li can kalibr 6y € ¢[a, b], mlzeme
se v definici 6.2 omezit na kalibr§., pro ktegé je . < g nala,b].

Takeé pro existenci KS —integtu plaf podninka Bolzanova— Cauchyova typu.
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6.6. Véta (BOLZANOVA — CAUCHYOVA PODMINKA). Nechit f, g:[a,b] — R.

b
Potom integal / f dg existuje pave tehdy, kdg plaf

Ve>0 36.€%|a,b]:
(6.4)
((0.0).(c" € e(6)) = |S(0.€)—S(o".€")] < <.

b
D Ukaz. a)Existuje-li integ11/fdg = TR, pak, podle definice 6.2,

pro kazdé € > 0 existuje kalibro, eé[a,b] takow, ze je [S(o,€) —I| <5 pro
véechna(o, £) € #/(4.). Pro ka&dou dvojici (a,&), (o', ¢’) € «/(5.) tedy mame

’5(075)_5(0/76,” < ’5(075)_I| + |S(0/?£/)_I| <eg,
tj. plati (6.4).

b) Predpokhdejme nyh Ze je spli@na podrinka (6.4). Buddano ¢ > 0. Podle
((6.4)) miizeme zvolit kalibrs. tak, aby|S(o, &) — S(o’,¢")| < /2 platilo pro
kazdou dvojici (o, &), (o/,&") € o/ (0c).

Ozna&me M mnazinu realnych Cisel m pro réz existuje kalibrd,, € 9[a,b]
takow, Ze nerovnostS(o, £) > m je splréna pro kadeé (o, &) € ().

b
Dokazeme, mnaina M je nepézdra, shora ohrafera asup M:/f dg.
Zafixujme (p,m) € &/ (o). Podle (6.4) plat

e 9 v

To znamea, ze (—oo, S(p,n) — 5) C M atedy M #.

Pro k&de m € M ax € [a,b] definujmed,, () = min{d,,(z), d-(z)} Potom
pro kazde m e M akadeé (o,€&) € 7 (6,,) C «/(d.) plai nerovnosti

m< S(0,€) < S(pm)+5, G MC(=00,S5(pm)+3).
MnoZzina M je tedy shora ohrabera a

S(p,m) —g <supM < S(p,n)+g-
Odtud podle ((6.5)) odvddhe koné&ne, Zze plat

15(e, &) — sup M| < |S(o,&) — S(p,m)| + [S(p,m) — sup M| < e

b
pro kazdeé (o, &) € 7 (d¢), tj. supM:/ fdg.
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6.7. Pozramka. Podob jako v gipace RS —integalll (viz cviCeri 5.14) mizeme
podninku (6.4) zeslabit asleduijcim zplisobem

Ve>0 3. €%]a,b]:
((0,5),(0’,5’)6%(55), U’DU) — \5(0,5)—S(a’,5’) <e.

KS —integél ma obvykE linearri vlastnosti:

6.8. Veta. Necht f, f1, f2, g, g1, g2 [a,b] — R a nechtexistuj integraly

/fldg, /fzdg, /fd91 a/fdgz

Potom pro libovola ¢1, c; € R plati

b b b
/(C1f1+02f2)d9261/f1d9+62/ f2dg,

b b b
/fd[c1g1+0292]:C1/fd91+02/fdg2-

D &k az. Ukame si nap diikaz prviiho tvrzen.

Bud danoe > 0. Podle fedpokladu existikalibry §; € 4[a,b] ads € ¥[a,b]
takow, Ze plat

b
(0,8) € (0;) = )SfiAg(O',ﬁ)]—/fidg‘<€ proi=1,2.

Pro z € [a,b] polozme §.(x) = min{d; (), d2(x)}. Ozn&me h=c; f1 + c2 fo.
Protd’e pro kddé (o, &) € «/(0.) plaf

v(o)

Shag(e,€) = > (e1 i) +e2 f2()) [9(05) — g(oj-1)]

Jj=1

=c18fng(0,8) +c28p,04(0,8),
dostivame

b b
‘ShAg(Uvg)_cl/fl d9—02/f2dg‘
b b
< lal [Spao(.€) = [ fidg| +leal[Snaglon€) - [ 0]
< (ler| +leal) e
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Odtud & nase tvrzeinbezprostedrg plyne.

Druhe tvrzen véty by se dokazovalo obdoba dikaz Ize ponechdteréfi jako
cviceri. O

b
6.9. \eta. Jestlize existuje inte@/ fdg ajestlize [¢,d] C [a,b], pak existuje

d
takéinteglél/ fdg.

Dlkaz jeanalogickdlikazu \ety 5.15 a Ize hoignechatteréfi jako cvicer.
0
6.10. Cviteni. Dokazte drule tvrzen véty 6.8 a &tu 6.9.

b
6.11. \Bta. Necht f,g:[a,b] =R a c€|a,b]. Integrél/fdg existuje pave

c b
tehdy, kd¥ existuj oba integaly / fdg a / fdg. V takoeem pipade pak
plati rovnost ‘ ‘

/abfdg:/acfdg+/cbfdg-

b
DUkaz. a)Existuje-li integad/ fdg, pak podle &ty 6.9 existljtaké oba

c b
integrélly/ fdg a/ fdg.
b) Necht

c b
/fdg:ha/fdg:.fg.

Bud danoe > 0. Zvolme kalibryd” € 9[a,c] ad” € 9[c,b] tak, aby pro $echna
zn&erd §L—jemra kleri (o/,¢’) intervalu [a,c] a VSechnad”—jemra celeri
(a”,¢") intervalu|c, b] platilo

S0 -hi< g @ I8N e -l <. ©66)
Definujme nyfmkalibr 6. na[a,b] pfedpisem
min {0.(z), 1 (c—2)} kdyz z€[a,c),
6-(v) = { min{64(c).6%(c)}  kdyZz z=c,
min {07(z), 1 (z—c)} kdyz z € (c,b].
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Potom,

1 Lo
a:+5a(a:)§x+1(c—a:)<c je-li z<e,

1 Lo
x—0s(z) > m—z(c—m) >c jelli z>c.
Pro zadré z#c tedy nenlize platit c€ [z —d.(x),z+d-(z)]. Pro kade
d.—jemre zn&ere ckleri (o,&) intervalu [a,b] mud tudiz existovat index
ke{l,2,...,v(o)} takow, Ze & =c. Navic, bez(jmy na obecnosti izeme
predpokhdat,ze plat

Op1 <0p =& =Cc=Epp1 < Opq1-

(Kdyby bylo 0,1 < ¢ =& < oy, upravili bychom pislusny €len v sodtu S(o, &)
nasleduijcim zplisobem:

f(e)lglor) —glor—1)] = f(c) [g(or) —g(c)] + f(c) [g(c) — g(ox-1)] -)

Existuji tedy (¢/,&") € 7 [a,c] a(6”,£") € T [c,b] takow, Ze

o= O'/UO'”, E — (5/75//)’
(o', &Y e (5 a,c]) C e (5L;[a,d]),
(0", &") € (dc; e, b)) (675 [c, b))

S(o,&) =S(a', &) +5(a",&").
Vezmeme-li vivahu tak ((6.6)), vidme, Ze plat

|S(,8) — (I + I)| = |S(o", &) + S(c", &") — (11 + I2)|
<|S(e",&") = N|+|S(c", ")~ L] <e

b

pro k&dé (o,&) € 7 (0.; [a,b]) neboli/fdg:thIg. O
b

6.12. Pozamka. Jestlze existuje intedl (5)/f dg, pak existuje tak KS—
b b

integral/f dg a ma tu€z hodnotu. Je-li tok (6)/f dg=1€R, pak pro kadée
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e >0 existujeA, >0 takowe,ze |S(o, &) — I| < e plat pro VSechna znéera cele-
ni (o, &) intervalu[a,b] takowa, ze |o| < A.. Potomd. ()= A., je kalibr s vlast-
b
nostmi zargujicimi rovnost [ f dg=1.
a

b
Na druhou stranu, jeste existuje integl [ f dg= I, pfiCen¥ pro k&dé ¢ > 0

Ize najt kalibr 6. € %|a, b] takow, Ze plat inf{d.(z):z € [a,b]} > 0 a

|S(o,&)—I| <e prokade(o,€) e (),
b
pak tale (6)/f dg=1. PoldZime-li totiz A.=inf{d.(z) : x € [a,b]}, bude platit
|S(o,&) —I| <e prokade(o,§) e 7([a,b]) takow, ze|o|<A..
Nasleduici véta popisuje vztalic) RS —integalu a KS —integalu.

b
6.13. \eta. Jestlze existuje integ (a)/ f dg, pak existuje tals KS—integtal

/abfdg a plat /abfdg—(a)/abfdg-

b
Dukaz. OznéameI= (o) fdg. Bud danos >0 a nechto. € Z[a,b] je

déleri intervalu [a, b], vyhovuflac’l definici (o) RS —integalu. Ozn&me jeho body

tak,ze budeo. = {sg, s1, ..., s} adefinujme
$ min{|z —s;[:j=0,1,...,m} kdyz z¢o.,
bc() =
1 kdyz zx€o..

Budiz (o, &) libovolné j.—jemre celeri intervalu [a, b]. Analogickymi Gvahami
jako v dikazu \ety 6.11 zjistme,Zze mus byt

o C {617 §2y- - 7£V(O')} . (67)
Dale,
v(o)
S(0.8) = 3 [£&) (o) = 9(&)) + 1) o(&) ~g(os))] | o o
=1 '
= 5(0/7 £/) ?
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kde o' = {007 1,01, £2a R 751/(0'), Ul/(d')}? S/ = (517 S g?a 525 R 751/(0')7 gy(a‘))
(Stane-li seze pro rgjaké k je o1 =& nebo&, = oy, je treba takoe intervaly
[0k_1,&k] nebo[&, o] a @islusre zn&ky v (o’,€’) vynechat.)

Podle ((6.7)) jeg. C {{1,&2, - -+, &)} C o’. Vzhledem k nerovnosti (6.8)
odtud plyneze

1S(0,8) — 1| =[S(c",€") —I| <
b
a podle definice 6.2 to znamﬁgrie/ fdg=1. 0
6.14. Hiklady. VSimréme si ktefch specifickch vlastnodt KH—integralu.
KH—integil je Zejmé zobec@rim klasickeho Riemannova integiu.
(i) Necht f(z) = 0 na[a,b]\ W, kde W je spc&etrd podmndina [a,b],
W = {wy}. Bud dano libovolré £ > 0. Definujme
1 kdyz ¢ W,
be(z) = €
2R+ [ f (wr))

Necht (o,&) € #7(8.). Ozn&mem =v(o). Potom

Zf@ 05— 04— 1]

é;EW

kdyi r=wLeW.

Pro kade j takow, ze {; = wy, € W pro rgjaké &k mus podle definice kalibru,
platit
o< &

T 2R [ f(wr)])

Odtud plyneze

05—

a£\<Z\fwku Zik:.

| /\

2k(1+ \f
Podle definice 6.2 to znaméﬁze/ f(z)dz =0.

b
(i) Necht existuje Newtodv integal (N)/f(:c) dx = F(b) — F(a), kde funkce
F je spojianala,b] a plat ‘

F'(z) = f(z) prokadex € (a,b), F'(a+) = f(a), F'(b-)=f(b). (6.9)
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128 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

b
Ukazeme ze pak je KH—integ’il/ f(z) dz roven F'(b) — F(a).

Necht je dano ¢ > 0. Vzhledem k (6.9) a podle definice derivace pradéa
€ €la,b] existujed.(¢) > 0 takow, ze plat

[F(2) = F(©) = f(©) =8| < 7o —¢]

pro vSechnar € [a, b] N (€ — 6-(£), € +0-(€)) -
Bud (o,¢&) libovolné §.—jemre cBleri intervalu [a,b] a m =v(o). Potom pro
kazde
je{1,2,...,m} mame
F(oj) = F(0j-1) = f(&) loj — 0j-1]]
< |F(oj) = F(&) — (&) [0 — &
+|F (&) — F(oj-1) — f(&) [& — 0j-1]|

< ﬁ (loj =&l +1& —oj-1]) = bja [0 — 0j_1]
atudz
[F(b) — F(a)] - S(, )|
= > (Flog) = F(o;-1) = £(&) [0 = j-1])|
j=1

g.

6.2 Existence integi@alu
V prikladech 6.14 jsme @ili hodnoty réktefch KH —integalll pfimo z definice.

Nyni si ukdZzeme, jak Ize v &kteych jednoduciich prikladech ugit z definice i
hodnotu KS —intedalu.
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6.15. Hiklady. (i) Z definice 6.2 je Bejmeé, Ze je-li f(t) = f(a) na|a,b], pak

b

b
/fdg=f<a> l9(b) — 9(a)] a/gdf=0
pro kadou funkcig: [a,b] — R.

(i) Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R plaf
b
f dX(T,b] = f(T) pro 7€ [CL, b) )

a

b
/ fdXpy = F(r)  pro re(ab),

f dX[a,T] =—f(r) proT€(a,b),

b _f(a) kdy2 T=a,
/de[T} =40 kdyz 7 € (a,b),
’ Fb)  kdyz T=b.

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

Ukazme si odvozervztahi (6.10) a (6.11). ¥echny ostafirse z nich @ odvod
powzitim véty 6.11. Nechtg(x) = x (-4 () na[a,b]. Potom jeg=0 na[a,7] a

podle gikladu (i)

/andg—O.

Dale, necht

Analogicky jako v dikazu \&ty 6.11 zjistme, ze pro kade (o, &) € .« (5; [, b])

mus b)’/t T=00=¢&1, g(oj) —g(O'j_l):O proj=2,3,...,m. Proto

b
S(e.€) = f(r) [glo1) — g(r)] = /() a / fdg= f(r).
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130 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

Pomog véty 6.11 nyinuz dokorgime dikaz vztahu (6.10).

Vztah (6.11) se dokazuje podaharTentokat ovsem nameg(z) = x| (7) Na

b
[a,b],/fngOapolci’lme

1 kdyz z=r7,
é(z) = 1 .
Z(T—.Z‘) kdyz z € a,T).

Prokade (o,€) € 7 (9; [a, 7]) pak mameo,, =&, =T atedy

S(0.€) = £(r) [g(r) — glom-1)] = f(r) a / " fdg=f(r).

(iii) Pro libovolnou funkci g regulovanou nda, b] plaf

/abx(”’] dg=g(b) —g(r+) pro7ela,b), (6.15)
/abX[r,b] dg =g(b)—g(r—) pro 7€ (a,b), (6.16)
/a bX[a,T] dg = g(t+) —g(a) pro 7€ (a,b), (6.17)
/abX[a,T) dg =g(r—) —g(a) pro 7€ (a,b| (6.18)

. gla+)—g(a)  kdyz 7=a,
/ X dg=q9(t+)—g(r—) kdyz 7€ (a,b), (6.19)
g(b) —g(b—)  kdyz T=b.

Opeét se omeime na dikaz prviich dvou vztali. Nechttedy f(x) = x (74 (2)
nala,b]. Potom je

/andg:O.

Bud danoes > 0. Zvolme nyn 7 >0 tak, aby bylo|g(7+) — g(z)| <& pro kazde
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z € (1,7 +n) adefinujme
n kdyz z=1,
o(z) = {1 .
2 (x—7) kdyz xze(r,b].
Pro ka&dé (o, &) € &7 (5; [, b]) nyni mud byt 7 =0¢=¢; atedy
15(0,€) — [g(b) — g(7+)]|
= | [9(0) = g(om-1)] + [9(om—1) — g(Om—2]
+.. +lg(o2) = g(o1)] = [9(b) — g(7+)] |
= lg(m+) —g(o1)|.
Proteze r < 01 < 7+ 0(7) =7 +n, plyne odtud a z definice, ze
15(e,€) = [9(b) —g(7+)]| <& prokade (o,&)€«(5;[r,b]).
Tudiz
b T b
[1d9=[ rdg+ [ fag=g0)-gtrs),

tj. plati (6.15).
Ve drutem fipace, f(z) = X[ (z) nala,b], mame

b
/ fdg=g(b)—g(r).

Zvolme 7 > 0 tak, aby platilo|g(7—) — g(z)| <e pro k&dé x € (r —n,7), a de-
finujme
n kdyz =7,
(S(ﬂf) = 1 .
Z(T_x) kdyz z € a,T).

Tim si opet vynuime, ze pro kadé (o, &) € «/(0; [a, 7]) mud byt 7 =0, =&, @
tudiz

S(e,8) =lg(1) — glom-1)],
kde o,,,—1 € (T — 1, 7). Jako v fedelem gipacé odtud plyneze plat

/an dg=g(t)—g(t—), tj./abf dg—/an dg+/7bfdg—g(b)_g(7_).
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132 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

Pokud jde o existenci integiu, mizeme podle cderi 2.32 (i) wse uvedea
priklady shrnout do asleduiciho tvrzen.

6.16. Disledek. Jestlze g € Gla,b] a f €S[a, b], pak oba integaly

/abfdg a /abgdf

existuj.
b
Dalsi véta poskytuje akladn odhad pro intedtl / f dg za gedpokladuze g

a
ma koné&nou variaci nda, b|. Na funkci f pfitom zadré zsadiomezeinekla-
deme. Pochopited ze rélny vyznam bude i tvrzeni véty pouze pro fipad,ze
f je ohran€era nalfa, b].

b
6.17. \eta. Jestlceg € BV[a,b] a f:[a,b] — R jsou takoe,ze [ fdgecR, pak

plati

b
[ 14| <1 varts. (6.20)

b
Jestlze, naic i/ |f(z)| d[varig] € R, pak plaf

b b
[ 19| < [1r@) dlvarzg) < ] vartg. (6.21)

D & k az plyne z tohaze nerovnosti

v(o) v(o)

1S(e, ) < D 1) Ngloy) —gloj-)| < Y 1F(&)vargi_, g <||f||var; g
j=1 i=1

plati pro kazdé zn&ere celeri (o, &) intervalu[a, b]. O

b
Také dabi jednoducly odhad intetﬁlu/ f dg se opra o definici KS—inte-
gralu. ¢
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b
6.18. \Bta. Nechtg € BV[a,b] a f:[a,b] — R jsou tako@,ie/ fdgeR. Dale

nechtexistuj kalibr § € 4[a,b] a funkceu:[a,b] - R neklesaaijc’l na [a,b] ta-
kow, ze

T€a,b] a te(r—46(1),7+0(7))N]a,b] } (6.22)
= [t—=7|[f(D)]g(t) —g(T)| < (t—7) (u(t) —u(r)).
Potom
b
/fdg‘ < u(b) —u(a). (6.23)

DlUkaz. Prokade 6—jemre zn&ere cBleri (o, &) intervalu [a, b] mame podle
(6.22)

<

(o

~

S(e, )]

IN

1FEN (l9(o) — (€)1 +19(&) — gloj-1)])

—_

(

NI
S

IN

(u(o;) —u(oj-1)) = u(b) — u(a).

<.
Il
-

Vzhledem k definici KS —inte@lu plyne odtud nerovnost (6.23). O

6.19. Fiklad. Ukazeme si jednu netrigini aplikaci ety 6.18.
Méjme funkcih: [a,b] — [0, 00) nekleséici a zleva spojitou nda, b|. Doka-
Zzemeze pro kadé ke NU {0} plat

b hk+1(b) o hk'H(a)
kdp <
/ah dh < T . (6.24)

Nejprve provedne elemerdrri Gpravu

k41 0) _ pht1(r bt E ' '
h (tl)Hii (1) _ (h(tl)th( ) [;hkz(t) i) (6.25)

a v8imréme si tohoze za naich g'edpokladi je funkceh ohrantera nafa,b].
Jako dadi krok ukédzeme,ze ke kademu e >0 a kadému 7€ (a,b] existuje
d(7) > 0 takowe, Ze plat nerovnost

RF=H ) B (1) > hE(T) —¢ (6.26)
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134 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

pro t € (7 —46(r), 7+ 0(7)). Diky monobnnosti funkceh je snad@ owfit, ze
nerovnost (6.26) plapro kazdé ¢ € (7, b]. Na druhou stranu,ily spojitosti funkce
h zleva, ke kadému e >0 a kadému 7 € (a,b] najdemed(r) >0 takow, aby
platilo

0 < Wi (r) — P (t) < W jakmile ¢ € (7 —5(r, 7).

Odtud plyneze prot € (1 —o(7), 7] plaf

0 < A¥(7) = h*H() hi() = (B*(r) = RE(1) 1 (7) < HhH |R|l = €
a tedy tale (6.26). Dosazém (6.26) do (6.25) dostaneme

hk+1(t) o hk+1( ) k

) ; hk —5
= (n(0) = h() W
prokadees >0, ke NU{0} ate (7’ o(r, 7. Plaﬁ tedy (6.22), kde
k+1
F() = BE(), g(t) = h(t) a u(t) = hk ) oo tefab].  (6.27)

+1
Podle ety 6.18 tedy platnerovnost (6.23).

6.20. Cvcen. Dokazte tvrzem:
Nechtfunkceh: [a,b] — [0, o) je nerostouta zprava spojié na[a, b ). Potom
pro kazce k e NU {0} plati

/bhk . hk+1(b) _ hk'H(a)
“ - kE+1 ’

Véta 6.17 am umani dokazat nejjednodisi vétu o konvergenci integit.
6.21. \Bta. Necht f:[a,b] — R je ohrantera na [a,b], g €BV][a,b] a necht
posloupnost f,,} funkd definovagch na intervalufa, b]| je tako\, ze

Tim | f— £ =0, (6.28)
b
pricent existuj vSechny integaly / fndg, neN. Potom existuje tak integ@l
b a
/ fdg aplaf
b b
lim fndg—/fdg. (6.29)
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Dlkaz. a) Protee f je ohrantera, plyne z pedpokladu (6.28)ze existuje
no € N takowe, ze plat

I fall <NfIl+1 <00 provsechnan >ng .

Podle ety 6.17 tedy rame

dg‘ < (|Ifl+1)vart g < 0o provsechnan >ny

a podle Bolzanovy-WeierstraBovety tedy existujposloupnostn;} ¢ N acislo
I €R takow,ze plat n; >ng a

b
klim / fn,dg=1. (6.30)

b) Ozn&me

/fnkdg prokeN,
Sk(a.€) =Sy, ag(0.€) pro keN, (o,€)€ 7 [a,b],
S(0,8) =Spag(e,8) pro (o,8)€ T [a,b].
Bud danoe > 0. Vzhledem k (6.28) a (6.30) izeme zvolitko € N tak, Ze plat

(6.31)

Iy —1I|<e a|fn —fll<e prok>kg. (6.32)
Potom bude ta
|S(0, &) — Sy, (0, €)| < evart g provsechna(o, £) € 7 [a,b].

Dale, nechtdy € ¥[a,b] je kalibr na [a,b] takow, Ze pro sechnad,—jemra
zn&erd kglen (o, &) intervalu[a,b] plat

|Sko(07,&) — I | < €. (6.33)

Pro ka&de (o,&) € «/(60) a k> kg mame podle (6.32)

v(o)

[(0.€) = Sty (.8)] = | D (&) ~ fio(&)) (9(y) ~ (1))

=1

<\fa—Ffll V(g,o) <evar’ g.

.
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136 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

Tudiz, vzhledem k (6.32) a (6.33), dasame

’S(O’,S) _I’ < |S(Ua£) _Sko(a'7£)| + |Sk0(07€) _Iko‘ + ’Iko _I|
< e(vart g+2)

pro kazdé (o, &) € 7/ (d9) ak > ko To znamea, ze plat

b b
/fdg:I:klim/fnkdg.

c) Kon&ne, otnym pouwzitim véty 6.17 dostaneme

/bfndg—/bfdg‘ <||fa— fllvar®g prokade neN.

Plaf tedy i ((6.29)). O
Nyni miizeme formulovat prinvyznammgjsi existereni vysledek.

6.22. \eta. Necht f € Gla,b] a g€BV]a,b]. Potom/bf dg existuje a plat

(6.21)

DUkaz. Podle &ty 4.8 (ii) existuje posloupnostf,,} jednoduckych skokoych
funkdi, ktera konverguje stejnoérré nala,b] k funkci f. Podle ¥t 6.8 a 6.17

b
integrél/fn dg existuje pro kadé n € N. To znamea, Zze podle ety 6.21 existuje
)
také integl’al/f dg aplaf ((6.29)).
b

Zfejmé |f| € Gla,b]. Existuje tedy tak integél/ |f(z)| dvar: g a podle
véty 6.17 plat(6.21). ¢ 0

Nasleduici konvergegni vysledek je tak trochu symetrighk véte 6.21.

6.23. \Bta. Necht f:[a,b] =R je ohrantera na [a,b], g €BV][a,b] a nechit
posloupnost{ g, } funkd definovafch na intervalula, b] je tako\a, ze plat

lim var’ (g, —g) =0,
n—oo

b
pricent existuj vdechny integaly / fdg,, neN. Potom existuje tak integ@él
a
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b
/fdg a plafi

b b
lim/fdgn:/fdg. (6.34)
D & k az. Beijmy na obecnosti izeme edpokhdat
gn(a) =g(a) =0 provSechnan e N.
Dale je dikaz podobf diikazu &ty 6.21. Existujeng € N takow, Ze plat
vart g, <var’ g+1 provsechna>ng.

Podle ety 6.17 tedy rame

Avd%

a podle Bolzanovy —WeierstraRovty tedy existujCislo 7 € R a posloupnost
{nt} C N takow,ze plat n; >ng a

< |fll (varb g+1) provsechnar > ng

b
lim I = li n, = 1.
Jim 1= Jim [ d,

Podobri jako v (6.31) oznéme

b
Iy, :/fdgnk prokeN,
Sp(o,&) = Stag,, (0,§) pro keN, (o,€) € T [a,b],
S(c,§) =Siag(0,§) pro (o,§)e€ T [a,b].

Bud danoe > 0. Zvolme ko € N a kalibr 6y € ¢[a, b] tak, aby platilo

(6.35)

I, —1| <e, varl(g, —g)<e prok>ko

|Sko (0, €)] — I, | < epro(o,§&)e ().
Potom pro kadé (o, &) € «7(dp) a k> ko mame

(o)
[5(0,€) = Sio(0. &) = | D (/&) = 1)) (910(73) = 9o (75-1))|

<
q

<.
Il
—

<A1l V(gro — 9, 0) < || Fll(varg (gr, —9)) < el f]l-
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Pro kadeé (o, &) € 7(dp) tedy mame

’S(Uvé) _I’
< ‘5(0'75) —SkO(U,E)‘ + ‘Sko(o-vg) _Ik()’ + ’Iko _I‘
<e([lfll+2).

Odtud plyneze

b b
/fdg:I:klim/fdgnk.

Konetné, oetrym pouwzitim vety 6.17, dostaneme

b b
[ 149, [ 19| <I17lvart (9.~ 9) prokacenen.

Plaf tedy (6.34). m
Predpokbdejmeze funkcef regulovai na[a b] a g ma kon&nou variaci na

[a,b]. Podle \ety 6.22 potom existuje mtegk/f dg. Pro aplikace pdebujeme

ale dolazat,ze tento intedl existuje i v symetric& situaci, tj. kdy f € BV|[a, b]
a g€ Gla,b]. To bude nyinnasim dlem.
Podle \éty 2.36 niizeme funkcif rozlozit na sodet spojié funkce f € a sko-
b

kové funkce f B. Podle &ty 5.54 a @ty 6.13 existuje inte@ﬂ/ f€dg. Vzpome-

neme-li si na lemma 2.39, podle ko existuje posloupno%t jednodgrich sko-
kovych funkd {f2} c S[a,b] takowa, ze plat lim ||fB— fB|gy =0, nahkd-
neme tedyze ram st&i dokazat konvergeini vétu, ze kteg by plynulo,ze plat

b b
lim andg:/deg.
(Véta 6.21 a ani&ta 6.23 takoy vysledek nezahrnu)

Nasleduici véta poskytuje odhad symetrick odhadu (6.20) zéty 6.17.
6.24. \eta. Nechtfunkceg ohrani€era na [a,b] a f € BV|[a, ] jsou takoe, ze

b
existuje integal / f dg. Potom plat

b
[ 19| < (r@I+170)+var, 1) gl (6.36)
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Dlkaz. Prolibovole (o,¢) € 7 [a,b], mame
S(0,€) = f(&1) lg(o1) — g(a)] + f(&2) [9(02) — g(01)]
f(&m) l9(b) = g(om-1)]

/'\

= [f(&)=f(a)]gla) = [f(&2)—f(&)] g(o1)
= [f(0) = f(&n)] 9(b)

= f(b) g(b) )= (&)~ F(EN 9(os)

3=0

kdem=v(o), {o=a a&,+1 =>. Odtud plyneze
15(0,€) < (IF@1+1F®)]+ 3 1f &) = ()] llgl
=0

neboli

1S(e, &) < (If(a)| + | f(b)] +varl ) llgl - } (6.37)
plati pro kazde (o, €) € 7[a,b]. '

Vzhledem k tomuze (o, &) bylo libovolné zn&ere cleri intervalu [a, b], odtud
uz tvrzen (6.36) okanzité plyne. O

Nyni dokédzeme konvergdini tvrzeni, kteté zarti, Ze bude platit

b b
lim/andg:/deg.

6.25. Lemma. Nechtfunkceg je ohrantera na [a,b], f €BV][a,b] a nechtpo-
sloupnost{ f,} C BV|a,b] je takoa, ze

b
/ fndg existuje prokade neN a lim ||f,— fllpy =0.
Potom existuje taé<|nteg|al/ fdg aplaf
i [ fu dg / fdg.
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DuUkaz. Podlegty 6.24 je

b
/(fn — fm) dg‘ < 2|lgll lfn — fmllBv pro libovolr&m,n e N .

b
Posloupnost{/ fn dg} je tedy cauchyovska existujel € R takow, Ze plat

b
lim | f,dg=1.
n—oo a

b
Ukazeme,ze | fdg = I. Bud dano libovolré £ > 0. Zvolme ny € N tak, aby
platilo

b
[ fwdo=1] <= a g fllav <.

Dale, zvolmed, € 4a, b] tak, aby pro kade (o, &) € &7 (d.) platilo

Sul0€) [ 0] <.

kde Sy, (0, €) = S, aq (0, £). Podle (6.37) pro libovola (o, £) € 7(5.) mame
[S(0,€) = Suy(@,€)|

< (1£(0) = Fuo @] +1£ () = fao ) +varh (f = fus)) gl

< 2|f = fuollBv gl -

Souhrnem, pro libovoka (o, §) € «7(6.) dostvame

’S(O’,ﬁ)—]’

< ‘S(O’,E) _Sno(a7€)| +

b
/afnodgl‘

<2\f = fuollev llgll +2e <e2(llgl +1) .

Sno(0,€) _/abfno dg‘

+

Odtud plyne rovnost

b b
/Gfdngzf}i_)rgo/(lfndg' 0
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Nyni uz budeme urét dokazat Kzery existe&ni vysledek. V rasleduicich tvr-
zerich a jejich dikazech potivame disled@ konvence Zimluv a oznaeri a
klademe g(a—) = g(a), g(b+) =g(b), tj.

A7g(a)=A%g(b) =0, Ag(a)=ATg(a), Ag(b)=Ag(b)

pro kadou funkcig regulovanou nda,b]. V tomto smyslu je fteba i rozunét
symbofim pro funkceg(x—) resp.g(xz+) definova@ nala, b]. Neri tézkeé si roz-
myslet,ze nap. pro g € G[a,b] a h(z) =g(z—) plat

h(z—) = h(z) = g(x), h(z+)=g(z+) nala,b].
Analogicky, prog € Gla,b] a h(z) = g(z+) mame
h(z+) = h(z) = g(x), h(z—)=g(z—) nala,b].

b
6.26. \Bta. Jestlze f € BV([a, b], g € G[a, b], pak integél/ f dg existuje a plait

(6.36)

D lkaz. NechtgeGla,b], feBV]a,b] a W je mnazina bodl nespojitosti
funkce f v [a,b]. Podle ety 2.19 jeW nejwsSe spaetra, tj. W = {wy : k € K},
kdeK={1,2,...,m} prorejakt m € N neboK=N.

Necht f = ¢+ fB je Jordaiiv rozklad funkcef na spojitoutast f ¢ a sko-
kovouéésth definovanou jakaf, v (2.26). Poldme

Z AT f wk X (wp, b]( ) Z A—i_f(wk)X[wk,b}(x)

kGKﬁ[l n| keKN[1,n]

pro neN a x€a,b]. Ziejme fBcSla,b] pro kazde n €N a podle lemma-
tu 2.39 plat

lim || f,7 — fBlsy = lim varg (f® — f7) =0.
b
Dale, podle dsledku 6.16 integfad/ f,B dg existuje pro kide n € N. Je-li tedy
¢ b
mnazina K kon&na, existence integtu/ fBdg plyne trivialné. Nen-li K ko-

b
necna, pak integal/ fBdg existuje podle lemmatu 6.25.

b
Podle ety 5.54 a ety 6.13 existuje inte@i/ fCdg. Existence integilu

b
/ f dg tedy jiz plyne z \ety 6.8. Konéng, podle ety 6.24 plattake (6.36). [
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Primym diisledkem &ty 6.26 je @sleduici konvergeni tvrzeri.

6.27. Disledek. Jestlze g, € Gla,b] pro neN a lim ||g, —g|| = 0, pak pro
kazdou funkcif € BV [a, b] plati

b b
lim /fdgn :/fdg. (6.38)
a a D
Nasleduici tvrzeri navazuje na ilkaz \éty 6.26 a dva navod k Wpottu in-
b b
teglélu/ f dg, je-li znama hodnota integtu/ fCdyg, kde fC znai spojitou
tast funkce f. ¢

6.28. Disledek. Jestlze f € BV|a, b], g € Gla,b], W je mn&ina bodi nespoji-
tosti funkcef v [a,b] a £ € je spojita East funkcef, fC(a) = f(a), pak

/a;dgz/jcdg

+ Y [ATf(w) (9(b)—g(w=)) + A f(w) (9(b)—g(w))] -

we W

(6.39)

Dlkaz. Jakov tlkazu &ty 6.26 jeW = {w,: k€ K}, kdeK={1,2,...,m}
pro nejake m € N neboK =N. Necht

f(x) = Z [A™ f(wr) X(wg 5 (%) + AT f(Wk) X[y 0 (2)]

EeKn[l,n]
proneN ax € [a,b]. Podle lemmatu 2.39 plat
lim [|f? = f®lsy = lim varg (f%—f?) =0.

Dale, podle (6.16), (6.17) &ty 6.8, name

b
/ B dyg

= 3 (A f(wn) [9(b) — glwn—)) + A f(wr) [9(b) — glwit)))

keKnl,n]

(6.40)

pro kazde n € N. Je-li K kon&na, plyne odtud okaité, Ze plat (6.39).
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Je-liK=N, pak podle lemmatu 6.25 plat

b b
/deg: lim/ fBdg. (6.41)

Podle disledku 2.25 je

> A f(wr) (9(b) — g(wi—)) + A f(wy) (9(b) — g(wi+))]
k=1

<29l > (1A Flwl + AT Fwi)]) < 2]gll (varkf) < oo
k=1

Vzhledem k (6.40) a (6.41) tieldosavame

/abedg

- (6.42)
= > (A7 F@)(9(b) — glwi=)) + AT F(wi)(9(b) — gwi+)))
k=1
Plat tedy (6.39). O

V situaci symetrick k disledku 6.28 rame

6.29. Lemma.Jestlze f € G[a,b], g € BV|[a,b], W je mn&ina bodi nespojitosti
funkceg v [a,b] a g€ je spojita tast funkcey, g€(a) = g(a), pak

b b
[1d9=[1d5%+ 3 flw ag(w). (6.43)
a a we W
kde A g(a)=A"T g(a) a Ag(b)=A" g(b).
D U k a z je analogick diikazu disledku 6.28 je poneém Eteréfi jako cviceri.
O

6.30. Cveni. Dokazte lemma 6.29. (Blvod: vytzijte lemma 2.39 aétu 6.21 a
postupujte jako p diikazu disledku 6.28.)
6.3 Integrace per-partes

Pro dikazy disledku 6.28 a lemmatu 6.29 bylyitecné iklady 6.15. Nasledu-
jici technicka lemmata jsou pégbra pro dikaz \Bty o integraci per-partes, kéer
je nasim dakim vyznammj§im cilem. Take v jejich dikazech budouiiklady 6.14

vyuzity.
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6.31. Lemma. Nechth € Gla,b], cER a W C [a, b] je nejse spdetra mnai-
na takow, ze plat

h(z)=c pro z€la,b]\W. (6.44)
Potom
b
[ 1dg=clat)-g@+ 3 [w) - c] Ag(w) (6.45)
a weW

plati pro kazdou funkcig € G|a, b].
Dlkaz. Nechtg € Gla,b]. Prot&ze h € G[a,b], mame podle (6.44)

h(z—)=h(z+)=h(a+)=h(b—)=c prokadezec (a,b).
Funkceh ©(z) = ¢ je tedy spojifiéast funkceh, hB = h —hC a

A~h(z) = h(z) — ¢ = —A*h(z) proka&de = ¢ (a,b).
Paodle ((6.39)) (kdef = h) tedy name

b b
/ hdg = / cdg+ 3 (h(w) — o) [g(b) — glw—) — g(b) + glw+) ]

weWw
=clg(d) —g(a)]+ Y _ [(w) —c] Ag(w),
wew
tj. plati (6.45). (Fipomaime znovuze Ag(a) = Atg(a) a Ag(b) = A~g(b).)

O

6.32. Cvteri. Pomoélemmatu 6.31 dokée,ze je-li 7 € (a,b) a

0 kdyz t <7,
h(t) = ¢ »>€10,1] kdyz t=r,
1 kdy? t>7

b
pak/ @ hdh = (1) > pro libovolnou funkciy regulovanou nap.

6.33. Lemma.Nechth € Gla,b], ce R a W C [a, b] je nejyySe spdetra mnaina
takowa, ze plat (6.44) Potom

b
/ fdh = F(B) [b(b) — ] — f(a) [h(a) — c] (6.46)
plati pro kazdou funkcif € BV|a, b].
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D U kaz. a) Funkcé: spliuje (6.44) pavé tehdy, kdy existuje mnaina K c N
takowa, ze W = {wy, € [a,b]: k €K} a

h(z) =c+ Y (h(wy) =€) Xy (z) proz € fa,b].
kekK

ProneN polazmeK,, =KN[1,n], W, ={w;:k€kK,} a

hn(z) = c+ > (h(wg) = ¢) Xjuy(z) proneNaz€a,b].
keKy,

Dokazeme ze plat
nli_)r& |hn —h| =0. (6.47)
Nechtje tedy cainos > 0 a nechtng € N je takow, ze
|h(wg) —c| <e prokade k>ng. (6.48)
Takowe n existuje, protde pro kdade k €N je
|A"h(wg)|  kdyZz wy € (a,b),
|h(wg) —c| = ¢ |ATh(a)] kdyz wi=a,
A~h(b)|  kdyZ wp=b

amnaina €chk €N, pro réz |h(wy) — c| >, mize nit podle disledku 4.9 (ii)
jenom nejyse konény pocet (ng) prvkl. Tudz,

lc—h(x)|] kdyz xeW,,

<e
0 kdyz z € [a,b]\ W,
pron>ng ax € [a,b]. Plaf tedy (6.47).

|hin () — h(2)| = {

b) Necht f € BV[a,b]. Podle fikladu 6.15 (i), ety 6.8 a formule (6.14) dosta-
neme pro kadé n € N

/a Fdh= 3 (huw) — o / ' X

keKy

= f(b) [n(b) — c] = f(a) [A(a) —c].
Podle (6.47) a podleltsledku 6.27 tedy ame

b b
[ 1ah=tim |7 dh, = 1) (00) ] - 1@ [ha) ). .
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6.34. \Bta (VETA O INTEGRACI PERPARTES).
Jestlze f € Gla,b] a g € BV|a, b], pak existujoba integaly

/abfdg a/abgdf

a plat

b b
/fdg+/gdf=f(b)g(b)—f(a)g(a)
+ Y (a7 f@) A g() - AT @) Atg(a))

z € a,b]

(6.49)

DlUkaz. Integal/ f dg existuje podle &ty 6.22 a mtegil/ gdf existuje
podle \&ty 6.26. [ale,

/Qfngr/bgdf

b
/ f(2) dlg(z) + At g(a)] + / o(2) d[f(z) — A~ f()]

a

b
- / f(x) d[ATg(x)] + / o(x) d[A™ f(2)].

Neri obfizné owit, Ze funkceh(z) = Atg(z) spiuje (6.44) sc=0 a h(b) =0.
Dale, Ah(x) =0 pro z € (a,b). Podle lemmatu 6.33 tedyame

b
/ f(z) d[A*g(z)] = — f(a) A*g(a)

Analogicky,

b
/ g(x) d[A™ F(x)] = g(b) A~ £(b),

/f ) dg(a / 2)d f(x)

= [ dgta)+ [ otw) a0 (650

+f(a) ATg(a) + A7 f(b) g(b) .
146
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Prvri integial na prae stra@ miizeme upravit na

/f )dg(x+) /f )dg(z+) /A f(z)dg(z+). (6.51)

Pro funkci h(z)=g(z+) mame h(z+)=h(z)=g(z+) a h(z—)=g(z—)
nala,bl, tj. Ah(x)=Ag(z) nafa,b]. Podle lemmatu 6.31 tedy plat

b
[ar@dgtan = Y A @) ag(). (6.52)
a z € [a,b]

Analogicky,

/abg(m)df(x) / (z+)d f(x /A+ )df(z

b
_ / glar)dfe—)— Y Atgla)Af(a).

z € [a,b]

(6.53)

Funkce f(z—) je spojita zleva na(a, b], g(xz+) je spojita zprava nda, b). Podle
vét 5.54 a 6.13 tedy exisfupba integaly

b
/ f(r—)dg(z+) a / g(r+) d f(a—)
a podle &ty 5.49 plait
b
/ fla—) dg(at) / g(z+) df(z—) = F(b—) g(b) — f(a) glat) . (6.54)

Dosazeim (6.51)—(6.54) do (6.50) dostanenédel

/abfdg+/:gdf

= F(b-) g(b) — f(a) gla+) + f(a) A¥ g(a) + A~ f(b) g(b)
+ Y (A (@) [A7g(@) + Atg(@)] - [A7f(z) + AT f(2)] Atg(a))

z € [a,b]
= F®) g0~ fl@) gla)+ > (A7f(@) Ag(t) - At f(z) ATg()).
z € a,b]
Dokazali jsmeze (6.49) plat O
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6.35. Cviteri. Dokazte,Ze za jpedpoklad véty 6.34 plait

/fdg— /fx+dg LA - Y AT () Aga)

z € (a,b)

/fdg— /f ) dg(z+) + f(a + ) A f(x)Ag(a).

z € (a,b)

(Navod: vyrijte formule odvozenv pribéhu dikazu \ety 6.34.)

6.4 Saksovo-Henstockovo lemma aékteré jeho disledky

6.36. Lemma(Saks-HENSTOCK). Necht f,g:[a,b] — R jsou takoe, Ze inte-
b

grél/ f dg existuje. Necht >0 je dano a nechté € 4[a, b] je kalibr na [a, b]
takov;?, ze plat

b
‘S(G,E)—/fdg‘<6 pro Vsechna(o, &) € &7(9) .

Potom pro libovolg sysém {([sj, ti],0;):5=1,2,..., n} takowy, ze

a<s1<0<t; <sp<-- <8, <0 <t <D,

. (6.55)
[Sj,tj] C [QJ —5(9j),0j—|—5(9j)] proj=1,2,...,n,

plati nerovnost

‘ Zn: [f(ei) l9(t5) — 9(s5)] — /tj f dg} ‘ <e. (6.56)
Jj=1 Sj

Dikaz. Buddanon >0. Ozn&meto=a, s,y1=>0. Je-lij€{1,2,...,n} a
t; < sji1, existuf kalibr 6; a zn&ere cleri (o7,¢&7) € 7/ (6;; [t;, sj+1]) takow,
zedj(x) < 6(x) pro kade x € [a,b] a

(6.57)

R A

J

Nyni sestavmej— jemré zn&eré celeri (p, n) intervalu [a, b] tak, aby platilo

> FE)lg(ty) —g(spl+ Y S(a?. &) = S(p,m).

J=1 Jj=0
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(Je-litj=s;1, klademeS(o7, ¢7)=0.) Vzhledem k fiedpokladim lemmatu te-
dy mame

‘jzi:l(f(Oj)[g(tj)—g(Sj)]—/ fdg>+z( S(o7. &%) /sj+1fdg>’

84 tj

= S(P,Tl)—/abfdg‘ <e.

Odtud a z (6.57) doatame pro libovolé n > 0

\Zf SO LT
< S(p,n)—/afdg‘+‘j§(5(aj,£j)—/tj fdg)| <ctn,

tj. plati (6.56). O
b
6.37. \eta. Necht [ f dg existuje ac € [a, b]. Potom plat

a

i ([ 7dg+r@loe) - @) = [ . (6.58)

z € [a,b] a a

DOkaz. Buddanoes >0 anechtd. € 4[a, b] je takow kalibr, ze

b
‘S(a,.f) —/ fdg‘ < e plafi vSechna(o, &) € &7 (6:).

Pro k&dé x € (¢, ¢+ 6-(c))N[a, b] vyhovuje sysem {([s1,t1],601)}, kdet; =z a
s1 =01 = c, podninkam (6.55). Podle Saksova—Henstockova lemmatu (viz Lem-
ma 6.36) tedy rame

7@ loe)~g() - [ 1dg| <e. (6.59)

C

Podob, je-li z € (c—d-(c),c)N[a,b], pak poitim lemmatu 6.36 na sy&sm
{[z, ¢], ¢} dostaneme nerovnost

7@ late) gl - [ fg| <
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Prokadé = € (¢ — d:(c),c+ d:(c)) N a, b] tedy plat nerovnost (6.59) a tud take
nerovnost

[ 1d0- [ 1910 ate) - g(0)]
[ o=@ lot) - gtel] < =

. plati (6.58). 0

b
6.38. Disledek. Necht [ f dg existuje,g € Ga, b] a nechtfunkceh : [a,b] = R

je definoana ﬁedpisema

h(x):/ fdg pro z€la,b].
Potomh € Gla,b] a

h(t+) = h(t) + f(t) ATg(t) @ h(s—) = h(s) — f(s) A g(s)

protela,b) ase(a,b. O
6.5 Neurcity integral
6.39. \Bta(HAKE). (i) Necht /x f dg existuje pro kace z € [a,b) a nechit
Jim ([ dgt1®)lo(t) - g(e))) = I< R
b
Potom/fdg:I.

b
(i) Nech’t/ f dg existuje pro kace z € (a, b] a necht

i, ([ do+ 5@ o) - gt = 1€

r—a+
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Dlkaz. (i) a) Buddanoe > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

fdg+ f(b)[g(b) —g(x)]—I| <e prokade zc[b—A,b). (6.60)
Polkmex, =5 — ba pro k € N. Posloupnosfx;} je rostoug, hm Tp,=ba

k+1

VkeN 6, €Y |a, z):
6.61
(1) € /(b fa.x)) = [S(pm)— [ 7dg|< i} oo

b) Definujme kalibréy naa,b) tak, aby platilo
do(s) < dk(s) a [s—0do(s),s+0o(s)] C [a, zk]

prokazdé k€ N akazdé s € [vy—1, z).

Dale, pro kadé s € [a,b) ozn&me symbolenk(s) jednozn&né urcere (¥iro-
zereislo k takow, ze s € [zy—1, Tk).

c) Dokézeme ze existuje kalibwy na[a, b] takowy, Ze plat

‘S(T,G)/azfdg‘ <e 662

provsechna: € [a,b) a (7,0) € (o, [a, x]) .
Necht je tedy dno z€[a,b) a nechtp € N je takowe, ze z € [xp_1,2))
(ti. p=r(x)). Dale necht(r,0) je libovolne 5y—jemre celeri intervalu [a, x].
Ozn&me v(7)=r. Pro k&de ke NN[l,p| a kade je NNl r] takow, ze
k(0;) =k, mame
0]_5k(9) 9—50(9)<9] 1<TJ<9 +50(0)<9 +5k(9)
Vzhledem k (6.61) a definici kalibrdy, vidime, Ze pro ka&dé k< {1,2,...,p}

sysem {([7j_1,7],0;): j=1,2,...,r, k(0;) = k} sphuje fedpoklady lemma-
tu 6.36) na st {([s;,¢;],6;):7=1,2,...,n}. Plaf tedy

| S 10l ~ ol - [ o] < 5 prokadeke {12, p).
K(6;)=k i
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Tudiz
| j; (40 lotr) — -]~ [ £ lg)
SIS 60 latr) — alri-1)) - [ 1d9)]
k=1 r(0;)=k T
S| X (febtm om0~ [ rae)| <X =<,
k=1 k(0,)=k Ti-1 k=1

tj plati (6.62).
d) Nyni, polazme

min{b—z, §(z)} pro z€a,b),
() =4 A
5 pro z=5o.

Necht (o, &) je libovolné §*—jemre celeri intervalu [a,b] a m=v(o). Potom
mud platit &, =0, =b, op—1€(b—Ab) a

5;_11 Om—1
<| 3 (€ oty —sto = [ s gl

J=1

_|_

Om—1
[ dg 1) 1ot - gtom-v) - 1].
Vzhledem k (6.62) a (6.60) (kde pdime = =o,,_1) tedy doshvame konéné

]S(a,g)—fj <2¢, . /bfdg—I.

Dikaz tvrzen (ii) se provede analogicky a ponexnfame hotteréfi jako cviceri.
O

6.40. Cviceri. Dokazte tvrzen (ii) véty 6.39 a jeho pomaddakeé jeho rasleduici
variantu:
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b
Nechtexistuje/ f dg anecht

a

g%(/a Fdg+ 7(@)[o(t) —g(a)]) = T€R  pro ket x< [a,b).

t

Potom/ fdg=1.

6.41. Hiklady. Pomo¢ Hakeovy &ty mizeme snadno a univexsim zplisobem
odvodit vzorce, ktér jsme v pikladech 6.15 odvodili Pmo z definice pomdc
vhodré volby kalibru. Nap. formuli (6.11), kdet € (a,b) a f je libovolna, od-
vodime takto

b T
/de[T,b] =/ fAdX[r

~ lim / F Ay + 1) ey (7) = X (]) = £(7)

t—7—

Podob®, prot € (a,b) a g € G|a, b] dostaneme pomotiakeovy \éty

b T b
/X[a,ﬂdg—/ 1dg+/ X[a,r] A9

b
= o) =()+ lim_ ([ ) dg + 11a(0) = 9(7)])

= g(T+) _g(a) 9
tj. (6.17).

6.42. Cviceri. Pomod Hakeovy \ety dokate i zbyvaijici formule z gikladd 6.15.

6.6 Substituce

Daléim diisledkem Saksova-—Henstockova lemmatu gsleduici lemma, kteg
nam pontize dokazat \etu o substituci.

b
6.43. Lemma. Nech’t/ fdg existuje. Potom pro kak ¢ >0 existuje kalibr

d €9]a,b] takow, ze nerovnost
v(o) o
> [#&) oo ~glos-) - [ rdg|<e (6.63)
j=1 i1
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plati pro kezce (o, &) € o7 (9).
Dlkaz. Buddanoe >0 a nechtd € 4[a, b] je kalibr takoy, ze
b 9
‘S(p,n) :/ fdg‘ <3
plati pro vS8echnad—jemra zn&era cler (p,n) intervalu[a, b].

Bud dano libovolre (o, &) € &7 (6). Ozn&mem =v(o) a

Jt={jefla. . m) f(&) [g(oﬂ—g(crjl)]—/” fdg >0}

j—

J={1,2,....m}\JT.

Syseém {([oj-1,0;1],&;), j € J"} sphuje fedpoklady (6.55) z lemmatu 6.36 na
mist {([s;, t;],7;)}. Podle lemmatu 6.36 tedy plat

|3 (1€ lator) (o) [ fdg)]

jeJt

< 3 |feisto =atos)- [ rdg| <.

jeJ+
Podobr
> (16 lston) ~slo-)- [ rdg)
jeJ™ Tj-1
< 3 1) latos) ~glo-) - [ rdg| <.
jeJ- 9i-1
Odtud & nerovnost ((6.63)) okanité vyplyva. O

6.44. \Bta (VETA o suBsTITUC)). Je-li funkceh: [a,b] — R ohranitera a in-

b
tegrél/ f dg existuje, potom jakmile existuje jeden z infdgr

/abh(:c) d[/axfdg}, /abh(x) f(z)dg(x)

existuje i druly a v takoem gipace pak plat

/abh(:c)d[/:fdg} —/abh(x) f(z)dg(x).
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DOkaz. Podle &ty 6.9 je funkcew(m):/ f dg definovaa pro kade
€ la,b]. ’

b
a) Fredpokhdejmeze existuje integ’srl/ h f dg. Bud danoe >0 a nechtd. je
kalibr nafa, b] takowy, ze ‘

%‘h (&) (&) lg(oj —g(oj-1)] — /JU] hfdg‘<5
. j

(o) .

Z‘f &) ly g(oj-1)] — /a._ fdg‘<5.

plati pro kazdé 5.—jemré zn&eré cler (o,&). (Takow kalibr existuje podle
lemmatu 6.43.)

Bud dano (o, ¢) € #/(6:). Ozn&mem =v(o). Potom

‘ i h(&;) [w(oj) —w(oj-1)] —/abhf dg’

j=1

<So[ne) [ rda-ne) 76 o) ~ ol

j—1

93

=1
+ 32 [16) 1) lo(on) ~ gl - [
<l >

j=1

+ i’h(fj)f(éj)[Q(Uj)—g("j—l)]_/aj hfdg‘
=~ oj-1

j—

hfdg‘

| o= 16 lo(e) st

< ([[nll+1)e
b
tj. existuje integ&l/ hdw a plaf

b b
/hdw—/hfdg.
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b) Obracera implikace by se dokazovala pod@bn ot za vydaté pomoci Lem-
matu 6.43. O

Pro KS —integal ovsem plai také tvrzen analogicka vetam 5.46 a 5.47, ktér
jsme dolazali pro RS —integly. Uvedeme alespojedno z nich.

6.45. \éta. Pfedpokhdejmeze funkcep : [, 5] — R je rostoud a zobrazuje inter-
val [a, 8] nainterval[a,b] anechtf : [a,b] — R. Pak existuje-li jeden z integl

b B8
/ f(z) dg(a), / F(6(x)) dg(o(z))

existuje i ten drufp a plaf rovnost a

B b
/ F(6(x)) dg((x)) = / f(a) dg(z). (6.64)

D U kaz. Pogiméme si,ze protde ¢ je rostout a zobrazuje interval interval
[, B] naintervalla, b], mud byt ¢ i jeji inverse¢—! spajite.
Pro da@ zn&ere kleri (p,n) € 7[«, 5] polozme
05 = gb(p]) prOj:O, 17 <o 7V(p) a EJ = ¢>(77]) prOj: 11 2a teey V(p)

a o= {00,01, e ,O'V(p)}, £E= (51,62 R 7€V(p))' Potom(a',é) < ?[a,b] Zna-
&ime (0,€)=6(p.m) a (p.m) =6 (c,€). ZTeime 6~ (c€) € 7[a,b] pro
(0,€) € Ta,b].

Pro dai kalibr & € ¢, B] definujme kalibré € ¢|a, b] tak, aby platilo
o (T +6(1) < ¢ M) +0(¢p7 (1)) jestlize T €[a,b)
(6.65)

o U r—6(7)) > ¢ (1) =8(¢p 1 (7)) jestlize T € (a,b]

Nyni, jestlize roZiferé celeri (o, &) € 7[a,b] je 6 —jemre, pak podle (6.65) ax
me pro kadé j=1,2,...,v(o)

pj=0"Hoj) < 67HE +6(&) < d7HE) +0(67HE)) =y + ()

pim1 =0 Hojo1) = ¢ & —6(&)) > 671 (&) — (¢ (&)) = m — d(my) -

Cili, ¢~'(o,€) € «7(3) pro kazdé (o, &) € <7(5). Podobié bychom ke kédemu
kalibru 6 € ¢[a,b] nasli kalibr 6 € 4[a, 3] takow, ze ¢(p,n) € «/(5) jakmile
(p,m)€ (0).

156



STIELTJESUV INTEGRAL 157

Protaoe
v(o) v(o)
T FE) [9(o) —gloi-1)] =D flo(ny) [9(b(ps)) — 9((pj-1))]
j=1 j=1

pro kadé (o,¢&) € 7[a,b] a (p,n) =¢ (o, &), plyne odtud & snadno &kaz
Vety. O

6.46. Cviceri. (i) Do viech podrobnossi promyslete aver dikazu Fedsle
Véty.

(i) Formulujte a dokzte analogii &ty 6.45 pro pipad,ze ¢ je klesajci.
(i) Formulujte a dokzte analogii @ty 5.47.

6.47. Poziamka. Vétu 6.45 je mano zobecnit viiznych snérech. Nap nasledu-
jici verse ety o substituci se uplatnilafipaplikaci teorie hysterese v ekonomii
(viz [4]):

Pfedpokbdejme ze funkcef : [a,b] — R je ohrantera na[a,b| a tako\a, ze
f €Gla,b] pro kazde a € (a,b). Dale, nechtfunkce¢: [a,b] — R je neklesdfi
nala,b] a ¢(a) =c, ¢(b) =d. Kon&né, nechtfunkceg € BV|c, d| je zprava spo-
jitdnac,d). Pro s € [c,d] polozmey(s) = inf{t € [a,b] : s < H(t)} . Potom pro
kazce « € [a, b] plati

b o(b)
/ £(8) dig(6(6))] = / F0(s)) dg(s)
« d)(a)

6.7 Bodova konvergence

6.48. \eta (OsGOODOVA VETA). Predpokhdejme,ze pro funkcif € Gla,b] a
posloupnost f,,} C G[a, b] plati

| full <M <oopro neN (6.66)
a
nlLrgo fau(z) = f(x) proz€la,b]. (6.67)
Potom
b b
nILII;o ’ fndg —/a fdg prokazdou funkcig € BV|[a,b]. (6.68)
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Dlkaz. Integaly/ fndg, neN, a / f dg existuj podle \éty 6.22. Necht
g=9%+¢® je Jordafiv rozklad funkceg (viz véta 2.36). Potom podle d@é-
ni 5.55 (i) existuj integraly (o) fn dg© a (o) bf dg® pro v8echnaneN a
podle Osgoodovy &ty pro RS — iantegily (veta 5.6%)) plat

b b
Jim (@) [ 9% = (o) [ £dg°

neboli (podle ety 6.13)

b b
lim fndgcz/fdgc. (6.69)

Dale, podle lemmatu 6.29@me pro kadé n € N

b b
[149° =3 sw)Agtw) a [ f.dg®= Y fulw)Agw)

wew weWwW

kde W je mnazina bodi nespojitosti funkcey v intervalu [a, b]. Jestlze je W
kon&na, pak Zejmeé plai

lim Y fa(w) Ag(w) =Y f(w) Ag(w
weW we W

atudz

b b
lim fnng:/fng. (6.70)

—
n—oo a

Necht W = {wy}. Bud danoe > 0. Podle disledku 2.25 je

o0
Z A g(wy)] < vard g < oco.
k=1

Existuje tedyp. € N takowg, ze

[e.9]

k=pe+1

Vzhledem k (6.66) a (6.67) je té&K f(z)| < M pro z € [a,b] atudz

> (fnlwe) = flwy) Aglwg)| <2M Y [Aglwe)| < 5. (6.7D)

k=pc+1 k=pe+1
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Dale, protde

Pe

nhﬂn&)i frn(wr) A g(wg) = Z fwr) A g(wg)
k=1

k=1

existujen. € N takow, ze

Pe
|3 (ulwn) = F(wn) Ag(w)| <5 pron=n..
k=1
coz dohromady s (6.71)aa
b - 3 3
= 09| = [ 32 (ntan) = ) Agtan)| < 545 =
@ k=1

pro n >n.. Rovnost (6.70) tedy plai tehdy, kdy mna&zina W neri kon&na.
Toto, spoléné s (6.69), zartuje platnost rovnosti (6.68) a dokazuje tvrzgéaty.
]

6.8 Integraly maticovych a vektorowch funkci

Jsou-li matico® funkce F: [a,b] — Z(R™, RP), G:a,b] — £ (RP, R"™) takowe,
ze \sechny intedaly

b
/ fikdge; (=1,2,....m k=1,2,...,p,j=1,2,...,n)
a

b b
existuj, pak symbol[ F(t) dG(t) (resp. katce [ F dG) zn&i m x n—matici

MeZ(R™R"™) s prli/ky ‘

P b
mij =Y [ firdges, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n.
k=179
Analogicky definujeme taéqntegaly/ d[F|G resp/Fd |H, kde F, G a
H jsou maticoe funkce vhodiich roznért.

Pfipomeaime, Ze podle oznéeri (xiv) normu maticeAe.,Sf(Rm R™) zna-

time |A| a definujeme ji pedpisem|A| = max Z |a; j|. V této souvislosti
a =1

yeeey 1M
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ztotazhujeme prostonR™ a.# (k" RY), . [z| = ) |z a
i=1
|Ax| < |Al|z| proAe £(R™,R") a zeR".
Dale je zramo,ze plat |A| = sup |Az|.
zeR"™
|z[<1
Variace matico@ funkceF': [a,b] — £ (R™,R") je definova@ formalné stej-
nym predpisem jako variace skahch funkd, tj.

var F = sup |F(0;) — F(o;-1)|.
o€ Dlab]

Snadno se @i, Ze plat

m n

b b b

e (varb f;;) <vart F < Z Zvara fij -
j=1,2,....,n i=1 j=1

To znamea, Ze maticoa funkce F: [a,b] — £ (R™, R™) ma kon€nou variaci

prave tehdy, kdy ma kon€nou variaci kada jeji slozka. Podobé, F' je spojita

resp. regulovai pravé tehdy, kdy stejnou vlastnost enkada jeji slozka.

RoZiferi vysledkl uvedegch v tto a edelé kapitole na fipad funké ma-
ticovych resp. vektorojch je tedy snadm Je ogem nutno it na pangti, Ze ope-
race rdsobenmatic nem obecré symetricl, a tak musne nit stale na paréti,
Ze nesrime libovolrgé ménit pdad maticovwch funkd, v jakem se v so€inech
obsaerych v aproximuicich soutech S(o, &) objevuj. Nag. vétu o integraci
per-partes (8ta 6.34) jefieba formulovat takto:

Jestlze F': [a,b] — £ (R™, RP) je regulovai na [a,b] a G: [a,b] — £ (RP, R")
méa koné&nou variaci naja, b], pak existujoba integaly

/adeG a /abd[F]G

aplat

b b
/ Fdc+ / d[F|G = F(b) G(b) — F(a) G(a)

+ Y (A—F(x)A—G(m)_A+F(x)A+G(x)).

z € [a,b]
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Podobr ffeba \eta o substituci @ta 6.44) bude vypadat takto:
Jestlize funkceH: [a,b]—Z(R™,R?) je ohranterd, F':|a,b]—.Z(RP, R?),
b
G:la,b]—=Z(R?,R") a integrél/ F dG existuje, potom jakmile existuje jeden

z integal

/abH(x)d[/:FdG], /ab(HF)dG

existuje i druly a v takoem gipadeé pak plat

/abH(m)d[/;FdG] —/ab(HF)dG.

6.9 Souvislost s dadimi typy integr all

Vyjasnili jsme jz vzajemre vztahy mezi KS—integiem a RS —inte@ly (viz
pozramka 6.12 a &ta 6.13). Podolinjako jsme v fikladu 6.14 (ii) dolazali,

b
Ze z existence Newtonova intédu (N)/ f dx plyne existence (KH)—integtu

b b
/ fdz, Ize dolazat talk, Ze z existence Perronova intafr (N)/ fdz plyne

b
existence (KH)—inte@lu | f dz. Definici Perronova inte@du najdeme nap

v monografich [44] nebo [1a8], viz [44, definice XII.1.5] resp. [18, definice XII.25].
(Nize wwadme definici Perronova — Stieltjesova intalyr, kteé ji také zahrnuje.)
Plai dokonce ze KH—integal je ekvivalentihs Perronoym integéalem (viz [44,
véta Xl1.2.1]). Vzhledem ke znmym vlastnostem Perronova intédm to znamea,
Zze KH—integél (vzdor jeho jednodu@) €mé&f riemannovsk, definici) zahrnuje
tedy sodasre integaly Riemanidyv, Newtonllv, ale i Lebesgu@v. Tim se rozurfy
Ze je-li na rejakem intervalu daa funkce integrovatelnve smyslu Lebesgueéy
pak ma na tomto intervalu i KH—inte@t a oba intedaly maj stejnou hodnotu.
Dale, existuje-li KH—integal funkce f, pak f je lebesgueovsky integrovatéin
prave tehdy, kdy take jeji absolutm hodnota| f| je KH—integrovatela, viz najg.
kapitoly X1l a XIV v monografii [44].

PERRONJV— STIELTJESUV INTEGRAL .
Definice ralezi A.J. Wardovi, viz [60] a [40]. Pof@a byla & v Saksoe mono-
grafii [40, VI.8]. Uvedeme zde ekvivalerit{viz [46, Theorem 2.1]) definici.
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162 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

Reknemeze funkcel : [a,b] — R je majorantapro f vzhledem key, jestli-
Ze existuje kalibr € ¢[a, b] takowy, Ze

(t—7) [M(t)—M

(1)] = (t—7) f(7) (9(t) — g(7))
pro 7 € [a,b] a te€]a,

blN (T —=0(r), 7+46(1)).

Podob®, funkcem : [a,b] — R je minorantapro f vzhledem key, jestlize exis-
tuje kalibr 6 € ¢[a, b] takowy, ze

(t—7) [M(t)— M(r)]
pro T €la,b] a te

< (t—7) F(7) (g(t) — 9(7))
[a,b]N (7 —6(7), 7+ (7).

Symbol M(fA g) zn&i mnazinu majorant prof vzhledem keg, m(fAg) je
mnazina minorant prof vzhledem keg.

Predpokhdejmeze ol® mnainy M(fA g) i m(fA g) jsou nepazdré a po-
loZme

b
(%V}@—qu@—MmyMemmm}

b
(PS)/f dg = sup {m(b) — m(a):m €m|a,b]} .

b b
((PS)/f dg je horni Perronllv — Stieltjevintegal f a (PS)/f dg je dolni Per-
rondlv — Stieltjedv integial.) Pomo¢ Cousinova lemmatu (lemma 6.3) Ize dalat

b b
(viz [28, Lemma 1.1.2])ze plat (PS)/f dg < (PS)/f dg . Jestlze

b b
(PS)/fdg: (PS)/fdg:IeR,
pak
b
mg/fwzf

je Perronliv — Stieltjedv integél funkce f vzhledem k funkciy pres intervalla, b].
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b
Poznamenejmee podle [28, Lemma 1.2.1] inteéjr(PS)/ f dg existuje teh-

b a
dy a jen tehdy, kd¥ existuje KS-intedal / f dg. Jestlze tyto integaly existuj,

pak maj stejnou hodnotu. (PS —intexjije ekvivalentfs KS- integalem.)

LEBESGUEIV— STIELTJESUV INTEGRAL (LS —integal)

byl popsan viade monografia Wwebnic, viz nap T.H. Hildebrandt [14, kapitola
V1], V. Jarnik [18, kapitoly Il a X], A.N. Kolmogorov a S.V. Fomin [19, VI.6.-3],
J. Lukes [31, kapitola 12], S. Saks [40, kapitola Il1]. Existujékolik cest k jeho
definici. Vesniés se ale jedno pon&rré komplikovary proces.

Nejcasgji je integal (LS)/ f dg pfes mndinu M C [a,b] definovan zprvu

pro f nezaporre, ohranteré a]%orelovsky r&itelné a g neklesadici a zprava spo-
jité jako Lebesguer integiél vzhledem k LebesgueéiStieltiesoe mite 1, tj.
o—aditivii mife vzniklou roZiferim miry intervalu G((c,d] = g(d) — g(c) pro
[c,d] C [a,b] podobrym zplisobem, jako se buduje LebesgueovaantoZire-
nim obvykle miry intervalu ¢([c,d] =d — c. Definice se pakiejmym roZifi na
pripad kdy f je ohran€era a borelovsky r&itelna ag € BV |a, b] na ZAklac roz-
kladu funkd s koné&nou variat na rozdl dvou neklesagich funkd a rozkladu
f=fT— f~. Alternativri moznost je definovat LS —inted@l jako ro&iferi RS —
integialu Daniellovou metodou.

Na rozdl od KS—integalu, LS—integal ma porékud &S tfidu integrova-
telnych funkd. Nezahrnuje nap integraci vzhledem k regulovm funkdm. Na
druhou stranu, neomezuje se na integrdiespnterval. My smysl uvdovat o LS —
integraci fes libovolnou LS —ré&itelnou mnainu.

Vztah mezi LS—intedgilem a PS—integiem (a tedy i KS—integlem) je
dobre charakterizo&n résleduicim tvrzerim obsaerym v Saksoe monografii
(viz [40, Theorem VI (8.1)]).

Nechtg € BV|a,b], f:[a,b]— R a nechtexistuje integal (LS) f dg. Potom
(a,b)
existuje tak PS—integiél f;f dg a plaf

b
/ fdg = (PS) /( 00+ 1) A%l0) +£5) A0,

Odtud podle @ty o substituci (&ta 6.44) plyne i asleduici zajimawe tvrzen.
Je-li f ohraniceranala,b], h:[a,b] — R Lebesgueovsky integrovatélna[a, b]

t b b
ag(t)—g(a)+/ hdz pro t € [a,b], pak/fdg_/ f hdt, kde integél na

a
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pravé straré je Lebesguy.

DUSHNIKUV INTEGRAL A YOUNGUV INTEGRAL .
Zmérime-li definici zn&erych celeri v tom smyslu,ze budeme poadovat, aby
platilo

¢&j€(ojor,05) proj=1,2,...,v(o)

a dosaime-li tento modifikovaf pojem zn&enych céleri do definice RS —integr

It (viz definice 5.3), dostanent@ushnikiv ((§) nebo (o)) integialy. Je Zejme,
b

Ze jestlze existuje intedal (a)/ f dg, pak existuje i Dushniliv (o)—integal

b
(D)/ f dg a maj stejnou hodnotu. Dushriil integél je dokonce stef obecly

jakoaKS—integaI, pokud jde iidu integrovatelfich funkd. Obeci@ se ¥ak jeho
hodnoty I8 od odpovdajicich hodnot KS —inte@idu. To je Zetelre z rasleduiciho
vztahu

/fdg+ /gddf £(b) g(a) - f(a) g(a)

ktery plaﬁ jakmile jeden z integ’arlfj na Ie\é stra® ma smysl Dushniﬁw integléll je

e

funkce s hodnotami v Banachgsh prostorech a \gefll jeho vlastnosti natolikze
mohl na jejich akladé vybudovat teorii Volterroych — Stieltjesoych integélnich
rovnic v Banachoych prostorech.

Definujeme-Ili naic

Sy (o, €)
(o)
=Y [floj-1)ATg(oj1) + £(&) l9(os)—g(oj-1)] + f(o;) A" g(o;)] ,

J=1

N

a dosatie-li Sy (o,&) misto S(o, &) do definice 5.3, dostanemé@undv in-
b
tegral (Y)/ f dg. O tomto integélu a zejnéna o jeho(o) verzi je podrobg po-

jedréano v odstavci I1.19 monografie T.H. Hildebrandta [14]. &dk)— Youndiv
integial je prakticky stejgd obecny jako KS —integal. Jsou dokonce amy kuri-
ozri priklady funkd, pro kteé existuje (o0)—Youndiv integél a neexistuje
KS —integal (viz [46] nebo [23]). V fipadech zamawch pro aplikace, kdy ab
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funkce f, g jsou regulovaé nala, b] a alespa jedna z nich ranafa, b] kon&nou
variaci, oba integaly

/abfdg a (UY)/abfdg

existuj a maj stejnou hodnotu. Uprauli se definice KS —inte@lu zZlzerim mno-
Ziny zn&erych celeri (o, &) na @ipady, kdy plait

a<&1 <oy, 0j-1<§ <0 proj=2,...,v(o)—1, 0'1/(0')71<§1/(o')§b7

(viz [47]) bude & takovyto modifikovary KS —integal roZiferim i (o) — Youngo-
va integalu. Jira maznost modifikace definice KS —intédu byla uvedena v pci
[21].

INTEGRACE V ABSTRAKTNICH PROSTORECH

RoZifen integrace na vektor@éva maticoe funkce jsme ukzali v odstavci 6.8.
Analogicky, Ize postupovat i vifpade abstraktich funkd, tj. funkci s hodnotami
v Banachoych prostorech. Je-K je Banaclkiv prostor a# (X) odpovidajici Ba-
nachiv prostor spojigch linearrich opeatorti naX a

F:la,b] - 2(X), G:la,b] - Z(X), g:[a,b] = X,

pak mizeme definovat KS —integly

b b b b
/ng, /ng /dFG, /FdG.
b

Nap“./ dF' g = I € X jestlize pro kadé ¢ > 0 existuje kalibré € 4[a, b] takowy,
ze plaia

v()
H Y F() [9(o) —g(o5-1)] —IHX <e
j=1

pro k&zdé j—jemré zn&ere celen (o,&) intervalu [a,b]. Pojem variace lze
snadno perést i na abstrakinfunkce. Pro funkcif :[a,b] — X a cleri o in-
tervalu [a, b] definujeme

v(o)

V(f,o)=> IIf(oj) = floj-)lx a var, f=sup{V(f,0):0€Z[a,b].
j=1
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Je tale Zejmé, jak definovat prostot ([a, b], X) regulovarych funkd s hodnotami
v X. Potom nap. oba integaly

b b
/dFG a /FdG

existuj jestlize F € BV ([a,b], 2(X)) a G G([a,b],Z(X)) plat i vétSina tvr-
zen znamych pro integraci skakrich funkd (viz [48], [51] a [35]). Jsou Bak i
vyjimky: Lemma 6.43 pldtpouze pokud ra prostorX kone&nou dimenzi. To zna-
mera m.j., Ze jsou jisé poize s fenesefm nag. véty o substituci na abstraktn
integialy. V této strigné informaci stdjjeSté za zninku, Ze pokud nera prostorX
kon&nou dimenzi, ra smysl nisto variace uvzovat obeca sla¥i pojemsemiva-
riace, ktery se definuje takto:

Pro danou funkci#': [a,b] — L(X) a celeri o € Z[a, b] polozme nejprve

v(o)
VY(F,o) = sup {H Y [F(o;) = F(oj-1)] l“j”x} )
j=1

kde supremum se berégs \Bechny mané volby prvidi z; € X, j=1,2,...,v(0)
takowch, ze ||z;|| x < 1. PotomCislo

(Byvar® F =sup{V’(z,0):0 € Z[a,b]}

se nagvasemivariacdunkce F' na[a,b] (viz nagd. [15]). Zpravidla (ne ¥dy) je
mozno [Fedpoklady o konéné variaci zeslabit na kolaou semivariaci. Je amo,
ze ma-li X kon&nou dimensi, pak pojmy variace a semivariacél.

Poznamenejme $&, Ze integrace funkcs hodnotami v Hilbertoych resp. re-
flexivnich Banachoych prostorech ra uplatréri nag. v teorii hysterese (viz ndip
[24] nebo [25]).

Dlkazy podstat@acasti tvrzemuvederych v tto kapitole byly pevzaty z monografie [57].

Néktee jsou pak modifikacemiltkazl analogiclych tvrzen pro specalni pfipad g(z) =
ze Schwabikovy monografie [44].
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Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integialu
ve funkcionalni analyze

V této kapitole nejprve Weme jak se Stieltjesovy integy uplati pri repre-
sentaci spojitch linearrich funkcioralll na réktegch prostorech funkc Nejprve
pripomaime rékolik zakladrich pojnil.

7.1 Nékolik zakladnich pojmi z funkcionalni analyzy
(i) Necht X aY jsou linearri (vektorowe) prostory. Zobrazén

B:xeX yeY —f[(z,y) €R
je bilinearni, jestlize plat

ﬂ T +.§C2,y) = /B(xlay) +ﬂ(l’2,y) pro VéeChnaI']_,ﬂS'Q EXa yEY)

(
Bz, y) = AB(z,y) provsechnareX, yeY, AeR,
5(%.@1 + 3/2) = 5(1’7%) + 5(%,@2) pro VéeChnaLU GX) Y1,Y2 S Y )
Bz, Ay) = AB(z,y) provsechnazeX, yeY, AeR.

(i) ProstoryX, Y tvori dualni par vzhledem k bilingrnimu zobrazeng, jestlize
plati

B(xz,y) =0 provsechnazreX — y =0,
B(x,y) =0 provsechnay e X — z=0.

(i) Linearnm zobrazemm linearriho prostoruX do R fikamelinearni funk-
cionaly na X. Pro libovolrg linearri funkcioraly @, ¥ naX, A\eR az X de-
finujeme

(P+T)(z) =P(x)+¥(z) a (AP)(z)=AP(z).
Mnozina linearrich funkcioralli na prostoruX je z‘ejmé vzhledem k takto za-

vederym opera@m také linearri prostor. (Nuloym prvkem mndiny linearrich
funkcionalll na prostoruX je pfirozere funkcioral 0: x € X -0 €R.)
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168 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

(iv) Je-li X Banacliiv prostor s normou: € X — ||z||x, pak linearri funkcioral ®
naX je spojity (vzhledem k topologii indukovanormou||.||x) prave tehdy, kdy
je ohrantery, tj. existujeCislo K € [0, c0) takowe, Ze nerovnost®(z)| < K ||z||x
plati pro kazde z € X (viz [19, IV.1.2]). Prostor spojjtch linearrich funkcioraldi
na Banacho® prostoruX zna&ime X* a nazvamedualni (nebo €z adjungovag
prostor) k X. Pfedpisem

e X® = ||Px+ =sup{|P(x)|: zeX,||z||x < 1}.

je pfirozeré definovna norma n&X* a X* je vzhledem k &to norn¢ talé Ba-
nachiv prostor (viz [19, IV.2.1]). Pasiméme si &z, Ze zobrazen

reX, oeX" — d(x)eR (7.2)
je bilinearr.

Dulezitou roli v teorii spojifch linearrich opeator hraje \eta Hahnova —Ba-
nachova, kterou zdefipomeneme v obecnosti poétaici pro nae Ucely. Dliikaz
Ize najt ve vetSiné wtebnic funkcioalni analzy, viz nag [19, IV.1.3].

7.1. Véta (HAHN —BANACH). Necht X je Banacliiv prostor aY c X je jeho

podprostor. Potom pro Kaly spojity linearni funkcioral ® na Y existuje spoji
linearni funkcioral ® na X takow, ze

B(y) =d(y) proyeY a [P

xx = || Py - (7.2)

Znamym a witeCnym diisledkem &ty Hahnovy — Banachovy jeasleduici tvr-
zeri (viz nag. [19, IV.1.3]).

7.2. Disledek. Necht X je Banacliiv prostor aY c X je jeho podprostor. Potom
pro kazdy prvekz € X\ 'Y existuje spojif linearni funkcioral ® na X takow, ze

|®|x+ =1, P(y)=0 proyeY a P(z)=dist(Y,z),
kdedist(Y, z) zn&i vzdalenost prvkuz od mnainy Y, tj.
dist(Y,z) = inf{|ly — z||x :y € Y}.
Pomod diisledku 7.2 snadno dakeme rasleduici tvrzeri.

7.3. Disledek. Je-li X Banachiv prostor aX* jeho dualni prostor, pakX, X* je
dualni par vzhledem k bilin@rnimu zobrazein(7.1).
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Dlkaz. a) Jeli®d(x)=0 pro kazde x € X, znamea to, ze ® je nulowy
funkciorél, tj. ® =0 € X*.

b) Podle disledku 7.2 pro libovol@ = # 0 existuje funkcioal ® € X* takovy, ze
|®]x-=1 a ®(x)=|z|. (Poldime Y ={0}.) Nemize se tedy $tt, Ze by bylo
soltasre ¢(x) =0 pro kazde ® € X* ax #0. O

7.2 Spaoijité linearni funkcionaly na prostoru spojitych
funkci

Mezi vyznamre wsledky funkciomlni analyzy pafi representace spagjith linear-

nich funkcioralll na réktegch Casto podivanych prostorech funkc Specalné

v pfipace prostoruCla,b] funkd spojitych na[a,b] se dolle uplatin klasicky
(6) RS —integal.

7.4. Veta (RIESZ). @ je spojity linearni funkciorél na Cla,b] (® € (Cla,b])*)
pravé tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a,b] tako\a, zep (a) =0 a

b
O(x) = (5)/ zdp prokazdou funkciz € Cla, b] . (7.3)

Potom tak plaf ||®|x+ = var’ p.

Dlkaz. a) Nechtr € Cla,b] a peBV]a,b]. Potom podle &ty 5.53 existuje
b b

integial (5)/ r dp a podle lemmatu 5.9 pra*(é)/ T dp‘ < (var’p) ||z|. Zob-

a

razen
b
¢, 1 x€Cla,b] — (5)/a:dp€]R

je tedy ohrartery (tj. spojity) linearn funkcioral naCla, b], pficenz
19l (Cla,b))- < Varsp. (7.4)

b) Bud dan libovolry spojity linearri funkcioral ® na Cla, b].

Necht M |a, b] zna&i mnazinu Sech funkeohranternych nala, b]. M[a,b] je
zfejmé Banachiv prostor vzhledem k operm a norné definovagim stejré jako
v Cla,b]. Dale je Zejmé, ze C[a, b] je uzaveny podprostorM |a, b].

Ve zbyvaijici ¢asti tohoto dkazu budeme zii#t X =M/[a,b] a Y =C|a, b].
Podle \ety 7.1 niizeme funkcioal ® rozSifit na ce/ prostor X, tj. existuje
funkcioral ® € X* takowy, Ze plat (7.2).
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170 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

Polazme
p(a)=0 a p(t)=(x@y) Prote(a,b. (7.5)
Dokézemeze p € BV|a, b].

Bud dano cleri o € Z[a, b]. PolaZmem =v(o). Potom

m

Vp,o) = Ip(oj)—p(oj-1)l = ajlple;) —p(oj-1)],
j=1

kde a; =sign[p (o) —p(oj-1)] pro j=1,2,...,m. Vzhledem k definici (7.5)
tedy doshvame

V(p, ) = o (I)(X[a 01] + Z Oé] X[a oj]) (X[a,aj_l])]
7=2

= a1 (AIS(X[a,Jl]) + Z Qj (B(X(Ujflygj})
=2

= (AI;(OQ Xa,o1] + Z Qaj X(inl’aﬂ) = ‘P(h) ,
j=2

kde h(t) = o1 X[a,0)(t) + Zajxc,] 1.0;)(t) Pro t€a,b]. Zfejme ||h[=1 a
tedy

V(p, o) < [|®]x- = | ®]lv+ = [®lclap)- Prokade o € 2[a,b].
To ovsem znameh, ze

varg p < [®|lclap)- - (7.6)

Zbyva dolkazat ze plat (7.3) neboli® = ®,,. Budte dany libovolra = € Cla, b]
ae > 0. Protae funkcezx je stejnon@rreé spojit nafa, b], existujes >0 takowe,
Ze plat

(t,se[a,b] a |t—sy<5) — Ja(t) —a(s)] < <.

Necht o € Z|a, b] je libovolné celeri takowe, Ze || < J. Polazmem =v (o).
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Snadno o&ime,ze |z(t) — z(t)| <e pro kadé t € [a,b] neboli ||z — zo| <e.
Dale,

o (t) = x(01) X[a (1) + Z 2(04) X(0;-1,0,) () Pro t€la,b].

Jj=2

Odtud, vzhledem k definici (7.5), dostaneme

(AIS('%'O') = 93(0'1) &)(X[a,aﬂ) + ZI‘(O’j) [(p(X[a,oﬂ) - (I)(X[a,aj,ﬂ)]

= Zx(aj) [p (Gj) —p (O‘j71)] = S;BAP(O',EU) )

Jj=1

b
kde ¢, = (01,09,...,0m). Protdze existuje integl (6)/ z dp, mlizeme zvolit
a

pE€Z[a,b] an=§, tak, aby platilo

Seap(p,m) —(5)/bﬂv dp‘ <e.

a

~ b
B(ap)~(0) [ 2y =
Protze mame tak ||z — z,|| < ¢, dostivame
b _ b
20) - 0) [ wdp] = [8(a) ~ (5) [ )
~ ~ ~ b
< [8() ~ B(a)| + [Bep) ~(0) [ 2y
< [[@llx-llw = zpll +& < (I @[y~ + 1)
Vzhledem k tomuze € > 0 mlize byt libovolné mak, znamea to, Ze plat

b
O(z) = Pp(x) = (5)/ xzdp pro zeCla,b].

Konetng, podle (7.4) a (7.6) jé®| (cja,p))- = Var, p. O

Jak ukazuje asleduici véta, nei pfifazen ® € (Cla,b])* — peBV]a,b]
urceno vztahem (7.3) jednozira.
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7.5. Lemma. Necht g € BV[a, b]. Potom plat
(5)/bf dg =0 pro kazdou funkcif € Cla,b] (7.7)
tehdy a jen tehdy, kayexistuje nefySe spdetra mn@ina W C (a, b) takoa, ze
g(t) = g(a) prot€la,b]\ W . (7.8)
DUkaz. a)Pedpokhdejmeze plat (7.8). Pol@dme g©(t) = g(a) prot € [a,b]

a gB=g—g¢C. PotomgB(t)#0 prave tehdy, kdg tc W. (¢ je spojita tast
funkceg a gP je skokowatastyg.)

Necht f je libovolna funkce spoji nafa, b]. Potom Zejmé
b
(5)/ fdg=o. (7.9)

Ukazeme ze plat také

(5)/bfng:0. (7.10)

Je-li W =0, pak (7.10) evidentd plaf. Necht W je jednobodo& mnaina, tj.
W ={w}, kde w € (a,b). Bud danoe > 0 a nechtd > 0 je takowe, ze

(t,se[a,b] a |t—s|<5) — |z(t) —a(s)| <.
Pro libovolré zn&ere cBleri (o, &) € 7[a,b] takow, Ze |o| < §, pak mame

0 kdyzw ¢ o,
1S(0,8)| = §
|£(&) = f&+)|lg(w)| <ellgll  kdyzw=0;.

Je-li W jednobodo@ mna@ina, pak (7.10) plat Snadno si rozmyshe, Ze odtud
plyne,ze (7.10) plati v pfipacg, Ze mnaina W je kon&na.

Predpokbdejme nyn Ze W je spdetra, W = {wy }. Podle \Ety 2.23 je

D lgP i) = (1A g (wp)[+]AF gB(wr)]) < o0,
k=1 k=1
Méjme danoe > 0. Potom existujeN € N takowe, ze
> lgBw) <e. (7.11)
k=N+1
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Rozlazme funkcigB na sodet gB = h + h, kde

gB(t) kdyite{wlaw27-"7w]v}7
h(t) =
0 kdyz t € [a,b]\{wi,ws,...,wN}
a
~(> gB(t) kdyz te{wy:k>N+1},
h(t) =
0 kdyz t€[a,b]\{wg:k>N+1}.

Podle gedchoz Casti je

b
(5)/fdh:0. (7.12)
Na druhou stranu, pro kaé zn&ereé cleri (o, &) € 7]a,b] mame podle (7.11)
v(o)
[S7a8 (@) = | D 1(&) rloy) (1))
j=1
<20f1 D 9Pl <2|fle.
j=N+1

Odtud, vzhledem k (7.9) a (7.11), plyrieg plat (7.10) a (7.7).

b) Nechtplaf (7.7). Poldme f(t):(é)/tb(g(s) —g(a))ds pro t€la,b]. Po-

tom f € Cla,b] a podle &ty o integraci per-partes &ta 5.49) a &ty o substituci
(véta 5.44) je

b b
0= (5)/fdg—f(b)g(b)—f(a)g(a)—(5)/gdf
¢ b ¢ b 9
—  f(a) g(a) +(6) / o(t) (g(t) — g(a)) dt = (8) / (9(t) — g(a))” dt

Kdyby bylo g(to) # g(a) v néjakem boe t, spojitosti funkceg, muselo by exis-

tovat A > 0 takowe, ze (g(t) — g(a))2 >0 prote (to—A,to+A). Potom bychom
oviem neli také

b b to— A
§)[ fdg=(s —g(a))’dt > (6 —g(a))*d
)] rdo= ) [ (0 -ot@)*ar =) [ " (o)~ o)*ar >0
coz je ve sporu siedpokladem (7.7). Platedy (7.8). O
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b
7.6. Pozramka. Jestlze f € Cla, b], pak podle Lemmatu 7.5 int@r(é)/ fdg

se nezran, zmérime-li hodnotyg(t) v nejwsSe spgetré mnoha bodeche (a, b).
Specalné, nahratme-li funkci g funkdi

0 pro t=a,
g(t) = L g(t+) —g(a) pro te(a,b),
g(b)—g(a) prot=b,

bude platit

b b
(5)/fdg:(5)/fd§ pro kazde f € Cla,b].

Odtud okaniité plyne,ze pro kady spojity linearn funkcioral & na prostoru
Cla, b] existuje pave jedna funkcep € BV [a, b| takowa, ze

p(a)=0, p(t+)=p(t) pro t€(a,b)

a (7.13)

b
@(x):(a)/xdp oro katdk « € Cla, b] .

Funkcep € BV|[a, b], které jsou zprava spo@tna(a, b) atakoe,zep (a) =0,
se nagvaji normalizovag funkce s kormou variaé a tva‘i uzaveny podprostor
v BV[a,b], ktery budeme zné&it NBV[a,b]. Prostory (Cla,b])* a NBV]a,b]
jsou podle ety 7.4 a lemmatu 7.5 isomoifrtj. zobrazen

deX* — pe NBV]a, b] (7.14)

je vzajemreé jednoznéné. To by Zejmé neplatilo, kdybychonNBV [a, b] nahradili
prostoremBV|[a, b] v8ech funkts kon€nou variatna [a,b]. Na druhou stranu,
NBV{a, b] Ize nahradit nap prostorem funkics kon€nou variatna [a, b], které
jsou spojié zleva na(a, b) a anuluj se v réjakem pevié darem boe c € [a, b].

Z nasleduiciho lemmatu vyplyneze je-li @ € (Cla, b])* ap € NBV]|a, b] je urce-
no vztahem (7.14), pak®||(cjq))« = Pllev, 4. prostory (Cla, b])* a NBV(a, b]
jsou isometricky isomorfin

b
7.7. Lemma. Jestlze pc NBV|a,b] a ®(z) = (5)/ zdp pro z € Cla,b], pak

a

19|l (clap)+ = IPllBy = Vvar] p.
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b
Dlkaz. Podle &ty 5.53 alemmatu 5.9 pia’[(&)/ rdp ‘ < (var’ p) ||z neboli

12l (clap))* < IPlBV- (7.15)
Dokézeme ze existuje funkcer € Cla, b] takowa, ze

b
17l=1 a (6 / Fdp—var’ p. (7.16)

Bud dano libovolré £ > 0. Zvolme cleri o € Z[a, b] tak, aby bylo
V(p,o)>varlp—e (7.17)

pro ka&zdé jeho zjemén o. Polazme m =v(o). Vzhledem ke spojitosti funkce
p na (a,b) zprava niizeme pro kade j=1,2,...,m najit bod ¢; € (0;,0j11)
takowy, ze

p(t) ~p (o))< . (7.18)
Polazme
1) = {Sign (p(o1)—p(a))  kdyz t€[a, o]
sign (p (0j41) —p (t;)) kdyz te[tj, o5, j€{1,2,...,m},

a dodefinujme funkck na intervalechit;, o;,1] linearre a tak, aby byla spofitna
[a,b]. ZFejme je ||Z]| = 1. Navic

b m m—1 tj
(5)/55dp: ‘p(al)—p(a)\+Z|p(0j+1)—P(tj)‘+Z<5)/_ zdp

Protaze je |7(t)| <1 pro t € [a, b], plyne odtud podle (7.18%e

b m m—1
‘@/fdp’ > [p(o1) —p(a)|+ D |p(ojr) —p )] = D |p(t;) —p(oy)]
a j=1 J=1
m—1
=V(p,p)-2)_ |p(t;) —p(0))] > V(p, p) —2¢,
j=1

kde p={a,ti,01,t2,02 ..., 0m—1,tm,b}. Podle (7.17) dostvame

b
‘(6)/:fdp’ > V(p,p) —2¢ > vart p—3e.

Prot@ze ¢ milize byt libovolné kladré Eislo, znamea to, Ze plat (7.16) a tudz
sup|, <1 |®(x)| > var} p. Odtud a z (7.15) plyne tvrzéfemmatu. O
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7.8. \éta. Zobrazein ® € (Cla,b])* — p€ NBV|a, b], kde p je ureno vztahem
(7.13) je isometricl isomorfismus.

7.9. Pozramka. MUzeme tedy ztotinit (Cla, b])* s prostorenNBV|[a, b].

7.10. Cviteni. Dokazte,ze plat:

Pro kazdy spojity linearni funkciorél ® na prostoruCla, b] existuje pave jedna
funkcep € BV |[a, b] tako\a, Zze

p(b)=0, p(t—)=p(t) pro te(a,b)

b
O(x) = (5)/ xdp prokadk xeCla,b].

Ve \ete 7.8 Ize nahradit prostorNBV[a,b] prostorem funkiczleva spojigch na
(a,b) atakowch,zep (b) =0.

7.3 Spoijité linearni funkcionaly na prostorech integrova-
telnych resp. absolutré spojitych funkci

Dalsi dolfe zrame representace spdgjith linearrich prostoéi vyuZivaji Lebesgue-
ova integalu :

Pro a€[l,00) ozn&me symbolemL®[a,b] prostor funkt x méfiteinych na
[a,b] a takovch, 2e/by:c|a dt < oo, pfiCenZ norma nal.%[a,b] je definoxana
predpisem ‘

b l/a
lz||a = (/ s dt) pro x € LYa,b]

a rovnostx =y pro z,y € L%[a,b] znamea, Ze z(t) =y(t) pro s.v.t € [a,b].
Jestlze poldime

o =

«

s jestlize a>1,
00 jestlize a=1,
pak obeci tvar spojieho lineérriho funkcioralu nall®[a, b] je dan gedpisem

® e (La,b])* < existujepcL® [a,b], takow,Ze

b
O(x) —/pxdt pro x € L%a,b],
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kde L*°[a, b] je prostor funktc esencalné (v podstat) omezeich na[a,b], tj.
funkd definovarych a n&itelnych nafa,b] f:[a,b] — R atakowych,ze

sup ess|f| < oo,

kde sup ess | f] je infimum mnainy vSech A € (0, oo) takowch, Zze mnaina
{z€la,b]:|z(t)> A}

ma nulovou niru.

Na prostoruAC|a, b] funkd absolut®@ spojif/ch na intervalua, b| definujeme
normu gedpisem

Ifllac = f@]+flli pro f€AC[a,b]
a ACla, b] je pak Banachv prostor. Podle &ty 3.17 fedstaviijzobrazen
f€AC[a,b] — (f(a), f') €R x L'[a,b]

(c,9) €ER x L[a,b] — f(z): = c—|—/ g(t) dt € ACla, b]
vzajemre jednoznény vztah meziAC[a,b] aR x L1 [a, b]. Lze ukazat,ze obeci
spojity linearr funkcioral na prostorutAC|a, b] je dan gedpisem

® e (ACla,b])" < existuf gcR a pel™a,b], takow,ze

O(x) =q f(a) —|—/bpf'dt pro x € AC[a,b] .

a
Dilkazy Wse uvedefrch tvrzen a daki podrobnosti Ize néizti ve \&Siné uteb-
nic funkcioralni analzy. VSeobeca dostupa je tale on-line verse plaeskych
skript [3].

7.4 Spojité linearni funkcionaly na prostorech regulova-
nych funkci
Nasim dlem je nyri odvozeit obecrého tvaru spojitch linearrich funkcioralli na

néktefych podprostorech prostor@|a,b]. Pro z&atek si fipomeaime,ze podle
Véty 6.26 je yraz

b
B, () = g(a) + / pdla] (7.19)
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definowan pro ka&dou funkciz € Gla,b]| a kady par n=(p,q) € BV|a,b] x R.
Navic, pro k&dée n € BV[a,b] x R, pfedpis ((7.19)) definuje ohraiery (a tedy
spojity) linearri funkciorél naGla, b].

Snadno o&ime,Ze Fedpisem

n=(p,q) €BV[a,b] xR — |Inllpvxr = lg| + |[pllBv

je definovana norma na prostoV{a,b] x R a BV|[a,b] x R je Banacliv pro-
stor vzhledem kéto norng. Z formuil uvederych v pfikladech 6.15 (vizé&z prikla-
dy 6.41 resp. cvier 6.42) tale snadno odvddhe rasleduici tvrzen.

7.11. Lemma.

(i) Pro libovolnou dvojicin = (p, q) € BV[a,b] x R plati

®77(1) =4q,
o = kdyz b
n(X(T,b}) p (T) yf TE [av ) ) (720)
®,(x7y) =0 kdyz 7 € (a,b),
Dy(xp) =p(b).
(i) Pro libovolnou funkcix € Gla, b] plati
O, (x) = z(a) kdyz p=0naja,b],q=1,
O, (x) = x(b) kdyz p=1naja,b], ¢=1, (7.21)
O, (v) =x(7—) KdYZ p=X[ar Na[a,b], 7€ (a,b], g=1, '
@n(I):LE(T+) kdy2 P = Xla,r] na[aab]’TE[a7b)7q:1 B

Primym disledkem vztah ((7.20)), ((7.21)) a lemmatu 4.16 jasieduici tvr-
zeri.

7.12. Lemma.

(i) Jestlzen = (p,q) €eBV[a,b] xR a
O, (x) =0 prokazdez € Lin(l, X(rb), T € [a,0), X[b]) ,
pakp (t)=0 nala,b] a ¢=0.
(i) Jestlzex € Gla,b] a

®,(x)=0 pro vSechny dvojice;= (p,q) € BV[a,b] xR,
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pak
z(a) = z(a+) = z(7—) = z(7+) = 2(b—) = z(b) (7.22)
plati pro 7 € (a, b). O

7.13. Poziamka. Vsimréme si,ze vzhledem kieimu vztahu v (7.20), izeme
v tvrzen (i) pfed&leho lemmatu nahradit mamu Lin(l, X(rb)> T € [a, ), X[b})
mnazinami

Lin(lv X[T,b]uTe [CL, b)v X[b]) resp. LlIl(]., %X[T] +X(T,b}77—€ [CL, b)) X[b}) .

Odtud okaniité plyne €z nasleduici tvrzeri, kde symbolyG | [a,b], GRr|a,b] @
Gregla, b] byly definovany v (4.3).

7.14. \éta. Kazdy z rasledujcich parli prostor
(G L[a,b], BV[a,b] xR), (Gregla, b], BV[a,b] xR), (GRr[a,b], BV|[a,b] x R)
tvofi duélni par vzhledem k bilingrni formé
reX, neBVia,b] x R—&,(z). O
Na druhou stranu, ame tale

7.15. Lemma. Jestlze @ je linearni ohraniCery funkciordl na G [a,b] a

p(t) = { 5 (7.23)

pakpeBV]a,b] a
[ (a)] +1p (b)| +varg p < 2[[®lg: 0,61,
(7.24)
kde [|®|g1 (5] = sup{|®(2)|: 2 € G L]a, b], [z[[ <1}

DUkaz. Prolibovolg cgleri o = {0¢,01,...,0,} intervalu[a,b] a libovolny
vektor (co, 1, .. ., Cm, cmi1) € R™T2 plaf

02 (@) + enap )+ 36 lp (o) ~plos-)]

m—

= ‘@(CO X(a,b] + Cm+1 X[b Z ]X (0j-1,04] +Cm X(o.m 17b)>‘ = ‘Q)(h)‘7
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kde

m—1
h = co X(ap) + Cm+1 X[p) — Z Cj X(oj_1,05] T Cm X(om_1,b) -
j=1

Snadno o&ime, ze bude-li|c;| <1 pro j=0,1,...,m+1, pak bude|a| <2.
Polazime-li tedy

co = signp(a), cmy1= signp (b), ¢; = sign(p (;) —p(0;-1))
proj=1,2,...,m, Ziskame vztah

p(a)[+[p )+ V(p, o) <2| @]

G [ab] pro kazde o € @[a, b] .

Odtud & plyne,ze plati ((7.24)). Ol

Analogicky g'edchoimu lemmatu rame tale

7.16. Lemma. Necht @ je libovolny linearni ohranicery funkcioral na Gregla, b].
Polozme

P(X(a,0)) kayz t=a,
p(t)=<{ ®Gxg+xwy) Kdyz te(a,b), (7.25)

Potomvar’ p < sup{|®(z)| : x € Gregla, b], ||z]| <1} < o0, §j. p€BV[a, b]).
Dlkaz. Necht® € Gjyyla,b], 0 ={00,01,...,0,} je cleri intervalu [a, b]
a nechtrealma €isla ¢;, j=1,2,...,m, jsou takow, Ze je |¢;| <1 pro vechna
j=1,2,...,m. Potom

ZCJ p(oj-1)]

[(I) 5 X[o1] +X al,b]) (X(a,b])i| ( 26)
7.

+ Z Cj [ 2X[0'J] +X(O'J,b]) (QX[UJ-,1] +X(Uj,1,b])
Jj=

=2
T Cm [‘I’ (3 Xfom-1] + X(om- u@)} = ®(h),
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kde

h= a [%X[aﬂ X (o1,0) — X(a,bﬂ T Cm [X[b} = X[om1] ~ X(am_l,b}]
m—1

1 1
+ Z j [ix[aj} + X(o;,0] ~ 2X[0j-1] — X(aj,l,b]}
i=2

= [%X[gl] - X(a,al]} — Cm [%X[Om—ll +X(gm,1,b)}

m—1

+ Cj [QX[%] X(O'J 1,05] [UJ 1]}
7j=2

= —¢ %X[al]JrX(a,al)} ~Cm [%X[o—m—lﬁx("m*lvb)}

m—1 m—1 m—1
1 1
-3 Z CiX[oj] ~ 2 Cj Xloj—1] — € X(oj-1,05)
j=2 7j=2 Jj=2
m m
_ 1 L
= =3 DXyl T3 D Xioyal — DG X(oyor0y)
j:l Jj=2 J=1

- ci+c
- - Z : JHX[UJ]_ZCJ'X(UJ'—LUJ')

m—1

= —Cl X(ao1) " Z ( J+ 2 Xioy ]+ € X (o) oj)> — Cm X(0m_1.,b) -
j=2

Z tohoto vypdferi snadno nal@ddnemeze
h(O’j*) = —c¢j, h(0]+) = —Cj+1, h(()'j) = *%(CjJerJrl) proj=1,2,...,m
Cili heSla,b]NGregla,b] alh(t)| <1 provsechnat € [a,b]. Vzhledem k (7.26)

tedy doshvame,ze nerovnost

sup{‘ ch [p(0;) —p(oj-1)] ‘ dleil <1, j=1,2,...,m}
< sup{|®(z)|: 2 € Gregla, b], [|lz[| <1}
plati pro kazdée celeri o = {0¢,01,...,0,} intervalu[a,b]. Zvolime-li nyri
c; = sign [p(aj) fp(o'j,l)] proj=1,2,...,m,
zjistimeze plat

V(p, o) < sup{|®(z)|:z € Gregla, b], ||z]| <1} < 0o prokade o€ Z[a,b],
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tj. varg p <[|®l|gogab) < 0o O

Prvrim hlaviim vysledkem &to kapitoly je @sleduici véta.
7.17. \eta. @ je linearni ohranicery funkciordal na G[a,b] (®€G7la,b])
prave tehdy, kd¥ existuje dvojice)= (p, q) € BV[a,b] x R tako, ze

b
O(x) = qx(a)—i—/ pdx proxeGla,b]. (7.27)

Nawic, zobrazen
neBVa,b] xR — &, €G] [a,b] (7.28)

je isomorfismus.

Dlkaz. Necht® je spojiy linearri funkciordl na G [a,b] a necht®, je
funkcioral definovag pfedpisem (7.19), kde = (p, q), ¢=®(1) a funkcep je
definova v (7.23). Podle lemmatu 7.25= (p, q) € BV|[a,b] x R a podle (7.20)
a (7.23) name

o(1) =g¢ = o,(1),
P(X(rp) =p(1) =Py(X(rp) Pro7Ela,b),
‘I’(X[b}) =p() = q’n(X[b]) .

Protaze podle lemmatu 4.16 je kea funkce zS[a,b] N G [a, b] linearn kombi-
nad funkd

1, X(7,b] TE [aab)a X[b]»

plyne odtudze ®(x) = ®,(x) prokade z € G [a,b] N S[a, b]. Konecre, protae
podle lemmatu 4.15 je mdma G  [a,b]NS[a,b] hust v G [a,b], plyne odtud,
ze plat

P(z) = O,(x) prokadexzeGa,b].

Podle \&ty 7.14 je (7.28) vaiemré jednoznaré zobrazenBV]a,b] x R na
G1 [a,b]. Dale, podle ety 6.26 name

@ ()| < (Ip(a)|+|p ()| + varip + q) |lz|| prokade z € G L[a,b]
atudz

19y]

Gy [ap] < [P (@) +1p (b)|+varip+lg| < 2 (|lpllsv +1al) = 2 [nllsv < -
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Na druhou stranu, podle ((7.25)) a podle lemmatu 7.15 je

gl = [@()] < [[®yll7 0]

Ipllsv < (I (@)| +p (0)] + vargp) < 2[@yliey fas)-

Souhrnem rame

%H(anGT_[a,b] < nllBvxr < 3Py

G [ab]»
Cili, zobrazei
n€BV[a,b] xR — &, € G} [a,b]
je isomorfismus. m

7.18. \kta. @ je linearni ohranitery funkcior@l na Gregla, b] (® € Giggla, b])
prave tehdy, kdy existuje dvojice) = (p, q) € BV[a,b] x R tako\a, ze

b
d(x) = qz(a) —|—/ pdx pro z € Gregla,b]. (7.29)
Navic, zobrazen
ne€BVa,b] x R — &, € Gregla, b] (7.30)

je isomorfismus.

D & kaz. Fedpokhdejmeze @ € Gfy4la,b], @, je funkcioral definovay vzta-
hem (7.19), kden=(p,q), ¢=®(1) a p je funkce definovad vztahem (7.25).
Podle lemmatu 7.16 je = (p, q) € BV|a,b] x R a podle (7.20) a (7.25) ame

D(3x(r) +X(rp) =P(T) =Cu(5X[+ X(rp) Prokazder € [a,b),
(X)) =p) =,0xp)-

Pomodé lemmatu 4.16 odtud odvaaie, ze plat
O(z) = O,(x) prokadex e Gregla,b]NSa,b].

Podle lemmatu 4.15 je &em mndina Gregla, b] N S{a,b] hust v Gregla,b] a
tudiz doshvame konénre, ze plat ®(x) = ®,(z) pro vsechnar € Gregla, b].

Podobi jako jsme dofzali analogickou nerovnost awru dikazu ety 7.17
dokazali bychom nyn ze plat také

31 ®nllGregas) < IInllBvxr < 311Pyllorgas - O
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7.19. Cviceni. Postupem patitym v dilkazech @t 7.17 a 7.18 ukae, Ze take plaf
(i) @ je linearni ohranicery funkcioral na
Grla,b] = {z € G :x(t—) = x(t) prot € (a,b]},

(viz (4.2)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a, b] tako\, ze
b ~
B(x) = p (b) 2(b) —/ pdia] pro z€Gula,b].
(i) @ je linearni ohranicery funkcioral na

Grla,b] = {z €G :2(t+) = z(t) prot € [a,b)},

(viz (4.2)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a, b] tako\, ze

b ~
D(x) :p(a)x(a)—i—/ pdz] pro x € Ggla,b].

7.5 Aplikace Stieltjesova integralu v teorii distribuc i

V tomto odstavci nazrédme manosti pouiti KS—integalu v teorii distribug.
Distribuce zde budeme apat ve smyslu L. Schwartzefifomaime si nejprve
nékolik zakladrich pojnt a definic.

7.20. Definice.Mnozinu funkd ¢:R — R, které maj pro kadé k€ N U {0}
derivaci () k—teho¥adu spojitou naR a takovou,ze o¥)(t)=0 pro teR \
(a,b) ozn&ime symbolen®|a, b]. Funkdm z D[a, b] fikametestovatcfunkcena
[a,b].

Mnozina Dla, b] je linearn prostor vzhledem kijrozerym operagm <itan
a nasobenskabrem. Mndina®|a, b] se stane topologigkn vektoroym prosto-
rem, zavedeme-li nd topologii, ve kteé posloupnosfy,, } C D[a,b] konverguje
k o € Dla,b] tehdy a jen tehdy, kdy

lim [p® —o®)| =0 prokade keNU{0}.
Typickymi priklady funkd z prostoru®|a, b] jsou funkce tvaru

oualt) = exp (tic + ﬁ) pro t € (c,d),
’ 0 pro teR\ (c,d),

kde [¢, d] mbze byt libovolny podinterval v(a, b).

184



STIELTJESUV INTEGRAL 185

7.21. Definice.Spoijite linearn funkcioraly na topologickm vektoroem prostoru
Dla,b] se nagvaji distribucena [a, b]. Mnozina \Sech distributna [a, b] je tedy
dualnim prostorem kD|[a, b|. Znaime ji symbolem®*[a, b].

Pro danou distribucif € ©®*[a,b] a testovat funkci ¢ € D[a,b]|, hodnotu
funkcioralu f na ¢ zn&ime symbolem(f, ¢).

b
7.22. Poziamka. Je-li f € L1[a, b], pak Fedpisemy € Da, b] — / F(1) (1) dt
je definoana distribuce ‘

b
(f. ) = / F(8) olt) o

na [a,b], kterou budeme zr&it takeé symbolemf. Rikame, Zze distribucef je
ur€ena funke f.

Nulovy prvek prostoru®*[a, b] je ur€en libovolnou réfitelnou funkd, ktera se
anuluje s.v. na intervalli, b]. Specalrg, je-li f € Gla,b], pak f=0€D*[a,b]
tehdy a jen tehdy, kdy f(t—) = f(s+) =0 pro VSechnat € (a,b] a s€|a,b).
Tudiz, je-li f € Gyegla,b], pak f=0€D*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f(¢t) =0
pro VSechna € [a, b]. Pro libovolre distribucef, g € ©*[a, b] rovnost f = g zna-
merg, ze f — g=0€ D*[a,b]. Z vySe uvedeadho plyneze je-li g € L' [a, b], pak
existuje nejyse jedna funkcef € Gregla, b] takova, Ze f =g s.v. naja, b]. Dale,
pro realné funkcef, g:[a,b] — R plat rovnost f = g ve smyslu®*[a, b] tehdy a
jen tehdy, kdy f =g s.v. naja,b].

7.23. Definice.Pro danou distribucif € ©*[a, b], definujeme jdj (distributivri)
derivaci f’ predpisem

frioedla,b] — (f',0) = —(f,¢).
Podobm, pro kade k € N,
F®:pedlab] = (fW,0) = (=1)*(f, M)

7.24 . Poziamka. Distributivni derivace absoluth spojiffch funkd jsou u€eny
jejich klasickymi derivacemi.

7.25. Poziamka. Definujme

0 prot<o,
H(t)=<3 prot=0,
1 prot>0.
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Necht 7 € (a,b) a h,(t)=H(t—7) pro t € [a,b]. Potom pouitim véty 6.34 a
s @ihlednutm k (6.10) a (6.14) dostaneme

b b
(i) = by = = [ dp = [ e = ().

Funkceh, se nagvaHeavisideova funkdgse stedem v bod 7) a jeji distributivri
derivaceh! se zn&i ¢, a nagva seDiracovaj—distribuce(se stedem v boé 7).

7.26. \eta. Necht f € ©*[a,b]. Potom f’ je nuloa distribuce tehdy a jen tehdy,
kdyz existuje konstantac R tako\i, ze f(t) =c pro s.v.t € [a, b].
Dlkaz. Jestlie f(t)=c pros.v.t € [a,b] a €Dla,b], pak

b
' 0) = —(e. ) = —c / o/(s) ds = —e(p(b) — pla) = 0.

Naopak, necht(f, »’) =0 pro kazdou ¢ € D[a, b]. Nechtje dana libovolra
testovacfunkce p € ®[a, b]|. Polazme

/ (p(s) —ap©(s)) ds pro tela,b],

p(t) =
0 pro teR\ [a,b],
kde
b
ao:/p(s)ds a @(t):M.
¢ /@a,b(s) ds

Potom

/ab@(s) ds=1.

Odtud snadno plynge ¢(a) = ¢(b) = 0 atale,ze p € D[a, b]. Dale,
@'(t)=plt) — a0 ©(t) pro te[a,b].
Tudiz

0=(5¢) = o~ ([ o) 85) (£.0).

To znamea, Ze pro kadé p € D[a, b] plat

o= ([ 06 ) 7.0) = [Cepto) .

kde c= (f,0) € R je konstanta. Tedy = ¢ ve smyslu distribuic O
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7.27. CvEeri. Dokazte,?e je-li k e N U {0}, pak f*) =0 € D*[a,b] tehdy a jen
tehdy, kdy existuj cg, c1,...,cx_1 € R takow, Zze

f)=co+ecit+---+cp1 t" 1 prosvtela,bl.

Vaznym probemem v teorii distribuicje jak definovat jejich satin. Nasle-
dujici dvé klasicke definice sejtkaji jen specalnich typl distribud.

7.28. Definice.(i) jestlize f, g a f g € L'[a, b], pak

b
(fg,9) =/ fgedt.
(i) jestlize f € ©*[a,b] a g ma nala,b] spojitt derivace libovolahofadu, pak

(fa.0)=(fr9¢)-

Definice 7.28 zahrnuje s@in f g, kde f € G[a,b] ag € BV[a, b]. Nevztahuje
se ale nap na [Fipady, kteé se objevujv nasleduici definici.

7.29. Definice.Jestlze f € Gla,b] a g € BV][a, b], pak definujeme

b

(f'g,9) =/<pg df (7.31)
b

(fg's¢) :/wfdg- (7.32)

7.30. Lemma. Necht f € G[a,b] a g €BV|a, b] spiiuji

AT f(t)ATg(t) = A" f(t) A" g(t) prokazce t € (a,b), (7.33)
Potom
t
flg=F', kdeF(t)—/ gdf protea,b] (7.34)
a a
t
fg' =G’ kdeG(t)—/ fdg protela,b]. (7.35)

187



188 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

D 0 k az. Pouitim véty o substituci (&ta 6.44) a &ty o integraci per-partes
(véta 6.34) pro libovolé ¢ € D[a, b] dostaneme

o= o [aarlew=-["( [ sas)ewar
=<(ngdf)C¢%

t.j. plati (7.34). Vztah (7.35) se dokazuje analogicky. Ol
7.31. Disledek. Jestlze funkcef € Gla,b] a g € BV|[a,b] spiiuji (7.33), pak
(fo)=rfg+f'g

D U k az. Podle definice 7.23gty o integraci per-partes (viZta 6.34) a lem-
matu 7.30 dostvame

(fa),o)=—(fg,¢
/fgcp’dt—/ o(t) d[£(t) g(t) — F(a) g(a)]

= [ »(t) gdf+ fdg pgdf—+ [ ¢fdg
[reodl [[aars [[ras] = [easrs [

= (fg",0)+(f'g,¢).
O

7.32. Poziamka. Necht f € G[a,b] a g € BV|[a, b]. Podninka (7.33) je pakizj-
meé splréna nap. v nasleduicich pfipadech:

(i) obé funkce jsou regair,
(i) alespa jedna z nich je spogtna(a,b),
(iii) jedna z nich zleva spoftna(a, b) a druka je zprava spojit na(a, b).

7.33. Cviteni. Dokazte, ze jestlze 7€ (a,b) a h, resp.d, jsou Heavisideova
funkce resp. Diracova distribuce sdestem v, pak h;d, = %67. (Navod:
Pouwijte cviteri 6.32.)
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Kapitola 8
Zobecrénre linearni diferencialni
rovnice

8.1 Uvod

VSechny intedaly v této kapitole jsou KS—integty, jejichz definice je ro%-
fena ve smyslu odstavce 6.8 na matiedunkce (tj. funkce zobrazigj interval
[a,b] do prostoru matic). Jak jsmejiv odstavci 6.8 vysatlili, vSechny viastnosti
KS —integalu i obou tyfi RS —integalu, kteé jsme doposud d@kzali pro skarri
funkce plat i pro funkce vektorog ¢i maticowe, pokud se v fslusnych formulich
nezneén pofad v jaké se tam matica funkce objevj V dlikazech se tedy bu-
deme pro pdebré vlastnosti funkta integalll odvokvat na odpowmajici tvrzeri
pro skaérn funkce z kapitol 1 —-6.

Nasleduici definice za@d prostory vektoroych resp. maticoych funkd, se
kterymi budeme véto kapitole pracovat.

8.1. Definice. (i) G([a,b],R™) je Banacliv prostor funkt f: [a,b] — R", kte-
ré jsou regulova@ nafa,b]. Norma naG([a,b],R") je defino\ana fjed-
pisem|| || = sup, c o) |F(£)] Pro f €G([a,b], "), kde |£(#)| je norma
vektoru f(t) v R™.

(i) BV([a,b],Z(R™)) je Banackiv prostor funke F': [a,b] — .Z(R"), které
maji kon&nou variatna [a,b]. Norma naBV ([a, b], £ (R™)) je definoa-
na gedpisem||F||gv = | F'(a)| +var® F pro F € BV ([a,b], £ (R")). kde
var’ F se definuje jako v odstavci 6.8 [#(a)| je norma maticeF (a) v
Z(R™).

Podobi se defindjprostoryBV ([a,b],R™), C([a,b], Z(R™)) aC([a,b],R™) a
normy na nich.

Mnozinu funkd f:[a,b] — R"™ s derivaé spojitou na intervalya, b] zn&ime
C'([a,b],R™). (Jako obvykle, definujemé’(a) = f'(a+) a f'(b) = f'(b—) pro
f €CH([a,b],R™).)

Témateméto kapitoly budou rovnice tvaru
t

z(t) = z(to) + | dlA]z+ f(t) - f(to) (8.1)

to
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kde tg € [a,b], A je n x n—maticowa funkce, f je n—vektoro\a funkce a hled-
me n—vektorovou funkciz vyhovuijici nasleduici definici:

8.2. Definice. Funkcez: [a,b] — R™ je FeSerim rovnice (8.1) na intervalia, b|
b
jestlize / d[A]x existuje arovnost (8.1) je sgna pro kddé t € [a, b].
a
Rovnice (8.1) se ngwa zobeceré linearni diferencélni rovnice

8.3. Pozramka. Bud danoty € [a,b] a nechtz je feSen rovnice (8.1) nda, b].
Potom
to

z(a) = z(to) — [ d[A]z— f(a)+ f(to).
Odeteme-li tuto rovnost od (8.1), dostaneme
t
z(t) = z(a) + / d[A]z + f(t) — f(a). (8.2)

Podobm@ bychom z (8.2) odvodili (8.1). Funkcec G ([a,b],R") je tedyFeSerim
rovnice (8.1) nda, b| prave tehdy, kdy sphuje rovnici (8.2) nda, b].

8.2 Diferencialni rovnice s impulsy

Motivad pro studium zobed@rych diferencalnich rovnic jsou m.j.Ulohy s im-
pulsy. Viacé praktick/ch Gloh se toiz potkame s perturbacemi, jejizitoba fiso-
beri je sice zanedbateinv porovrani s dobou ce#ho procesu, ktérale nicnéré
podstat@ ovlivni studovay proces. Zpravidla, vhogim modelem pro popis ta-
kovychto proce8 jsou diferencalni rovnice s impulsytj. diferencalni rovnice,
jejichz feSen nemus byt hladlke, ba ani spojé.

Zdrojem moddl s impulsy je zejréna fyzika (nap popis hodinoych me-
chanisntl, oscilace elektromechanigth sysémll, vyzaovan elektrickych resp.
magnetickch vin v prosted s rychle se réricimi parametry v dajch okam-
Zicich prudce zréri, pohybcastice v poli generovdém potendlem sousedenym
v jediném boda, stabilizace Kapicova kyvadla, opfani regulace metodou bang-
bang), ale ta& medi¢na (distribucedcCivych latek v Ele, strategie impuldvakci-
nace v epidemiologigkch modelech, studiunacinku hromadého d@kovari proti
spalntkam), populéni dynamika (modely s ryckimi zménami pé@tu rektes/ch
populad) ¢i ekonomie (modely trhu, ktérFipousteji prudke zmény cen).

Nejjednodi&si idealizad impulsrich procedé jsou procesy popséarinearnimi
diferencalnimi rovnicemi, na kte v kon€ném pdtu pevié darych bodi plisob
linearn impulsy .
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Predpokhdejmeze

reN, r>1, a<n<...<7-<b,
PeC(la,b], Z(R"™)), q€C([a,b],R"), (8.3)
Bre Z(R"), dipeR™ prok=1,2,...,7.

(Poznamenejmeie v €to kapitole symboly typuB,, resp.d; zn&i také matice
resp. vektory. Komponenty vekidti matic se zde neobjey

Ozn&me
D= {7’1,7’2,...,7}}, To=a a Tr41=>b
a pro k&dou funkciz : [a,b] — R™ definujme

x;1)(t) = =(t) pro tela, ]

a
(8.4)
o(Te-1+) KdyZ t=m 1,
w)(t) = pro k=2,3,...,r+1.
x(t) kdyi te [kalka]
Linearni impulsri Gloha je pak tvéena linérri diferencalni rovnici
2 =P(t)x+qt) (8.5)
a linearrimi impulsrimi podninkami
A+IL‘(Tk) :Bkl'(Tk)—{—dk, k=1,2,...,7r, (8.6)

pficent feSen jsou ukena podle asleduici definice.

8.4. Definice. ReknemeZe funkcez : [a,b] — R" je FeSerim Glohy (8.5), (8.6),
jestlize

:L‘[k]E(Cl([Tk_l,Tk] prokadkek=1,2,...,7+1 (8.7)
a = vyhovuje impulsim podnminkam (8.6) a spiuje diferencalni rovnost
2'(t) = P(t)z(t) + q(t) pro tefa,b]\D. (8.8)

8.5. Pozramka. Po\simnéme sizefeSen Glohy (8.5), (8.6) pat vzdy do prostoru
G([a,b],R™).
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192 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

Ukazeme nyi Ze Glohu (8.5), (8.6) mizeme ekvivalent& preformulovat jako
zobecrnou linérri diferencalni rovnici tvaru (8.2).

Pfedpokhdejme zprvuze r=1 a nechtz:[a,b] —R" je feSert impulsr
Ulohy (8.5), (8.6). Integracovnosti (8.8) dostaneme vztahy

t t
ac(t)::c(a)—i—/ des—i—/ qds pro t € la, ],

t t
x(t):x(71+)+/ des—i—/ gds pro te(m,b],
T1 T

1

Dosazeim z podninek (8.6) (kdek =r=1) do druleho vztahu pak dostaneme
prot e (71,b]

t t
x(t) = x(m) + Bl$(7‘1)—|—d1+/ P:Bds+/ qds
T1 T1

t t
:x(a)-i-/ des-l—le(ﬁ)—f—/ g ds+dy

t t
z(t) Zx(a)+/ Pads+x () (B x(ﬁ))+/ qAs +X (7, p)(t) d1. (8.9)

Polazme
t t
A(t) = / Pds+x(e (B a f(t)= / 0 ds 4 X () ds

PotomA € BV ([a,b], Z(R™)), f€BV([a,b],R™) a podle ¥ty o substituci 6.44
a formule (6.10) z fikladd 6.15 (ii) (viz &€z priklady 6.41) plait

t t
/ d[A]z :/ Pads+x(r,0(t) (Brz(m))
t
f6-£0) = [ ads a0 d

pro t€a,b] a x € G([a,b],R™). Dosazeim do (8.9) je zjisime, Ze x spliuje
(8.2) naja, b].

Obracerg, jestlze € G([a,b],R™) sphuje (8.2) naja,b], pak podle y3e
uvedereho plat opét (8.9) nafa, b]. Odtud vidme, Ze definujeme-li funkcer(;
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jako v (8.4), bude platit (8.7) a (8.8). Nimy podle Hakeovy &ty (viz &7 cvicer
6.40) jex(t—) =x(t) prokadé t € (a,b] a

S

z(t+) = z(a) + slthlJr dlA]z+f(t+) — f(a)
= x(a)—f—/ d{A]z+ f(t) — f(a) + ATAt) z(t) + AT f(t)

= 2(t) + X[r (1) (Brz(t)+dy) prokazde tela,b].

Specalng, dosazeim ¢t =7; zjistime,Zze = sphiuje impulsi podninku (8.6), kde
k=r=1.

Uloha (8.5), (8.6) je tedy pre =1 ekvivalentr se zobecénou diferendlni
rovnid (8.2).

V obecrem gipact r € N, definujeme

t T
A = [ Pds+ 3 X0 By

k=1
a pro ¢ € [a, b]. (8.10)

t T
f(t) :/ qds+ ZX(Tk,b](t) dy

k=1
Indukd snadno o&ime rasleduici tvrzen.
8.6. Veta. Pfredpokbdejmg8.3)a (8.10) Potom impulshtloha(8.5), (8.6)je ekvi-
valentri se zobecBnou diferendlni rovnid (8.2), tj. x:[a,b] — R™ je feSeim

Ulohy (8.5), (8.6) na intervalu [a,b] tehdy a jen tehdy, kdyje FeSerim rovnice
(8.2)naintervalu[a, b]. O

8.3 Linearni operatory

Pfipomeime nyn strucné nékolik zakladrich pojnti z funkcioralni analyzy, ktee
budeme naale pofebovat. Podrob&jsi informaci Ize ndit naf. ve vetsiné utebnic
funkcioralni analzy (viz nag. [3], [19], [32], [39]). Zakladn pfehled je obszen
také v Ovodri ¢asti monografie [53].

Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Zobraiefi: X — Y (7 zobrazujeX
do Y) je spojity opeiator, jestlize

lim ||z, —z|x=0 = lim ||T(z,)—T (2)|y =0,
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194 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALNT ROVNICE

kde ||.||x je norma naX a |.||y je norma naY. Ope#tor 7: X — Y se nagva
linearni, jestlize plat

T(cixa+cax) =c1T(x1)+caT(x2) proxy, 2 €X a c¢p,c2€R.
Dale, T je ohraniCery, jestlize existujefislo K € [0, oo0) takow, ze plat
IT(x)|ly < K ||z||x prokade z€X.

Je-li T linearn opeitor, gseme, jak je zvykem7 x misto T'(x). Je zramo,ze
linearn opedator T: X — Y je spojity pravé tehdy, kdy je ohrantery.

Mnozinu ohrangéerych linearrich zobrazenprostoruX do prostoruY zna-
¢ime Z(X,Y). Na Z(X,Y) jsou Zejmym zplisobem zavedeny operadatari
opeitorll a rasobenopeiatordl realnym Cislem a.# (X, Y) je pak Banachv pro-
stor vzhledem k norg

1Ll #x vy = sup ILz|y prozeX.

T e
lzll-<1

Konetné,feknemeze L € ¥ (X,Y) je kompakti jestlize zobrazuje kedou mno-
Zinu ohrantenou vX na mnainu relativié kompakthv Y, tj. jestlize pro kadou
posloupnosi{x, } ohrantenou vX jeji obraz{L x,} CY obsahuje podposloup-
nost konvergentrv Y. Je zramo,ze ka&dy kompaktn linearri opesator je sogas-
né spojity.

V dlikazech hlavith wsledkl této kapitoly vywijeme rasleduici dvé tvr-
zen. Prvrl z nich je zobecaérim jedré z Fredholmoych vét zramych z teorie
integralnich rovnic. Jeho dkaz je obszen nap. v monografich N. Dunforda a
J.T. Schwartze [5], M. Schechtera [42] nebo ve skriptech J. $1K&2].

8.7. \éta (FREDHOLMOVA VETA O ALTERNATIVE). Bud X Banactilv prostor a
necht L je linearni kompaktihoperator zobraztiici X do sebe. Potom opatorova
rovnice

r—Lx=yg (8.11)
mafeSen pro kazce g € X tehdy a jen tehdy, kayrislusrd homogenhrovnice
x—Lx=0 (8.12)

ma pouze trivalni feSen =z =0¢c X. V takoem gipace jefeSeri rovnice(8.11)
urceno jednozn@ne.
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Druhé tvrzen je znamo tale z elemerdtrri teorie matic. ipomaime si zde
jeho obecnou podobu@vzatou z monografie [56] (viz Lemma 4.1-C).

8.8. Lemma. Nechit X je Banaclfiv prostor, T € #(X) a || T ¢ x) < 1. Potom
existuje ohrariiery inversn operator [I—T]*l k opedatoru [ — T a plafi ne-
rovnost

=717 g < =T

2x) T 1T ¢x)

8.4 ExistencereSeri zobecrénych linearnich diferencial-
nich rovnic

Studium zobecénych linearrich diferencalnich rovnic zaljime jednoducfm po-
zorovarim vychazejcim ze zramych vlastnogtKS —integalu.

8.9. Veta. Nechtty € [a,b], A€BV([a,b], Z(R")) a f €G([a,b],R™). Potom
kazdefeSen z rovnice(8.1)na [a, b] je regulova®@ naa,b].

DOkaz. Podle Saksova—Henstockova lemmatu (viz jéstediek 6.38) je prav
strana rovnice (8.1) funkce regulonala, b]. Odtud plyne tvrzenvéty. O

Vzhledem ke @t¢ 8.9 je tedy vhoda hledatfeSeri zobec®nych lingarrich
diferencalnich rovnic ve tidé G ([a, b], R™).

Analogiemi p@&atenich tloh pro linéarni obytejré diferencalni rovnice jsou
zobec@re linearri diferencalni rovnice

t
z(t)=x+ [ d[A]xz+ f(t)— f(to), (8.13)
to
na intervalufa, b], kde tg € [a,b] a x € R™ je dary vektor. (Zejme je x(tp) ==
pro ka&dou funkciz sphujici (8.13).)
Kazde funkci z € G([a,b],R™) a bodu ¢, € [a,b] pfifadme funkci 7, x
predpisem
t
(ox)(t) = | d[A]x prote]a,b]. (8.14)

to

Podle disledku 6.38 jsou funkcex;,x regulova® nala, b]. Zobrazein
Ay, x € G([a,b],R") — o,z €G([a,b],R")
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196 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

je Ztejme linearn a, dale, podle @ty 6.17 plait
||| < (vart A) ||z| pro kadez € G([a,b],R™).
Pro k&dé ¢ € [a,b] je tedy o, spojity linearri opeétor naG([a,b],R™), tj.
oty € 2(G([a,b],R")).
Dokézeme nyi, Zze sodasre je gedpisem (8.14) defin@n spojiy linearr
ope#tor zobrazdgi G([a,b],R™) do BV([a,b],R™).

8.10. Lemma. Necht A € BV([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtfunkce o,z
je prox € G([a,b],R™) definoana vztahen(8.14) Potom.«,x € BV ([a, b], R™)
pro kazce x € G([a,b],R™) a zobrazen

z€G([a,b],R") — o, x € BV (]a,b],R")

je ohrantere.
DO kaz. Budo libovolné cleri intervalu [a,b]. Podle ety 6.17 pro kade
z € G([a,b],R™) mame

0'
Z (,7) U] — () UJ )] = Z /
: O'

v(o)
< (varg/_, A)|jz|| = (var’ A) |
1

q

[
Il

d[A]x‘ < (var® A) ||z .

(g)(@)] = |

to
Tudiz o,z € BV ([a,b],R™) a

oz llmy = |(ho)(a)| + vary (#,z) < 2 (var, A) ||z||.
pro k&zdé = € G([a,b],R™). O

Pomo¢ ope#toru «7;, z (8.14) mizeme pepsat pdatetni Ulohu (8.13) jako

ope’tovou rovnici

T — AT =g, kde g =z + f — f(to) -

Protaze nename k dispozici prosedky postauijici k diikazu kompaktnosti opar
toru o7 € Z(G([a,b],R™)), nenlizeme imo aplikovat Fredholmovuétu (-
ta 8.7) a musne postupovat tak trochu oklikou. Vasleduici véte ukdzeme po-
mod Hellyovy véty a Osgoodovy &ty, ze opeator <, generuje kompakirzob-
razen prostoruBV ([a, b],R™) do sebe.
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8.11. \Bta. Nechtty € [a,b] a A€BV([a,b], Z(R™)). PolozmeL z = «7,x pro
z€BV([a,b],R™). PotomL je kompakthlinearni operator naBV ([a, b], R™).
Dlkaz. Protde je|z| < ||z|py pro kazde z € BV ([a,b],R"), plyne z lem-
matu 8.107e L € .Z(BV ([a, b],R™)).

Dokézeme,ze pro kadou posloupnos{z,,} ohrantenou vBV ([a,b], R™)
jejiobraz{L x,} C BV ([a,b],R™) obsahuje podposloupnost, kige konvergent-
niv BY([a,b],R™).

Necht jsou tedy posloupnostz,, } C BV|[a,b] actislo C €[0,0) takow, ze
|zn|lzv < C < oo pro kazdé n € N. Podle Hellyovy éty (vta 2.43) existajfun-
kce z € BV ([a,b],R™) a podposlouposfn;} C N takow, ze

|lz|pv <C a klim Tp, (t) = z(t) prokade tea,b].
Ozn&me zi(t) = xy, (t) —z(t) aprokeN at € [a,b]. Potom

lz(t)| <2C a klim zk(t)=0 prokeN atela,b].

d d
Vzhledem k tomuze v“sechnyinteg?ily/ d[A] zg a/ dlvar; A] zi(s), k€N,

existuj pro libovolra ¢, d € [a, b], véta 6.17 zartuje, Ze plat

V(o) Vo) | o)
SO a)(0) — (oo )l = 3 / d[A] 2
j=1 j=1 7o

b
<Z/U ' dvar; 4] )yg/a d[vars A] |zi(s)]

pro libovolma o € Z[a,b] a k€ N. Mame tedy

b
ar’ (L z,) g/ d[var} A] |z(s)] pro keN.

Podle ety 6.48 je ogem
b
lim [ d]var] A] |z(s)] =0

k—oo/,

a tudz take

lim var® (Lzp, —Lz) = lim var’ (L z,) = 0.

k—o0 k—oo

197



198 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

Podobr@
klim |(L 2, (a) — Lz(a))| = klim |(L z)(a)| = hm ’ ’
< lim [var A] |zx(s)| =0.
k—oo Ji,
Véta je dolazana. m

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty 8.7 a &ty 8.11.

8.12. \ta. Bud dano ¢, € [a, b]. Rovnice

z(t)— | d[A]z=g(t) (8.15)

to

méa pro kazdou funkcig € BV ([a, b],R™) FeSen na [a,b] prave tehdy, kdy pfi-
sluSrd homogenhrovnice
t
z(t)— | d[A]z=0 (8.16)
to
ma na [a,b] pouze trivalni FeSeri x=0. V takoem @Fipace je FeSeri rovnice
(8.15)urceno jednoznané.
D & kaz. Rovnice (8.15) je ekvivalerits opeatorovou rovnic z — L z = g, kde
Lx=g,x proxzeBV([a,b],R™), tj.
t
(Lz)(t)= [ d[A]z pro zeBV([a,b],R") a te]a,b].
to
Podle \ety 8.11 jeL linearn kompaktn opeétor naBV ([a, b], R™). K dokorteri
diikazu \ety vywijeme \étu 8.7. O

Predpokhdejme nyn Ze t € (¢, b] a funkcez € G([a,b],R™) spliuje (8.13)
na intervalu[ty, t). Zfejmeé je z(ty) = . Pomoé Hakeovy \éty (veta 6.39, vizéz
priklady 6.41) snadno @&ime,Ze plat

T

z(t—) =T+ lim d[A]z+ (f(t—) = f(to))

T—t— to

t

=z+ [ d[A]z+ f(t) - f(to) — lim [ d[A]z—A7f(t)

to Tt T

t

=T+ [ d[A]z+ f(t) = fto) — A A(t) a(t) — A~ f(t).

to
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Ma-li tedy funkcez splhovat (8.13) tak v boce ¢, mud hodnotaz(t) vyhovovat
rovnici

[I—A"A®)] z(t) = z(t—)+ A f(2), (8.17)

kde I zn&i jednotkovou matici typuw x n (viz (xiv)). Odtud je Zejme, Zze k tomu,
abyteSeri Glohy (8.13) na intervalya, t) bylo mazno jednoznénym zplisobem
prodlowzit do bodut, bude stait, aby platilo

det [I — ATA(t)] #0. (8.18)

Ulohu (8.13) niizeme o%em talke prepsat ve tvaru

b
£(t) = x(b) — / d[A]z+ f(b) + f(t).

Podobi jako Wse mizeme tedy usoudit (rozmyslete si detailgg k tomu, aby
feSeri pocatetni Glohy (8.13) na intervalyt, o] bylo mazno jednoznénym zpliso-
bem prodlouit do bodut, bude stait, aby platilo

[T+ ATA®)] z(t) = 2(t+) — AT f(?) (8.19)

det [I+A%A(t)] #0. (8.20)

MUzeme tedy dekavat,ze podninky (8.18) a (8.20) jsou podstdaipro existenci
feSen Glohy (8.13).

Jednoduchoupravou vztah (8.17) a (8.19) dostanemasieduici tvrzeri.
8.13. Lemma.Necht A € BV ([a,b], Z(R"™)) a g€ G([a,b],R™). Potom vztahy

A~x(t) = AA(L) z(t) + A f(t), }
(8.21)
Atz(s) = ATA(s) z(s) + AT f(s)
plati pro kazce feSen « Glohy(8.13)na [a,b], t € (a,b] a s € [a, b). O

8.14. Lemma. Necht A € BV ([a, b], Z(R™)) a to € [a,b]. Potom rovnicg8.15)
méa feSeri pro kazdou funkcig € BV ([a, b], R™) tehdy a jen tehdy, kdy

det [T —ATA(t)] #0 pro kazcé ¢ € (to, b] (8.22)

det [T+ ATA(s)] #0 prokazde s € [a,to). (8.23)
(Zde (to, b] :@ kdyZ to= ba [a, t()) = @ kdy2 to= a.)

V takoem @ipack jefeSen rovnice(8.15)urceno jednoznengé.
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DOkaz. Podle &ty 8.12 stéi dokazat,ze rovnice (8.16) rapouze trivalni Feseni
nala,b] prave tehdy, kdy plaf (8.22).

a) Fedpokhdejmeze ty € [a,b) a z je feSeri rovnice (8.16) nda, b]. Podle
lemmatu 8.10 jer e BV ([a, b],R™). Zfejmé x(tp) = 0. Podle prvi z rovnic ve
(8.21) mame

A+$(t0) = A+A(t0) x(to) =0,

tj. x(to+)=0. Ozn@&me a(t) = var; A pro t € [to,b]. Funkcea je neklesdpi
na intervalu[ty, b]. Existuje tedy konénma limita a(tp+) a mizeme tedy zvolit
d € (0,b—tp) tak, aby platilo

1
0< a(to—i—d) —Oz(to—i—) < 5

Pro k&dé t € [to, to+d] odtud pomotvét 6.17 a 6.39 odvdthe nerovnosti

lz(t)| < [ dla]|z| = ATa(ty) z(tg) + lim da]|z]

to T—to+ -
t
= lim d[a]mg[a(t0+5)—a(t0+)]( sup \:c(t)])
T—to+ T tE[to,to+0]

1
< - ( sup |x(t)|) .
2 tE[to,to-‘ré]

Tudiz (supte[to,to_i_(ﬂ \:c(t)]) <1 (supte[to’to_“;] \:c(t)]). To je ale md@né pouze
tehdy, kdy x =0 na [to, to + ¢].

Polazme t* = sup{t € (to,b]: x =0 na [to, 7]. Zfejmeé je z =0 na [tp,t*) a
tudiz také x(t*—) =0. Dale, podle (8.21) @me
0= [I—-A"A(t%)] z(t").

To je ale, vzhledem kfedpokladu (8.22), mié pouze tehdy, kdyx(t*) = 0.

Predpokhdejmeze t* < b. Stejnou argumentagakou jsme na Zzatku dika-
zu dolézali,ze existujed € (0,b — ty) takow, Ze = je nulowe nalty, to + J], uka-
zali bychom nyi, Ze existujen € (0,b — t*) takowe,Ze = se anuluje nadt*, t* + n],
coz je ovsem, vzhledem k definici* nemang, tudz mus byt ¢* =b. Dokazali
jsme,ze k&défeSeri rovnice (8.16) je nulo& nalto, b].

Podob@ bychom pomdagofedpokladu (8.23) ddkeali, ze je-li ¢ € (a, b, pak
sefeSen « rovnice (8.16) anuluje taknaa, to].
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b) Predpokbdejmeze neplatnag. (8.22). Zejme je det [I — A~ A(t)] #0, jest-
lize je |A~A(t)] <1/2. Na druhou stranu, podlelidledku 4.10, ol&rcerd nerov-
nost |A~A(t)| > 1/2 plafi pro nejySe konéné mnoho bod ¢ € (to, b]. To zna-
mer&,ze maticel — A~ A(t) neri regurri pro nejyse kon€né mnohot € (to, b].J]

MUzeme tedy zvolit* € (o, b] takow, ze
det [I— ATA(t)] #0prote (to,t*) a det [I—ATA(t*)] =0.
Dale, ze akladl linearn algebry je zamo,Ze potom existujel € R™ takow, Zze
[[-AA{)] c#d prokade ceR". (8.24)
Definujme

0 kdyz t#£t*,
g(t) = . .
d kdyz t=t*.

Mame A~ g(t*) =d. Pfedpokhdejme,ze rovnice (8.15) & na[a,b] feSen x.

Potom podle prvincasti dikazu musbyt z =0 na|[a,t*) atedy talke z(t*—) =0.
Podle lemmatu 8.13 muplatit

[T— A A 2(t") = d.

To je ovSem ve sporu s tvrzém (8.24). Rovnice (8.15) tedy neirre nit feSeri.

Neplai-li (8.23), pak analogicky najdeme bati< [a, b] a funkci g takowe, Ze
bude

[T+ ATA()] c# ATg(t*) prokade ceR",
coz vede opt ke sporu s lemmatem 8.13. O

8.15. \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) a tg € [a, b]. Potom p@atetni Uloha
(8.13) ma pro kadou funkcif € BV([a,b],R™) a kazdy vektor z jednozn&né
urCere feSen tehdy a jen tehdy, kayplaf (8.22)a (8.23)

DUkaz. \kBtaje disledkem &ty 8.12 a lemmatu 8.14, kde pdlme
g(t)=2+ f(t) — f(to) prote]a,bl. O
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8.5 Zobecréna Gronwallova nerovnost
a apriorni odhadyresSen

Dulezitou roli v teorii obytejnych diferencalnich rovnic (nap. pri diikazu jed-
nozna@nosti feSeri pocateéni Glohy nebo pi dlikazech spojé Zavislosti fesern
na rektegych parametrech) hraje tvrZierktelé se nagva Gronwallovo lemma.
Pfipomaime si jeho zari. Dlkaz Ize ndf ve veiné webnic obygejnych dife-
rencilnich rovnic (viz nap. [26, Pomoca eta 4.3.1]).
8.16. Lemma(GRONWALL). Nechtfunkcew a p jsou spojie a neaporré na
[a,b], K >0 anecht

t

u(t)§K+/ (pu)ds pro tela,bl.

a

Potom

u(t) < Kexp(/ pds) pro t€la,b].

Pro nas bude podoBriflilezité zobeciéri Gronwallova lemmatu naffpad, kdy
se v frislusnych integalnich nerovnostech vyskytuje Stieltfpsintegél.

8.17. \éta (ZOBECNENE GRONWALLOVO LEMMA). Pfedpokhdejmeze funkce
u:[a,b] —[0,00) je ohrantera nala, b], funkceh : [a,b] — [0, c0) je neklesdfi
a zleva spoji na (a,b], K >0, L>0 anecht

u(t)§K+L/tudh pro t € a,b]. (8.25)
Potom
u(t) < K exp (L[h(t) — h(a)]) pro tea,b]. (8.26)

Dlkaz. Nechts >0 aw,(t)=r exp (L [h(t) — h(a)]) prote [a,b]. Potom

/ wydh = /-@/ exp (L [h(t) — h(a)]) dh(s)

/t o0 Lk &
_ (Zﬁ [h(t) — h(a)] )dh(s) pro t € [a,b].
@ k=0
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o0
. L Lk : NN
Protdze, jak ziamofada o [h(t) — h(a)]* konverguje stejnofrme nala, b],
k=0
mUzeme [iehodit pdad operatintegrace a&tari. Powijeme-li nyri navic tvrzen
z prikladu 6.19, dostaneme tedy

/tw,@dh .S (Z: /t [h(s) ~ h(@)]*) dh(s)
a k=0 )

a

. i B . k1 o Wy
<Ky <L [h((tzi+lf)(! = )= 7 &P (L[A() ~h(a)])) = L(t)
k=0

prot € [a,b]. To znamea, Ze funkcew, spluje pro kade x>0 ate€ [a,b] ne-
rovnost

t
w(t) > H—FL/ w, dh. (8.27)

Bud danoe >0 apoldmex =K +¢ av. = u— w,. Odeterim nerovnost
(8.25) a (8.27) zjistne, ze plat

t
ve(t) < —5+/ vedh proteja,b]. (8.28)

Specalng, v.(a) = —e < 0. Zbyvajici ¢ast dikazu bude Ppominat postup z tka-
zu lemmatu 8.14. Funkce i w, jsou evidentd ohranteré nala,b] pro kadé
k> 0. Tudiz také funkcev. je ohranteré naja,b]. Podle Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 rame

/t ve dh = v.(a) At h(a) + §li%1+ t ve dh
a - a+d
< —e ATh(a) +[ve | [P(t) — h(at)] < [lvell [A(t) — h(a+)]

atedy
t
velt) < —e+ L / vedh < —+ L |[v. | [b(t) — h(a+)] pro t€[a,b].

Zvolmen > 0 tak, aby platiloL ||v|| [h(t) — h(a+)] <e/2 prot € [a,a+n]. Pak
budev. <0 nala,a+n]. Ozn&me

t* = inf{r €la,b] :v. <0 nafa, ]}
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Vidime.zZe jet* > a av. <0 nala,t*). Opétnym powitim Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 dostaneme z (8.28)

¢
ve(t) < —€+L/ ve dh
a t*—§8

- _ * — * : < _
£+L<vg(t JAT(E)+ Jim | vgdh)_ e<0

=5
protaze A"h(t*) =0 a/ ve dh <0 pro kadé § > 0.

Kdyby bylo t* < b, zopakovali bychomidcltazejci postup a ukzali,ze exis-
tuje n € (0,b—t*) takow, Ze v. < 0 naintervalufa, t* + 7], coZ je ve sporu s de-
finici t*. Tudiz t* =b, v. <0 naceém|a,b] a

u(t) <wy(t) =K exp (L (h(t)—h(a))) + € exp (L (h(t)—h(a))) prot € [a,b] .

Protaze € > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze plat (8.26). Ol
8.18. Cviteni. Dokazte rasleduici variantu \éty (8.26)

Predpokbdejme ze funkceu : [a,b] — [0, 00) je ohranitera na [a, b], funkce
h:la,b]—[0,00) je neklesdri a zprava spojé nafa,b), K >0, L>0 a

u(t)§K+L/budh pro t € [a, b]. (8.29)
t
Potom

u(t) < K exp (L[h(b) —h(t)]) pro tea,b]. (8.30)

8.19. Poziamka. ObecréfSi verse zobedagreho Gronwallova lemmatu jsou obsa-
zeny v monografch S. Schwabika [43] (viz ¥ta 1.40) a J. Kurzweila [27] (viz
kapitola 22).

V nasleduici vété vyuwzileme zobecéré Gronwallovo lemma k odvozediile-
Zitého odhadu préeSen pocatetni tlohy (8.13).

8.20. \kta. Necht ¢y € [a,b] a AeBV([a,b], Z(R")) spliiuji (8.22) a (8.23)
f€G([a,b],R™) a7 €R™ anechtz je feSen tlohy(8.13)na [a,b]. Potom
var® (z — f) < (var’ A) ||z|| < oo, (8.31)

0<ca= max{ sup |[I — ATA®)] 7Y,

e (to b] (8.32)
sup |[I+ATA(t) ™! } < oo

tela,to)
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lz(t)| < ca (|Z]+ 2] f]]) exp (2cavari, A) prote[to,b],
(8.33)

[2(t)] < ca (|Z] +2]|f]]) exp (2cavar® A) prote[a,to].
Dlkaz. a)Prolibovola cgleri o intervalu[a,b] mame
v(D)

Z‘ z(0j) — f(oj) —x(oj-1) + floj- 1)‘

v(D) v(D)

=S| [ dale] < 3 [vardy, 4) el = (v ) ] < oc.

=1 0j—-1 j=1

<.

b) Nejprve si imnéme trivalniho faktu,ze neniize byt c4 <0. Prot € (a,b]
takowe, ze [A~ A(t)| < 3 mame podle lemmatu 8.8
1

=870 < s

<2.

Protaze mndina {t € [a, b]: |A~A(t)| > 3} je nejw3e konéna, plyne odtudze

0< sup |[I—ATA(t) | <oo.
te(a,b]

Podobi@ bychom dokzali, ze je tale 0< sup |[I +ATA(t)]!| <oo. Plaf
t€la,b)
tedy (8.31).

c) Necht = je feSeni Glohy (8.13). Polame B(a) = A(a) a B(t)= A(t—) pro
te(a,b]. Zfejmeé (viz vta 2.33) A-B € BV ([a,b],R"™), A(t)—B(t)=A"A(t
pro t € (tp, b],

vary (B—A)=>_ |ATA(t)| <var} A
t € (to,b]

atudz var} B <2var} A. Dale, podle lemmatu 6.29 je

td[A—B]:c =A"A(t)xz(t) pro te(to,b].

to
Rovnice (8.13) se tedy redukuje na

t
[I—A"At)]z(t) =72+ d[B]x+ f(t)— f(tg) prote (to,b]
to
a odtud snadno odvatie nerovnost
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t
lz(t)| < K+ L | |z|dh protela,b],
to

kde
K=ca(lz|+2||fll), L=ca a h(t)=vary B.

Funkceh je neklesdgi na [to, b]. Dale, protde B je zleva spojia na(tp,b], je
podle lemmatu 2.22 funkcé také zleva spoji na (to,b]. Podle zobecareho
Gronwallova lemmatu 8.17 dd@stame tedy konéné prvii nerovnost v (8.33).

Dillkaz drulé nerovnosti v (8.33) by sefippomoci varianty Gronwallovy ne-
rovnosti ze cvieri 8.18 proved| podobi O

8.21. Cviceri. Za predpokladi véty 8.20 dokate podrob@ nerovnosti

0< sup |[I+ATA®)] | <oo
te(a,b)

[2(t)] < ca (|7 +2]|f]]) exp (2cavar® A) prote [a,to].

8.6 Spojita zavislostfeSen na parametrech

Necht ¢y € [a,b] a A€ BV ([a,b], Z(R™)) spiiuji (8.22)a (8.23), necht € R",
f€G([a,b],R™) anechtx jeTeSer Ulohy (8.13) nda, b]. Dale, nechty spliuje
na[a,b] rovnici
t
y(t) =y+ t d[A]y+g(t) —g(to) ,
kde g € G([a,b],R™) ay € R™. Potom
t
(=) —y(®) = (@—9) + | d[A](z—y)+ (f(t) —9(t)) — (f(to) — g(t0))

to

prot e [a,b]. Podle ety 8.20 tedy rame
|z —y|| <ca (‘E—m +2 Hf —g||) exp (2CA VarZ A) pro t€[a,b],

kde c4 € (0,00) je defino\ano v (8.32). Odtud jefejmeé, ze plat nasleduici tvr-
zen.
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8.22. \kta. Nechtty € [a,b] a A€BV([a,b], Z(R™)) sphuji (8.22) a (8.23)
Dale, nechtf, fr € G([a,b],R™) a T, 7}, € R™ pro k € N. Pfedpokhdejmeze

lim || = £ =0 (8.34)
a
lim T = 7. (8.35)

Necht z je feSen Glohy(8.13) a nechitpro k € N jsou z;, FeSen rovnic

xp(t) = T + t d[A]xg + fr(t) — fx(to)

to

na [a,b]. Potom

lim ka—xH =0. (8.36)

k—o0

Ve zbyvaijici Casti odstavce se omezme pro jednoduchostfigag o = a, tj.
vySefujeme p&atetni tlohu

t

:n(t):%+/ dlA]lz+ f(t)— f(a) (8.37)

jako limitu potatetnich Gloh
t

ou(t) = T+ [ dA] i+ fult) — fula). (8.39)
kde talé jadra A, zavid na parametrik € N. Tento Fipad je poekud sl@itéjsi.
Nejprve dokzeme konvergeini vétu pro KS —integaly pro situaci, ktea nen po-
kryta vétami z kapitoly 5.

8.23. \eta. Necht f, fr € G([a,b],R™), A, Ax € BV ([a,b], Z(R")) pro k €N.
Pfedpokhdejmeze plat (8.34),

klingo |Ax — Al =0 (8.39)
a
o :=sup var’ A; < co. (8.40)
keN
Potom

/atd[Ak]fk/:d[A]fD =0.
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Dlkaz. Buddanoe > 0. Podle \ety 4.8 nizeme zvolit funkcip : [a, b] — R™
takovou ze k&da jeji komponenta je jednoduétskokowa funkce nda, b| a gfitom
| f — ¢|| <e. Dale, podle (8.34) a (8.39) izeme zvolitky € N tak, aby solasré
platilo

Ife—fll<e a ||[Ax—Al| <e prok> k.

Proda® t € [a,b] a k> ko mame podle @t 6.17 a 6.24

[ diais- [ aany]

< ‘/atd[Ak](fk—90)‘+‘/[Ltd[z4k—f4]%0‘+)/atd[f4](%0_f)‘
< (varh Ag) [fx — el +2 1Ak — Al [ @llsy + (varh A) [lp —z||

<o (Ifs = FI+1f = ell) + 214 — All [lellsy + (var, A) o — £
< (20z* +2||¢|lBy +varf; A) e=Ke,

kde K = (2" + 2||¢|lgy + vart A) € (0, 00) nezvisd ani nak, ani nat. Tim
je véta dokazana. O

Dale, je teba dolazat rasleduici pomocre tvrzen.

8.24. Lemma. Necht A, Ay € BV ([a,b], Z(R™)) pro k € N. Dale, g'edpoké-
dejmeze plat (8.22)(kdety=a) a(8.39)

Potom existujei € N takowe,ze pro ke ¢ € (a,b] a kazde k > ky plati

det [T — A™Ag(t)] #0 (8.41)
a
sup |[I — A‘Ak(t)]_l‘ < 2c4, (8.42)
te(ab]

kdecy € (0,00) je konstanta definovarnv (8.32)
DUukaz. Oky (8.39) plat podle lemmatu 4.13;€lim |A” A — A A| =0. Mlze-
me tedy zvolitk, € N tak, aby bylo

AT AR(t) — AT A(t)] < % pro t€la,b] a k>ko. (8.43)
CA
Nechtt € [a,b] a k> ko jsou dany. Snadno a¥ime,Ze plat rovnost

T—ATAL(t) = [T-ATA®)] [T - Ti(1)],
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kde
Ty(t) = [I-A~A®H)] ' (A~ AR(H)—A~A(1)).

Vzhledem k pedpokladu (8.22) je tud maticel — A~ A (t) regularn tehdy a jen
tehdy, kdy je requérni matice I — T} (t).

Podle (8.32) a (8.43) ame

1
T(t)| = |[I-ATA(t)]~ HA Ag(t)— A’A(t)}<1.
Lemma 8.8 tedy zaiuje,ze maticeI Ty (t) atudz take I—A~ Ak (t) jsou re-
gularri a, ze plat | [1 — T (t)] ™ \<2 Odtud a z (8.40) plyne
1= A 4u0)] ™| < |- 1) | [[1- A Aw] ™| < 24
Dikaz je dokoien. O

Konetné miizeme zformulovat a ddizat hlavivétu tohoto odstavce.

8.25. \ta. Nechttg=a, A, Ay €BV([a,b], Z(R"™)), f, fr € G([a,b],R"™),
z, T € R™ pro k € N. Dale, dedpokhdejmeze plat (8.22) (8.34) (8.35) (8.39)
a(8.40) Nechtz je FeSen tlohy(8.37)na [a, b].

Potom existujeky € N takowe, Ze pro k& k > ko ma rovnice(8.38)jediné
feSen x, nafa,b] aplat (8.36)
D Uk az. Podle (8.22) mrovnice (8.37) jedidfeSer = na[a,b]. Dale podle
lemmatu 8.24, existujé, € N takowe,Ze (8.41) pldtpro k > kq. Tudiz, pro k&dé
k > ko ma rovnice (8.38) jedi@feSen x; nala,b]. Polazme

wy = (v, — fx) — (x— f) (8.44)

Potom
wk(t):wk+/td[Ak]wk+hk(t)—hk(a) pro keN a te]a,b],
kde wy, = (T — fr(a)) — (T — f(a)) &

/dAk— (z—f /dAk fk—/ d[A]f). (8.45)

Chceme do&zat,ze

tim | = 0. (8.46)
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Podle ety 8.20, lemmatu 8.24 a (8.40) je

lwi(t)] < 2ca (|Wk| + ||hi]]) exp (4caa®) pro t€|a,b]. (8.47)
Stadi tudiz dokazat,ze

klir§o|@k\ =0 a klirgo|hk\ = 0. (8.48)

Nejprve si pogimnéme,ze prvii vztah z (8.48) plyne okarité z gredpokladi
(8.34) and (8.35). Ble, podle &ty 8.23 je

lim
k—oo

/atd[Ak] i /:d[A]fH 0. (8.49)

SoltasHe, podle ety 6.24 name

t
[ dlae= A1 - 1| <2040 Al o Sl pro t€ fa.b)

Protze (z — f) € BV ([a,b],R™) podle (8.31), plyne odtudikly (8.39),Zze plat
take

lim
k—oo

/at d[Ay, — A] (x—f)” ~0. (8.50)

Souhrnem, podle (8.45) a (8.49)—(8.50), dedme klim lhelloc = 0. Plaf tedy
(8.48) a vzhledem k (8.47) tudtalke (8.46).

Podle (8.44) jer;, —x = wy, + (f — f). Tvrzeri véty tudz plyne z (8.34) a
(8.46). O

8.7 Fundamentalni matice

Zobecrérim homogenith sysémi linearrich obycejnych diferencalnich rovnic
je rovnice

t
z(t) =z(to)+ [ d[A]x. (8.51)
to
Necht A€BV([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtplad (8.22) a (8.23). Potom
podle \ety 8.15 (kdef(t) = f(a) na[a,b]) ma rovnice (8.51) pro kede z € R"”
pravé jednoreSen x na[a,b] takowe, Zze x(ty) = z. Naopak, pro dadt, € [a, b]
mlzeme kddemureSeni z pfifadit hodnotuz () € R™. Je Zejmeé, Ze tento vztah
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mezifeSerimi rovnice (8.51) a vektorgum prostorem je vaiemré jednoznéany.

Snadno o@ime, Ze jsou-li z, y feSer rovnice (8.51) nda,b] a o, B € R™, pak
ax+ By je takefeSen (8.51) nafa, b]. Tyto ivahy mizeme shrnout doasledu-
jiciho tvrzen.

8.26. \Bta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) a nechtplati (8.22)a (8.23) Potom
mnainareSeri rovnice(8.51)je linearni a tva'i n—dimensioalni podprostor pro-
storu BV ([a, b],R™). O

Nyni ukdZzeme,ze i pro zobecére linearri diferencalni rovnice existuje ob-
doba fundameiini matice.

8.27. Definice. Maticova funkce X : [a,b] — Z(R"™) se nagva fundamerdini
matice rovnicg8.51) na intervalJa, b] jestlize sphuje rovnost

t
X(t) =X(s) —I—/ d[A] X prot,s€]|a,b] (8.52)
a det X (t) #0 pro alesp@ jednot € [a, b].

8.28. Lemma. Nectit A € BV ([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtplati (8.22)a
(8.23) Potom pro kadou maticiX € Z(R™) existuje jednozriaeé urtera mati-
cova funkceX;, € BV ([a,b], Z(R"™)) tako\a, ze plat

. t
Xep(t) =X+ | d[A] Xy, pro teja,b]. (8.53)
to
Dlkaz. Prok=1,2,...,n ozn&me k—1ty sloupec maticeX jako z. Mame
tedy 7y €R" prok=1,2,...,n a X = (1, %2,...,%,). Podle &ty 8.15 pro
kazdé k€ {1,2,...,n} existuje pave jedna funkcery € BV([a,b],R™) vyho-
vujici rovnici

t
xp(t) =z + | d[A]xy protea,b].
to

FunkceXy, (t) = (z1(t), z2(t), ..., zn(t)) (ti. maticova funkce se sloupci;, pro
k=1,2,...,n) vyhovuje tedy rovnici (8.53) a je Gena jednozriaé. O

8.29. Poziamka. Specalné, jestlze je det X #0, pak je pro kdde s e [a,b]
maticova funkce X ; urCera lemmatem 8.28 fundamextti matid rovnice (8.51).

8.30. Lemma.Necht A € BV ([a, b], Z(R™)) a nechtplati (8.22)a (8.23) Potom
pro libovolnou fundameatni matici X rovnice(8.51)je

det X(t)#0 prokazce t€ a,b]. (8.54)
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D lkaz. NechtX je fundamerdlni matice rovnice (8.51) ndu,b] a nechit
(8.54) nepldt Potom existujbody ¢y, t1 € [a,b] takowe, Ze

det X(tg) #0 a det X(t1)=0.

Z druhe rovnosti plyneze sloupcer (t1), z2(t2), . . ., z,(t1) matice X (¢;) jsou
linearré Avisk. Existuj tedy koeficientycy, c1, . .., c, € R takow,ze

n n
Z’Ck‘>0 a ch.%'k(tl):().
k=1 k=1

n

v v v

Pol&zme z(t) = » _ ¢ zx(t) pro t € [a,b]. Potoma je Ziejmeé feserim rovnice

k=1
(8.51) ax(t1) = 0. Dosazeim ¢t = t; do (8.51) a odéerim takto dskaré rov-

nosti od (8.51) zjidme, ze = splhuje rovnici
t

z(t)= [ d[A]x proteia,b].

t1

Protdze stejnou rovnici spluje i identicky nuloa funkce, plyne odtud podiegty
8.15,ze mus byt z =0 na|a,b]. Tedy tale

x(to) = ch ka(to) =0 prote [a,b} s
k=1

coz ovdem, vzhledem kigdpokladim det X (o) #0 a Z lex| > 0, ned mozré.

k=1
O

Budeme pdebovat, aby fundamesiti matice X;, byla definoana naja, b|
pro kazdé tg € [a, b]. K tomu je nutno zei$it pfedpoklady (8.22) a (8.23) na

det [T —A~A(t)] #0 prokazde t € (a,b]
a (8.55)
det [/ +ATA(s)] #0 prokade s € [a,b).

Nasleduici véta je disledkem lemmat 8.28 a 8.30.
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8.31. \Bta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) spiiuje (8.55) Potom existuje @ve
jedna matico@ funkceU : [a,b] x [a,b] — £ (R™) takow, Ze plat

Ul(t,s) = I—i—/t d[A(T)]U(7,s) prot,s€la,b]x]a,b]. (8.56)
Pro kazcé to € [a, b] je funkceU(.,to):t € [a,b] = U(t,tp) € R™ fundamerdlni
matice rovnicg8.51)
FunkceU ma navic tyto vlastnosti:
(i) U(.,s)eBV([a,b],Z(R™)) prokazce s € [a,b],
(i) U(t,t)=1 prokazcete[a,b],
(i) det U(t,s)+#0 pro vSechnd, s € [a, b].

Dlkaz. Prokade s e [a,b] existuje podle lemmatu 8.28 3 jedna maticod
funkce X; € BV([a,b], £(R™)) takow, Ze plat

Xs(t) :I+/td[A}Xs pro t € [a,b].

DefinujmeU (t, s) = X4(t) prot, s € [a,b]. PotomU sphuje (8.56) al/ (¢,t) =1
prot € [a,b]. Odtud plyneze pro kadé ¢ € [a,b] je U(., to) fundamenrélni ma-
tice rovnice (8.51) nda, b]. Konetné, podle lemmatu 8.30 jéet U(t, s) #0 pro
vsechnat, s € [a, b]. O

8.32. \kta. Necht A € BV ([a,b], Z(R")), to € [a,b], T € R™, nechtplati (8.55)
a nechtmaticowa funkceU je urena etou8.31 Potomz : [a,b] — R" je feSen
pocatecni tlohy

() = E+/td[A]x (8.57)

na intervalu[a, b] tehdy a jen tehdy, kdy

x(t)=U(t, tp)x pro t€la,b]. (8.58)

t
DlUkaz. a) Dosaitne-li (8.58)do [ d[A]z avywijeme-li (8.56), dostaneme

to

t t
dA]z= | d[A(T)]|U(r,s)T = (U(t,t0) —I) T = z(t) — T,
to to
tj. funkce z definovaid vztahem (8.58) jésSen rovnice (8.57).
b) Obracera implikace plyne z jednoziaostifesen rovnice (8.57) (viz eta 8.15).
O
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8.33. Definice.Necht A € BV([a,b], Z(R™)) a nechtplat (8.55). Potom mati-
covou funkciU urcenou etou 8.31 nagvameCauchyova maticeovnice (8.51).

Cauchyova maticé/ je funkce dvou pror@nrych. Hipomdime rékte& ozna-
Ceri uzivara pro funkce dvou proémrych.

8.34.Ozn&eni. Necht F': [a,b] x [a,b]: #(R"™). Potom proda@r € [a,b] sym-
boly F(r,.) resp.F(.,7) zn&i funkce jedi@ proménre

F(r,.):s€la,b] — F(1,s) resp.F(.,7):t€[a,b] — F(t, 7).
Podobm@

F(r,s+) :6E161+F(T,8+5) a F(r,s—) :61i%1+F(T,5—5).

8.35. Disledek. Nechit A € BV ([a, b], Z(R™)), to € [a,b] a X € Z(R™). Dale,
nechtplati (8.55)a nechtU je Cauchyova matice rovnid8.51) Potom matico&
funkceX :[a,b] — Z(R™) splhuje rovnici

. t
Xt)y=X+ [ dA]X (8.59)
to
na intervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kdy
X(t)=U(t,tg) X pro tela,b]. (8.60)

DUkaz. Prokady sloupeczy, k=1,2,...,n, maticowe funkceX plafi podle
véty 8.32

xk(t) = U(t, to) Tk pro t¢,tp € [a, b],
kde z;, jsou sloupce matic&. Odtud tvrzenokantité plyne. .

8.36. \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€8.51) Potom vztahy

U(t,r)U(r,s) =Ul(t,s) (8.61)
(Ut,r) "t =U(r,t) (8.62)
plati pro libovolnou trojici bodl ¢, s, 7 z intervalu|a, b].
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Dlkaz. a)Prolibovolat,s,r € [a,b] mame podle (8.56)

U(t,s)z]—i—/ d[A(T)]U(7,s)
:I+/Td[A(T)}U(7',8)+/ d[A(7)]U(T,s)
—U(r,s)+/ d[A(T)]U(7,s).

Ozn&ime-li sloupce maticé/ symbolyu,, k=1,2,...,n, zjistime,Ze pro ka&-
dek=1,2,...,nar,s€a,b] je funkcez(t) =u(t, s) FeSenm rovnice

x(t) :uk(r,s)+/ d[A] =z

na[a,b]. Podle \éty 8.32 tud plaf
ug(t,s) =U(t,r)ug(r,s) prok=1,2,....,n a t,s,r€la,b].

Odtud & vztah (8.61) okaité plyne.

b) Specalrg, jestlze t = s, pak podle ety 8.31 dostvameU (t,r) U(r,t) =1 pro
kazde r € [a,b]. Plaf tedy (8.62). O

8.37. Poziamka. Necht U je Cauchyova matice rovnice (8.51). Potom podigyv
8.36 je

U(t,s) =U(t,a)Ula,s) =U(t,a) (U(s,a))”" prot,sela,b].

Ozn&ime-li tedy X (t) = U(t,a), bude platitU(t,s) = X(t)(X(s))~! pro
t,s € [a,b]. Plipomdime,ze X je fundamerélni matice rovnice (8.51).

Ve zbyvajici ¢asti tohoto odstavci uvedemeSié rékolik daBich viastnost
Cauchyovy matice rovnice (8.51).

8.38. \eta. Necht A € BV ([a, b], Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€.51) Potom plat
I+ATAW)| U, s

(t+5) = [ )
( )= [I-A"A@W)] U(t,s)
Ult,s+) =U(t,s) [I+ATA(s)]
(t,s—) = U(t,s) [T — AT A(s)]~

U(t+, s
t—, s

pro t € [a,b), s€[a,b],

-

pro t € (a,b], s€la,b],
. (8.63)
pro t € a,b], s€[a,b),

-1

t,s— pro t € [a,b], s€ (a,b].
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Dlkaz. a) Prvidva vztahy odvoline jestlze do vztah (8.21) z lemmatu 8.13
dosadime postupé zax sloupce matico& funkceU.

b) Nechtt € [a,b], s€[a,b) ad e (b—s). Potom podle (8.56) Ame

U(t,s+0)—Ul(t,s) = +5d[A(’7’)]U(T,S+(S)—/ d[A(7)]U(T,s)

s+
= d[A(T)] (U(r,s+6) - U(r,s)) —/ d[A(T)]U(T,s)
s+6 s
Maticova funkceY (¢) =U(t, s+ 9) — U(t, s) tedy sphuje rovnici
Y(t) =Y+ t 5 d[A(7)]Y(r) prot€a,b],
s+
kde

- 540
V- _/ A U(r,s).
Podle disledku 8.35 tuid mame
Ult,s+0)—U(t,s) =Y (t) = U(t,s+6)Y
s+
= —U(t,s+6)/ d[A(T)| U(r,s).

Limitnim pfechodemy — 0+ pfi powziti Hakeovy ety 6.39 odtud dostaneme
Ut,s+)—U(t,s) = —U(t,s+) AT A(s) U(s,s) = —=U(t,s+) AT A(s).

neboli U(t,s) = U(t, s+) [I + AT A(s)]. Odtud okaniité plyne platnostretiho
vztahu z (8.63). Zfvajici rovnost bychom dadkzali analogicky. O

8.39. \eta. Necht A € BV ([a, b],.Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechitU je Cau-
chyova matice rovnic€8.51) Potom existujeV/ € (0, co) takow, ze plat

U(t,s)|+varl U(.,s)+var’ U(t,.) <M prot,scla,b]. (8.64)

Dlkaz. a)Prdk=1,2,...,n ozn&me symbolene; k —ty sloupec jednotko
matice . Potom|e;| =1 pro kazde k=1,2,...,n. Podle \éty 8.20 name

lug(t, )| < My:=ca exp (2cAval’2 A) <ocoprot,s€fa,b] @ k=1,2,...,n,
kde c4 € (0, 00) je definovano v (8.32). Tuk

[U(t,s)] = max |ug(t,s)| < My prot,s€[a,b]. (8.65)

=1,2,....,n
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b) Nechtty,ts, s € [a,b] aty <ty. Potom
[
|uk(t2,s)—uk(t1,s)|:‘/t d[A(r) ] uk(r, )| < M vari2A.
1

Pro libovolré s € [a,b], k=1,2,...,n alibovolré céleri o intervalu[a,b] tedy
mame

V(up(.s),0) <My Y varg_ A= Mvarh A=: M < oo

a proto
var’ U(.,s) < _max vart ug(.,s) < My pro sela,b]. (8.66)

c) Nechtt, s1, s2 € [a,b] a s1 < so. Potom

t S9 —uk(t 81)

/ d[A uk(T,SQ)—/td[A(T g (r, 1) / A[A(7) ug(r, 1)
/ d[A(T) Jug (T, s1) / d[A Uk T, 52) —uR(T, s1)),

Funkcexz(t) = ux(t, s2) — ug(t, s1) sphuje tedy naa, b] rovnici

/ d ’U,kTsl /d

Podle ety 8.32 tedy pro kedé k. =1,2,...,n mame

ug(t, s2) —ug(t, s1) U(t, s2) / d[A(7) Jug(T, 51)> prot € [a,b]
atudz |ug(t,ss) —ug(t,s1)| < Mivar> A pro k= ...,n. Pro libovolré
tela,b], k=1,2,...,n alibovolré (ﬁlen o mtervalu[a b] tedy mame

v(o)
V(up(t,.), o) < M? Zvargj VA= M2var? A=: M3 < oo
a proto
varl U(t,.) < , nax vart w(t,.)| < My pro tela,b]. (8.67)
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d) Podle (8.64)—(8.66) tvrzenéty plat pro M = M, + My + Mj. O

Pro funkce dvou prognnych je m@no definovat pojem variacekolika tiz-
nymi zplisoby. Pro as je zdjmava definice Vitaliova.

8.40. Definice.Necht F': [a, b] X [a,b] — Z(R™). Pro dai cleri o, p intervalu
[a,b], j=1,2,...,v(0) ak=1,2,...,v(p) polozme

Ajr(F;0,p) = F(oj, pr)—F(0j-1, px) —F (0}, pr—1)+F(0j-1, pr—1) -
Potom velCina
v(F)=  sup ZZ‘A]kF0p|
,pE@[ab j=1 k=1
se nagva Vitaliova variacefunkce F' na intervaluja, b] x [a, b].

8.41. \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€.51) Potomv(U) < co.

D Ukaz. MEjme dé libovolra cBleri o, p intervalu [a,b]. Podle ety 8.36
(viz téZ pozramka 8.37 jeU (¢, s) =U(t,a) U(a, s) prot, s € [a,b]. Prolibovolra
ji=12,...,v(c) ak=1,2,...,v(p) tedy mame

As(F5,p)| = | [U(0;,0) = Uloj1,0)] Ula, pr)
— [U(O’j, a)—U(oj_1, a)] U(a, Pk—l)‘
S ‘ [U(O’j, a) — U(O’j_l, a,)} U(CL, pk)

+ ) [U(oj,a) = U(oj-1,0)] Ula, pk—l)‘
<var}, U(.,a) (|U(a, pr)| +|U(a, pr—1)[) < 2M?,

kde M < oo bylo ur€eno ve ete 8.39. Ol

8.8 Nehomogenmrovnice

Vratme se nynk nehomogenipocatetni Gloze
t
z(t) =2+ d[A]xz+ f(t)— f(to) - (8.13)

to
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Budeme pedpokbdat,ze A €BV([a,b], Z(R™)) sphuje (8.55). Pro libovola
TzeR™ a f €eBV([a,b],R™) existuje podle &ty 8.15 jedi@feSen x Ulohy (8.13)
a totofeSeri ma kon&nou variaci nda, b]. VSichni \Bak ti&ime, Ze toto tvrzen
Ize roZifit i na obec@Si pfipad f € G([a,b],R™). To je realizowano rasleduici
vétou, kted zahrnuje i vygdfeni feSen Glohy (8.13) ve tvaru fppominajicim for-
muli variace konstanzname z teorie obgejnych diferencalnich rovnic.

8.42. \eta. Nechtty € [a,b] a A€ BV([a,b], Z(R™)) spiiuji (8.55)a nechtU
je Cauchyova matice rovni¢8.51)urcera vetou 8.31.

Potom rovnicg8.57) mé pro kazde 7 € R a kazce f € G([a,b],R"™) jediné
feSen = na [a,b]. TotoFfeSer je dano formul

t

z(t) =U(t, to) T+ f(t) — f(to) — [ ds[U(t,8)] (f(s) — f(to)) } (8.68)

to
pro t € [a,b].

Je Zejme, Ze pro podrobyp diikaz je nut@ néco ekt o integalnich opeato-
rech typu

t
U:re€G(a,b],R") —y(t)= [ ds[K(t,s)]z(s), (8.69)
to
kde funkce K ma stejre vlastnosti jako Cauchyova maticégiuSne homogenn
rovnice a symbol ¢ nazn&uje,ze integrujeme funkce promnré s at¢ je zde pa-
rametr. Vzhledem k vlastnostem funk&epopsagm v pfedelé kapitole je viet,
Ze pro kadou funkciz € G([a,b],R"™) je jeji obrazy = % = dolie definovan na
celem intervalu[a, b]. (Jde \zdy o integraci funkce regulovarvzhledem k funkci s
kone&nou variat) Bohuzel, vlastnosti opétortl tvaru (8.70) nejsouztak na prvin
pohled Zejmé. Navc, abychom dofzali, Ze funkcez je feSerim Glohy (8.13),
potfebujeme urét glehodit pdad integrace ve dvojam integalu

/atd[A(T)] ( tTdS [U(7, )] (f(s) —f(to))>.

tak, aby bylo mano vywit vztah (8.56) defindgi funkci U. K tomu je nutré
mit k dispozici apaiit uma@nujici zactazen s dvojrymi integialy. Ten se opa
téZ o pojem variace funkadvou pronénrych zavedef v definici 8.40. Toto ge
se v potebrem rozsahu Zido tohoto textu nevejde. Nebudu zde tedy pudt po-
drobreé dikazy a jenom se pokim aspd priblizit jejich hlavri myslenky. \&tSinou
neri obfizné doplnit vynecha@ detaily na aklac® znalosti postujp z predelych
kapitol. Podrobnostiykajici se variace funkcdvou pron&nrych a integalnich
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ope&tort urtenych takowmito funkcemi Ize ndf zejmeéna v kapitole Ill monogra-

fie [14] a v odstavci 1.6 a kapitole Il monografie [53]. Formule variace konstant pro
f€BV([a,b],R™) je dokdzana v [53, 111.2] nebo v [43, Theorem 6.17], rato v

[57, Proposition 4.4.3] je d@ana prof regulovanou.

Omeime se nyhna @ipadty = a, tj. hledamerteSen Glohy (8.37). Mikaz je
rozcelen na 4 kroky:

Nejprve definujeme

U(t,s) kdyz a<s <b,
K(t.s) = (t,s) kdyz
U(t,t) kdyz a<t<s<b.
Ziejmeé var K (t,.)<var’ U(t,.) prokade tc [a,b], var® K(.,s)<var’U(.,s)
pro k&zdé s € [a,b] a v(K) <v(U). Existuje tedy konstanta € (0, c0) takowa,
ze
v(K)+var® K(t,.)+var’ K(.,s) <x<oo prot,sela,b].

Je Zejmeé, Ze pro kadé x € G([a, b],R™) je dolfe definovana naja, b] funkce

b
y:t€la,b] —>/ ds[K (t,s)]x(s), (8.70)

/d (t,s)] /d (t,s)]x(s)

Podle [53, Theorem 1.6.18] je vary <v(K) ||z|| < cc.
Druhy krok spdiva v dikazu,ze plat

b
y(t+) :/ ds [K(t+,s)]z(s) kdyz te€[a,b), (8.71)

b
:/ d [K(t—,s) ] o(s) kdy? ¢ € (a,b]. (8.72)
Podle [53, Lemma |.6.14]) maySechny funkce
K(t+,.) a K(s—,0),t € [a,b), s € (a,b]
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kone&nou variaci nda, b| atudz jsou integaly na praych strafch v (8.71) doke
definovany. Protdeze = je nala, b] stejnongrra limita jednoducfich skokoych
funkdi, sta&i dokazat,ze rovnosti (8.71) plapro kazdou funkce typu

Xla,r]> X[r,b]» TE [(171)}. (873)

Je=linafi. x = x|, kde 7 € [a,b], pak pro kdde t € [a,b] mame (viz (6.17))
y(t) = K(t,7+) — K(t,a) atudz

y(t+) = K(t+,7+) — K(t+,a) Kkdyz t€[a,b)

y(t—) = K({t—,7+) — K(t—,a) kdyz te (a,b].

Na druhou stranu, ame

b
[ QR 90 = K. 74) — K(t+0) ka2 1€ a,0),
a

b
/ A, [K(t—, 9)|Xor = K(t—.7+) — K(t—a) kdyz t€ (a,b],

tj. plati (8.73). Podobé bychom o¥ili platnost relag (8.71) pro funkce tvaru: =
X[rp]s T € [a,b] atimtedy i pro kadou funkciz € G([a,b], R™).

Vidime tedy,ze funkcez(t) definovaid formul (8.68) je regulovaa naa, b]
pro kazdou funkci f € G([a,b],R"™) a kazdy vektor z € R™.

Ve tfeim kroku se ukZe, Zze za néich fedpoklad je pro k&dé t € [a,b] a
kazdou funkci f € G([a,b],R™) pravdiva relace Fubiniova typu

[ ataw ([ 1501 (706) - 51)
= /at d [/at d[A(r)] K(, s)] (f(s) = f(a))-

V diikazu tohoto kroku se @p vywije stejnonérma aproximace regulovgoh
funkd jednoduckmi skokovwmi funkcemi, vzorce z pkladli 6.15 a konvergani
vlastnosti KS —intedalu. Navc je ovsem nutno ta polit vlastnosti opedatort

tvaru f€G([a,b], R") —>/bK(t, ) d[f(s)].
Na zaver dosaimne (8.68), tj.

£(t) = U(t,a) T+ f(£) — f(a) - / AWK (t.5)] (F(s)— (o)),
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do mtegalu/d x a, vzhledem k definici funkcé&’, dostaneme

/d w—/d T,am/dAs () — f(a))
Lo [awcm-

93—/ d;[U(t, s) — f(a))
=z(t) —z(0) —

Funkcez je tedyfeSern tlohy (8.37) nda, b]. Jeho jednozrinost plyne z jedno-
zn&nosti nuloehoteseri prislusré homogenirovnice. Timto je dikaz \ety 8.42
dokorten.

Jestlze je funkce A spojita zleva na intervalla,b], pak je m@&no vzorec
(8.68) porgkud zjednodsit definujeme-liX (¢) =U(t,a) prot € [a,b] a

7 a <
Y (s) = U(a,s+) quz a<s<b, (8.74)
U(a,b) kdyz s=b.

8.43. Disledek. Nechttg=a a A € BV ([a,b], Z(R")) je zleva spoji na[a,b)
a sphuje podrinky (8.23) Necht U je Cauchyova matice rovnid®.51) uréera
vétou8.31, X (t)=U(t,a) proprote[a,b] aY je definovaa predpisenm(8.74)
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Potom rovnicg8.37)ma pro kazce = € R™ a kazdou funkcif € G([a,b],R™)
zleva spojitou nga, b] jedinéfeSen = na [a, b]. TotofeSen je dano formul

() = X(t):E+X(t)</tYdf> pro t € [a, b]. (8.75)

a

D Ukaz. NechtzeR" a necht feG([a,b],R™) je zleva spojia na(a,b].
Podle \&ty 8.42 n@ rovnice (8.37) jedi@tesen = na [a,b]. Formuli (8.68) nii-
Zeme pepsat ve tvaru

v(t) = X (0 F+ (F(1) — f(@) + X( / d[x )~ @),

kde X 1(s)=U(a,s). Mame X 1(s) = —Y(s) — AT X~1(s) pro s€|a,b).
Podle lemmatu 6.33 je pro keé ¢ € [a, b]

/d[X—l]( /d —ATXTNE) (f(t)—f(a)).

Protaze X je zleva spojid na(a,b] aY je zprava spojé naja, b), integraé per-
partes (@ta 6.34) dostaneme

o(t) = X7+ (£(0) - (@) +X (0 [ dX6)) (1) - £(a))

dostivame (8.75). O

Diky vété 8.42 resp. j@nu disledku 8.43 je i mazné sUspechem vgetovat
nag. okrajoé Ulohy, ve kteych se hled funkce, kted sphuje na intervalua, b|
rovnici (8.57) a naic i néjaké dodaténé podmnky, nag. dvoubodoe podninky
M z(a)+ N z(b) =0, kde M, N € Z(R™). To je ale & jina historie, kted se do
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tohoto textu, steja jakofada dadich €mat, jako jsou souvislosti s funkciaime—
diferencalnimi rovnicemi, dynamicikmi sysémy na t.zv€asoych Skalach ¢ime
scale$, aplikace nailohy s impulsy a d&l, uz opravdu nevejde. Jako ddbvou
literaturu k €to kapitole Ize dopogit nag. monografie [15], [27], [43], [57] nebo
Clanky [1],[8], [9], [36], [49], [50],
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