Kapitola 8
Zobecrénre linearni diferencialni
rovnice

8.1 Uvod

VSechny intedaly v této kapitole jsou KS—integty, jejichz definice je ro%-
fena ve smyslu odstavce 6.8 na matiedunkce (tj. funkce zobrazigj interval
[a,b] do prostoru matic). Jak jsmejiv odstavci 6.8 vysatlili, vSechny viastnosti
KS —integalu i obou tyfi RS —integalu, kteé jsme doposud d@kzali pro skarri
funkce plat i pro funkce vektorog ¢i maticowe, pokud se v fslusnych formulich
nezneén pofad v jaké se tam matica funkce objevj V dlikazech se tedy bu-
deme pro pdebré vlastnosti funkta integalll odvokvat na odpowmajici tvrzeri
pro skaérn funkce z kapitol 1 —-6.

Nasleduici definice za@d prostory vektoroych resp. maticoych funkd, se
kterymi budeme véto kapitole pracovat.

8.1. Definice. (i) G([a,b],R™) je Banacliv prostor funkt f: [a,b] — R", kte-
ré jsou regulova@ nafa,b]. Norma naG([a,b],R") je defino\ana fjed-
pisem|| || = sup, c o) |F(£)] Pro f €G([a,b], "), kde |£(#)| je norma
vektoru f(t) v R™.

(i) BV([a,b],Z(R™)) je Banackiv prostor funke F': [a,b] — .Z(R"), které
maji kon&nou variatna [a,b]. Norma naBV ([a, b], £ (R™)) je definoa-
na gedpisem||F||gv = | F'(a)| +var® F pro F € BV ([a,b], £ (R")). kde
var’ F se definuje jako v odstavci 6.8 [#(a)| je norma maticeF (a) v
Z(R™).

Podobi se defindjprostoryBV ([a,b],R™), C([a,b], Z(R™)) aC([a,b],R™) a
normy na nich.

Mnozinu funkd f:[a,b] — R"™ s derivaé spojitou na intervalya, b] zn&ime
C'([a,b],R™). (Jako obvykle, definujemé’(a) = f'(a+) a f'(b) = f'(b—) pro
f €CH([a,b],R™).)

Témateméto kapitoly budou rovnice tvaru
t

z(t) = z(to) + | dlA]z+ f(t) - f(to) (8.1)

to
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190 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALNT ROVNICE

kde tg € [a,b], A je n x n—maticowa funkce, f je n—vektoro\a funkce a hled-
me n—vektorovou funkciz vyhovuijici nasleduici definici:

8.2. Definice. Funkcez: [a,b] — R™ je FeSerim rovnice (8.1) na intervalia, b|
b
jestlize / d[A]x existuje arovnost (8.1) je sgna pro kddé t € [a, b].
a
Rovnice (8.1) se ngwa zobeceré linearni diferencélni rovnice

8.3. Pozramka. Bud danoty € [a,b] a nechtz je feSen rovnice (8.1) nda, b].
Potom
to

z(a) = z(to) — [ d[A]z— f(a)+ f(to).
Odeteme-li tuto rovnost od (8.1), dostaneme
t
z(t) = z(a) + / d[A]z + f(t) — f(a). (8.2)

Podobm@ bychom z (8.2) odvodili (8.1). Funkcec G ([a,b],R") je tedyFeSerim
rovnice (8.1) nda, b| prave tehdy, kdy sphuje rovnici (8.2) nda, b].

8.2 Diferencialni rovnice s impulsy

Motivad pro studium zobed@rych diferencalnich rovnic jsou m.j.Ulohy s im-
pulsy. Viacé praktick/ch Gloh se toiz potkame s perturbacemi, jejizitoba fiso-
beri je sice zanedbateinv porovrani s dobou ce#ho procesu, ktérale nicnéré
podstat@ ovlivni studovay proces. Zpravidla, vhogim modelem pro popis ta-
kovychto proce8 jsou diferencalni rovnice s impulsytj. diferencalni rovnice,
jejichz feSen nemus byt hladlke, ba ani spojé.

Zdrojem moddl s impulsy je zejréna fyzika (nap popis hodinoych me-
chanisntl, oscilace elektromechanigth sysémll, vyzaovan elektrickych resp.
magnetickch vin v prosted s rychle se réricimi parametry v dajch okam-
Zicich prudce zréri, pohybcastice v poli generovdém potendlem sousedenym
v jediném boda, stabilizace Kapicova kyvadla, opfani regulace metodou bang-
bang), ale ta& medi¢na (distribucedcCivych latek v Ele, strategie impuldvakci-
nace v epidemiologigkch modelech, studiunacinku hromadého d@kovari proti
spalntkam), populéni dynamika (modely s ryckimi zménami pé@tu rektes/ch
populad) ¢i ekonomie (modely trhu, ktérFipousteji prudke zmény cen).

Nejjednodi&si idealizad impulsrich procedé jsou procesy popséarinearnimi
diferencalnimi rovnicemi, na kte v kon€ném pdtu pevié darych bodi plisob
linearn impulsy .
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STIELTJESUV INTEGRAL 191

Predpokhdejmeze

reN, r>1, a<n<...<7-<b,
PeC(la,b], Z(R"™)), q€C([a,b],R"), (8.3)
Bre Z(R"), dipeR™ prok=1,2,...,7.

(Poznamenejmeie v €to kapitole symboly typuB,, resp.d; zn&i také matice
resp. vektory. Komponenty vekidti matic se zde neobjey

Ozn&me
D= {7’1,7’2,...,7}}, To=a a Tr41=>b
a pro k&dou funkciz : [a,b] — R™ definujme

x;1)(t) = =(t) pro tela, ]

a
(8.4)
o(Te-1+) KdyZ t=m 1,
w)(t) = pro k=2,3,...,r+1.
x(t) kdyi te [kalka]
Linearni impulsri Gloha je pak tvéena linérri diferencalni rovnici
2 =P(t)x+qt) (8.5)
a linearrimi impulsrimi podninkami
A+IL‘(Tk) :Bkl'(Tk)—{—dk, k=1,2,...,7r, (8.6)

pficent feSen jsou ukena podle asleduici definice.

8.4. Definice. ReknemeZe funkcez : [a,b] — R" je FeSerim Glohy (8.5), (8.6),
jestlize

:L‘[k]E(Cl([Tk_l,Tk] prokadkek=1,2,...,7+1 (8.7)
a = vyhovuje impulsim podnminkam (8.6) a spiuje diferencalni rovnost
2'(t) = P(t)z(t) + q(t) pro tefa,b]\D. (8.8)

8.5. Pozramka. Po\simnéme sizefeSen Glohy (8.5), (8.6) pat vzdy do prostoru
G([a,b],R™).
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192 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

Ukazeme nyi Ze Glohu (8.5), (8.6) mizeme ekvivalent& preformulovat jako
zobecrnou linérri diferencalni rovnici tvaru (8.2).

Pfedpokhdejme zprvuze r=1 a nechtz:[a,b] —R" je feSert impulsr
Ulohy (8.5), (8.6). Integracovnosti (8.8) dostaneme vztahy

t t
ac(t)::c(a)—i—/ des—i—/ qds pro t € la, ],

t t
x(t):x(71+)+/ des—i—/ gds pro te(m,b],
T1 T

1

Dosazeim z podninek (8.6) (kdek =r=1) do druleho vztahu pak dostaneme
prot e (71,b]

t t
x(t) = x(m) + Bl$(7‘1)—|—d1+/ P:Bds+/ qds
T1 T1

t t
:x(a)-i-/ des-l—le(ﬁ)—f—/ g ds+dy

t t
z(t) Zx(a)+/ Pads+x () (B x(ﬁ))+/ qAs +X (7, p)(t) d1. (8.9)

Polazme
t t
A(t) = / Pds+x(e (B a f(t)= / 0 ds 4 X () ds

PotomA € BV ([a,b], Z(R™)), f€BV([a,b],R™) a podle ¥ty o substituci 6.44
a formule (6.10) z fikladd 6.15 (ii) (viz &€z priklady 6.41) plait

t t
/ d[A]z :/ Pads+x(r,0(t) (Brz(m))
t
f6-£0) = [ ads a0 d

pro t€a,b] a x € G([a,b],R™). Dosazeim do (8.9) je zjisime, Ze x spliuje
(8.2) naja, b].

Obracerg, jestlze € G([a,b],R™) sphuje (8.2) naja,b], pak podle y3e
uvedereho plat opét (8.9) nafa, b]. Odtud vidme, Ze definujeme-li funkcer(;
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STIELTJESUV INTEGRAL 193

jako v (8.4), bude platit (8.7) a (8.8). Nimy podle Hakeovy &ty (viz &7 cvicer
6.40) jex(t—) =x(t) prokadé t € (a,b] a

S

z(t+) = z(a) + slthlJr dlA]z+f(t+) — f(a)
= x(a)—f—/ d{A]z+ f(t) — f(a) + ATAt) z(t) + AT f(t)

= 2(t) + X[r (1) (Brz(t)+dy) prokazde tela,b].

Specalng, dosazeim ¢t =7; zjistime,Zze = sphiuje impulsi podninku (8.6), kde
k=r=1.

Uloha (8.5), (8.6) je tedy pre =1 ekvivalentr se zobecénou diferendlni
rovnid (8.2).

V obecrem gipact r € N, definujeme

t T
A = [ Pds+ 3 X0 By

k=1
a pro ¢ € [a, b]. (8.10)

t T
f(t) :/ qds+ ZX(Tk,b](t) dy

k=1
Indukd snadno o&ime rasleduici tvrzen.
8.6. Veta. Pfredpokbdejmg8.3)a (8.10) Potom impulshtloha(8.5), (8.6)je ekvi-
valentri se zobecBnou diferendlni rovnid (8.2), tj. x:[a,b] — R™ je feSeim

Ulohy (8.5), (8.6) na intervalu [a,b] tehdy a jen tehdy, kdyje FeSerim rovnice
(8.2)naintervalu[a, b]. O

8.3 Linearni operatory

Pfipomeime nyn strucné nékolik zakladrich pojnti z funkcioralni analyzy, ktee
budeme naale pofebovat. Podrob&jsi informaci Ize ndit naf. ve vetsiné utebnic
funkcioralni analzy (viz nag. [3], [19], [32], [39]). Zakladn pfehled je obszen
také v Ovodri ¢asti monografie [53].

Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Zobraiefi: X — Y (7 zobrazujeX
do Y) je spojity opeiator, jestlize

lim ||z, —z|x=0 = lim ||T(z,)—T (2)|y =0,
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194 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALNT ROVNICE

kde ||.||x je norma naX a |.||y je norma naY. Ope#tor 7: X — Y se nagva
linearni, jestlize plat

T(cixa+cax) =c1T(x1)+caT(x2) proxy, 2 €X a c¢p,c2€R.
Dale, T je ohraniCery, jestlize existujefislo K € [0, oo0) takow, ze plat
IT(x)|ly < K ||z||x prokade z€X.

Je-li T linearn opeitor, gseme, jak je zvykem7 x misto T'(x). Je zramo,ze
linearn opedator T: X — Y je spojity pravé tehdy, kdy je ohrantery.

Mnozinu ohrangéerych linearrich zobrazenprostoruX do prostoruY zna-
¢ime Z(X,Y). Na Z(X,Y) jsou Zejmym zplisobem zavedeny operadatari
opeitorll a rasobenopeiatordl realnym Cislem a.# (X, Y) je pak Banachv pro-
stor vzhledem k norg

1Ll #x vy = sup ILz|y prozeX.

T e
lzll-<1

Konetné,feknemeze L € ¥ (X,Y) je kompakti jestlize zobrazuje kedou mno-
Zinu ohrantenou vX na mnainu relativié kompakthv Y, tj. jestlize pro kadou
posloupnosi{x, } ohrantenou vX jeji obraz{L x,} CY obsahuje podposloup-
nost konvergentrv Y. Je zramo,ze ka&dy kompaktn linearri opesator je sogas-
né spojity.

V dlikazech hlavith wsledkl této kapitoly vywijeme rasleduici dvé tvr-
zen. Prvrl z nich je zobecaérim jedré z Fredholmoych vét zramych z teorie
integralnich rovnic. Jeho dkaz je obszen nap. v monografich N. Dunforda a
J.T. Schwartze [5], M. Schechtera [42] nebo ve skriptech J. $1K&2].

8.7. \éta (FREDHOLMOVA VETA O ALTERNATIVE). Bud X Banactilv prostor a
necht L je linearni kompaktihoperator zobraztiici X do sebe. Potom opatorova
rovnice

r—Lx=yg (8.11)
mafeSen pro kazce g € X tehdy a jen tehdy, kayrislusrd homogenhrovnice
x—Lx=0 (8.12)

ma pouze trivalni feSen =z =0¢c X. V takoem gipace jefeSeri rovnice(8.11)
urceno jednozn@ne.
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STIELTJESUV INTEGRAL 195

Druhé tvrzen je znamo tale z elemerdtrri teorie matic. ipomaime si zde
jeho obecnou podobu@vzatou z monografie [56] (viz Lemma 4.1-C).

8.8. Lemma. Nechit X je Banaclfiv prostor, T € #(X) a || T ¢ x) < 1. Potom
existuje ohrariiery inversn operator [I—T]*l k opedatoru [ — T a plafi ne-
rovnost

=717 g < =T

2x) T 1T ¢x)

8.4 ExistencereSeri zobecrénych linearnich diferencial-
nich rovnic

Studium zobecénych linearrich diferencalnich rovnic zaljime jednoducfm po-
zorovarim vychazejcim ze zramych vlastnogtKS —integalu.

8.9. Veta. Nechtty € [a,b], A€BV([a,b], Z(R")) a f €G([a,b],R™). Potom
kazdefeSen z rovnice(8.1)na [a, b] je regulova®@ naa,b].

DOkaz. Podle Saksova—Henstockova lemmatu (viz jéstediek 6.38) je prav
strana rovnice (8.1) funkce regulonala, b]. Odtud plyne tvrzenvéty. O

Vzhledem ke @t¢ 8.9 je tedy vhoda hledatfeSeri zobec®nych lingarrich
diferencalnich rovnic ve tidé G ([a, b], R™).

Analogiemi p@&atenich tloh pro linéarni obytejré diferencalni rovnice jsou
zobec@re linearri diferencalni rovnice

t
z(t)=x+ [ d[A]xz+ f(t)— f(to), (8.13)
to
na intervalufa, b], kde tg € [a,b] a x € R™ je dary vektor. (Zejme je x(tp) ==
pro ka&dou funkciz sphujici (8.13).)
Kazde funkci z € G([a,b],R™) a bodu ¢, € [a,b] pfifadme funkci 7, x
predpisem
t
(ox)(t) = | d[A]x prote]a,b]. (8.14)

to

Podle disledku 6.38 jsou funkcex;,x regulova® nala, b]. Zobrazein
Ay, x € G([a,b],R") — o,z €G([a,b],R")
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196 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

je Ztejme linearn a, dale, podle @ty 6.17 plait
||| < (vart A) ||z| pro kadez € G([a,b],R™).
Pro k&dé ¢ € [a,b] je tedy o, spojity linearri opeétor naG([a,b],R™), tj.
oty € 2(G([a,b],R")).
Dokézeme nyi, Zze sodasre je gedpisem (8.14) defin@n spojiy linearr
ope#tor zobrazdgi G([a,b],R™) do BV([a,b],R™).

8.10. Lemma. Necht A € BV([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtfunkce o,z
je prox € G([a,b],R™) definoana vztahen(8.14) Potom.«,x € BV ([a, b], R™)
pro kazce x € G([a,b],R™) a zobrazen

z€G([a,b],R") — o, x € BV (]a,b],R")

je ohrantere.
DO kaz. Budo libovolné cleri intervalu [a,b]. Podle ety 6.17 pro kade
z € G([a,b],R™) mame

0'
Z (,7) U] — () UJ )] = Z /
: O'

v(o)
< (varg/_, A)|jz|| = (var’ A) |
1

q

[
Il

d[A]x‘ < (var® A) ||z .

(g)(@)] = |

to
Tudiz o,z € BV ([a,b],R™) a

oz llmy = |(ho)(a)| + vary (#,z) < 2 (var, A) ||z||.
pro k&zdé = € G([a,b],R™). O

Pomo¢ ope#toru «7;, z (8.14) mizeme pepsat pdatetni Ulohu (8.13) jako

ope’tovou rovnici

T — AT =g, kde g =z + f — f(to) -

Protaze nename k dispozici prosedky postauijici k diikazu kompaktnosti opar
toru o7 € Z(G([a,b],R™)), nenlizeme imo aplikovat Fredholmovuétu (-
ta 8.7) a musne postupovat tak trochu oklikou. Vasleduici véte ukdzeme po-
mod Hellyovy véty a Osgoodovy &ty, ze opeator <, generuje kompakirzob-
razen prostoruBV ([a, b],R™) do sebe.
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STIELTJESUV INTEGRAL 197

8.11. \Bta. Nechtty € [a,b] a A€BV([a,b], Z(R™)). PolozmeL z = «7,x pro
z€BV([a,b],R™). PotomL je kompakthlinearni operator naBV ([a, b], R™).
Dlkaz. Protde je|z| < ||z|py pro kazde z € BV ([a,b],R"), plyne z lem-
matu 8.107e L € .Z(BV ([a, b],R™)).

Dokézeme,ze pro kadou posloupnos{z,,} ohrantenou vBV ([a,b], R™)
jejiobraz{L x,} C BV ([a,b],R™) obsahuje podposloupnost, kige konvergent-
niv BY([a,b],R™).

Necht jsou tedy posloupnostz,, } C BV|[a,b] actislo C €[0,0) takow, ze
|zn|lzv < C < oo pro kazdé n € N. Podle Hellyovy éty (vta 2.43) existajfun-
kce z € BV ([a,b],R™) a podposlouposfn;} C N takow, ze

|lz|pv <C a klim Tp, (t) = z(t) prokade tea,b].
Ozn&me zi(t) = xy, (t) —z(t) aprokeN at € [a,b]. Potom

lz(t)| <2C a klim zk(t)=0 prokeN atela,b].

d d
Vzhledem k tomuze v“sechnyinteg?ily/ d[A] zg a/ dlvar; A] zi(s), k€N,

existuj pro libovolra ¢, d € [a, b], véta 6.17 zartuje, Ze plat

V(o) Vo) | o)
SO a)(0) — (oo )l = 3 / d[A] 2
j=1 j=1 7o

b
<Z/U ' dvar; 4] )yg/a d[vars A] |zi(s)]

pro libovolma o € Z[a,b] a k€ N. Mame tedy

b
ar’ (L z,) g/ d[var} A] |z(s)] pro keN.

Podle ety 6.48 je ogem
b
lim [ d]var] A] |z(s)] =0

k—oo/,

a tudz take

lim var® (Lzp, —Lz) = lim var’ (L z,) = 0.

k—o0 k—oo
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198 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

Podobr@
klim |(L 2, (a) — Lz(a))| = klim |(L z)(a)| = hm ’ ’
< lim [var A] |zx(s)| =0.
k—oo Ji,
Véta je dolazana. m

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty 8.7 a &ty 8.11.

8.12. \ta. Bud dano ¢, € [a, b]. Rovnice

z(t)— | d[A]z=g(t) (8.15)

to

méa pro kazdou funkcig € BV ([a, b],R™) FeSen na [a,b] prave tehdy, kdy pfi-
sluSrd homogenhrovnice
t
z(t)— | d[A]z=0 (8.16)
to
ma na [a,b] pouze trivalni FeSeri x=0. V takoem @Fipace je FeSeri rovnice
(8.15)urceno jednoznané.
D & kaz. Rovnice (8.15) je ekvivalerits opeatorovou rovnic z — L z = g, kde
Lx=g,x proxzeBV([a,b],R™), tj.
t
(Lz)(t)= [ d[A]z pro zeBV([a,b],R") a te]a,b].
to
Podle \ety 8.11 jeL linearn kompaktn opeétor naBV ([a, b], R™). K dokorteri
diikazu \ety vywijeme \étu 8.7. O

Predpokhdejme nyn Ze t € (¢, b] a funkcez € G([a,b],R™) spliuje (8.13)
na intervalu[ty, t). Zfejmeé je z(ty) = . Pomoé Hakeovy \éty (veta 6.39, vizéz
priklady 6.41) snadno @&ime,Ze plat

T

z(t—) =T+ lim d[A]z+ (f(t—) = f(to))

T—t— to

t

=z+ [ d[A]z+ f(t) - f(to) — lim [ d[A]z—A7f(t)

to Tt T

t

=T+ [ d[A]z+ f(t) = fto) — A A(t) a(t) — A~ f(t).

to
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STIELTJESUV INTEGRAL 199

Ma-li tedy funkcez splhovat (8.13) tak v boce ¢, mud hodnotaz(t) vyhovovat
rovnici

[I—A"A®)] z(t) = z(t—)+ A f(2), (8.17)

kde I zn&i jednotkovou matici typuw x n (viz (xiv)). Odtud je Zejme, Zze k tomu,
abyteSeri Glohy (8.13) na intervalya, t) bylo mazno jednoznénym zplisobem
prodlowzit do bodut, bude stait, aby platilo

det [I — ATA(t)] #0. (8.18)

Ulohu (8.13) niizeme o%em talke prepsat ve tvaru

b
£(t) = x(b) — / d[A]z+ f(b) + f(t).

Podobi jako Wse mizeme tedy usoudit (rozmyslete si detailgg k tomu, aby
feSeri pocatetni Glohy (8.13) na intervalyt, o] bylo mazno jednoznénym zpliso-
bem prodlouit do bodut, bude stait, aby platilo

[T+ ATA®)] z(t) = 2(t+) — AT f(?) (8.19)

det [I+A%A(t)] #0. (8.20)

MUzeme tedy dekavat,ze podninky (8.18) a (8.20) jsou podstdaipro existenci
feSen Glohy (8.13).

Jednoduchoupravou vztah (8.17) a (8.19) dostanemasieduici tvrzeri.
8.13. Lemma.Necht A € BV ([a,b], Z(R"™)) a g€ G([a,b],R™). Potom vztahy

A~x(t) = AA(L) z(t) + A f(t), }
(8.21)
Atz(s) = ATA(s) z(s) + AT f(s)
plati pro kazce feSen « Glohy(8.13)na [a,b], t € (a,b] a s € [a, b). O

8.14. Lemma. Necht A € BV ([a, b], Z(R™)) a to € [a,b]. Potom rovnicg8.15)
méa feSeri pro kazdou funkcig € BV ([a, b], R™) tehdy a jen tehdy, kdy

det [T —ATA(t)] #0 pro kazcé ¢ € (to, b] (8.22)

det [T+ ATA(s)] #0 prokazde s € [a,to). (8.23)
(Zde (to, b] :@ kdyZ to= ba [a, t()) = @ kdy2 to= a.)

V takoem @ipack jefeSen rovnice(8.15)urceno jednoznengé.
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DOkaz. Podle &ty 8.12 stéi dokazat,ze rovnice (8.16) rapouze trivalni Feseni
nala,b] prave tehdy, kdy plaf (8.22).

a) Fedpokhdejmeze ty € [a,b) a z je feSeri rovnice (8.16) nda, b]. Podle
lemmatu 8.10 jer e BV ([a, b],R™). Zfejmé x(tp) = 0. Podle prvi z rovnic ve
(8.21) mame

A+$(t0) = A+A(t0) x(to) =0,

tj. x(to+)=0. Ozn@&me a(t) = var; A pro t € [to,b]. Funkcea je neklesdpi
na intervalu[ty, b]. Existuje tedy konénma limita a(tp+) a mizeme tedy zvolit
d € (0,b—tp) tak, aby platilo

1
0< a(to—i—d) —Oz(to—i—) < 5

Pro k&dé t € [to, to+d] odtud pomotvét 6.17 a 6.39 odvdthe nerovnosti

lz(t)| < [ dla]|z| = ATa(ty) z(tg) + lim da]|z]

to T—to+ -
t
= lim d[a]mg[a(t0+5)—a(t0+)]( sup \:c(t)])
T—to+ T tE[to,to+0]

1
< - ( sup |x(t)|) .
2 tE[to,to-‘ré]

Tudiz (supte[to,to_i_(ﬂ \:c(t)]) <1 (supte[to’to_“;] \:c(t)]). To je ale md@né pouze
tehdy, kdy x =0 na [to, to + ¢].

Polazme t* = sup{t € (to,b]: x =0 na [to, 7]. Zfejmeé je z =0 na [tp,t*) a
tudiz také x(t*—) =0. Dale, podle (8.21) @me
0= [I—-A"A(t%)] z(t").

To je ale, vzhledem kfedpokladu (8.22), mié pouze tehdy, kdyx(t*) = 0.

Predpokhdejmeze t* < b. Stejnou argumentagakou jsme na Zzatku dika-
zu dolézali,ze existujed € (0,b — ty) takow, Ze = je nulowe nalty, to + J], uka-
zali bychom nyi, Ze existujen € (0,b — t*) takowe,Ze = se anuluje nadt*, t* + n],
coz je ovsem, vzhledem k definici* nemang, tudz mus byt ¢* =b. Dokazali
jsme,ze k&défeSeri rovnice (8.16) je nulo& nalto, b].

Podob@ bychom pomdagofedpokladu (8.23) ddkeali, ze je-li ¢ € (a, b, pak
sefeSen « rovnice (8.16) anuluje taknaa, to].
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b) Predpokbdejmeze neplatnag. (8.22). Zejme je det [I — A~ A(t)] #0, jest-
lize je |A~A(t)] <1/2. Na druhou stranu, podlelidledku 4.10, ol&rcerd nerov-
nost |A~A(t)| > 1/2 plafi pro nejySe konéné mnoho bod ¢ € (to, b]. To zna-
mer&,ze maticel — A~ A(t) neri regurri pro nejyse kon€né mnohot € (to, b].J]

MUzeme tedy zvolit* € (o, b] takow, ze
det [I— ATA(t)] #0prote (to,t*) a det [I—ATA(t*)] =0.
Dale, ze akladl linearn algebry je zamo,Ze potom existujel € R™ takow, Zze
[[-AA{)] c#d prokade ceR". (8.24)
Definujme

0 kdyz t#£t*,
g(t) = . .
d kdyz t=t*.

Mame A~ g(t*) =d. Pfedpokhdejme,ze rovnice (8.15) & na[a,b] feSen x.

Potom podle prvincasti dikazu musbyt z =0 na|[a,t*) atedy talke z(t*—) =0.
Podle lemmatu 8.13 muplatit

[T— A A 2(t") = d.

To je ovSem ve sporu s tvrzém (8.24). Rovnice (8.15) tedy neirre nit feSeri.

Neplai-li (8.23), pak analogicky najdeme bati< [a, b] a funkci g takowe, Ze
bude

[T+ ATA()] c# ATg(t*) prokade ceR",
coz vede opt ke sporu s lemmatem 8.13. O

8.15. \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) a tg € [a, b]. Potom p@atetni Uloha
(8.13) ma pro kadou funkcif € BV([a,b],R™) a kazdy vektor z jednozn&né
urCere feSen tehdy a jen tehdy, kayplaf (8.22)a (8.23)

DUkaz. \kBtaje disledkem &ty 8.12 a lemmatu 8.14, kde pdlme
g(t)=2+ f(t) — f(to) prote]a,bl. O

201



202 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN| ROVNICE

8.5 Zobecréna Gronwallova nerovnost
a apriorni odhadyresSen

Dulezitou roli v teorii obytejnych diferencalnich rovnic (nap. pri diikazu jed-
nozna@nosti feSeri pocateéni Glohy nebo pi dlikazech spojé Zavislosti fesern
na rektegych parametrech) hraje tvrZierktelé se nagva Gronwallovo lemma.
Pfipomaime si jeho zari. Dlkaz Ize ndf ve veiné webnic obygejnych dife-
rencilnich rovnic (viz nap. [26, Pomoca eta 4.3.1]).
8.16. Lemma(GRONWALL). Nechtfunkcew a p jsou spojie a neaporré na
[a,b], K >0 anecht

t

u(t)§K+/ (pu)ds pro tela,bl.

a

Potom

u(t) < Kexp(/ pds) pro t€la,b].

Pro nas bude podoBriflilezité zobeciéri Gronwallova lemmatu naffpad, kdy
se v frislusnych integalnich nerovnostech vyskytuje Stieltfpsintegél.

8.17. \éta (ZOBECNENE GRONWALLOVO LEMMA). Pfedpokhdejmeze funkce
u:[a,b] —[0,00) je ohrantera nala, b], funkceh : [a,b] — [0, c0) je neklesdfi
a zleva spoji na (a,b], K >0, L>0 anecht

u(t)§K+L/tudh pro t € a,b]. (8.25)
Potom
u(t) < K exp (L[h(t) — h(a)]) pro tea,b]. (8.26)

Dlkaz. Nechts >0 aw,(t)=r exp (L [h(t) — h(a)]) prote [a,b]. Potom

/ wydh = /-@/ exp (L [h(t) — h(a)]) dh(s)

/t o0 Lk &
_ (Zﬁ [h(t) — h(a)] )dh(s) pro t € [a,b].
@ k=0
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o0
. L Lk : NN
Protdze, jak ziamofada o [h(t) — h(a)]* konverguje stejnofrme nala, b],
k=0
mUzeme [iehodit pdad operatintegrace a&tari. Powijeme-li nyri navic tvrzen
z prikladu 6.19, dostaneme tedy

/tw,@dh .S (Z: /t [h(s) ~ h(@)]*) dh(s)
a k=0 )

a

. i B . k1 o Wy
<Ky <L [h((tzi+lf)(! = )= 7 &P (L[A() ~h(a)])) = L(t)
k=0

prot € [a,b]. To znamea, Ze funkcew, spluje pro kade x>0 ate€ [a,b] ne-
rovnost

t
w(t) > H—FL/ w, dh. (8.27)

Bud danoe >0 apoldmex =K +¢ av. = u— w,. Odeterim nerovnost
(8.25) a (8.27) zjistne, ze plat

t
ve(t) < —5+/ vedh proteja,b]. (8.28)

Specalng, v.(a) = —e < 0. Zbyvajici ¢ast dikazu bude Ppominat postup z tka-
zu lemmatu 8.14. Funkce i w, jsou evidentd ohranteré nala,b] pro kadé
k> 0. Tudiz také funkcev. je ohranteré naja,b]. Podle Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 rame

/t ve dh = v.(a) At h(a) + §li%1+ t ve dh
a - a+d
< —e ATh(a) +[ve | [P(t) — h(at)] < [lvell [A(t) — h(a+)]

atedy
t
velt) < —e+ L / vedh < —+ L |[v. | [b(t) — h(a+)] pro t€[a,b].

Zvolmen > 0 tak, aby platiloL ||v|| [h(t) — h(a+)] <e/2 prot € [a,a+n]. Pak
budev. <0 nala,a+n]. Ozn&me

t* = inf{r €la,b] :v. <0 nafa, ]}
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Vidime.zZe jet* > a av. <0 nala,t*). Opétnym powitim Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 dostaneme z (8.28)

¢
ve(t) < —€+L/ ve dh
a t*—§8

- _ * — * : < _
£+L<vg(t JAT(E)+ Jim | vgdh)_ e<0

=5
protaze A"h(t*) =0 a/ ve dh <0 pro kadé § > 0.

Kdyby bylo t* < b, zopakovali bychomidcltazejci postup a ukzali,ze exis-
tuje n € (0,b—t*) takow, Ze v. < 0 naintervalufa, t* + 7], coZ je ve sporu s de-
finici t*. Tudiz t* =b, v. <0 naceém|a,b] a

u(t) <wy(t) =K exp (L (h(t)—h(a))) + € exp (L (h(t)—h(a))) prot € [a,b] .

Protaze € > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze plat (8.26). Ol
8.18. Cviteni. Dokazte rasleduici variantu \éty (8.26)

Predpokbdejme ze funkceu : [a,b] — [0, 00) je ohranitera na [a, b], funkce
h:la,b]—[0,00) je neklesdri a zprava spojé nafa,b), K >0, L>0 a

u(t)§K+L/budh pro t € [a, b]. (8.29)
t
Potom

u(t) < K exp (L[h(b) —h(t)]) pro tea,b]. (8.30)

8.19. Poziamka. ObecréfSi verse zobedagreho Gronwallova lemmatu jsou obsa-
zeny v monografch S. Schwabika [43] (viz ¥ta 1.40) a J. Kurzweila [27] (viz
kapitola 22).

V nasleduici vété vyuwzileme zobecéré Gronwallovo lemma k odvozediile-
Zitého odhadu préeSen pocatetni tlohy (8.13).

8.20. \kta. Necht ¢y € [a,b] a AeBV([a,b], Z(R")) spliiuji (8.22) a (8.23)
f€G([a,b],R™) a7 €R™ anechtz je feSen tlohy(8.13)na [a,b]. Potom
var® (z — f) < (var’ A) ||z|| < oo, (8.31)

0<ca= max{ sup |[I — ATA®)] 7Y,

e (to b] (8.32)
sup |[I+ATA(t) ™! } < oo

tela,to)
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lz(t)| < ca (|Z]+ 2] f]]) exp (2cavari, A) prote[to,b],
(8.33)

[2(t)] < ca (|Z] +2]|f]]) exp (2cavar® A) prote[a,to].
Dlkaz. a)Prolibovola cgleri o intervalu[a,b] mame
v(D)

Z‘ z(0j) — f(oj) —x(oj-1) + floj- 1)‘

v(D) v(D)

=S| [ dale] < 3 [vardy, 4) el = (v ) ] < oc.

=1 0j—-1 j=1

<.

b) Nejprve si imnéme trivalniho faktu,ze neniize byt c4 <0. Prot € (a,b]
takowe, ze [A~ A(t)| < 3 mame podle lemmatu 8.8
1

=870 < s

<2.

Protaze mndina {t € [a, b]: |A~A(t)| > 3} je nejw3e konéna, plyne odtudze

0< sup |[I—ATA(t) | <oo.
te(a,b]

Podobi@ bychom dokzali, ze je tale 0< sup |[I +ATA(t)]!| <oo. Plaf
t€la,b)
tedy (8.31).

c) Necht = je feSeni Glohy (8.13). Polame B(a) = A(a) a B(t)= A(t—) pro
te(a,b]. Zfejmeé (viz vta 2.33) A-B € BV ([a,b],R"™), A(t)—B(t)=A"A(t
pro t € (tp, b],

vary (B—A)=>_ |ATA(t)| <var} A
t € (to,b]

atudz var} B <2var} A. Dale, podle lemmatu 6.29 je

td[A—B]:c =A"A(t)xz(t) pro te(to,b].

to
Rovnice (8.13) se tedy redukuje na

t
[I—A"At)]z(t) =72+ d[B]x+ f(t)— f(tg) prote (to,b]
to
a odtud snadno odvatie nerovnost
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t
lz(t)| < K+ L | |z|dh protela,b],
to

kde
K=ca(lz|+2||fll), L=ca a h(t)=vary B.

Funkceh je neklesdgi na [to, b]. Dale, protde B je zleva spojia na(tp,b], je
podle lemmatu 2.22 funkcé také zleva spoji na (to,b]. Podle zobecareho
Gronwallova lemmatu 8.17 dd@stame tedy konéné prvii nerovnost v (8.33).

Dillkaz drulé nerovnosti v (8.33) by sefippomoci varianty Gronwallovy ne-
rovnosti ze cvieri 8.18 proved| podobi O

8.21. Cviceri. Za predpokladi véty 8.20 dokate podrob@ nerovnosti

0< sup |[I+ATA®)] | <oo
te(a,b)

[2(t)] < ca (|7 +2]|f]]) exp (2cavar® A) prote [a,to].

8.6 Spojita zavislostfeSen na parametrech

Necht ¢y € [a,b] a A€ BV ([a,b], Z(R™)) spiiuji (8.22)a (8.23), necht € R",
f€G([a,b],R™) anechtx jeTeSer Ulohy (8.13) nda, b]. Dale, nechty spliuje
na[a,b] rovnici
t
y(t) =y+ t d[A]y+g(t) —g(to) ,
kde g € G([a,b],R™) ay € R™. Potom
t
(=) —y(®) = (@—9) + | d[A](z—y)+ (f(t) —9(t)) — (f(to) — g(t0))

to

prot e [a,b]. Podle ety 8.20 tedy rame
|z —y|| <ca (‘E—m +2 Hf —g||) exp (2CA VarZ A) pro t€[a,b],

kde c4 € (0,00) je defino\ano v (8.32). Odtud jefejmeé, ze plat nasleduici tvr-
zen.
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8.22. \kta. Nechtty € [a,b] a A€BV([a,b], Z(R™)) sphuji (8.22) a (8.23)
Dale, nechtf, fr € G([a,b],R™) a T, 7}, € R™ pro k € N. Pfedpokhdejmeze

lim || = £ =0 (8.34)
a
lim T = 7. (8.35)

Necht z je feSen Glohy(8.13) a nechitpro k € N jsou z;, FeSen rovnic

xp(t) = T + t d[A]xg + fr(t) — fx(to)

to

na [a,b]. Potom

lim ka—xH =0. (8.36)

k—o0

Ve zbyvaijici Casti odstavce se omezme pro jednoduchostfigag o = a, tj.
vySefujeme p&atetni tlohu

t

:n(t):%+/ dlA]lz+ f(t)— f(a) (8.37)

jako limitu potatetnich Gloh
t

ou(t) = T+ [ dA] i+ fult) — fula). (8.39)
kde talé jadra A, zavid na parametrik € N. Tento Fipad je poekud sl@itéjsi.
Nejprve dokzeme konvergeini vétu pro KS —integaly pro situaci, ktea nen po-
kryta vétami z kapitoly 5.

8.23. \eta. Necht f, fr € G([a,b],R™), A, Ax € BV ([a,b], Z(R")) pro k €N.
Pfedpokhdejmeze plat (8.34),

klingo |Ax — Al =0 (8.39)
a
o :=sup var’ A; < co. (8.40)
keN
Potom

/atd[Ak]fk/:d[A]fD =0.
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Dlkaz. Buddanoe > 0. Podle \ety 4.8 nizeme zvolit funkcip : [a, b] — R™
takovou ze k&da jeji komponenta je jednoduétskokowa funkce nda, b| a gfitom
| f — ¢|| <e. Dale, podle (8.34) a (8.39) izeme zvolitky € N tak, aby solasré
platilo

Ife—fll<e a ||[Ax—Al| <e prok> k.

Proda® t € [a,b] a k> ko mame podle @t 6.17 a 6.24

[ diais- [ aany]

< ‘/atd[Ak](fk—90)‘+‘/[Ltd[z4k—f4]%0‘+)/atd[f4](%0_f)‘
< (varh Ag) [fx — el +2 1Ak — Al [ @llsy + (varh A) [lp —z||

<o (Ifs = FI+1f = ell) + 214 — All [lellsy + (var, A) o — £
< (20z* +2||¢|lBy +varf; A) e=Ke,

kde K = (2" + 2||¢|lgy + vart A) € (0, 00) nezvisd ani nak, ani nat. Tim
je véta dokazana. O

Dale, je teba dolazat rasleduici pomocre tvrzen.

8.24. Lemma. Necht A, Ay € BV ([a,b], Z(R™)) pro k € N. Dale, g'edpoké-
dejmeze plat (8.22)(kdety=a) a(8.39)

Potom existujei € N takowe,ze pro ke ¢ € (a,b] a kazde k > ky plati

det [T — A™Ag(t)] #0 (8.41)
a
sup |[I — A‘Ak(t)]_l‘ < 2c4, (8.42)
te(ab]

kdecy € (0,00) je konstanta definovarnv (8.32)
DUukaz. Oky (8.39) plat podle lemmatu 4.13;€lim |A” A — A A| =0. Mlze-
me tedy zvolitk, € N tak, aby bylo

AT AR(t) — AT A(t)] < % pro t€la,b] a k>ko. (8.43)
CA
Nechtt € [a,b] a k> ko jsou dany. Snadno a¥ime,Ze plat rovnost

T—ATAL(t) = [T-ATA®)] [T - Ti(1)],
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kde
Ty(t) = [I-A~A®H)] ' (A~ AR(H)—A~A(1)).

Vzhledem k pedpokladu (8.22) je tud maticel — A~ A (t) regularn tehdy a jen
tehdy, kdy je requérni matice I — T} (t).

Podle (8.32) a (8.43) ame

1
T(t)| = |[I-ATA(t)]~ HA Ag(t)— A’A(t)}<1.
Lemma 8.8 tedy zaiuje,ze maticeI Ty (t) atudz take I—A~ Ak (t) jsou re-
gularri a, ze plat | [1 — T (t)] ™ \<2 Odtud a z (8.40) plyne
1= A 4u0)] ™| < |- 1) | [[1- A Aw] ™| < 24
Dikaz je dokoien. O

Konetné miizeme zformulovat a ddizat hlavivétu tohoto odstavce.

8.25. \ta. Nechttg=a, A, Ay €BV([a,b], Z(R"™)), f, fr € G([a,b],R"™),
z, T € R™ pro k € N. Dale, dedpokhdejmeze plat (8.22) (8.34) (8.35) (8.39)
a(8.40) Nechtz je FeSen tlohy(8.37)na [a, b].

Potom existujeky € N takowe, Ze pro k& k > ko ma rovnice(8.38)jediné
feSen x, nafa,b] aplat (8.36)
D Uk az. Podle (8.22) mrovnice (8.37) jedidfeSer = na[a,b]. Dale podle
lemmatu 8.24, existujé, € N takowe,Ze (8.41) pldtpro k > kq. Tudiz, pro k&dé
k > ko ma rovnice (8.38) jedi@feSen x; nala,b]. Polazme

wy = (v, — fx) — (x— f) (8.44)

Potom
wk(t):wk+/td[Ak]wk+hk(t)—hk(a) pro keN a te]a,b],
kde wy, = (T — fr(a)) — (T — f(a)) &

/dAk— (z—f /dAk fk—/ d[A]f). (8.45)

Chceme do&zat,ze

tim | = 0. (8.46)

209



210 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALNT ROVNICE

Podle ety 8.20, lemmatu 8.24 a (8.40) je

lwi(t)] < 2ca (|Wk| + ||hi]]) exp (4caa®) pro t€|a,b]. (8.47)
Stadi tudiz dokazat,ze

klir§o|@k\ =0 a klirgo|hk\ = 0. (8.48)

Nejprve si pogimnéme,ze prvii vztah z (8.48) plyne okarité z gredpokladi
(8.34) and (8.35). Ble, podle &ty 8.23 je

lim
k—oo

/atd[Ak] i /:d[A]fH 0. (8.49)

SoltasHe, podle ety 6.24 name

t
[ dlae= A1 - 1| <2040 Al o Sl pro t€ fa.b)

Protze (z — f) € BV ([a,b],R™) podle (8.31), plyne odtudikly (8.39),Zze plat
take

lim
k—oo

/at d[Ay, — A] (x—f)” ~0. (8.50)

Souhrnem, podle (8.45) a (8.49)—(8.50), dedme klim lhelloc = 0. Plaf tedy
(8.48) a vzhledem k (8.47) tudtalke (8.46).

Podle (8.44) jer;, —x = wy, + (f — f). Tvrzeri véty tudz plyne z (8.34) a
(8.46). O

8.7 Fundamentalni matice

Zobecrérim homogenith sysémi linearrich obycejnych diferencalnich rovnic
je rovnice

t
z(t) =z(to)+ [ d[A]x. (8.51)
to
Necht A€BV([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtplad (8.22) a (8.23). Potom
podle \ety 8.15 (kdef(t) = f(a) na[a,b]) ma rovnice (8.51) pro kede z € R"”
pravé jednoreSen x na[a,b] takowe, Zze x(ty) = z. Naopak, pro dadt, € [a, b]
mlzeme kddemureSeni z pfifadit hodnotuz () € R™. Je Zejmeé, Ze tento vztah
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mezifeSerimi rovnice (8.51) a vektorgum prostorem je vaiemré jednoznéany.

Snadno o@ime, Ze jsou-li z, y feSer rovnice (8.51) nda,b] a o, B € R™, pak
ax+ By je takefeSen (8.51) nafa, b]. Tyto ivahy mizeme shrnout doasledu-
jiciho tvrzen.

8.26. \Bta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) a nechtplati (8.22)a (8.23) Potom
mnainareSeri rovnice(8.51)je linearni a tva'i n—dimensioalni podprostor pro-
storu BV ([a, b],R™). O

Nyni ukdZzeme,ze i pro zobecére linearri diferencalni rovnice existuje ob-
doba fundameiini matice.

8.27. Definice. Maticova funkce X : [a,b] — Z(R"™) se nagva fundamerdini
matice rovnicg8.51) na intervalJa, b] jestlize sphuje rovnost

t
X(t) =X(s) —I—/ d[A] X prot,s€]|a,b] (8.52)
a det X (t) #0 pro alesp@ jednot € [a, b].

8.28. Lemma. Nectit A € BV ([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtplati (8.22)a
(8.23) Potom pro kadou maticiX € Z(R™) existuje jednozriaeé urtera mati-
cova funkceX;, € BV ([a,b], Z(R"™)) tako\a, ze plat

. t
Xep(t) =X+ | d[A] Xy, pro teja,b]. (8.53)
to
Dlkaz. Prok=1,2,...,n ozn&me k—1ty sloupec maticeX jako z. Mame
tedy 7y €R" prok=1,2,...,n a X = (1, %2,...,%,). Podle &ty 8.15 pro
kazdé k€ {1,2,...,n} existuje pave jedna funkcery € BV([a,b],R™) vyho-
vujici rovnici

t
xp(t) =z + | d[A]xy protea,b].
to

FunkceXy, (t) = (z1(t), z2(t), ..., zn(t)) (ti. maticova funkce se sloupci;, pro
k=1,2,...,n) vyhovuje tedy rovnici (8.53) a je Gena jednozriaé. O

8.29. Poziamka. Specalné, jestlze je det X #0, pak je pro kdde s e [a,b]
maticova funkce X ; urCera lemmatem 8.28 fundamextti matid rovnice (8.51).

8.30. Lemma.Necht A € BV ([a, b], Z(R™)) a nechtplati (8.22)a (8.23) Potom
pro libovolnou fundameatni matici X rovnice(8.51)je

det X(t)#0 prokazce t€ a,b]. (8.54)
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D lkaz. NechtX je fundamerdlni matice rovnice (8.51) ndu,b] a nechit
(8.54) nepldt Potom existujbody ¢y, t1 € [a,b] takowe, Ze

det X(tg) #0 a det X(t1)=0.

Z druhe rovnosti plyneze sloupcer (t1), z2(t2), . . ., z,(t1) matice X (¢;) jsou
linearré Avisk. Existuj tedy koeficientycy, c1, . .., c, € R takow,ze

n n
Z’Ck‘>0 a ch.%'k(tl):().
k=1 k=1

n

v v v

Pol&zme z(t) = » _ ¢ zx(t) pro t € [a,b]. Potoma je Ziejmeé feserim rovnice

k=1
(8.51) ax(t1) = 0. Dosazeim ¢t = t; do (8.51) a odéerim takto dskaré rov-

nosti od (8.51) zjidme, ze = splhuje rovnici
t

z(t)= [ d[A]x proteia,b].

t1

Protdze stejnou rovnici spluje i identicky nuloa funkce, plyne odtud podiegty
8.15,ze mus byt z =0 na|a,b]. Tedy tale

x(to) = ch ka(to) =0 prote [a,b} s
k=1

coz ovdem, vzhledem kigdpokladim det X (o) #0 a Z lex| > 0, ned mozré.

k=1
O

Budeme pdebovat, aby fundamesiti matice X;, byla definoana naja, b|
pro kazdé tg € [a, b]. K tomu je nutno zei$it pfedpoklady (8.22) a (8.23) na

det [T —A~A(t)] #0 prokazde t € (a,b]
a (8.55)
det [/ +ATA(s)] #0 prokade s € [a,b).

Nasleduici véta je disledkem lemmat 8.28 a 8.30.
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8.31. \Bta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) spiiuje (8.55) Potom existuje @ve
jedna matico@ funkceU : [a,b] x [a,b] — £ (R™) takow, Ze plat

Ul(t,s) = I—i—/t d[A(T)]U(7,s) prot,s€la,b]x]a,b]. (8.56)
Pro kazcé to € [a, b] je funkceU(.,to):t € [a,b] = U(t,tp) € R™ fundamerdlni
matice rovnicg8.51)
FunkceU ma navic tyto vlastnosti:
(i) U(.,s)eBV([a,b],Z(R™)) prokazce s € [a,b],
(i) U(t,t)=1 prokazcete[a,b],
(i) det U(t,s)+#0 pro vSechnd, s € [a, b].

Dlkaz. Prokade s e [a,b] existuje podle lemmatu 8.28 3 jedna maticod
funkce X; € BV([a,b], £(R™)) takow, Ze plat

Xs(t) :I+/td[A}Xs pro t € [a,b].

DefinujmeU (t, s) = X4(t) prot, s € [a,b]. PotomU sphuje (8.56) al/ (¢,t) =1
prot € [a,b]. Odtud plyneze pro kadé ¢ € [a,b] je U(., to) fundamenrélni ma-
tice rovnice (8.51) nda, b]. Konetné, podle lemmatu 8.30 jéet U(t, s) #0 pro
vsechnat, s € [a, b]. O

8.32. \kta. Necht A € BV ([a,b], Z(R")), to € [a,b], T € R™, nechtplati (8.55)
a nechtmaticowa funkceU je urena etou8.31 Potomz : [a,b] — R" je feSen
pocatecni tlohy

() = E+/td[A]x (8.57)

na intervalu[a, b] tehdy a jen tehdy, kdy

x(t)=U(t, tp)x pro t€la,b]. (8.58)

t
DlUkaz. a) Dosaitne-li (8.58)do [ d[A]z avywijeme-li (8.56), dostaneme

to

t t
dA]z= | d[A(T)]|U(r,s)T = (U(t,t0) —I) T = z(t) — T,
to to
tj. funkce z definovaid vztahem (8.58) jésSen rovnice (8.57).
b) Obracera implikace plyne z jednoziaostifesen rovnice (8.57) (viz eta 8.15).
O
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8.33. Definice.Necht A € BV([a,b], Z(R™)) a nechtplat (8.55). Potom mati-
covou funkciU urcenou etou 8.31 nagvameCauchyova maticeovnice (8.51).

Cauchyova maticé/ je funkce dvou pror@nrych. Hipomdime rékte& ozna-
Ceri uzivara pro funkce dvou proémrych.

8.34.Ozn&eni. Necht F': [a,b] x [a,b]: #(R"™). Potom proda@r € [a,b] sym-
boly F(r,.) resp.F(.,7) zn&i funkce jedi@ proménre

F(r,.):s€la,b] — F(1,s) resp.F(.,7):t€[a,b] — F(t, 7).
Podobm@

F(r,s+) :6E161+F(T,8+5) a F(r,s—) :61i%1+F(T,5—5).

8.35. Disledek. Nechit A € BV ([a, b], Z(R™)), to € [a,b] a X € Z(R™). Dale,
nechtplati (8.55)a nechtU je Cauchyova matice rovnid8.51) Potom matico&
funkceX :[a,b] — Z(R™) splhuje rovnici

. t
Xt)y=X+ [ dA]X (8.59)
to
na intervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kdy
X(t)=U(t,tg) X pro tela,b]. (8.60)

DUkaz. Prokady sloupeczy, k=1,2,...,n, maticowe funkceX plafi podle
véty 8.32

xk(t) = U(t, to) Tk pro t¢,tp € [a, b],
kde z;, jsou sloupce matic&. Odtud tvrzenokantité plyne. .

8.36. \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€8.51) Potom vztahy

U(t,r)U(r,s) =Ul(t,s) (8.61)
(Ut,r) "t =U(r,t) (8.62)
plati pro libovolnou trojici bodl ¢, s, 7 z intervalu|a, b].
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Dlkaz. a)Prolibovolat,s,r € [a,b] mame podle (8.56)

U(t,s)z]—i—/ d[A(T)]U(7,s)
:I+/Td[A(T)}U(7',8)+/ d[A(7)]U(T,s)
—U(r,s)+/ d[A(T)]U(7,s).

Ozn&ime-li sloupce maticé/ symbolyu,, k=1,2,...,n, zjistime,Ze pro ka&-
dek=1,2,...,nar,s€a,b] je funkcez(t) =u(t, s) FeSenm rovnice

x(t) :uk(r,s)+/ d[A] =z

na[a,b]. Podle \éty 8.32 tud plaf
ug(t,s) =U(t,r)ug(r,s) prok=1,2,....,n a t,s,r€la,b].

Odtud & vztah (8.61) okaité plyne.

b) Specalrg, jestlze t = s, pak podle ety 8.31 dostvameU (t,r) U(r,t) =1 pro
kazde r € [a,b]. Plaf tedy (8.62). O

8.37. Poziamka. Necht U je Cauchyova matice rovnice (8.51). Potom podigyv
8.36 je

U(t,s) =U(t,a)Ula,s) =U(t,a) (U(s,a))”" prot,sela,b].

Ozn&ime-li tedy X (t) = U(t,a), bude platitU(t,s) = X(t)(X(s))~! pro
t,s € [a,b]. Plipomdime,ze X je fundamerélni matice rovnice (8.51).

Ve zbyvajici ¢asti tohoto odstavci uvedemeSié rékolik daBich viastnost
Cauchyovy matice rovnice (8.51).

8.38. \eta. Necht A € BV ([a, b], Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€.51) Potom plat
I+ATAW)| U, s

(t+5) = [ )
( )= [I-A"A@W)] U(t,s)
Ult,s+) =U(t,s) [I+ATA(s)]
(t,s—) = U(t,s) [T — AT A(s)]~

U(t+, s
t—, s

pro t € [a,b), s€[a,b],

-

pro t € (a,b], s€la,b],
. (8.63)
pro t € a,b], s€[a,b),

-1

t,s— pro t € [a,b], s€ (a,b].
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Dlkaz. a) Prvidva vztahy odvoline jestlze do vztah (8.21) z lemmatu 8.13
dosadime postupé zax sloupce matico& funkceU.

b) Nechtt € [a,b], s€[a,b) ad e (b—s). Potom podle (8.56) Ame

U(t,s+0)—Ul(t,s) = +5d[A(’7’)]U(T,S+(S)—/ d[A(7)]U(T,s)

s+
= d[A(T)] (U(r,s+6) - U(r,s)) —/ d[A(T)]U(T,s)
s+6 s
Maticova funkceY (¢) =U(t, s+ 9) — U(t, s) tedy sphuje rovnici
Y(t) =Y+ t 5 d[A(7)]Y(r) prot€a,b],
s+
kde

- 540
V- _/ A U(r,s).
Podle disledku 8.35 tuid mame
Ult,s+0)—U(t,s) =Y (t) = U(t,s+6)Y
s+
= —U(t,s+6)/ d[A(T)| U(r,s).

Limitnim pfechodemy — 0+ pfi powziti Hakeovy ety 6.39 odtud dostaneme
Ut,s+)—U(t,s) = —U(t,s+) AT A(s) U(s,s) = —=U(t,s+) AT A(s).

neboli U(t,s) = U(t, s+) [I + AT A(s)]. Odtud okaniité plyne platnostretiho
vztahu z (8.63). Zfvajici rovnost bychom dadkzali analogicky. O

8.39. \eta. Necht A € BV ([a, b],.Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechitU je Cau-
chyova matice rovnic€8.51) Potom existujeV/ € (0, co) takow, ze plat

U(t,s)|+varl U(.,s)+var’ U(t,.) <M prot,scla,b]. (8.64)

Dlkaz. a)Prdk=1,2,...,n ozn&me symbolene; k —ty sloupec jednotko
matice . Potom|e;| =1 pro kazde k=1,2,...,n. Podle \éty 8.20 name

lug(t, )| < My:=ca exp (2cAval’2 A) <ocoprot,s€fa,b] @ k=1,2,...,n,
kde c4 € (0, 00) je definovano v (8.32). Tuk

[U(t,s)] = max |ug(t,s)| < My prot,s€[a,b]. (8.65)

=1,2,....,n
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b) Nechtty,ts, s € [a,b] aty <ty. Potom
[
|uk(t2,s)—uk(t1,s)|:‘/t d[A(r) ] uk(r, )| < M vari2A.
1

Pro libovolré s € [a,b], k=1,2,...,n alibovolré céleri o intervalu[a,b] tedy
mame

V(up(.s),0) <My Y varg_ A= Mvarh A=: M < oo

a proto
var’ U(.,s) < _max vart ug(.,s) < My pro sela,b]. (8.66)

c) Nechtt, s1, s2 € [a,b] a s1 < so. Potom

t S9 —uk(t 81)

/ d[A uk(T,SQ)—/td[A(T g (r, 1) / A[A(7) ug(r, 1)
/ d[A(T) Jug (T, s1) / d[A Uk T, 52) —uR(T, s1)),

Funkcexz(t) = ux(t, s2) — ug(t, s1) sphuje tedy naa, b] rovnici

/ d ’U,kTsl /d

Podle ety 8.32 tedy pro kedé k. =1,2,...,n mame

ug(t, s2) —ug(t, s1) U(t, s2) / d[A(7) Jug(T, 51)> prot € [a,b]
atudz |ug(t,ss) —ug(t,s1)| < Mivar> A pro k= ...,n. Pro libovolré
tela,b], k=1,2,...,n alibovolré (ﬁlen o mtervalu[a b] tedy mame

v(o)
V(up(t,.), o) < M? Zvargj VA= M2var? A=: M3 < oo
a proto
varl U(t,.) < , nax vart w(t,.)| < My pro tela,b]. (8.67)
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d) Podle (8.64)—(8.66) tvrzenéty plat pro M = M, + My + Mj. O

Pro funkce dvou prognnych je m@no definovat pojem variacekolika tiz-
nymi zplisoby. Pro as je zdjmava definice Vitaliova.

8.40. Definice.Necht F': [a, b] X [a,b] — Z(R™). Pro dai cleri o, p intervalu
[a,b], j=1,2,...,v(0) ak=1,2,...,v(p) polozme

Ajr(F;0,p) = F(oj, pr)—F(0j-1, px) —F (0}, pr—1)+F(0j-1, pr—1) -
Potom velCina
v(F)=  sup ZZ‘A]kF0p|
,pE@[ab j=1 k=1
se nagva Vitaliova variacefunkce F' na intervaluja, b] x [a, b].

8.41. \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€.51) Potomv(U) < co.

D Ukaz. MEjme dé libovolra cBleri o, p intervalu [a,b]. Podle ety 8.36
(viz téZ pozramka 8.37 jeU (¢, s) =U(t,a) U(a, s) prot, s € [a,b]. Prolibovolra
ji=12,...,v(c) ak=1,2,...,v(p) tedy mame

As(F5,p)| = | [U(0;,0) = Uloj1,0)] Ula, pr)
— [U(O’j, a)—U(oj_1, a)] U(a, Pk—l)‘
S ‘ [U(O’j, a) — U(O’j_l, a,)} U(CL, pk)

+ ) [U(oj,a) = U(oj-1,0)] Ula, pk—l)‘
<var}, U(.,a) (|U(a, pr)| +|U(a, pr—1)[) < 2M?,

kde M < oo bylo ur€eno ve ete 8.39. Ol

8.8 Nehomogenmrovnice

Vratme se nynk nehomogenipocatetni Gloze
t
z(t) =2+ d[A]xz+ f(t)— f(to) - (8.13)

to
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Budeme pedpokbdat,ze A €BV([a,b], Z(R™)) sphuje (8.55). Pro libovola
TzeR™ a f €eBV([a,b],R™) existuje podle &ty 8.15 jedi@feSen x Ulohy (8.13)
a totofeSeri ma kon&nou variaci nda, b]. VSichni \Bak ti&ime, Ze toto tvrzen
Ize roZifit i na obec@Si pfipad f € G([a,b],R™). To je realizowano rasleduici
vétou, kted zahrnuje i vygdfeni feSen Glohy (8.13) ve tvaru fppominajicim for-
muli variace konstanzname z teorie obgejnych diferencalnich rovnic.

8.42. \eta. Nechtty € [a,b] a A€ BV([a,b], Z(R™)) spiiuji (8.55)a nechtU
je Cauchyova matice rovni¢8.51)urcera vetou 8.31.

Potom rovnicg8.57) mé pro kazde 7 € R a kazce f € G([a,b],R"™) jediné
feSen = na [a,b]. TotoFfeSer je dano formul

t

z(t) =U(t, to) T+ f(t) — f(to) — [ ds[U(t,8)] (f(s) — f(to)) } (8.68)

to
pro t € [a,b].

Je Zejme, Ze pro podrobyp diikaz je nut@ néco ekt o integalnich opeato-
rech typu

t
U:re€G(a,b],R") —y(t)= [ ds[K(t,s)]z(s), (8.69)
to
kde funkce K ma stejre vlastnosti jako Cauchyova maticégiuSne homogenn
rovnice a symbol ¢ nazn&uje,ze integrujeme funkce promnré s at¢ je zde pa-
rametr. Vzhledem k vlastnostem funk&epopsagm v pfedelé kapitole je viet,
Ze pro kadou funkciz € G([a,b],R"™) je jeji obrazy = % = dolie definovan na
celem intervalu[a, b]. (Jde \zdy o integraci funkce regulovarvzhledem k funkci s
kone&nou variat) Bohuzel, vlastnosti opétortl tvaru (8.70) nejsouztak na prvin
pohled Zejmé. Navc, abychom dofzali, Ze funkcez je feSerim Glohy (8.13),
potfebujeme urét glehodit pdad integrace ve dvojam integalu

/atd[A(T)] ( tTdS [U(7, )] (f(s) —f(to))>.

tak, aby bylo mano vywit vztah (8.56) defindgi funkci U. K tomu je nutré
mit k dispozici apaiit uma@nujici zactazen s dvojrymi integialy. Ten se opa
téZ o pojem variace funkadvou pronénrych zavedef v definici 8.40. Toto ge
se v potebrem rozsahu Zido tohoto textu nevejde. Nebudu zde tedy pudt po-
drobreé dikazy a jenom se pokim aspd priblizit jejich hlavri myslenky. \&tSinou
neri obfizné doplnit vynecha@ detaily na aklac® znalosti postujp z predelych
kapitol. Podrobnostiykajici se variace funkcdvou pron&nrych a integalnich
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ope&tort urtenych takowmito funkcemi Ize ndf zejmeéna v kapitole Ill monogra-

fie [14] a v odstavci 1.6 a kapitole Il monografie [53]. Formule variace konstant pro
f€BV([a,b],R™) je dokdzana v [53, 111.2] nebo v [43, Theorem 6.17], rato v

[57, Proposition 4.4.3] je d@ana prof regulovanou.

Omeime se nyhna @ipadty = a, tj. hledamerteSen Glohy (8.37). Mikaz je
rozcelen na 4 kroky:

Nejprve definujeme

U(t,s) kdyz a<s <b,
K(t.s) = (t,s) kdyz
U(t,t) kdyz a<t<s<b.
Ziejmeé var K (t,.)<var’ U(t,.) prokade tc [a,b], var® K(.,s)<var’U(.,s)
pro k&zdé s € [a,b] a v(K) <v(U). Existuje tedy konstanta € (0, c0) takowa,
ze
v(K)+var® K(t,.)+var’ K(.,s) <x<oo prot,sela,b].

Je Zejmeé, Ze pro kadé x € G([a, b],R™) je dolfe definovana naja, b] funkce

b
y:t€la,b] —>/ ds[K (t,s)]x(s), (8.70)

/d (t,s)] /d (t,s)]x(s)

Podle [53, Theorem 1.6.18] je vary <v(K) ||z|| < cc.
Druhy krok spdiva v dikazu,ze plat

b
y(t+) :/ ds [K(t+,s)]z(s) kdyz te€[a,b), (8.71)

b
:/ d [K(t—,s) ] o(s) kdy? ¢ € (a,b]. (8.72)
Podle [53, Lemma |.6.14]) maySechny funkce
K(t+,.) a K(s—,0),t € [a,b), s € (a,b]
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kone&nou variaci nda, b| atudz jsou integaly na praych strafch v (8.71) doke
definovany. Protdeze = je nala, b] stejnongrra limita jednoducfich skokoych
funkdi, sta&i dokazat,ze rovnosti (8.71) plapro kazdou funkce typu

Xla,r]> X[r,b]» TE [(171)}. (873)

Je=linafi. x = x|, kde 7 € [a,b], pak pro kdde t € [a,b] mame (viz (6.17))
y(t) = K(t,7+) — K(t,a) atudz

y(t+) = K(t+,7+) — K(t+,a) Kkdyz t€[a,b)

y(t—) = K({t—,7+) — K(t—,a) kdyz te (a,b].

Na druhou stranu, ame

b
[ QR 90 = K. 74) — K(t+0) ka2 1€ a,0),
a

b
/ A, [K(t—, 9)|Xor = K(t—.7+) — K(t—a) kdyz t€ (a,b],

tj. plati (8.73). Podobé bychom o¥ili platnost relag (8.71) pro funkce tvaru: =
X[rp]s T € [a,b] atimtedy i pro kadou funkciz € G([a,b], R™).

Vidime tedy,ze funkcez(t) definovaid formul (8.68) je regulovaa naa, b]
pro kazdou funkci f € G([a,b],R"™) a kazdy vektor z € R™.

Ve tfeim kroku se ukZe, Zze za néich fedpoklad je pro k&dé t € [a,b] a
kazdou funkci f € G([a,b],R™) pravdiva relace Fubiniova typu

[ ataw ([ 1501 (706) - 51)
= /at d [/at d[A(r)] K(, s)] (f(s) = f(a))-

V diikazu tohoto kroku se @p vywije stejnonérma aproximace regulovgoh
funkd jednoduckmi skokovwmi funkcemi, vzorce z pkladli 6.15 a konvergani
vlastnosti KS —intedalu. Navc je ovsem nutno ta polit vlastnosti opedatort

tvaru f€G([a,b], R") —>/bK(t, ) d[f(s)].
Na zaver dosaimne (8.68), tj.

£(t) = U(t,a) T+ f(£) — f(a) - / AWK (t.5)] (F(s)— (o)),
221
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do mtegalu/d x a, vzhledem k definici funkcé&’, dostaneme

/d w—/d T,am/dAs () — f(a))
Lo [awcm-

93—/ d;[U(t, s) — f(a))
=z(t) —z(0) —

Funkcez je tedyfeSern tlohy (8.37) nda, b]. Jeho jednozrinost plyne z jedno-
zn&nosti nuloehoteseri prislusré homogenirovnice. Timto je dikaz \ety 8.42
dokorten.

Jestlze je funkce A spojita zleva na intervalla,b], pak je m@&no vzorec
(8.68) porgkud zjednodsit definujeme-liX (¢) =U(t,a) prot € [a,b] a

7 a <
Y (s) = U(a,s+) quz a<s<b, (8.74)
U(a,b) kdyz s=b.

8.43. Disledek. Nechttg=a a A € BV ([a,b], Z(R")) je zleva spoji na[a,b)
a sphuje podrinky (8.23) Necht U je Cauchyova matice rovnid®.51) uréera
vétou8.31, X (t)=U(t,a) proprote[a,b] aY je definovaa predpisenm(8.74)

222
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Potom rovnicg8.37)ma pro kazce = € R™ a kazdou funkcif € G([a,b],R™)
zleva spojitou nga, b] jedinéfeSen = na [a, b]. TotofeSen je dano formul

() = X(t):E+X(t)</tYdf> pro t € [a, b]. (8.75)

a

D Ukaz. NechtzeR" a necht feG([a,b],R™) je zleva spojia na(a,b].
Podle \&ty 8.42 n@ rovnice (8.37) jedi@tesen = na [a,b]. Formuli (8.68) nii-
Zeme pepsat ve tvaru

v(t) = X (0 F+ (F(1) — f(@) + X( / d[x )~ @),

kde X 1(s)=U(a,s). Mame X 1(s) = —Y(s) — AT X~1(s) pro s€|a,b).
Podle lemmatu 6.33 je pro keé ¢ € [a, b]

/d[X—l]( /d —ATXTNE) (f(t)—f(a)).

Protaze X je zleva spojid na(a,b] aY je zprava spojé naja, b), integraé per-
partes (@ta 6.34) dostaneme

o(t) = X7+ (£(0) - (@) +X (0 [ dX6)) (1) - £(a))

dostivame (8.75). O

Diky vété 8.42 resp. j@nu disledku 8.43 je i mazné sUspechem vgetovat
nag. okrajoé Ulohy, ve kteych se hled funkce, kted sphuje na intervalua, b|
rovnici (8.57) a naic i néjaké dodaténé podmnky, nag. dvoubodoe podninky
M z(a)+ N z(b) =0, kde M, N € Z(R™). To je ale & jina historie, kted se do
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tohoto textu, steja jakofada dadich €mat, jako jsou souvislosti s funkciaime—
diferencalnimi rovnicemi, dynamicikmi sysémy na t.zv€asoych Skalach ¢ime
scale$, aplikace nailohy s impulsy a d&l, uz opravdu nevejde. Jako ddbvou
literaturu k €to kapitole Ize dopogit nag. monografie [15], [27], [43], [57] nebo
Clanky [1],[8], [9], [36], [49], [50],
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