
Kapitola 8

Zobecňené lineárnı́ diferenciálnı́
rovnice

8.1 Úvod

Všechny integŕaly v této kapitole jsou KS – integrály, jejicȟz definice je rožśı-
řena ve smyslu odstavce 6.8 na maticové funkce (tj. funkce zobrazujı́ćı interval
[a, b ] do prostoru matic). Jak jsme již v odstavci 6.8 vysv̌etlili, všechny vlastnosti
KS – integŕalu i obou typ̊u RS – integŕalu, kteŕe jsme doposud dokázali pro skaĺarńı
funkce plat́ı i pro funkce vektorov́e či maticov́e, pokud se v p̌rı́slǔsńych formuĺıch
nezm̌eńı pǒrad́ı v jaké se tam maticov́e funkce objevujı́. V důkazech se tedy bu-
deme pro poťrebńe vlastnosti funkćı a integŕalů odvoĺavat na odpov́ıdaj́ıćı tvrzeńı
pro skaĺarńı funkce z kapitol 1 – 6.

Následuj́ıćı definice zav́ad́ı prostory vektorov́ych resp. maticov́ych funkćı, se
kterými budeme v t́eto kapitole pracovat.

8.1. Definice. (i) G([a, b ],Rn) je Banach̊uv prostor funkćı f : [a, b ]→Rn , kte-
ré jsou regulovańe na [a, b ]. Norma naG([a, b ],Rn) je definov́ana p̌red-
pisem‖f‖ = supt∈ [a,b ] |f(t)| pro f ∈G([a, b ],Rn), kde |f(t)| je norma
vektoruf(t) v Rn .

(ii) BV([a, b ], L (Rn)) je Banach̊uv prostor funkćı F : [a, b ]→L (Rn), kteŕe
maj́ı koněcnou variaćı na [a, b ]. Norma naBV([a, b ], L (Rn)) je definov́a-
na p̌redpisem‖F‖BV = |F (a)|+ varba F pro F ∈BV([a, b ], L (Rn)). kde
varba F se definuje jako v odstavci 6.8 a|F (a)| je norma maticeF (a) v
L (Rn).

Podobňe se definujı́ prostoryBV([a, b ],Rn), C([a, b ], L (Rn)) a C([a, b ],Rn) a
normy na nich.

Množinu funkćı f : [a, b ]→Rn s derivaćı spojitou na intervalu[a, b ] znǎćıme
C1([a, b ],Rn). (Jako obvykle, definujemef ′(a)= f ′(a+) a f ′(b)= f ′(b−) pro
f ∈C1([a, b ],Rn).)

Tématem t́eto kapitoly budou rovnice tvaru

x(t) = x(t0)+
∫ t

t0

d[A ] x + f(t)− f(t0) (8.1)
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190 ZOBECNĚNÉ LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLN Í ROVNICE

kde t0 ∈ [a, b ], A je n×n– maticov́a funkce,f je n– vektorov́a funkce a hled́a-
me n– vektorovou funkcix vyhovuj́ıćı následuj́ıćı definici:

8.2. Definice.Funkcex: [a, b ]→Rn je řěseńım rovnice (8.1) na intervalu[a, b ]

jestliže
∫ b

a
d [A ] x existuje a rovnost (8.1) je splněna pro kǎzdé t∈ [a, b ].

Rovnice (8.1) se nazývázobecňeńa lineárńı diferencíalńı rovnice.

8.3. Pozńamka. Bud’ dáno t0 ∈ [a, b ] a necht’ x je řěseńı rovnice (8.1) na[a, b ].
Potom

x(a) = x(t0)−
∫ t0

a
d [A ] x− f(a)+ f(t0) .

Oděcteme-li tuto rovnost od (8.1), dostaneme

x(t) = x(a)+
∫ t

a
d [A ]x + f(t)− f(a) . (8.2)

Podobňe bychom z (8.2) odvodili (8.1). Funkcex∈G([a, b ],Rn) je tedyřěseńım
rovnice (8.1) na[a, b ] právě tehdy, kdy̌z spľnuje rovnici (8.2) na[a, b ].

8.2 Diferenciálnı́ rovnice s impulsy

Motivaćı pro studium zobecňeńych diferencíalńıch rovnic jsou m.j.úlohy s im-
pulsy. Vřaďe prakticḱych úloh se tot́ıž potḱame s perturbacemi, jejichž doba p̊uso-
beńı je sice zanedbatelná v porovńańı s dobou ceĺeho procesu, které ale nicḿeňe
podstatňe ovlivńı studovańy proces. Zpravidla, vhodným modelem pro popis ta-
kovýchto proces̊u jsou diferencíalńı rovnice s impulsy, tj. diferencíalńı rovnice,
jejichž řěseńı nemuśı být hladḱe, ba ani spojit́e.

Zdrojem model̊u s impulsy je zejḿena fyzika (nap̌r. popis hodinov́ych me-
chanism̊u, oscilace elektromechanických syst́emů, vyzǎrováńı elektricḱych resp.
magneticḱych vln v prosťred́ı s rychle se m̌eńıćımi parametry v dańych okam-
žićıch prudce zm̌eńı, pohybčástice v poli generovaném potencíalem sousťreďeńym
v jediném boďe, stabilizace Kapicova kyvadla, optimálńı regulace metodou bang-
bang), ale taḱe medićına (distribuce ĺečivých látek v ťele, strategie impulsnı́ vakci-
nace v epidemiologicḱych modelech, studiuḿučinku hromadńeho ǒckováńı proti
spalnǐckám), populǎcńı dynamika (modely s rychlými změnami pǒctu ňekteŕych
populaćı) či ekonomie (modely trhu, které p̌ripoǔsťej́ı prudḱe zm̌eny cen).

Nejjednodǔšśı idealizaćı impulsńıch proces̊u jsou procesy popsané linéarńımi
diferencíalńımi rovnicemi, na kteŕe v koněcném pǒctu pevňe dańych bod̊u působ́ı
lineárńı impulsy .
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P̌redpokĺadejme,̌ze

r∈N, r≥ 1, a < τ1< . . . < τr <b ,

P ∈C([a, b ], L (Rn)), q ∈C([a, b ],Rn) ,

Bk ∈L (Rn), dk ∈Rn prok = 1, 2, . . . , r .





(8.3)

(Poznamenejme,̌ze v t́eto kapitole symboly typuBk resp.dk znǎćı také matice
resp. vektory. Komponenty vektorů či matic se zde neobjevı́.)

Oznǎcme

D =
{
τ1, τ2, . . . , τr

}
, τ0 = a a τr+1 = b

a pro kǎzdou funkcix : [a, b ]→Rn definujme

x[1 ](t) = x(t) pro t∈ [a, τ1]

a

x[ k ](t) =





x(τk−1+) když t= τk−1,

x(t) když t∈ [τk−1, τk]
pro k =2, 3, . . . , r +1 .





(8.4)

Lineárńı impulsńı úloha je pak tvǒrena linéarńı diferencíalńı rovnićı

x′ = P (t) x+ q(t) (8.5)

a linéarńımi impulsńımi podḿınkami

∆+x(τk) = Bk x(τk)+ dk, k =1, 2, . . . , r , (8.6)

přičem̌z řěseńı jsou uřcena podle ńasleduj́ıćı definice.

8.4. Definice. Řekneme,̌ze funkcex : [a, b ]→Rn je řěseńım úlohy (8.5), (8.6),
jestliže

x[ k] ∈C1([τk−1, τk] pro kǎzdék =1, 2, . . . , r+1 (8.7)

a x vyhovuje impulsńım podḿınkám (8.6) a spľnuje diferencíalńı rovnost

x′(t) = P (t) x(t) + q(t) pro t∈ [a, b ] \D . (8.8)

8.5. Pozńamka. Pov̌simňeme si,̌zeřěseńı úlohy (8.5), (8.6) patřı́ vždy do prostoru
G([a, b ],Rn).
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192 ZOBECNĚNÉ LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLN Í ROVNICE

Ukážeme nyńı, žeúlohu (8.5), (8.6) m̊užeme ekvivalentňe p̌reformulovat jako
zobecňenou linéarńı diferencíalńı rovnici tvaru (8.2).

P̌redpokĺadejme zprvu,̌ze r =1 a necht’ x : [a, b ]→Rn je řěseńı impulsńı
úlohy (8.5), (8.6). Integracı́ rovnosti (8.8) dostaneme vztahy

x(t) = x(a)+
∫ t

a
P x ds+

∫ t

a
q ds pro t∈ [a, τ1] ,

a

x(t) = x(τ1+)+
∫ t

τ1

P x ds+
∫ t

τ1

q ds pro t∈ (τ1, b] ,

Dosazeńım z podḿınek (8.6) (kdek = r =1 ) do druh́eho vztahu pak dostaneme
pro t∈ (τ1, b]

x(t) = x(τ1)+ B1 x(τ1)+ d1 +
∫ t

τ1

P x ds+
∫ t

τ1

q ds

= x(a)+
∫ t

a
P x ds+B1 x(τ1)+

∫ t

a
q ds+ d1

a tedy

x(t) = x(a)+
∫ t

a
P x ds+χ(τ1,b ](t)

(
B1 x(τ1)

)
+

∫ t

a
q ds+χ(τ1,b ](t) d1 . (8.9)

Polǒzme

A(t) =
∫ t

a
P ds + χ(τ1,b ](t)B1 a f(t) =

∫ t

a
q ds + χ(τ1,b ](t) d1 .

PotomA∈BV([a, b ], L (Rn)), f ∈BV([a, b ],Rn) a podle v̌ety o substituci 6.44
a formule (6.10) z p̌rı́kladů 6.15 (ii) (viz t́ež p̌rı́klady 6.41) plat́ı

∫ t

a
d [A ]x =

∫ t

a
P x ds+χ(τ1,b ](t)

(
B1 x(τ1)

)

a

f(t)− f(a) =
∫ t

a
q ds+χ(τ1,b ](t) d1

pro t∈ [a, b ] a x∈G([a, b ],Rn). Dosazeńım do (8.9) je zjist́ıme, že x splňuje
(8.2) na[a, b ].

Obŕaceňe, jestlǐze x∈G([a, b ],Rn) splňuje (8.2) na[a, b ], pak podle v́yše
uvedeńeho plat́ı opět (8.9) na[a, b ]. Odtud vid́ıme, že definujeme-li funkcex[ k]
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jako v (8.4), bude platit (8.7) a (8.8). Navı́c, podle Hakeovy v̌ety (viz t́ež cvičeńı
6.40) jex(t−) =x(t) pro kǎzdé t∈ (a, b] a

x(t+) = x(a)+ lim
s→ t+

∫ s

a
d [A ]x+f(t+)− f(a)

= x(a)+
∫ t

a
d [A ] x+ f(t)− f(a)+ ∆+A(t) x(t)+ ∆+f(t)

= x(t)+ χ[τ1](t)
(
B1 x(t)+ d1

)
pro kǎzdé t∈ [a, b ] .

Specíalně, dosazeńım t= τ1 zjist́ıme,že x splňuje impulsńı podḿınku (8.6), kde
k = r =1.

Úloha (8.5), (8.6) je tedy pror = 1 ekvivalentńı se zobecňenou diferencíalńı
rovnićı (8.2).

V obecńem p̌rı́paďe r∈N, definujeme

A(t) =
∫ t

a
P ds +

r∑

k=1

χ(τk,b ](t) Bk

a

f(t) =
∫ t

a
q ds +

r∑

k=1

χ(τk,b ](t) dk ,





pro t∈ [a, b ] . (8.10)

Indukćı snadno ov̌ěrı́me ńasleduj́ıćı tvrzeńı.

8.6. Věta. Předpokĺadejme(8.3)a (8.10). Potom impulsńı úloha(8.5), (8.6)je ekvi-
valentńı se zobecňenou diferencíalńı rovnićı (8.2), tj. x : [a, b ]→Rn je řešeńım
úlohy (8.5), (8.6) na intervalu [a, b ] tehdy a jen tehdy, když je řešeńım rovnice
(8.2)na intervalu[a, b ].

8.3 Lineárnı́ operátory

P̌ripoměnme nyńı strǔcně ňekolik základńıch pojm̊u z funkciońalńı anaĺyzy, kteŕe
budeme nad́ale poťrebovat. Podrobňejš́ı informaci lze naj́ıt nap̌r. ve v̌eťsině ǔcebnic
funkciońalńı anaĺyzy (viz nap̌r. [3], [19], [32], [39]). Základńı přehled je obsǎzen
také v úvodńı části monografie [53].

Necht’ X,Y jsou Banachovy prostory. Zobrazenı́ T :X→Y (T zobrazujeX
do Y ) je spojit́y opeŕator, jestliže

lim
n→∞ ‖xn−x‖X =0 =⇒ lim

n→∞ ‖T (xn)−T (x)‖Y =0 ,
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kde ‖.‖X je norma naX a ‖.‖Y je norma naY. Opeŕator T :X→Y se naźyvá
lineárńı, jestliže plat́ı

T (c1 x2 + c2 x2) = c1 T (x1)+ c2 T (x2) prox1, x2 ∈X a c1, c2 ∈R .

Dále, T je ohranǐceńy, jestliže existujěćıslo K ∈ [0,∞) takov́e, že plat́ı

‖T (x)‖Y ≤ K ‖x‖X pro kǎzdé x∈X .

Je-li T lineárńı opeŕator, ṕıšeme, jak je zvykem,T x mı́sto T (x). Je zńamo,že
lineárńı opeŕator T :X→Y je spojit́y právě tehdy, kdy̌z je ohranǐceńy.

Množinu ohranǐceńych linéarńıch zobrazeńı prostoruX do prostoruY zna-
č́ıme L (X,Y). Na L (X,Y) jsou žrejmým zp̊usobem zavedeny operace sč́ıtáńı
opeŕator̊u a ńasobeńı opeŕator̊u réalným č́ıslem aL (X,Y) je pak Banach̊uv pro-
stor vzhledem k norm̌e

‖L‖L (X,Y) = sup
x∈X
‖x‖x≤1

‖Lx‖Y prox∈X .

Koněcně, řekneme,̌ze L∈L (X,Y) je kompaktńı, jestliže zobrazuje kǎzdou mno-
žinu ohranǐcenou vX na mnǒzinu relativňe kompaktńı v Y, tj. jestliže pro kǎzdou
posloupnost{xn} ohranǐcenou vX jejı́ obraz{Lxn}⊂Y obsahuje podposloup-
nost konvergentńı v Y. Je zńamo,že kǎzdý kompaktńı lineárńı opeŕator je soǔcas-
ně spojit́y.

V důkazech hlavńıch výsledk̊u této kapitoly vyǔzijeme ńasleduj́ıćı dvě tvr-
zeńı. Prvńı z nich je zobecňeńım jedńe z Fredholmov́ych vět zńamých z teorie
integŕalńıch rovnic. Jeho d̊ukaz je obsǎzen nap̌r. v monografíıch N. Dunforda a
J.T. Schwartze [5], M. Schechtera [42] nebo ve skriptech J. Lukeše [32].

8.7. Věta (FREDHOLMOVA VĚTA O ALTERNATIV Ě). Bud’ X Banach̊uv prostor a
necht’ L je lineárńı kompaktńı opeŕator zobrazuj́ıćı X do sebe. Potom operátorov́a
rovnice

x−Lx = g (8.11)

má řešeńı pro kǎzd́e g ∈X tehdy a jen tehdy, když p̌rı́slǔsńa homogenńı rovnice

x−Lx = 0 (8.12)

má pouze trivíalńı řešeńı x=0∈X. V takov́em p̌rı́paďe je řešeńı rovnice (8.11)
určeno jednoznǎcně.
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Druhé tvrzeńı je zńamo taḱe z element́arńı teorie matic. P̌ripoměnme si zde
jeho obecnou podobu převzatou z monografie [56] (viz Lemma 4.1-C).

8.8. Lemma. Necht’ X je Banach̊uv prostor,T ∈L (X) a ‖T‖L (X) < 1. Potom

existuje ohranǐceńy inversńı opeŕator
[
I −T

]−1
k opeŕatoru

[
I −T

]
a plat́ı ne-

rovnost
∥∥∥
[
I −T

]−1
∥∥∥
L (X)

≤ 1
1−‖T‖L (X)

.

8.4 Existenceřešeńı zobecňených lineárnı́ch diferenciál-
nı́ch rovnic

Studium zobecňeńych linéarńıch diferencíalńıch rovnic zah́aj́ıme jednoduch́ym po-
zorov́ańım vych́azej́ıćım ze zńamých vlastnost́ı KS – integŕalu.

8.9. Věta. Necht’ t0 ∈ [a, b ], A∈BV([a, b ], L (Rn)) a f ∈G([a, b ],Rn). Potom
kǎzd́e řešeńı x rovnice(8.1)na [a, b ] je regulovańe na [a, b ].
D ů k a z . Podle Saksova – Henstockova lemmatu (viz jeho důsledek 6.38) je pravá
strana rovnice (8.1) funkce regulovaná na[a, b ]. Odtud plyne tvrzeńı věty.

Vzhledem ke v̌eťe 8.9 je tedy vhodńe hledatřěseńı zobecňeńych linéarńıch
diferencíalńıch rovnic ve ťrı́dě G([a, b ],Rn).

Analogiemi pǒcátěcńıch úloh pro linéarńı obyčejńe diferencíalńı rovnice jsou
zobecňeńe linéarńı diferencíalńı rovnice

x(t) = x̃+
∫ t

t0

d [A ]x + f(t)− f(t0) , (8.13)

na intervalu[a, b ], kde t0 ∈ [a, b ] a x̃∈Rn je dańy vektor. (Žrejmě je x(t0)= x̃
pro kǎzdou funkcix splňuj́ıćı (8.13).)

Každé funkci x∈G([a, b ],Rn) a bodu t0 ∈ [a, b ] přiřad’me funkci At0x
předpisem

(At0x)(t) =
∫ t

t0

d [A ]x pro t∈ [a, b ] . (8.14)

Podle d̊usledku 6.38 jsou funkceAt0x regulovańe na[a, b ]. Zobrazeńı

At0 : x∈G([a, b ],Rn) → At0x∈G([a, b ],Rn)
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je žrejmě linéarńı a, d́ale, podle v̌ety 6.17 plat́ı

‖At0x‖≤
(
varba A

) ‖x‖ pro kǎzdéx∈G([a, b ],Rn) .

Pro kǎzdé t0 ∈ [a, b ] je tedy At0 spojitý lineárńı opeŕator naG([a, b ],Rn), tj.
At0 ∈L (G([a, b ],Rn)).

Dokážeme nyńı, že soǔcasňe je p̌redpisem (8.14) definován spojit́y lineárńı
opeŕator zobrazujı́ćı G([a, b ],Rn) do BV([a, b ],Rn).

8.10. Lemma. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), t0 ∈ [a, b ] a necht’ funkceAt0x
je pro x∈G([a, b ],Rn) definov́ana vztahem(8.14). PotomAt0x∈BV([a, b ],Rn)
pro kǎzd́e x∈G([a, b ],Rn) a zobrazeńı

x∈G([a, b ],Rn) → At0x∈BV([a, b ],Rn)

je ohranǐceńe.

D ů k a z . Bud’ σ libovolné ďeleńı intervalu [a, b ]. Podle v̌ety 6.17 pro kǎzdé
x∈G([a, b ],Rn) máme

ν(σ)∑

j=1

|(At0x)(σj)− (At0x)(σj−1)| =
ν(σ)∑

j=1

∣∣∣
∫ σj

σj−1

d [A ] x
∣∣∣

≤
ν(σ)∑

j=1

(
var

σj
σj−1 A

) ‖x‖ =
(
varba A

) ‖x‖

a

|(At0x)(a)| =
∣∣∣
∫ a

t0

d [A ] x
∣∣∣ ≤

(
varba A

) ‖x‖ .

Tud́ıž At0x∈BV([a, b ],Rn) a

‖At0x‖BV = |(At0x)(a)|+ varba (At0x) ≤ 2
(
varba A

) ‖x‖ .

pro kǎzdé x∈G([a, b ],Rn).

Pomoćı opeŕatoru At0 z (8.14) m̊užeme p̌repsat pǒcátěcńı úlohu (8.13) jako
opeŕatovou rovnici

x−At0x = g, kde g = x̃+ f − f(t0) .

Protǒze neḿame k dispozici prostředky postǎcuj́ıćı k důkazu kompaktnosti operá-
toru A ∈L (G([a, b ],Rn)), nem̊užeme p̌rı́mo aplikovat Fredholmovu v̌etu (v̌e-
ta 8.7) a muśıme postupovat tak trochu oklikou. V následuj́ıćı věťe uḱažeme po-
moćı Hellyovy věty a Osgoodovy v̌ety, že opeŕator At0 generuje kompaktnı́ zob-
razeńı prostoruBV([a, b ],Rn) do sebe.
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8.11. V̌eta. Necht’ t0 ∈ [a, b ] a A∈BV([a, b ], L (Rn)). PolǒzmeLx = At0x pro
x∈BV([a, b ],Rn). PotomL je kompaktńı lineárńı opeŕator naBV([a, b ],Rn).
D ů k a z . Protǒze je ‖x‖ ≤ ‖x‖BV pro kǎzdé x∈BV([a, b ],Rn), plyne z lem-
matu 8.10,̌ze L∈L (BV([a, b ],Rn)).

Dokážeme,že pro kǎzdou posloupnost{xn} ohranǐcenou vBV([a, b ],Rn)
jejı́ obraz{Lxn}⊂BV([a, b ],Rn) obsahuje podposloupnost, která je konvergent-
nı́ v BV([a, b ],Rn).

Necht’ jsou tedy posloupnost{xn}⊂BV[a, b ] a č́ıslo C ∈ [0,∞) takov́e, že
‖xn‖BV ≤C <∞ pro kǎzdé n∈N. Podle Hellyovy v̌ety (věta 2.43) existujı́ fun-
kce x∈BV([a, b ],Rn) a podposloupost{nk}⊂N takov́e, že

‖x‖BV ≤C a lim
k→∞

xnk
(t) = x(t) pro kǎzdé t∈ [a, b ] .

Oznǎcmezk(t)= xnk
(t)−x(t) a prok∈N a t∈ [a, b ]. Potom

|zk(t)| ≤ 2C a lim
k→∞

zk(t) = 0 pro k∈N a t∈ [a, b ] .

Vzhledem k tomu,̌ze v̌sechny integŕaly
∫ d

c
d [A ] zk a

∫ d

c
d [varsa A] zk(s), k∈N,

existuj́ı pro libovolńa c, d∈ [a, b ], věta 6.17 zarǔcuje,že plat́ı

ν(σ)∑

j=1

|(Lzk)(σj)− (Lzk)(σj−1)| =
ν(σ)∑

j=1

∣∣∣∣∣
∫ σj

σj−1

d [A ] zk

∣∣∣∣∣

≤
m∑

j=1

∫ σj

σj−1

d
[
varsa A

] |zk(s)| ≤
∫ b

a
d
[
varsa A

] |zk(s)|

pro libovolńa σ ∈D [a, b ] a k∈N. Máme tedy

varba (Lzk) ≤
∫ b

a
d
[
varsa A

] |zk(s)| pro k∈N .

Podle v̌ety 6.48 je ov̌sem

lim
k→∞

∫ b

a
d
[
varsa A

] |zk(s)| = 0

a tud́ıž taḱe

lim
k→∞

varba
(
Lxnk

−Lx
)

= lim
k→∞

varba (Lzk) = 0 .
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Podobňe

lim
k→∞

|(Lxnk
(a)−L x(a)

)| = lim
k→∞

|(Lzk)(a)| = lim
k→∞

∣∣∣
∫ a

t0

d [A ]x
∣∣∣

≤ lim
k→∞

∫ a

t0

[
varsa A

] |zk(s)| = 0 .

Věta je doḱaźana.

Následuj́ıćı tvrzeńı je důsledkem v̌ety 8.7 a v̌ety 8.11.

8.12. V̌eta. Bud’ dáno t0 ∈ [a, b ]. Rovnice

x(t)−
∫ t

t0

d [A ] x = g(t) (8.15)

má pro kǎzdou funkcig ∈BV([a, b ],Rn) řešeńı na [a, b ] právě tehdy, kdy̌z p̌rı́-
slǔsńa homogenńı rovnice

x(t)−
∫ t

t0

d [A ] x = 0 (8.16)

má na [a, b ] pouze trivíalńı řešeńı x≡ 0. V takov́em p̌rı́paďe je řešeńı rovnice
(8.15)určeno jednoznǎcně.

D ů k a z . Rovnice (8.15) je ekvivalentnı́ s opeŕatorovou rovnićı x−L x= g, kde
Lx = A t0 x pro x∈BV([a, b ],Rn), tj.

(Lx)(t) =
∫ t

t0

d [A ] x pro x∈BV([a, b ],Rn) a t∈ [a, b ].

Podle v̌ety 8.11 jeL lineárńı kompaktńı opeŕator naBV([a, b ],Rn). K dokoňceńı
důkazu v̌ety vyǔzijeme v̌etu 8.7.

P̌redpokĺadejme nyńı, že t∈ (t0, b] a funkcex∈G([a, b ],Rn) splňuje (8.13)
na intervalu[t0, t). Zřejmě je x(t0)= x̃. Pomoćı Hakeovy v̌ety (věta 6.39, viz t́ež
přı́klady 6.41) snadno ově̌rı́me,že plat́ı

x(t−) = x̃+ lim
τ→t−

∫ τ

t0

d [A ] x+
(
f(t−)− f(t0)

)

= x̃+
∫ t

t0

d [A ]x+ f(t)− f(t0)− lim
τ→t−

∫ t

τ
d [A ]x−∆−f(t)

= x̃+
∫ t

t0

d [A ]x+ f(t)− f(t0)−∆−A(t) x(t)−∆−f(t) .
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Má-li tedy funkcex splňovat (8.13) taḱe v boďe t, muśı hodnotax(t) vyhovovat
rovnici

[
I −∆−A(t)

]
x(t) = x(t−) +∆−f(t) , (8.17)

kdeI znǎćı jednotkovou matici typun×n (viz (xiv)). Odtud je žrejmé,že k tomu,
aby řěseńı úlohy (8.13) na intervalu[a, t) bylo mǒzno jednoznǎcným zp̊usobem
prodloǔzit do bodut, bude stǎcit, aby platilo

det
[
I −∆−A(t)

] 6= 0 . (8.18)

Úlohu (8.13) m̊užeme ov̌sem taḱe p̌repsat ve tvaru

x(t) = x(b)−
∫ b

t
d [A ] x+ f(b)+ f(t) .

Podobňe jako v́yše m̊užeme tedy usoudit (rozmyslete si detaily),že k tomu, aby
řěseńı počátěcńı úlohy (8.13) na intervalu(t, t0] bylo mǒzno jednoznǎcným zp̊uso-
bem prodloǔzit do bodut, bude stǎcit, aby platilo

[
I +∆+A(t)

]
x(t) = x(t+)−∆+f(t) (8.19)

a

det
[
I +∆+A(t)

] 6= 0 . (8.20)

Můžeme tedy ǒceḱavat,že podḿınky (8.18) a (8.20) jsou podstatné pro existenci
řěseńı úlohy (8.13).

Jednoduchoúupravou vztah̊u (8.17) a (8.19) dostaneme následuj́ıćı tvrzeńı.

8.13. Lemma.Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a g ∈G([a, b ],Rn). Potom vztahy

∆−x(t) = ∆−A(t) x(t)+ ∆−f(t) ,

∆+x(s) = ∆+A(s) x(s) +∆+f(s)

}
(8.21)

plat́ı pro kǎzd́e řešeńı x úlohy(8.13)na [a, b ], t∈ (a, b] a s∈ [a, b).

8.14. Lemma.Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a t0 ∈ [a, b ]. Potom rovnice(8.15)
má řešeńı pro kǎzdou funkcig ∈BV([a, b ],Rn) tehdy a jen tehdy, když

det
[
I −∆−A(t)

] 6= 0 pro kǎzd́e t∈ (t0, b] (8.22)

a

det
[
I +∆+A(s)

] 6= 0 pro kǎzd́e s∈ [a, t0) . (8.23)

(Zde (t0, b] = ∅ kdy̌z t0 = b a [a, t0)= ∅ kdy̌z t0 = a.)

V takov́em p̌rı́paďe jeřešeńı rovnice(8.15)určeno jednoznǎcně.
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D ů k a z . Podle v̌ety 8.12 stǎćı dokázat,̌ze rovnice (8.16) ḿa pouze trivíalńı řěseńı
na [a, b ] právě tehdy, kdy̌z plat́ı (8.22).

a) P̌redpokĺadejme,̌ze t0 ∈ [a, b) a x je řěseńı rovnice (8.16) na[a, b ]. Podle
lemmatu 8.10 jex∈BV([a, b ],Rn). Zřejmě x(t0) = 0. Podle prvńı z rovnic ve
(8.21) ḿame

∆+x(t0) = ∆+A(t0) x(t0) = 0 ,

tj. x(t0+)= 0. Oznǎcme α(t) = vartt0A pro t∈ [t0, b]. Funkceα je neklesaj́ıćı
na intervalu[t0, b]. Existuje tedy koněcná limita α(t0+) a můžeme tedy zvolit
δ ∈ (0, b− t0) tak, aby platilo

0 ≤ α(t0 + δ)−α(t0+) <
1
2

.

Pro kǎzdé t∈ [t0, t0+δ] odtud pomoćı vět 6.17 a 6.39 odvodı́me nerovnosti

|x(t)| ≤
∫ t

t0

d [α ] |x| = ∆+α(t0) x(t0)+ lim
τ→t0+

∫ t

τ
d [α ] |x|

= lim
τ→t0+

∫ t

τ
d [α ] |x| ≤ [

α(t0+δ)−α(t0+)
] (

sup
t∈[t0,t0+δ]

|x(t)|
)

<
1
2

(
sup

t∈[t0,t0+δ]
|x(t)|

)
.

Tud́ıž
(

supt∈[t0,t0+δ] |x(t)|
)
≤ 1

2

(
supt∈[t0,t0+δ] |x(t)|

)
. To je ale mǒzné pouze

tehdy, kdy̌z x =0 na [t0, t0 + δ].

Polǒzme t∗= sup{τ ∈ (t0, b] : x=0 na [t0, τ ]. Zřejmě je x=0 na [t0, t∗) a
tud́ıž taḱe x(t∗−)= 0. Dále, podle (8.21) ḿame

0 =
[
I −∆−A(t∗)]x(t∗) .

To je ale, vzhledem k p̌redpokladu (8.22), mǒzné pouze tehdy, kdy̌z x(t∗)= 0.

P̌redpokĺadejme,̌ze t∗<b. Stejnou argumentacı́, jakou jsme na zǎcátku d̊uka-
zu doḱazali,že existujeδ ∈ (0, b− t0) takov́e, že x je nulov́e na [t0, t0 + δ], uká-
zali bychom nyńı, že existujeη ∈ (0, b− t∗) takov́e,žex se anuluje na[t∗, t∗+ η],
což je ov̌sem, vzhledem k definicit∗ nemǒzné, tud́ıž muśı být t∗= b. Dokázali
jsme,že kǎzdé řěseńı rovnice (8.16) je nulov́e na[t0, b].

Podobňe bychom pomoćı předpokladu (8.23) doḱazali,že je-li t0 ∈ (a, b], pak
seřěseńı x rovnice (8.16) anuluje také na[a, t0].
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b) P̌redpokĺadejme,̌ze neplat́ı nap̌r. (8.22). Žrejmě je det
[
I −∆−A(t)

] 6=0, jest-
li že je |∆−A(t)| ≤ 1/2. Na druhou stranu, podle důsledku 4.10, obráceńa nerov-
nost |∆−A(t)|> 1/2 plat́ı pro nejv́yše koněcně mnoho bod̊u t∈ (t0, b]. To zna-
meńa,že maticeI −∆−A(t) neńı reguĺarńı pro nejv́yše koněcně mnohot∈ (t0, b].

Můžeme tedy zvolitt∗ ∈ (t0, b] takov́e, že

det
[
I −∆−A(t)

] 6= 0 pro t∈ (t0, t∗) a det
[
I −∆−A(t∗)

]
= 0 .

Dále, ze źaklad̊u lineárńı algebry je zńamo,že potom existujed∈Rn takov́e, že

[
I −∆−A(t∗)

]
c 6= d pro kǎzdé c∈Rn . (8.24)

Definujme

g(t) =

{
0 když t 6= t∗ ,

d když t= t∗ .

Máme ∆−g(t∗)= d. P̌redpokĺadejme,že rovnice (8.15) ḿa na [a, b ] řěseńı x.
Potom podle prvńı části d̊ukazu muśı být x=0 na [a, t∗) a tedy taḱe x(t∗−)= 0.
Podle lemmatu 8.13 musı́ platit

[
I −∆−A(t∗)

]
x(t∗) = d .

To je ov̌sem ve sporu s tvrzenı́m (8.24). Rovnice (8.15) tedy nemůže ḿıt řěseńı.

Neplat́ı-li (8.23), pak analogicky najdeme bodt∗ ∈ [a, b ] a funkci g takov́e,že
bude

[
I +∆+A(t∗)

]
c 6= ∆+g(t∗) pro kǎzdé c∈Rn,

což vede op̌et ke sporu s lemmatem 8.13.

8.15. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a t0 ∈ [a, b ]. Potom pǒcátěcńı úloha
(8.13) má pro kǎzdou funkcif ∈BV([a, b ],Rn) a kǎzd́y vektor x̃ jednoznǎcně
určeńe řešeńı tehdy a jen tehdy, když plat́ı (8.22)a (8.23).

D ů k a z . V̌eta je d̊usledkem v̌ety 8.12 a lemmatu 8.14, kde polož́ıme

g(t)= x̃+ f(t)− f(t0) pro t∈ [a, b ].
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8.5 Zobecňená Gronwallova nerovnost
a apriorn ı́ odhady řešeńı

Důležitou roli v teorii oby̌cejńych diferencíalńıch rovnic (nap̌r. p̌ri důkazu jed-
noznǎcnosti řěseńı počátěcńı úlohy nebo p̌ri důkazech spojit́e źavislosti řěseńı
na ňekteŕych parametrech) hraje tvrzenı́, kteŕe se naźyvá Gronwallovo lemma.
P̌ripoměnme si jeho zňeńı. Důkaz lze naj́ıt ve věťsině ǔcebnic oby̌cejńych dife-
rencíalńıch rovnic (viz nap̌r. [26, Pomocńa věta 4.3.1]).

8.16. Lemma(GRONWALL). Necht’ funkceu a p jsou spojit́e a neźaporńe na
[a, b ], K ≥ 0 a necht’

u(t) ≤ K +
∫ t

a

(
p u

)
ds pro t∈ [a, b ].

Potom

u(t) ≤ K exp
( ∫ t

a
p ds

)
pro t∈ [a, b ].

Pro nas bude podobně d̊uležité zobecňeńı Gronwallova lemmatu na přı́pad, kdy
se v p̌rı́slušńych integŕalńıch nerovnostech vyskytuje Stieltjesův integŕal.

8.17. V̌eta (ZOBECNĚNÉ GRONWALLOVO LEMMA ). Předpokĺadejme,̌ze funkce
u : [a, b ]→ [0,∞) je ohranǐceńa na [a, b ], funkceh : [a, b ]→ [0,∞) je neklesaj́ıćı
a zleva spojit́a na (a, b ], K ≥ 0, L≥ 0 a necht’

u(t) ≤ K +L

∫ t

a
u dh pro t∈ [a, b ]. (8.25)

Potom

u(t) ≤ K exp
(
L [h(t)−h(a)]

)
pro t∈ [a, b ]. (8.26)

D ů k a z . Necht’ κ≥ 0 a wκ(t)= κ exp
(
L [h(t)−h(a)]

)
pro t∈ [a, b ]. Potom

∫ t

a
wκ dh = κ

∫ t

a
exp

(
L [h(t)−h(a)]

)
dh(s)

= κ

∫ t

a

( ∞∑

k=0

Lk

k!
[
h(t)−h(a)]k

)
dh(s) pro t∈ [a, b ].
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Protǒze, jak zńamořada
∞∑

k=0

Lk

k!
[
h(t)−h(a)]k konverguje stejnom̌erňe na[a, b ],

můžeme p̌rehodit pǒrad́ı operaćı integrace a šćıtáńı. Poǔzijeme-li nyńı nav́ıc tvrzeńı
z p̌rı́kladu 6.19, dostaneme tedy

∫ t

a
wκ dh = κ

∞∑

k=0

(Lk

k!

∫ t

a

[
h(s)−h(a)

]k
)

dh(s)

≤ κ

∞∑

k=0

(Lk [h(t)−h(a)]k+1

(k +1)!

)
=

κ

L
exp

(
L [h(t)−h(a)]

)
=

wκ(t)
L

pro t∈ [a, b ]. To znameńa, že funkcewκ splňuje pro kǎzdé κ≥ 0 a t∈ [a, b ] ne-
rovnost

wκ(t) ≥ κ+L

∫ t

a
wκ dh . (8.27)

Bud’ dánoε> 0 a polǒzmeκ=K + ε a vε = u−wκ. Oděcteńım nerovnost́ı
(8.25) a (8.27) zjistı́me,že plat́ı

vε(t) ≤ −ε+
∫ t

a
vε dh pro t∈ [a, b ] . (8.28)

Specíalně, vε(a)= −ε< 0. Zbývaj́ıćı část d̊ukazu bude p̌ripoḿınat postup z d̊uka-
zu lemmatu 8.14. Funkcex i wκ jsou evidentňe ohranǐceńe na [a, b ] pro kǎzdé
κ≥ 0. Tud́ıž taḱe funkcevε je ohranǐceńa na [a, b ]. Podle Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 ḿame

∫ t

a
vε dh = vε(a)∆+h(a)+ lim

δ→0+

∫ t

a+δ
vε dh

≤ −ε ∆+h(a)+ ‖vε‖ [h(t)−h(a+)] ≤ ‖vε‖ [h(t)−h(a+)]

a tedy

vε(t) ≤ −ε+L

∫ t

a
vε dh ≤ −ε +L ‖vε‖ [h(t)−h(a+)] pro t∈ [a, b ] .

Zvolmeη > 0 tak, aby platiloL ‖vε‖ [h(t)−h(a+)]<ε/2 pro t∈ [a, a+ η ]. Pak
budevε < 0 na [a, a+ η ]. Oznǎcme

t∗ = inf{τ ∈ [a, b ] : vε < 0 na[a, τ ]}.
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Vidı́me.že je t∗>a a vε < 0 na [a, t∗). Opětńym poǔzitı́m Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 dostaneme z (8.28)

vε(t) ≤ −ε +L

∫ t

a
vε dh

= −ε +L
(
vε(t∗)∆−h(t∗)+ lim

δ→0+

∫ t∗−δ

a
vε dh

)
≤ −ε < 0

protǒze ∆−h(t∗)= 0 a
∫ t∗−δ

a
vε dh< 0 pro kǎzdé δ > 0.

Kdyby bylo t∗<b, zopakovali bychom p̌redch́azej́ıćı postup a uḱazali,že exis-
tuje η ∈ (0, b− t∗) takov́e, že vε < 0 na intervalu[a, t∗+ η], což je ve sporu s de-
finicı́ t∗. Tud́ıž t∗= b, vε < 0 na ceĺem [a, b ] a

u(t) <wκ(t) =K exp
(
L (h(t)−h(a))

)
+ ε exp

(
L (h(t)−h(a))

)
pro t∈ [a, b ] .

Protǒze ε > 0 bylo libovolné, znameńa to,že plat́ı (8.26).

8.18. Cvǐceńı. Dokǎzte ńasleduj́ıćı variantu v̌ety (8.26):
Předpokĺadejme,̌ze funkceu : [a, b ]→ [0,∞) je ohranǐceńa na [a, b ], funkce

h : [a, b ]→ [0,∞) je neklesaj́ıćı a zprava spojit́a na [a, b), K ≥ 0, L≥ 0 a

u(t) ≤ K +L

∫ b

t
u dh pro t∈ [a, b ]. (8.29)

Potom

u(t) ≤ K exp
(
L [h(b)−h(t)]

)
pro t∈ [a, b ]. (8.30)

8.19. Pozńamka. Obecňejš́ı verse zobecňeńeho Gronwallova lemmatu jsou obsa-
ženy v monografíıch Š. Schwabika [43] (viz V̌eta 1.40) a J. Kurzweila [27] (viz
kapitola 22).

V následuj́ıćı věťe vyǔzijeme zobecňeńe Gronwallovo lemma k odvozenı́ důle-
žitého odhadu prǒrěseńı počátěcńı úlohy (8.13).

8.20. V̌eta. Necht’ t0 ∈ [a, b ] a A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuj́ı (8.22) a (8.23),
f ∈G([a, b ],Rn) a x̃∈Rn a necht’ x je řešeńı úlohy(8.13)na [a, b ]. Potom

varba (x− f) ≤ (varba A) ‖x‖ < ∞ , (8.31)

0 < cA:= max
{

sup
t∈(t0,b ]

∣∣[I −∆−A(t)]−1
∣∣ ,

sup
t∈[a,t0)

∣∣[I + ∆+A(t)]−1
∣∣

}
< ∞





(8.32)

a
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|x(t)| ≤ cA

(|x̃|+2 ‖f‖) exp
(
2 cA vartt0 A

)
pro t∈ [t0, b ] ,

|x(t)| ≤ cA

(|x̃|+2 ‖f‖) exp
(
2 cA vart0t A

)
pro t∈ [a, t0 ] .



 (8.33)

D ů k a z . a) Pro libovolńe ďeleńı σ intervalu [a, b ] máme

ν(D)∑

j=1

∣∣∣x(σj)− f(σj)−x(σj−1)+ f(σj−1)
∣∣∣

=
ν(D)∑

j=1

∣∣∣
∫ σj

σj−1

d[A] x
∣∣∣ ≤

ν(D)∑

j=1

[
(var

σj
σj−1A) ‖x‖] = (varba A) ‖x‖ < ∞ .

b) Nejprve si v̌simňeme trivíalńıho faktu,že nem̊uže b́yt cA≤ 0. Pro t ∈ (a, b ]
takov́e, že |∆−A(t)|< 1

2 máme podle lemmatu 8.8

∣∣[I −∆−A(t)]−1
∣∣ ≤ 1

1− |∆−A(t)| < 2 .

Protǒze mnǒzina
{
t∈ [a, b ]: |∆−A(t)|> 1

2

}
je nejv́yše koněcná, plyne odtud,̌ze

0< sup
t∈(a,b ]

∣∣[I −∆−A(t)]−1
∣∣ <∞.

Podobňe bychom doḱazali, že je taḱe 0< sup
t∈[a,b)

∣∣[I + ∆+A(t)]−1
∣∣ <∞. Plat́ı

tedy (8.31).

c) Necht’ x je řěseńı úlohy (8.13). Polǒzme B(a)= A(a) a B(t)= A(t−) pro
t∈ (a, b ]. Zřejmě (viz věta 2.33)A−B ∈BV([a, b ],Rn), A(t)−B(t)= ∆−A(t)
pro t∈ (t0, b ],

varbt0 (B−A)=
∑

t∈ (t0,b ]

|∆−A(t)| ≤ varbt0 A

a tud́ıž varbt0 B ≤ 2 varbt0 A. Dále, podle lemmatu 6.29 je
∫ t

t0

d [A−B ] x = ∆−A(t) x(t) pro t∈ (t0, b ].

Rovnice (8.13) se tedy redukuje na

[I −∆−A(t)]x(t) = x̃+
∫ t

t0

d [B ]x+ f(t)− f(t0) pro t∈ (t0, b ]

a odtud snadno odvodı́me nerovnost
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|x(t)| ≤ K +L

∫ t

t0

|x| dh pro t∈ [a, b ] ,

kde

K = cA (|x̃|+2 ‖f‖) , L = cA a h(t) = vartt0 B .

Funkceh je neklesaj́ıćı na [t0, b]. Dále, protǒze B je zleva spojit́a na (t0, b ], je
podle lemmatu 2.22 funkceh také zleva spojit́a na (t0, b ]. Podle zobecňeńeho
Gronwallova lemmatu 8.17 dostáváme tedy koněcně prvńı nerovnost v (8.33).

Důkaz druh́e nerovnosti v (8.33) by se při pomoci varianty Gronwallovy ne-
rovnosti ze cvǐceńı 8.18 provedl podobňe.

8.21. Cvǐceńı. Za p̌redpoklad̊u věty 8.20 dokǎzte podrobňe nerovnosti

0< sup
t∈[a,b)

∣∣[I + ∆+A(t)]−1
∣∣ <∞

a

|x(t)| ≤ cA

(|x̃|+2 ‖f‖) exp
(
2 cA vart0t A

)
pro t∈ [a, t0 ] .

8.6 Spojitá závislost řešeńı na parametrech

Necht’ t0 ∈ [a, b ] a A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuj́ı (8.22) a (8.23), necht’ x̃∈Rn,
f ∈G([a, b ],Rn) a necht’ x je řěseńı úlohy (8.13) na[a, b ]. Dále, necht’ y splňuje
na [a, b ] rovnici

y(t) = ỹ +
∫ t

t0

d [A ] y + g(t)− g(t0) ,

kde g ∈G([a, b ],Rn) a ỹ ∈Rn . Potom

(
x(t)− y(t)

)
=

(
x̃− ỹ

)
+

∫ t

t0

d [A ]
(
x− y

)
+

(
f(t)− g(t)

)− (
f(t0)− g(t0)

)

pro t∈ [a, b ]. Podle v̌ety 8.20 tedy ḿame

‖x− y‖ ≤ cA

(∣∣x̃− ỹ
∣∣+2

∥∥f − g‖
)

exp
(
2 cA varba A

)
pro t∈ [a, b ] ,

kde cA ∈ (0,∞) je definov́ano v (8.32). Odtud je zřejmé, že plat́ı následuj́ıćı tvr-
zeńı.
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8.22. V̌eta. Necht’ t0 ∈ [a, b ] a A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuj́ı (8.22) a (8.23).
Dále, necht’ f, fk ∈G([a, b ],Rn) a x̃, x̃k ∈Rn pro k∈N. Předpokĺadejme,̌ze

lim
k→∞

‖fk− f‖ = 0 (8.34)

a

lim
k→∞

x̃k = x̃ . (8.35)

Necht’ x je řešeńı úlohy(8.13) a necht’ pro k∈N jsou xk řešeńı rovnic

xk(t) = x̃k +
∫ t

t0

d [A ] xk + fk(t)− fk(t0)

na [a, b ]. Potom

lim
k→∞

∥∥xk−x
∥∥ = 0 . (8.36)

Ve zb́yvaj́ıćı části odstavce se omezme pro jednoduchost na přı́pad t0 = a, tj.
vyšeťrujeme pǒcátěcńı úlohu

x(t) = x̃+
∫ t

a
d [A ] x+ f(t)− f(a) (8.37)

jako limitu pǒcátěcńıch úloh

xk(t) = x̃k +
∫ t

a
d [Ak ] xk + fk(t)− fk(a) , (8.38)

kde taḱe jádraAk záviśı na parametruk∈N. Tento p̌rı́pad je poňekud slǒzitějš́ı.
Nejprve doḱažeme konvergeňcńı větu pro KS – integŕaly pro situaci, kteŕa neńı po-
kryta větami z kapitoly 5.

8.23. V̌eta. Necht’ f, fk ∈G([a, b ],Rn), A, Ak ∈BV([a, b ], L (Rn)) pro k∈N.
Předpokĺadejme,̌ze plat́ı (8.34),

lim
k→∞

‖Ak−A‖ = 0 (8.39)

a

α∗ := sup
k∈N

varba Ak < ∞ . (8.40)

Potom

lim
k→∞

(
sup

t∈ [a,b ]

∣∣∣
∫ t

a
d [Ak ] fk−

∫ t

a
d [A ] f

∣∣∣
)

= 0 .
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D ů k a z . Bud’ dánoε> 0. Podle v̌ety 4.8 m̊užeme zvolit funkciϕ : [a, b ]→Rn

takovou,̌ze kǎzdá jej́ı komponenta je jednoduchá skokov́a funkce na[a, b ] a p̌ritom
‖f −ϕ‖<ε. Dále, podle (8.34) a (8.39) m̊užeme zvolitk0 ∈N tak, aby soǔcasňe
platilo

‖fk− f‖ < ε a ‖Ak−A‖ < ε prok≥ k0.

Pro dańe t∈ [a, b ] a k≥ k0 máme podle v̌et 6.17 a 6.24

∣∣∣
∫ t

a
d [Ak ] fk−

∫ t

a
d [A ] f

∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ t

a
d [Ak]

(
fk −ϕ

)∣∣∣+
∣∣∣
∫ t

a
d

[
Ak−A

]
ϕ
∣∣∣ +

∣∣∣
∫ t

a
d [A ]

(
ϕ− f

)∣∣∣

≤ (varba Ak) ‖fk−ϕ‖+ 2 ‖Ak−A‖ ‖ϕ‖BV + (varba A) ‖ϕ−x‖

≤ α∗
(‖fk− f‖+ ‖f −ϕ‖) +2 ‖Ak−A‖ ‖ϕ‖BV +(varba A) ‖ϕ− f‖

≤ (
2α∗+2 ‖ϕ‖BV + varba A

)
ε = K ε,

kde K =
(
2α∗ + 2 ‖ϕ‖BV + varba A

)∈ (0,∞) neźaviśı ani nak, ani nat. Tı́m
je věta doḱaźana.

Dále, je ťreba doḱazat ńasleduj́ıćı pomocńe tvrzeńı.

8.24. Lemma. Necht’ A, Ak ∈BV([a, b ], L (Rn)) pro k∈N. Dále, p̌redpokĺa-
dejme,̌ze plat́ı (8.22)(kde t0 = a ) a (8.39).

Potom existujek0 ∈N takov́e, že pro kǎzd́e t∈ (a, b ] a kǎzd́e k≥ k0 plat́ı

det
[
I −∆−Ak(t)

] 6= 0 (8.41)

a

sup
t∈ (a,b ]

∣∣[I −∆−Ak(t)]−1
∣∣ < 2 cA, (8.42)

kdecA ∈ (0,∞) je konstanta definovaná v (8.32).

D ů k a z . D́ıky (8.39) plat́ı podle lemmatu 4.13lim
k→∞

|∆−Ak−∆−A|=0. Může-

me tedy zvolitk0 ∈N tak, aby bylo

|∆−Ak(t)−∆−A(t)| < 1
4 cA

pro t∈ [a, b ] a k≥ k0 . (8.43)

Necht’ t∈ [a, b ] a k≥ k0 jsou d́any. Snadno ov̌ěrı́me,že plat́ı rovnost

I −∆−Ak(t) =
[
I −∆−A(t)

] [
I −Tk(t)

]
,
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kde

Tk(t) =
[
I−∆−A(t)

]−1 (
∆−Ak(t)−∆−A(t)

)
.

Vzhledem k p̌redpokladu (8.22) je tudı́ž maticeI −∆−Ak(t) reguĺarńı tehdy a jen
tehdy, kdy̌z je reguĺarńı maticeI −Tk(t).

Podle (8.32) a (8.43) ḿame

|Tk(t)| =
∣∣[I−∆−A(t)

]−1∣∣ ∣∣∆−Ak(t)−∆−A(t)
∣∣ <

1
4

.

Lemma 8.8 tedy zarǔcuje,že maticeI −Tk(t) a tud́ıž taḱe I−∆−Ak(t) jsou re-
gulárńı a, že plat́ı

∣∣[I −Tk(t)
]−1∣∣< 2. Odtud a z (8.40) plyne

∣∣[I −∆−Ak(t)
]−1∣∣ ≤ ∣∣[I −Tk(t)

]−1∣∣ ∣∣[I −∆−A(t)
]−1∣∣ < 2 cA.

Důkaz je dokoňcen.

Koněcně můžeme zformulovat a dokázat hlavńı větu tohoto odstavce.

8.25. V̌eta. Necht’ t0 = a, A, Ak ∈BV([a, b ], L (Rn)), f, fk ∈G([a, b ],Rn),
x̃, x̃k ∈Rn pro k∈N. Dále, p̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (8.22), (8.34), (8.35), (8.39)
a (8.40). Necht’ x je řešeńı úlohy(8.37)na [a, b ].

Potom existujek0 ∈N takov́e, že pro kǎzd́e k≥ k0 má rovnice(8.38) jediné
řešeńı xk na [a, b ] a plat́ı (8.36).

D ů k a z . Podle (8.22) ḿa rovnice (8.37) jedińe řěseńı x na [a, b ]. Dále podle
lemmatu 8.24, existujek0 ∈N takov́e,že (8.41) plat́ı pro k≥ k0. Tud́ıž, pro kǎzdé
k≥ k0 má rovnice (8.38) jedińe řěseńı xk na [a, b ]. Polǒzme

wk = (xk− fk)− (x− f) (8.44)

Potom

wk(t) = w̃k +
∫ t

a
d [Ak ] wk + hk(t)− hk(a) pro k∈N a t∈ [a, b ],

kde w̃k = (x̃k− fk(a))− (x̃− f(a)) a

hk(t) =
∫ t

a
d [Ak−A ] (x− f) +

(∫ t

a
d [Ak ] fk −

∫ t

a
d [A ] f

)
. (8.45)

Chceme doḱazat,že

lim
k→∞

‖wk‖ = 0. (8.46)
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Podle v̌ety 8.20, lemmatu 8.24 a (8.40) je

|wk(t)| ≤ 2 cA (|w̃k|+ ‖hk‖) exp
(
4 cA α∗) pro t∈ [a, b ]. (8.47)

Stǎćı tud́ıž doḱazat,že

lim
k→∞

|w̃k| = 0 a lim
k→∞

|hk| = 0. (8.48)

Nejprve si pov̌simňeme,že prvńı vztah z (8.48) plyne okam̌zitě z p̌redpoklad̊u
(8.34) and (8.35). D́ale, podle v̌ety 8.23 je

lim
k→∞

∣∣∣
∫ t

a
d [Ak] fk−

∫ t

a
d [A ] f

∥∥∥ = 0. (8.49)

Soǔcasňe, podle v̌ety 6.24 ḿame

∣∣∣
∫ t

a
d [Ak−A] (x− f)

∣∣∣ ≤ 2 ‖Ak−A‖∞ ‖x− f‖BV pro t∈ [a, b ].

Protǒze (x− f)∈BV([a, b ],Rn) podle (8.31), plyne odtud dı́ky (8.39), že plat́ı
také

lim
k→∞

∥∥∥
∫ t

a
d[Ak−A] (x− f)

∥∥∥ = 0. (8.50)

Souhrnem, podle (8.45) a (8.49)–(8.50), dostáváme lim
k→∞

‖hk‖∞ = 0. Plat́ı tedy

(8.48) a vzhledem k (8.47) tudı́ž taḱe (8.46).

Podle (8.44) jexk−x = wk +
(
fk− f

)
. Tvrzeńı věty tud́ıž plyne z (8.34) a

(8.46).

8.7 Fundamentálnı́ matice

Zobecňeńım homogenńıch syst́emů lineárńıch oby̌cejńych diferencíalńıch rovnic
je rovnice

x(t) = x(t0)+
∫ t

t0

d [A ] x . (8.51)

Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), t0 ∈ [a, b ] a necht’ plat́ı (8.22) a (8.23). Potom
podle v̌ety 8.15 (kdef(t) ≡ f(a) na [a, b ]) má rovnice (8.51) pro kǎzdé x̃∈Rn

právě jednořěseńı x na [a, b ] takov́e, že x(t0)= x̃. Naopak, pro dańe t0 ∈ [a, b ]
můžeme kǎzdémuřěseńı x přiřadit hodnotux(t0)∈Rn. Je žrejmé, že tento vztah
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mezi řěseńımi rovnice (8.51) a vektorov́ym prostorem je vźajemňe jednoznǎcný.
Snadno ov̌ěrı́me, že jsou-li x, y řěseńı rovnice (8.51) na[a, b ] a α, β ∈Rn, pak
α x +β y je taḱe řěseńı (8.51) na[a, b ]. Tyto úvahy m̊užeme shrnout do ńasledu-
jı́ćıho tvrzeńı.

8.26. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a necht’ plat́ı (8.22) a (8.23). Potom
mnǒzinařešeńı rovnice(8.51)je lineárńı a tvǒrı́ n– dimensiońalńı podprostor pro-
storuBV([a, b ],Rn).

Nyńı ukážeme,že i pro zobecňeńe linéarńı diferencíalńı rovnice existuje ob-
doba fundamentálńı matice.

8.27 . Definice.Maticová funkce X : [a, b ]→L (Rn) se naźyvá fundament́alńı
matice rovnice(8.51) na intervalu[a, b ] jestliže spľnuje rovnost

X(t) = X(s)+
∫ t

s
d [A ] X pro t, s∈ [a, b ] (8.52)

a detX(t) 6=0 pro alespǒn jednot∈ [a, b ].

8.28. Lemma. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), t0 ∈ [a, b ] a necht’ plat́ı (8.22) a
(8.23). Potom pro kǎzdou maticiX̃ ∈L (Rn) existuje jednoznǎcně uřceńa mati-
cov́a funkceXt0 ∈BV([a, b ], L (Rn)) takov́a, že plat́ı

Xt0(t) = X̃ +
∫ t

t0

d [A ] Xt0 pro t∈ [a, b ] . (8.53)

D ů k a z . Prok =1, 2, . . . , n oznǎcmek– tý sloupec maticeX̃ jako x̃k. Máme

tedy x̃k ∈Rn pro k =1, 2, . . . , n a X̃ =
(
x̃1, x̃2, . . . , x̃n

)
. Podle v̌ety 8.15 pro

každé k∈{1, 2, . . . , n} existuje pŕavě jedna funkcexk ∈BV([a, b ],Rn) vyho-
vujı́ćı rovnici

xk(t) = x̃k +
∫ t

t0

d [A ] xk pro t∈ [a, b ] .

FunkceXt0(t) =
(
x1(t), x2(t), . . . , xn(t)

)
(tj. maticov́a funkce se sloupcixk pro

k =1, 2, . . . , n ) vyhovuje tedy rovnici (8.53) a je určena jednoznǎcně.

8.29 . Pozńamka. Specíalně, jestlǐze je det X̃ 6=0, pak je pro kǎzdé s∈ [a, b ]
maticov́a funkceXs určeńa lemmatem 8.28 fundamentálńı matićı rovnice (8.51).

8.30. Lemma.Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a necht’ plat́ı (8.22)a (8.23). Potom
pro libovolnou fundamentálńı matici X rovnice(8.51)je

det X(t) 6=0 pro kǎzd́e t∈ [a, b ]. (8.54)
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D ů k a z . Necht’ X je fundament́alńı matice rovnice (8.51) na[a, b ] a necht’
(8.54) neplat́ı. Potom existuj́ı body t0, t1 ∈ [a, b ] takov́e, že

det X(t0) 6= 0 a det X(t1) = 0 .

Z druh́e rovnosti plyne,̌ze sloupcex1(t1), x2(t2), . . . , xn(t1) maticeX(t1) jsou
lineárňe źavisĺe. Existuj́ı tedy koeficientyc1, c1, . . . , cn ∈R takov́e, že

n∑

k=1

|ck| > 0 a
n∑

k=1

ck xk(t1) = 0 .

Polǒzme x(t) =
n∑

k=1

ck xk(t) pro t∈ [a, b ]. Potomx je žrejmě řěseńım rovnice

(8.51) ax(t1) = 0. Dosazeńım t = t1 do (8.51) a oděcteńım takto źıskańe rov-
nosti od (8.51) zjist́ıme,že x splňuje rovnici

x(t) =
∫ t

t1

d [A ] x pro t∈ [a, b ].

Protǒze stejnou rovnici splňuje i identicky nulov́a funkce, plyne odtud podle věty
8.15,že muśı být x=0 na [a, b ]. Tedy taḱe

x(t0) =
n∑

k=1

ck xk(t0) = 0 pro t∈ [a, b ] ,

což ov̌sem, vzhledem k p̌redpoklad̊um det X(t0) 6=0 a
n∑

k=1

|ck| > 0, neńı možné.

Budeme poťrebovat, aby fundamentálńı maticeXt0 byla definov́ana na[a, b ]
pro kǎzdé t0 ∈ [a, b ]. K tomu je nutno ześılit předpoklady (8.22) a (8.23) na

det
[
I −∆−A(t)

] 6= 0 pro kǎzdé t∈ (a, b ]
a

det
[
I +∆+A(s)

] 6= 0 pro kǎzdé s∈ [a, b) .





(8.55)

Následuj́ıćı věta je d̊usledkem lemmat 8.28 a 8.30.
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8.31. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuje (8.55). Potom existuje pŕavě
jedna maticov́a funkceU : [a, b ]× [a, b ]→L (Rn) takov́a, že plat́ı

U(t, s) = I +
∫ t

s
d [A(τ) ] U(τ, s) pro t, s∈ [a, b ]× [a, b ] . (8.56)

Pro kǎzd́e t0 ∈ [a, b ] je funkceU(., t0) : t∈ [a, b ]→U(t, t0)∈Rn fundament́alńı
matice rovnice(8.51).

FunkceU má nav́ıc tyto vlastnosti:

(i) U(., s)∈BV([a, b ], L (Rn)) pro kǎzd́e s∈ [a, b ],

(ii) U(t, t)= I pro kǎzd́e t∈ [a, b ],

(iii) det U(t, s) 6=0 pro všechnat, s∈ [a, b ].

D ů k a z . Pro kǎzdé s∈ [a, b ] existuje podle lemmatu 8.28 právě jedna maticov́a
funkceXs ∈BV([a, b ], L (Rn)) takov́a, že plat́ı

Xs(t) = I +
∫ t

s
d [A ] Xs pro t∈ [a, b ].

DefinujmeU(t, s)= Xs(t) pro t, s∈ [a, b ]. PotomU splňuje (8.56) aU(t, t)= I
pro t∈ [a, b ]. Odtud plyne,̌ze pro kǎzdé t0 ∈ [a, b ] je U(., t0) fundament́alńı ma-
tice rovnice (8.51) na[a, b ]. Koněcně, podle lemmatu 8.30 jedet U(t, s) 6=0 pro
všechnat, s∈ [a, b ].

8.32. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), t0 ∈ [a, b ], x̃∈Rn , necht’ plat́ı (8.55)
a necht’ maticov́a funkceU je určena v̌etou8.31. Potomx : [a, b ]→Rn je řešeńı
počátěcńı úlohy

x(t) = x̃+
∫ t

s
d [A ] x (8.57)

na intervalu[a, b ] tehdy a jen tehdy, když

x(t)= U(t, t0) x̃ pro t∈ [a, b ] . (8.58)

D ů k a z . a) Dosad́ıme-li (8.58) do
∫ t

t0

d [A ] x a vyǔzijeme-li (8.56), dostaneme

∫ t

t0

d [A ] x =
∫ t

t0

d [A(τ) ] U(τ, s) x̃ =
(
U(t, t0)− I

)
x̃ = x(t)− x̃,

tj. funkcex definovańa vztahem (8.58) jěrěseńı rovnice (8.57).

b) Obŕaceńa implikace plyne z jednoznačnostiřěseńı rovnice (8.57) (viz v̌eta 8.15).
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8.33. Definice.Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a necht’ plat́ı (8.55). Potom mati-
covou funkciU určenou v̌etou 8.31 naźyvámeCauchyova maticerovnice (8.51).

Cauchyova maticeU je funkce dvou prom̌enńych. P̌ripoměnme ňekteŕa ozna-
čeńı už́ıvańa pro funkce dvou prom̌enńych.

8.34. Oznǎceńı. Necht’ F : [a, b ]× [a, b ] : L (Rn). Potom pro dańe τ ∈ [a, b ] sym-
boly F (τ, .) resp.F (., τ) znǎćı funkce jedńe prom̌enńe

F (τ, .) : s∈ [a, b ]→F (τ, s) resp.F (., τ) : t∈ [a, b ]→F (t, τ) .

Podobňe

F (τ, s+) = lim
δ→0+

F (τ, s + δ) a F (τ, s−) = lim
δ→0+

F (τ, s− δ) .

8.35. D̊usledek. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), t0 ∈ [a, b ] a X̃ ∈L (Rn). Dále,
necht’ plat́ı (8.55)a necht’ U je Cauchyova matice rovnice(8.51). Potom maticov́a
funkceX : [a, b ] → L (Rn) splňuje rovnici

X(t) = X̃ +
∫ t

t0

d [A ] X (8.59)

na intervalu[a, b ] tehdy a jen tehdy, když

X(t)=U(t, t0) X̃ pro t∈ [a, b ] . (8.60)

D ů k a z . Pro kǎzdý sloupecxk, k =1, 2, . . . , n, maticov́e funkceX plat́ı podle
věty 8.32

xk(t)=U(t, t0) x̃k pro t, t0 ∈ [a, b ],

kde x̃k jsou sloupce maticẽX. Odtud tvrzeńı okam̌zitě plyne. .

8.36. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), necht’ plat́ı (8.55)a necht’ U je Cau-
chyova matice rovnice(8.51). Potom vztahy

U(t, r) U(r, s) = U(t, s) (8.61)

(U(t, r))−1 = U(r, t) (8.62)

plat́ı pro libovolnou trojici bod̊u t, s, r z intervalu[a, b ].
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D ů k a z . a) Pro libovolńa t, s, r∈ [a, b ] máme podle (8.56)

U(t, s) = I +
∫ t

s
d [A(τ) ] U(τ, s)

= I +
∫ r

s
d [A(τ) ] U(τ, s)+

∫ t

r
d [A(τ) ]U(τ, s)

= U(r, s)+
∫ t

r
d [A(τ) ]U(τ, s) .

Oznǎćıme-li sloupce maticeU symbolyuk, k =1, 2, . . . , n, zjist́ıme,že pro kǎz-
dé k = 1, 2, . . . , n a r, s∈ [a, b ] je funkcex(t)= uk(t, s) řěseńım rovnice

x(t) = uk(r, s) +
∫ t

r
d [A ]x

na [a, b ]. Podle v̌ety 8.32 tud́ıž plat́ı

uk(t, s) = U(t, r) uk(r, s) pro k =1, 2, . . . , n a t, s, r∈ [a, b ] .

Odtud ǔz vztah (8.61) okam̌zitě plyne.

b) Specíalně, jestlǐze t = s, pak podle v̌ety 8.31 dost́avámeU(t, r) U(r, t)= I pro
každé r∈ [a, b ]. Plat́ı tedy (8.62).

8.37. Pozńamka. Necht’ U je Cauchyova matice rovnice (8.51). Potom podle věty
8.36 je

U(t, s) = U(t, a) U(a, s) = U(t, a) (U(s, a))−1 pro t, s∈ [a, b ] .

Oznǎćıme-li tedy X(t) = U(t, a), bude platit U(t, s) = X(t) (X(s))−1 pro
t, s∈ [a, b ]. P̌ripoměnme,že X je fundament́alńı matice rovnice (8.51).

Ve zb́yvaj́ıćı části tohoto odstavci uvedeme ješťe ňekolik daľśıch vlastnost́ı
Cauchyovy matice rovnice (8.51).

8.38. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), necht’ plat́ı (8.55)a necht’ U je Cau-
chyova matice rovnice(8.51). Potom plat́ı

U(t+, s) =
[
I +∆+A(t)

]
U(t, s) pro t∈ [a, b), s∈ [a, b ] ,

U(t−, s) =
[
I −∆−A(t)

]
U(t, s) pro t∈ (a, b ], s∈ [a, b ] ,

U(t, s+) = U(t, s)
[
I +∆+A(s)

]−1
pro t∈ [a, b ], s∈ [a, b) ,

U(t, s−) = U(t, s)
[
I −∆+A(s)

]−1
pro t∈ [a, b ], s∈ (a, b ] .





(8.63)
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D ů k a z . a) Prvńı dva vztahy odvod́ıme jestlǐze do vztah̊u (8.21) z lemmatu 8.13
dosad́ıme postupňe zax sloupce maticov́e funkceU.

b) Necht’ t∈ [a, b ], s∈ [a, b) a δ ∈ (b− s). Potom podle (8.56) ḿame

U(t, s + δ)−U(t, s) =
∫ t

s+δ
d [A(τ)]U(τ, s + δ)−

∫ t

s
d [A(τ)]U(τ, s)

=
∫ t

s+δ
d [A(τ)]

(
U(τ, s+ δ)−U(τ, s)

)−
∫ s+δ

s
d [A(τ)]U(τ, s)

Maticová funkceY (t)= U(t, s+ δ)−U(t, s) tedy spľnuje rovnici

Y (t) = Ỹ +
∫ t

s+δ
d [A(τ)]Y (τ) pro t∈ [a, b ] ,

kde

Ỹ = −
∫ s+δ

s
d [A(τ)]U(τ, s) .

Podle d̊usledku 8.35 tud́ıž máme

U(t, s + δ)−U(t, s) = Y (t) = U(t, s+ δ) Ỹ

= −U(t, s + δ)
∫ s+δ

s
d [A(τ)]U(τ, s) .

Limitnı́m p̌rechodemδ→ 0+ při použitı́ Hakeovy v̌ety 6.39 odtud dostaneme

U(t, s+)−U(t, s) = −U(t, s+) ∆+A(s) U(s, s) = −U(t, s+)∆+A(s) .

neboli U(t, s) = U(t, s+)
[
I +∆+A(s)

]
. Odtud okam̌zitě plyne platnost třet́ıho

vztahu z (8.63). Zb́yvaj́ıćı rovnost bychom doḱazali analogicky.

8.39. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), necht’ plat́ı (8.55)a necht’ U je Cau-
chyova matice rovnice(8.51). Potom existujeM ∈ (0,∞) takov́e, že plat́ı

|U(t, s)|+ varba U(., s)+ varba U(t, .) ≤ M pro t, s∈ [a, b ] . (8.64)

D ů k a z . a) Prok =1, 2, . . . , n oznǎcme symbolemek k – tý sloupec jednotkov́e
maticeI. Potom|ek|= 1 pro kǎzdé k =1, 2, . . . , n. Podle v̌ety 8.20 ḿame

|uk(t, s)| ≤M1: = cA exp
(
2 cA varba A

)
<∞ pro t, s∈ [a, b ] a k =1, 2, . . ., n,

kde cA ∈ (0,∞) je definov́ano v (8.32). Tud́ıž

|U(t, s)| = max
k=1,2,...,n

|uk(t, s)| ≤ M1 pro t, s∈ [a, b ]. (8.65)
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b) Necht’ t1, t2, s∈ [a, b ] a t1≤ t2. Potom

|uk(t2, s)−uk(t1, s)| =
∣∣∣
∫ t2

t1

d [A(τ) ]uk(τ, s)
∣∣∣ ≤ M1 vart2t1A .

Pro libovolńe s∈ [a, b ], k =1, 2, . . . , n a libovolńe ďeleńı σ intervalu [a, b ] tedy
máme

V (uk(., s), σ) ≤ M1

ν(σ)∑

j=1

var
σj
σj−1A = M1 varba A =: M2 < ∞

a proto

varba U(., s) ≤ max
k=1,2,...,n

varba uk(., s) ≤ M2 pro s∈ [a, b ] . (8.66)

c) Necht’ t, s1, s2 ∈ [a, b ] a s1≤ s2. Potom

uk(t, s2)−uk(t, s1)

=
∫ t

s2

d [A(τ) ] uk(τ, s2)−
∫ t

s2

d [A(τ) ]uk(τ, s1)−
∫ s2

s1

d [A(τ) ] uk(τ, s1)

= −
∫ s2

s1

d [A(τ) ]uk(τ, s1)+
∫ t

s2

d [A(τ) ]
(
uk(τ, s2)−uk(τ, s1)) ,

Funkcex(t) = uk(t, s2)−uk(t, s1) splňuje tedy na[a, b ] rovnici

x(t) = −
∫ s2

s1

d [A(τ) ]uk(τ, s1)+
∫ t

s2

d [A ] x

Podle v̌ety 8.32 tedy pro kǎzdé k =1, 2, . . . , n máme

uk(t, s2)−uk(t, s1) = −U(t, s2)
(∫ s2

s1

d [A(τ) ]uk(τ, s1)
)

pro t∈ [a, b ]

a tud́ıž |uk(t, s2)−uk(t, s1)| ≤M2
1 vars2

s1
A pro k =1, 2, . . . , n. Pro libovolńe

t∈ [a, b ], k = 1, 2, . . . , n a libovolńe ďeleńı σ intervalu [a, b ] tedy ḿame

V (uk(t, .), σ) ≤ M2
1

ν(σ)∑

j=1

var
σj
σj−1A = M2

1 varba A =: M3 < ∞

a proto

varba U(t, .) ≤ max
k=1,2,...,n

varba uk(t, .)| ≤ M2 pro t∈ [a, b ] . (8.67)
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d) Podle (8.64)–(8.66) tvrzenı́ věty plat́ı pro M =M1 +M2 +M3.

Pro funkce dvou prom̌enńych je mǒzno definovat pojem variace několika r̊uz-
nými způsoby. Pro ńas je zaj́ımav́a definice Vitaliova.

8.40. Definice.Necht’ F : [a, b ]× [a, b ]→L (Rn). Pro dańa ďeleńı σ, ρ intervalu
[a, b ], j =1, 2, . . . , ν(σ) a k =1, 2, . . . , ν(ρ) položme

∆j,k(F ; σ,ρ) = F (σj , ρk)−F (σj−1, ρk)−F (σj , ρk−1)+F (σj−1, ρk−1) .

Potom velǐcina

v(F ) = sup
σ, ρ∈D [a,b ]

ν(σ)∑

j=1

ν(ρ)∑

k=1

∣∣∆j,k(F ;σ,ρ)
∣∣

se naźyváVitaliova variacefunkceF na intervalu[a, b ]× [a, b ].

8.41. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), necht’ plat́ı (8.55)a necht’ U je Cau-
chyova matice rovnice(8.51). Potomv(U) <∞.

D ů k a z . M̌ejme dv̌e libovolńa ďeleńı σ, ρ intervalu [a, b ]. Podle v̌ety 8.36
(viz též pozńamka 8.37 jeU(t, s)= U(t, a) U(a, s) pro t, s∈ [a, b ]. Pro libovolńa
j =1, 2, . . . , ν(σ) a k = 1, 2, . . . , ν(ρ) tedy ḿame

∣∣∆j,k(F ; σ, ρ)
∣∣ =

∣∣∣
[
U(σj , a)−U(σj−1, a)

]
U(a, ρk)

− [
U(σj , a)−U(σj−1, a)

]
U(a, ρk−1)

∣∣∣
≤

∣∣∣
[
U(σj , a)−U(σj−1, a)

]
U(a, ρk)

∣∣∣
+

∣∣∣
[
U(σj , a)−U(σj−1, a)

]
U(a, ρk−1)

∣∣∣
≤ varba U(., a)

(|U(a, ρk)|+ |U(a, ρk−1)|
) ≤ 2M2 ,

kde M <∞ bylo uřceno ve v̌eťe 8.39.

8.8 Nehomogenńı rovnice

Vrat’me se nyńı k nehomogenńı počátěcńı úloze

x(t) = x̃+
∫ t

t0

d [A ] x+ f(t)− f(t0) . (8.13)
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STIELTJESŮV INTEGRÁL 219

Budeme p̌redpokĺadat,že A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuje (8.55). Pro libovolńa
x̃∈Rn a f ∈BV([a, b ],Rn) existuje podle v̌ety 8.15 jedińe řěseńı x úlohy (8.13)
a totořěseńı má koněcnou variaci na[a, b ]. Všichni v̌sak tǔśıme, že toto tvrzeńı
lze rožśıřit i na obecňejš́ı přı́pad f ∈G([a, b ],Rn). To je realizov́ano ńasleduj́ıćı
větou, kteŕa zahrnuje i vyj́aďreńı řěseńı úlohy (8.13) ve tvaru p̌ripoḿınaj́ıćım for-
muli variace konstantznámé z teorie oby̌cejńych diferencíalńıch rovnic.

8.42. V̌eta. Necht’ t0 ∈ [a, b ] a A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuj́ı (8.55)a necht’ U
je Cauchyova matice rovnice(8.51)určeńa větou8.31 .

Potom rovnice(8.57)má pro kǎzd́e x̃∈Rn a kǎzd́e f ∈G([a, b ],Rn) jediné
řešeńı x na [a, b ]. Totořešeńı je dáno formuĺı

x(t) = U(t, t0) x̃+ f(t)− f(t0)−
∫ t

t0

ds[U(t, s) ]
(
f(s)− f(t0)

)

pro t∈ [a, b ].



 (8.68)

Je žrejmé, že pro podrobńy důkaz je nutńe ňeco v̌eďet o integŕalńıch opeŕato-
rech typu

U : x∈G([a, b ],Rn) → y(t) =
∫ t

t0

ds[K(t, s) ] x(s), (8.69)

kde funkceK má stejńe vlastnosti jako Cauchyova matice přı́slušńe homogenńı
rovnice a symbol ds naznǎcuje,že integrujeme funkce prom̌enńe s a t je zde pa-
rametr. Vzhledem k vlastnostem funkceU popsańym v p̌reděslé kapitole je viďet,
že pro kǎzdou funkcix∈G([a, b ],Rn) je jej́ı obrazy = U x dob̌re definov́an na
ceĺem intervalu[a, b ]. (Jde v̌zdy o integraci funkce regulované vzhledem k funkci s
koněcnou variaćı.) Bohǔzel, vlastnosti operátor̊u tvaru (8.70) nejsou ǔz tak na prvńı
pohled žrejmé. Nav́ıc, abychom doḱazali, že funkcex je řěseńım úlohy (8.13),
poťrebujeme um̌et p̌rehodit pǒrad́ı integrace ve dvojńem integŕalu

∫ t

a
d [A(τ) ]

(∫ τ

t0

ds [U(τ, s) ]
(
f(s)− f(t0)

))
.

tak, aby bylo mǒzno vyǔźıt vztah (8.56) definujı́ćı funkci U. K tomu je nutńe
mı́t k dispozici apaŕat umǒzňuj́ıćı zach́azeńı s dvojńymi integŕaly. Ten se oṕırá
též o pojem variace funkcı́ dvou prom̌enńych zavedeńy v definici 8.40. Toto v̌se
se v poťrebńem rozsahu ǔz do tohoto textu nevejde. Nebudu zde tedy prováďet po-
drobńe d̊ukazy a jenom se pokusı́m aspǒn p̌riblı́žit jejich hlavńı myšlenky. V̌eťsinou
neńı obt́ıžné doplnit vynechańe detaily na źaklaďe znalosti postup̊u z p̌reděslých
kapitol. Podrobnosti t́ykaj́ıćı se variace funkćı dvou prom̌enńych a integŕalńıch
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opeŕator̊u uřceńych takov́ymito funkcemi lze najı́t zejména v kapitole III monogra-
fie [14] a v odstavci I.6 a kapitole II monografie [53]. Formule variace konstant pro
f ∈BV([a, b ],Rn) je doḱaźana v [53, III.2] nebo v [43, Theorem 6.17], zatı́mco v
[57, Proposition 4.4.3] je dokáźana prof regulovanou.

Omeźıme se nyńı na p̌rı́pad t0 = a, tj. hled́ameřěseńı úlohy (8.37). D̊ukaz je
rozďelen na 4 kroky:

Nejprve definujeme

K(t, s) =

{
U(t, s) když a≤ s≤ s≤ b,

U(t, t) když a≤ t≤ s≤ b .

Zřejmě varba K(t, .)≤ varta U(t, .) pro kǎzdé t∈ [a, b ], varba K(., s)≤varbs U(., s)
pro kǎzdé s∈ [a, b ] a v(K)≤ v(U). Existuje tedy konstantaκ ∈ (0,∞) takov́a,
že

v(K)+ varba K(t, .)+ varba K(., s) ≤ κ<∞ pro t, s∈ [a, b ].

Je žrejmé, že pro kǎzdé x∈G([a, b ],Rn) je dob̌re definov́ana na[a, b ] funkce

y : t∈ [a, b ] →
∫ b

a
ds[K(t, s) ]x(s), (8.70)

přičem̌z

∫ b

a
d [K(t, s) ]x(s) =

∫ t

a
ds[U(t, s) ]x(s)

Podle [53, Theorem I.6.18] je varb
a y≤ v(K) ‖x‖<∞.

Druhý krok spǒćıvá v d̊ukazu,že plat́ı

y(t+) =
∫ b

a
ds [K(t+, s) ]x(s) když t∈ [a, b), (8.71)

y(t−) =
∫ b

a
ds [K(t−, s) ]x(s) když t ∈ (a, b ]. (8.72)

Podle [53, Lemma I.6.14]) majı́ všechny funkce

K(t+, .) a K(s−, 0), t ∈ [a, b), s ∈ (a, b ]
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koněcnou variaci na[a, b ] a tud́ıž jsou integŕaly na prav́ych strańach v (8.71) dob̌re
definov́any. Protǒzeže x je na [a, b ] stejnom̌erńa limita jednoduch́ych skokov́ych
funkćı, stǎćı dokázat,že rovnosti (8.71) platı́ pro kǎzdou funkce typu

χ[a,τ ], χ[τ,b], τ ∈ [a, b ]. (8.73)

Je=li nap̌r. x = χ[a,τ ], kde τ ∈ [a, b ], pak pro kǎzdé t∈ [a, b ] máme (viz (6.17))
y(t) = K(t, τ+)−K(t, a) a tud́ıž

y(t+) = K(t+, τ+)−K(t+, a) když t∈ [a, b)

a

y(t−) = K(t−, τ+)−K(t−, a) když t∈ (a, b ].

Na druhou stranu, ḿame
∫ b

a
ds [K(t+, s)]χ[a,τ ] = K(t+, τ+)−K(t+, a) když t∈ [a, b),

a ∫ b

a
ds [K(t−, s)]χ[a,τ ] = K(t−, τ+)−K(t−, a) když t∈ (a, b ] ,

tj. plat́ı (8.73). Podobňe bychom ov̌ěrili platnost relaćı (8.71) pro funkce tvarux =
χ[τ,b ], τ ∈ [a, b ] a t́ım tedy i pro kǎzdou funkcix∈G([a, b ],Rn).

Vidı́me tedy,že funkcex(t) definovańa formuĺı (8.68) je regulovańa na [a, b ]
pro kǎzdou funkcif ∈G([a, b ],Rn) a kǎzdý vektor x̃∈Rn .

Ve ťret́ım kroku se uḱaže, že za nǎsich p̌redpoklad̊u je pro kǎzdé t∈ [a, b ] a
každou funkcif ∈G([a, b ],Rn) pravdiv́a relace Fubiniova typu

∫ t

a
d [A(τ) ]

(∫ t

a
ds [K(τ, s) ]

(
f(s)− f(a)

))

=
∫ t

a
d

[∫ t

a
d [A(τ) ] K(τ, s)

] (
f(s)− f(a)

)
.

V důkazu tohoto kroku se opět vyǔzije stejnom̌erńa aproximace regulovaných
funkćı jednoduch́ymi skokov́ymi funkcemi, vzorce z p̌rı́kladů 6.15 a konvergěcńı
vlastnosti KS – integŕalu. Nav́ıc je ov̌sem nutno taḱe poǔźıt vlastnosti opearátor̊u

tvaru f ∈G([a, b ],Rn) →
∫ b

a
K(t, s) d [f(s) ].

Na źavěr dosad́ıme (8.68), tj.

x(t) = U(t, a) x̃+ f(t)− f(a)−
∫ t

a
ds[K(t, s) ]

(
f(s)− f(t0)

)
,
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do integŕalu
∫ t

a
d [A ]x a, vzhledem k definici funkceK, dostaneme

∫ t

a
d [A ]x =

∫ t

a
d [A(τ) ]U(τ, a) x̃+

∫ t

a
d [A(s) ] (f(s)− f(a))

−
∫ t

0
d [A(τ) ]

(∫ τ

a
ds [K(τ, s)](f(s)− f(a))

)

= [U(t, a)− I] x̃+
∫ t

a
d[A(s)](f(s)− f(a))

−
∫ t

a
ds

[∫ t

a
d [A(τ)]K(τ, s)

]
(f(s)− f(a))

= [U(t, a)− I] x̃+
∫ t

a
d[A(s)](f(s)− f(a))

−
∫ t

a
ds

[∫ s

a
d [A(τ)]U(τ, τ)

]
(f(s)− f(a))

−
∫ t

a
ds

[∫ t

s
d [A(τ)]U(τ, s)

]
(f(s)− f(a))

= [U(t, a)− I] x̃+
∫ t

a
d[A(s)](f(s)− f(a))

−
∫ t

a
d [A(s) ] (f(s)−f(a))−

∫ t

a
ds [U(t, s)− I] (f(s)−f(a))

= [U(t, a)− I] x̃−
∫ t

a
ds[U(t, s) ] (f(s)− f(a))

= x(t)−x(0)− f(t)+ f(0) .

Funkcex je tedyřěseńı úlohy (8.37) na[a, b ]. Jeho jednoznǎcnost plyne z jedno-
znǎcnosti nulov́ehořěseńı přı́slušńe homogenńı rovnice. T́ımto je d̊ukaz v̌ety 8.42
dokoňcen.

Jestlǐze je funkceA spojit́a zleva na intervalu(a, b ], pak je mǒzno vzorec
(8.68) poňekud zjednodǔsit definujeme-liX(t) =U(t, a) pro t∈ [a, b ] a

Y (s) =

{
U(a, s+) když a≤s< b,

U(a, b) když s= b.
(8.74)

8.43. D̊usledek. Necht’ t0 = a a A∈BV([a, b ], L (Rn)) je zleva spojit́a na [a, b )
a spľnuje podḿınky (8.23). Necht’ U je Cauchyova matice rovnice(8.51)určeńa
větou8.31, X(t)= U(t, a) pro pro t∈ [a, b ] a Y je definovańa p̌redpisem(8.74).
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Potom rovnice(8.37)má pro kǎzd́e x̃∈Rn a kǎzdou funkcif ∈G([a, b ],Rn)
zleva spojitou na(a, b ] jediné řešeńı x na [a, b ]. Totořešeńı je dáno formuĺı

x(t) = X(t) x̃+X(t)
(∫ t

a
Y df

)
pro t∈ [a, b ]. (8.75)

D ů k a z . Necht’ x̃∈Rn a necht’ f ∈G([a, b ],Rn) je zleva spojit́a na (a, b ].
Podle v̌ety 8.42 ḿa rovnice (8.37) jedińe řěseńı x na [a, b ]. Formuli (8.68) m̊u-
žeme p̌repsat ve tvaru

x(t) = X(t) x̃+
(
f(t)− f(a)

)
+X(t)

( ∫ t

a
d [X−1(s) ]

(
f(s)− f(a)

))
,

kde X−1(s)= U(a, s). Máme X−1(s) = −Y (s)−∆+X−1(s) pro s∈ [a, b).
Podle lemmatu 6.33 je pro každé t∈ [a, b ]

∫ t

a
d [X−1 ]

(
f(s)−f(a)

)
=

∫ t

a
d [Y ]

(
f(s)−f(a)

)−∆+X−1(t)
(
f(t)−f(a)

)
.

Protǒze X je zleva spojit́a na(a, b ] a Y je zprava spojit́a na[a, b), integraćı per-
partes (v̌eta 6.34) dostaneme

x(t) = X(t) x̃+
(
f(t)− f(a)

)
+X(t)

(∫ t

a
d [X−1(s) ]

(
f(s)− f(a)

))

= X(t) x̃+
(
f(t)− f(a)

)
+X(t)

∫ t

a
Y df .

+X(t)∆+X−1(t)
(
f(t)− f(a)

)−X(t) Y (t)
(
f(t)− f(a)

)

Koněcně, protǒze

X(t)∆+X−1(t)
(
f(t)− f(a)

)−X(t) Y (t)
(
f(t)− f(a)

)

= X(t)
(
X−1(t+)−X−1(t)

(
f(t)−f(a)

)−X(t)X−1(t+)
(
f(t)−f(a)

)

= −(
f(t)− f(a)

)
,

dost́aváme (8.75).

Dı́ky věťe 8.42 resp. jejı́mu d̊usledku 8.43 je jǐz mǒzné súsp̌echem vy̌seťrovat
nap̌r. okrajov́e úlohy, ve kteŕych se hled́a funkce, kteŕa spľnuje na intervalu[a, b ]
rovnici (8.57) a nav́ıc i nějaḱe dodatěcné podḿınky, nap̌r. dvoubodov́e podḿınky
M x(a)+ N x(b)= 0, kde M,N ∈L (Rn). To je ale ǔz jiná historie, kteŕa se do
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tohoto textu, stejňe jakořada daľśıch t́emat, jako jsou souvislosti s funkcionálně–
diferencíalńımi rovnicemi, dynamicḱymi syst́emy na t.zv.̌casov́ych škálách (time
scales), aplikace náulohy s impulsy a dalš́ı, už opravdu nevejde. Jako doplňkovou
literaturu k t́eto kapitole lze doporǔcit nap̌r. monografie [15], [27], [43], [57] nebo
články [1],[8], [9], [36], [49], [50],
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