
Kapitola 1

Úvod

1.1 Problém moment̊u

Je zńamo (viz nap̌r. kapitola I v [44]),že hodnota klasicḱeho Riemannova integrálu∫ b

a
f(x) dx neźaporńe a spojit́e funkce

1.2 Křivkov é integrály

K ŘIVKOV Ý INTEGRÁL PRVNÍHO DRUHU.
Necht’ ϕ je spojit́e zobrazeńı uzav̌reńeho a ohranǐceńeho intervalu[a, b ] do

třı́rozměrńeho vektorov́eho prostoruR3. Množina bod̊u

ϕ(t)= (ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t))∈R3,

kde t prob́ıhá interval [a, b ], se naźyvá cestav R3 definovańa na intervalu[a, b ]
a znǎćıme ji taḱe symbolemϕ. Délkou cestyϕ rozuḿıme d́elku ǩrivky definovańe
grafem{ϕ(t) : t∈ [a, b ]} funkceϕ a znǎćıme ji symbolemΛ(ϕ; [a, b ]).

Bud’ ϕ cesta vR3 definovańa na intervalu[a, b ], jejı́ž délka je koněcná.
P̌redpokĺadejme d́ale, že zobrazeńı ϕ : [a, b ]→R3 je prost́e. P̌redstavme si,̌ze ϕ
je dŕat af(x)∈R je jeho hustota v boďe x. Hmotačásti dŕatu odpov́ıdaj́ıćı inter-
valu [c, d ]⊂ [a, b ] je tedy p̌ribli žně vyjáďrenač́ıslem f(ϕ(ξ)) Λ(ϕ; [c, d ]). kde ξ
je nějaḱy bod intervalu[c, d ].

Necht’ σj , j =0, 1, . . . ,m, jsou body intervalu[a, b ] takov́e, že

a=σ0 <σ1 < . . . <σm = b .

Množinu bod̊u {σ0, σ1, . . . , σm} s ťemito vlastnostmi naźyváme ďeleńı intervalu
[a, b ] a znǎćıme σ. Dále, v kǎzdém intervalu[σj−1, σj ], j =1, 2, . . . ,m, vyber-
me ňejaḱy bod ξj . Tento bod budeme nazývat znǎcka intervalu[σj−1, σj ], vektor
(ξ1, ξ2, . . . , ξm)∈Rm je vektor znǎcek ďeleńı σ a znǎćıme ho symbolemξ.

Polǒzmev(t)= Λ(ϕ; [a, t]) pro t∈ [a, b ]. Potom soǔcet
m∑

j=1

f(ϕ(ξj)) [v(σj)− v(σj−1)]
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aproximuje hmotu celého dŕatu. Je p̌rirozeńe ǒceḱavat, že tato aproximace bude
tı́m p̌resňejš́ı, č́ım bude ďeleńı jemňejš́ı, tj. č́ım v́ıce bod̊u bude obsahovat. Vede-
li takový limitnı́ proces k jednoznǎcně uřceńe limitńı veličině, bude tato veličina
rovna hmoťe ceĺeho dŕatu a budeme ji znǎcit

∫

ϕ
f ds nebo taḱe

∫ b

a
f(ϕ) dv .

Prvńı symbol se naźyvá křivkový integŕal prvńıho druhu funkce f pod́el cesty
ϕ, zat́ımco druh́y symbol p̌redstavuje ekvivalentnı́ pojem Stieltjesova integŕalu
skaĺarńı funkcef(ϕ) vzhledem ke skalárńı funkci v(t)= Λ(ϕ; [a, t]).

K ŘIVKOV Ý INTEGRÁL DRUHÉHO DRUHU.
Mějme hmotńy bod, kteŕy se pohybuje po cestě ϕ a v okam̌ziku t∈ [a, b ] se

nach́aźı v boďe ϕ(t). Dále necht’

f : x∈ϕ⊂R3 → f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x))∈R3

je silové vektorov́e pole vR3. Potomf(ϕ(t))∈R3 je vektor śıly, která na tento
hmotńy bod p̊usob́ı v časet.

Necht’ σ = {σ0, σ1, . . . , σm} je děleńı intervalu [a, b ] a ξ =(ξ1, ξ2, . . . , ξm)
je vektor jeho znǎcek. Potom skalárńı soǔcin

f(ϕ(ξj)) ·
[
ϕ(αj)−ϕ(αj−1)

]
=

3∑

k=1

fk(ϕ(ξj))
[
ϕk(σj)−ϕk(σj−1)

]

představuje pŕaci, kterou vykońa śıla f(ϕ(ξj)), posune-li se ńǎs hmotńy bod z bo-
du ϕ(αj−1) do boduϕ(αj). Soǔcet

m∑

j=1

f(ϕ(ξj)) ·
[
ϕ(αj)−ϕ(αj−1)

]
=

3∑

k=1

m∑

j=1

fk(ϕ(ξj))
[
ϕk(αj)−ϕk(αj−1)

]
.

tedy aproximuje pŕaci, kterou vykońa silov́e polef při přesunu dańeho hmotńeho
bodu po cesťe ϕ od okam̌ziku t = a do okam̌ziku t= b. Jestlǐze se hodnoty těchto
soǔctů budou p̌ri zjemňováńı děleńı σ ” libovolně bĺıžit” k nějaḱe jednoznǎcně
určeńe limitńı hodnoťe, bude tato hodnota rovna velikosti práce, kterou vykońa
silové polef při přesunu dańeho hmotńeho bodu po cestě ϕ od okam̌ziku t = a
do okam̌ziku t = b. Budeme ji znǎcit

∫

ϕ
f nebo taḱe

∫ b

a
f(ϕ) dϕ =

3∑

k=1

∫ b

a
fk(ϕ) dϕk .
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Prvńı symbol se naźyvákřivkový integŕal druhého druhuvektorov́e funkcef pod́el
cesty ϕ, zat́ımco druh́y symbol p̌redstavuje ekvivalentnı́ pojem Stieltjesova in-
tegrálu (složeńe) vektorov́e funkcef(ϕ) : [a, b ]→R3 vzhledem k vektorov́e funk-
ci ϕ : [a, b ]→R3.
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