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Predmluva

Tato publikace je vlastnpokr&ovarim monografieStefana Schwabikalntegrace
v R (Kurzweilova teorie)'{46] vénova® teorii integalu gles jednorozrarré in-
tervaly. V #to monografick uwebnici se autorovi podido vysvétlit nejen kla-
sické pojmy Newtonova i Riemannova intédu, ale i integalu McShaneova a
prede\dim Kurzweilova. Popré byl takSirokemu okruhutesksch Gterérll (vEetrg
studendl fakult s matematicko-fyzédnim zan&erim) predlazen ucelei vyklad
jednoho z nejuzavargjSich prispevkll ceske matematiky do pokladnice &towe
matematiky: soétové definice neabsoluérkonvergentiio integalu. Tato definice

Thomas Joannes Stieltjes Jaroslav Kurzweil Stefan Schwabik

nalezi Jaroslavu Kurzweilovi a popévji uvedl v piéci publikovate v roce 1957
v Casopise Czechoslovak Mathematical Journal (%&})[ Novy integrl, ktery se
dnes ve s@toe matematick literatife naZva integal Kurzweilllv, resp. intel
Kurzweilliv-Henstockiv (nezvisle na J. Kurzweilovi publikoval definici analo-
gického integalu v roce 1960 specialista v teorii intédm Ralph Henstock ze Spo-
jerého kiélovstv), se od & doby ulazal byt velice inspirativim nejen pro teorii
integralu (zahrnuje klasidk a dofie zramé pojmy Riemannova a Newtonova in-
tegalu Cetre jejich nevlastith modifikaé a obiznéji zvliadnutelie integély Le-
besguév a Perrofv), ale i pro teorii diferenéilnich a integalnich rovnic. Z hle-
diska metodickho diraz kladegi na Kurzweiflv integial umanil S. Schwabikovi
soustedit se na neabsolwrkonvergentnintegily, kte ve stadi metodice teo-
rie integ@lu byly povaovany za velmi oliZzné vys\étlitelné. Kurzweiliv pojem
integialu je tot ekvivalentim s integalem Perronoym, ktery je neabsoluté kon-
vergenti. Jeho definiceffitom zdanlivé &m& mechanicky ,,kopuje* definici Ri-
emannovu, kter je pro studenta ndijiatelnéjsi svou rizornosta wraznou geo-
metrickou interpretdc Pravé srovrari s Riemannovou definiosSak ukazuje, jak
dlimyslra je jej nerapadid, ale fitom velmi¢inna Kurzweilova modifikace. Vel-
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6 PREDMLUVA

kou whodou je rovez ten rys Kurzweilova inte@lu, Ze nepadtebuje zobeceri
na nevlasthintegiély — plai pro rgj totiz véta Hakeova typu (tj. &a o limitrim
pfechodu vzhledem k mén integéalu).

V integralech Riemanna¥, Newtonoe, Lebesgue@; Perronog&, Kurzwei-
lové se integruje danfunkce vzhledem k identiékfunkci. Nekteg fyzikalni prob-
Iémy si \Bak vynutily roZiferi pojmu integélu na integal, ve kteem se daa
funkce integruje vzhledem k funkci, klememus byt obecré identita. Popr&
se takoy integ@l vyskytl ve slavém Stieltjeso@ pojedan [57] z let 1894-5,
vénovai@m souvislostem konvergenbezowch zlomKi a probému, jak popsat
rozlozeri hmoty na hmoté Uséce, jsou-li zamy VSechny momentyéto Use&ky
prirozenychfadl.

Integraly tohoto typu jsou oc&t doby nagvany Stieltjesovy intedaly a integal
funkce f (integrangd vzhledem k funkcig (integrator) pfes intervalja, b] se od &
doby zndi fabf dg. K rliznym modifikaém definice, kteg casem vznikly, se pak
pridavaj zpravidla jnéna autall téchto modifikat Brzy se objevily intedaly: Ri-
emaniiv-Stieltjesiv, Perroriv-Stieltjesiv ¢i Lebesgu@v-Stieltjesiv. Dakim vy-
znamiym impulsem, ktey obratil pozornost ke Stieltjesovu intégu, byl funda-
menélni RiesZiv vysledek z roku 1909 (viz4[(]) o tom, Ze kady spojity linearri
funkcional na prostoru spojjch funkd mize byt vyjaden pomot Stieltjesova
integralu. Vzapet, v roce 1910, dokzal H. Lebesgue (viz3[)]), ze pro spojitou
funkci f a funkci ¢ s kon&€nou varia€ Ize pomot vhodré substituce vydit
Stieltjesiv integél jako Lebesgugv integél tvaru f:(b) f(w(t)) h(t)dt, kde
v(x) je variace funkceg na intervalufa, x|, w je zobec®ra inverzi funkce
K v, w(t)=inf{s€[a,b]:v(s)=t} pro t€la,b], a h(t)=dg(w(t))/dt pro
S.v. t € [a,v(b)]. H. Lebesgue takto dogpk pojmu Lebesgueova-Stieltjesova in-
tegralu funkce f vzhledem keg. Nékolik let po Rieszo# vsledku se v roce 1912
objevuje Stieltjev integal take v monografii O. Perron&f). V dalSich zhruba
dvou desetiléth byl Stieltjesiv integél a jeho modifikacefi@dnmétem tadari fady
vyznamrych osobnostteorie funké: W. H. Young (65], 1914), C. J. de la Vadle
Poussin (0], 1917), E. B. Van Vleck $1],1917), T. H. Hildebrandt (IC], 1917),
L.C. Young (b3, 1927 alp4],1936), A.J. Ward [$2], 1936) a dadi. V roce 1933
vénoval S. Saks ve &wslavie monografiilfi2] integralu Lebesgueovu-Stieltjiesovu
a funkdm s koné&nou variac celou kapitolu. Do dn&rich drti nasly integialy
Stieltjesova typsiroke uplatén v mnoha oblastech: népv teorii kfivkovych in-
tegialll, teorii pravépodobnosti, teorii hystereze, teorii funkcatme-diferencal-
nich, zobecanych diferencalnich rovnic ap. Historii teorie intedtu je vénovana
fada monograifi Neri mi vSak zramo,Ze by se Bkte& z nich ¥novala zevrubai
historii Stieltjesova integu. Existuje dokonce i znameaitilko v ¢estiné ,Maly
privodce histoii integralu® autorll S. Schwabika a FSarmanog, kteg je nyr
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diky Cesle digitalni matematick knihovié volné fistupré na internetuZel, ani
sem se Stieltj@ss integial nevesel. Pro znalce francogtiny @ipomeaime alespb
historickou esej36] J. Mawhina.

Vzhledem k omezegmu idéleremu rozsahu nemoBitefan Schwabik do v
monografie zahrnoutfpozeré zobeciér Kurzweilova pojmu intecgalu na Stiel-
tiesovy integaly, & jsme v & dok& uz méli ,,Kurzweilovu teorii* Stieltjesova in-
teg@lu v n&ich spolénych pradch (viz nag. [55]) vénovarych zobec@nym dife-
rencélnim rovnidm do zn&né miry zpracowanu a pipravenu. Je mou diadost
navazat na jeho péin a doplnit jeho monografii o teorii Stieltjesova intalyr
s dirazem na Kurzweilovu definici aékteg jeji aplikace. Wklad v teto knize
je rozcélen do 8 kapitol. Mivodri kapitole jsou striné pop&ny de z mnoha mo-
tivaci pro studium Stieltjesova integiu: probEm momeri a Kivkové integaly.
Zavedeno je tuéz zakladn zna&eri zavazre pro celou knihu. D&l tfi kapitoly jsou
pfipravré a poskytujpfehled o vlastnostecliitl funkd, se kteymi se v &to knize
nejcasgji pracuje: funkce s kordmou variag funkce absoluté spojie a funkce
regulovae. Rozéhla pata kapitola je ¥novana klasiclgm definidm Riemannova-
Stieltjesova intedilu a vlastnostem takto definowarh integaltl. Jadrem ce knihy
je pak kapitola 6 @nova@ definici Stieltiesova integtu v Kurzweilovd smyslu.
Jsou tu demonstré@ny gednosti éto definiceSite ffidy funkd integrovatelfch
v tomto smyslusiroka Skala vlastnogdttakto definovaaho integalu, naf. platnost
velmi obeciych vét o limitnim pfechodu ¢etrgé Hakeovy ety, o integraci per-
partes afiznych formach substituce. Vagretnych dvou kapitohch jsou popany
nékteé vybrare aplikace ve funkciamni anafyze a v teorii zobeatnych dife-
rencélnich rovnic.

Samozejmé bylo by ma@no pokr&ovat dile. Podstatnog@ast zde vyldere
teorie Kurzweilova-Stieltjesova integu je m@no @erést i na integraci v abs-
traktrich prostorech (viz40]-[53] a [37]). Vyznamre uplatén nackaz Kurzwei-
IUv-Stieltjesiv integial v dnes velmi popdrni teorii dynamickch sysémil na
,,casoych skalach® neboli ,,time scalesTésk terminologie se dosud neakla),
viz [56] a [3g]. To je vSak &z hudba budoucnosti a détb publikace seinic vic
nevejde. | tak jdjstavajci rozsah yrazré grevySuje rozsah fvodre planovary.

Predkladarym textem bych &d take porékud zaplnil shvajci mezeru esle
literatfe. V drutem dlu Integralniho pctu Vojtécha Jarika (viz [15]) jsou ve-
novany d& kapitoly (Il a X) wkladu teorie integalu Lebesgueova-Stieltjesova,
ktery ovSem vyzaduje znanou porci znalo$ teorii miry a pfitom je méné obecwy
nez integal Kurzweilliv-Stieltjesiv. CeE monumerilni a zakladatelsk dlo Voj-
técha Jarika bylo pavé zgistupréno na webojch sténkachCesle digitalni ma-
tematicle knihovnya miize tedy poslozit cterafim k ugesrén néktegch zde
pouze naznzenych souvislodts teori miry. Pékry, ale strény Gvod do teorie
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Riemannova-Stieltjesova intédu je obsden €7 v dnes jt v podstag nedostup-
nych skriptech(17] J. Krale o teorii potenéilu z roku 1965. Podrolinje o fiznych
formach Stieltjesova integtu pojedano v dnes §, bohizel, talé tzko dostup-
nych skriptech'81] J. Lukese. Jefieba take zninit rozsahly trakiat J. Mdika |35]
z roku 1952, ktey mél zejnména Asadivyznam pro propagaci Perronova i Perro-
nova-Stieltjesova integfu v naich krajch. (Tale on je nyfmdostuply na stankach
Cesle digitalni matematick knihovny)

Pokud jde o cizojaz$nou literaturu, mohu dopogit ¢teréfim zajmajicim se
o daFBi souvislosti v amci klasiclke teorie monografilll] T. H. Hildebrandta a tad
nerapadnou, ale modegrpojatou monografii R. M. McLeod&4] z roku 1981 za-
hrnuijici dokonce i Kurzwelliv-Stieltjesiv integial. Daki podréty miZze&terdr najit
také v monografch A. N. Kolmogorova a S.V. Fomind§], E. Schechterg43],
W. Rudina §11] nebo skriptech J. Lukee a J. Ma&ho [33]. Dvé raratné monogra-
fie [25] a [26] J. Kurzweila z let 2000 a 2002wnova topologickm probemim
souvisejcim s integrat se stieltjesovsk integrace imo nedogkaji. Integiély a
zobecmré diferencalni rovnice studovam v Kurzweilowe nejnoejsi monografii
[27] véak zahrndjKurzweilliv-Stieltjesiv integél i linearri zobec®@ré rovnice,
kterymi se zavame v kapitchch 6 a 8 &to knihy. Vynikajcim dophkem &to
publikace bude, krofjiz zminéré Schwabikovy monografie4§], také jeho dadi
monografiel45] vénovata specalné zobecnym diferencalnim rovnidm.

Tento text vznikal po @kolik let jako poniicka pro posluchiz mych whbéro-
vych gredréSek na Firodowedecle fakul@é Palackho univerzity v Olomouci vam-
ci vyuky matematick anajzy. Jsem vécenKated'e matematick analzy a apli-
kad matematiky Firodovedecle fakulty Palackho univerzityza to,Zze mi uma-
nuje tyto gedrésky konat, a studetim rnékolika ranikll za to,Ze bez viditel@ho
reptai mé predraSky nastvovali. Kniha by néla byt srozumitel@& vSem, kdo
absolvovali akladn kursy matematiok a funkciolni anafzy. Ve wkladu se
sn&im vyhybat teorii mry, jak je to jen mané. Nicérg ti, ktefi maji aspa
zakladn znalosti o éto oblasti, budou ivyhodu [ porozunén néktefym (vice-
mére okrajowym) paszim této knihy.

Zavérem edmluvy chci poékovat za velkou pomoc ym vzacnym kolegim
Jaroslavu Kurzweilovi, Ireé Raclfinkove, Antorinu Slavkovi, Jfimu Sremrovi
a Ivo VrkoCovi, ktdi podrobré preCetli rukopis tohoto textu a pomohli mi od-
stranit mnoke nedostatky a vylgit vwklad. Text byl vyéizen v sy@mu LaTeX
s vywzitim néktegch prvkl stylu vyvinugeho v Instituto de Gincias Materaticas
e de Computep Universidade de#® Paulo v 8o Carlos v Braitii. Za jeho po-
skytnuf dékuji kolegyrim Giselle Antunes Monteiro a Jaqueline Godoy Mesquita.



Umluvy a oznacen

(i)

(ii)

(iii)

N je mndzina @irozenychcisel(mezi ez nezahrnujeme nuluR je mnazi-

na realnych&isel R™ je prostor ralnych m-vektorl (m-tic realnych cisel).

Je-li z e R™ jeho i-ty prvek zn&ime z;. PiSemex = (9ci)i:1 ., nebo,

nehroZ-li nedorozungri, = = (z;). Norma vR™ je defino\ana fjedpisem
m

r= (xl)z:1m ER™ — |zf = Z |-
i=1

{xre A: B(z)} zn&i, jak je zvykem, mniinu v&ech prvki z mnaziny A,
které vyhovuj podnince B(z).
Pro dag mnainy P, @ symbolemP \ @ zn&ime mnainu

P\Q={zeP:2¢Q}.

Jak je zvykem,P C Q zname®, ze P je podmndina mnainy @ (kazdy

prvek mnainy P je t€z prvkem mndiny Q). Nehroz-li nedorozunéni,

piSeme{z, } misto {z,, € R:n € N}, resp. nisto {z,€ R:n=1,2,...,m}.

Reknemeze posloupnos{z,,} je pros@, jestlize se v nzadry prvek neo-
pakuje (zj # x, jestlize k #n).

Je-li—oo <a<b< oo, pak[a,b] zn&i uzaveny interval {t c R : a<t<b}
a (a,b) je otevenyinterval {t c R:a <t < b}. Odpovdajici polouzavené,
resp.polooteveré intervaly zn&ime [a,b) a (a,b]. Ve vSech &chto fFipa-
dech nagvame bodya, b krajni body intervalu. Jestte a =b € R, fikame,
Ze intervalla, b] degeneruj@a jednobodovou mriinu, a pSemela, b|=[a).
Je-li I interval (uzaveny, resp. oteteny, resp. polootekeny) s krajrimi
body a, b, zn&ime symbolem | = |b — a| jeho clku (|[a]| = 0).

Konetnou mndinu bodi o = {0¢,01,...,0,} intervalu [a,b] nazveme
délerim intervalua, b], jestlize plat a =09 <01 < - -+ <0y, =b. MNOZinu
vdech éleri intervalu [a, b] zn&ime Z[a, b].

Je-lio € 2]a,b], pak, nebude-Ili uvedeno jinak, budeme jeho elementy zna-
Cit 0;, |o| je delka nejdediho z €chto podintervai a v(o) je potet podin-
tervall [0,_1,0; ] generovafich célerim o, tj.

JV(O.):b a ’U‘:j:fglé}?iy(a)(aj—aj_l) pro ae.@[a,b].

Jestlze o’ O o, pakfikame,ze o’ je zjemréri o.

9
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UMLUVY A OZNA CENI

(iv)

v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

Pro da@ A € R zn&ime AT = max{A,0} a A~ = max{—A4, 0}. (Pfipo-
meime,ze plat AT+ A~ =|A| a AT — A~ = A pro kazde A€ R.) Dale

1 kdyz A>0,
sign(A) =< —1 kdyz A<0,
0 kdyz A=0.

Pro danou mninu M C R symbolemy,; zn&ime jej charakteristickou
funkci, tj. funkci R — {0, 1} definovanou pedpisem

0 1 proteM,
t) =
x 0 pro t ¢ M.

Supremum (resp. infimum) mamy M zn&ime sup M (resp.inf M).
Pokudm = sup M € M (m= inf M € M) (tj. m je maximum (resp. mi-
nimum) mnainy M), piSeme & m = max M (resp.m = min M). Je-li
M mnazina \Bech hodnotF'(x) néjakeho zobrazenF, kde pronénré

probha mnainu B (M ={F(z):x € B}), piseme & sup F(x). Po-
reB
dobre pravidlo plaiti pro infimum, resp. maximum, resp. minimum.

Zapis f:[a,b] =R zname®, Ze funkce f je definoana pro kade
x € [a,b] a kada jeji hodnotaf(x) je (kon&€né) realné Cislo. Pro libovoli@é
funkce f: [a,b] =R ag:[a,b] = R arelnécislo \ definujeme

f+g:xe€la,b] — f(x)+g(x) aXf:xe€la,b] = X f(x).

Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R zn&ime

I/l = sup [f(x)].

z € [a,b]
(Neri-li funkce f ohrantera na intervalua, b], pak odem|| f|| = occ.)
Je-li {x,,} nekoné&na posloupnost @nych Cisel, ktea ma limitu
lim z, = A RU{—o0} U{o0},
n—oo
piseme & zkracerg z,, — A.

Podob, jestlze posloupnost funkc{ f,,} konverguje k funkcif stejno-
mérré na intervalula,b], tj. lim | f, — f||=0, piSeme & f, = f na
[a,b].
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(x) Jestlée f:[a,b] =R, t€[a,b) ase(a,b] ajestlize existuj kon&né jed-

(xi)

(xii)

(xiii)

nostran@ limity lilrgr f(r) a lim f(r), pak zn&ime
ft+) = lim f(r), f(s=)= lim f(7),

ATf(t) = f(t+) = f(), ATf(s) = f(s) = f(s—),
Af(x) = f(z+) — f(x—) pro z € (a,b).

Zpravidla podivame rasleduici Gmluvu:
fla=) = f(a), [f(b+)=[f(b), A f(a)=ATf(b)=0.

Cla,b] je prostor réalnych funkd spojitych na intervalu[a, b] s normou
definovanou fedpisem
Ifll = sup [f(x)] pro feCla,b].
z€lab]
L![a,b] je prostor ré@lnych funkd lebesgueovsky integrovatgich na in-
tervalu[a,b] s rovnost

f=gella,b] < f(x)=g(x) pros.v.z€[a,b]

a normou definovanouedpisem

b
1l = / @) de pro feLlab]

Prostor vektoroych funkd zobrazuicich intervala,b] do Banachova pro-
storuY a spojifch nala,b] zn&ime C([a,b],Y). Podobry vyznam n&
symbol L ([a, b],Y) i analogick symboly pro da& prostory funkg, které
Vv textu zavedeme.

Je-li M podmng@ina Banachova prostorl, pak symbolemM zna&ime
jeji uzavér v prostoruX. Lin (M) je mnazina Vsech konénych linearrich
m

kombinag prvki M, tj. mnaina \Sech prvki € M tvaruz = ¢; ;,
=1
kdemeN, c¢i,¢0,...,cn€R axy,x9,...,2, € M.

Mnozinu Vsech spojigch linearrich zobrazenBanachova prostor¥ do Ba-
nachova prostorly zn&ime 2 (X,Y). Je-li X =Y, piSeme jednodieji
Z(X) misto .Z(X,X). Specalné .Z(R™,R") je prostor rélnych matic
typu m x nneboli m x n-matic a #(R"™,R) je prostor sloupcojch m-
vektor, ktery ztotaziujeme s prostoreriR™.
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(xiv)

(xv)

Je-li Ae (R™ ,R™), pak jej element vi-temFadku aj-tém sloupci zna-
¢ime a; ;. PiSeme A= (a;;)i=1,.,m. Pro k&de n zna&ime symbolem/

7j=1,...,n

jednotkovou matici typw x n, tj.

1 kdyz i=j
1,....,n» kdeei]— = yf Z J.a
L. ’ O kdyZ Z;é]

Normav.Z(R™,R") je defino\ana edpisem

m
Specalné proz e R™ = (R™, R) mame|xz| =) _ |z;|, coz souhlass bo-
=1
dem (i). Dale |[A| = sup {|Az|: |z| <1}, tj. takto zaveded norma matice
souhlas s opeatorovou normou vZ (R™,R™) (vzhledem k norré v R"
Z bodu (i)).

V omezeR mife, &€ pfece jen se to dtas zé byt vyhodre, & nutré, poui-
vame standardrogické symboly. Nafiklad

We>030>0:(AANB) = C“
zname@

.,pro ka&deé e > 0 existujed > 0 takow, Zze plai-lisouCasré A i B, pak plat
take C*“.



Kapitola 1

Uvod

1.1 Obsah rovinnych Gtvar i a momenty

Je zramo (viz nap. kapitolu | v [46]), Ze hodnota klasi@dho Riemannova integiu

/f ) dz nezaporre a spojié funkce f pres interval ohraiery [a,b] je rovna

obsahultvaru M ohrantereho v roviré s osami z,y kfivkou y=f(z) a

pfimkami y =0, x=a a x=>b. Ktomuto poz@anr nas vede asleduici tvaha:
Zvolme v intervalu[a, b] body 0y, 01, ..., op, tak, aby platilo

a=o0opg< o1 << 0om=>b.

Mnozinu bodi {o¢,01,...,0,} S ©mito viastnostmi budeme nazmt déleri in-
tervalu [a,b] a zn&it o. Dale v kedem intervalufo;_1,0;], j=1,2,...,m,
vyberme @jaky bod &;. Tomuto bodu budemékat znetka intervalu(o;_1, ;).
Vektor (&1,&2,...,&n) € R™ nazvemevektor zn&ek déleri o a ozn&ime ho
symbolem¢. Plochaltvaru M se da [¥ibli Zné nahradit sottem ploch obdlnik{
vytvorerych nadusé&kami[o;_1,0;] s WySkou f(&;), tj. solttem

S(e.&)=>_ f(&)loj —aj-a. (1.1)

J=1

Jak naznéuji priloZzereé obiazky, gesnost aproximace budetlepsi, ¢im jemrgj-

il

a=0 S 016 0 & T3 ér00 & osb aoobior §028 038 04 &5 05 & 06 & 07 & 08 &y 09bin 10D

Riemannovy intedalni soltty

Si bude eleri intervalu [a,b] na podintervalyo;_i,0;]. Lze cCekavat, ze i
vhodre definovadm limitnim procesu zalberém na zjemovar déleri intervalu

13
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se soity S(o, &) (nezvisle na volé odpovdajicich vektofi zna&ek) neomezehn
bliZi k néjakemu rélnémucislu S (M), které se rovia plasrému obsahatvaru M.
Prozatm se spokojme s intuitiinpfedstavou o taka@m limitnim procesu. PoZgji
ho popSeme exaktdii. Jeho ysledkem je pojem Riemannova intagr funkce f

b
pres interval|a, b] (neboli ,,oda do b"“), ktery se znai symbolem/ f(x)dz a

definuje takze plat b
S(M) :/ (@) da.

Podobieho typu je iGloha uEit staticky momentrovinnych a prostoroych
Utvari. Omezme se na ohr&einoutse&ku [a,b] leZici na reéalné oseR. Vime,
Ze staticy moment hmotého bodux € [a,b] 0 hmo& p vzhledem k p&éatku
je dan wrazem|z| u. Je-li hmotalse&ky soustedena do konéného pdtu bodi
x; €la,b], i=1,2,...,n, pficent hmota bodur; se rovra y;, pak statick mo-

m

mentUse&ky [a,b] vzhledem k pdatku je roven sottu Z | ;] i
i=1

V obecrem gipade, kdy hmotaise&ky nen soustecena do konéného p@tu
bodl, uvazujeme takto:

Méjme cano &leri o ={og,01,...,0,} intervalu [a,b] a nechtpro kazde
j=1,2,....,mje & zn&kaintervalul, = [cj_1, 0;]. Nechtpro kade = € [a, b]
zn&i p(z) hmotuls&ky [a, z]. Potom je Zejmeé p(o;) — p(oj—1) hmota podin-
tervalul; prokade j=1,2,..., m. Pledstavujme sie hmota kadeho takoeho
podintervalu je soustdena do bodu jeho zigky. Statick momentiseky I; je
tedy diblizné roven yrazu [¢;| [1(oj) — pu(oj—1)] a statick moment ced Use€ky
[a,b] mlizeme aproximovat s@tem

S(e,8) => 1§ [ulog) — ploj-1)]. (1.2)
7=1

Opét mizeme @ekavat, ze iblizeri ke skut&né hodnog staticikho momentu
bude tm lepsi, ¢im jemrgjsi bude aleri o, tj. ¢im vice bude rit prvkl. Je vidt,

ze pokud se ip vhodré definici limitriho procesu sdity (1.2) blizi k néjakemu

Cislu S, bude se tot@islo rovnat statickmu momentuis&€ky [a,b] vzhledem
k potatku. Zn&ime

b
5 = [ el dlp(a)

a wrazu na prag stra® budemedikat Stieltjesiv integél funkce vzhledem ku
pres interval[a, b]. Na nist funkcez € [a,b] — || mlze byt ovSem talk libo-
volna ,,rozumi“ funkce f definova na intervalu[a,b]. Mlzeme tedy takto



STIELTIESJV INTEGRAL 15

b
urcit také moment setrv@nostitse&ky [a, b] jako/ 2% d[p(z)] a obeck moment
b a

k-tehofadu jako[ |z|* d[u(z)].

a

1.2 Kfivkov &€ integraly

KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU
Necht ¢ je spojie zobrazehuzaweneho a ohrardiereho intervalu[a, b] do
tfirozmérreho vektorozho prostoruR?3. Mnozina bodl

o(t) = (¢1(t), p2(t), p3(t)) €R?,

kde ¢ prokiha interval[a, b], se nagvacestav R definovai na intervalua, b]
a zn&ime ji take symbolemy. Délkou cestyy rozumime celku kfivky definovarg
grafem{p(t) : t € [a,b]} funkce ¢ a zn&ime ji symbolemA (y; [a, b]).

Bud ¢ cesta vR? definova na intervalu[a, b], jejiz delka je konéna.
Predpokhdejme dle, Zze zobrazeny: [a,b]—R? je prosé. Fredstavme size ¢
jedrata f(z) €R je jeho hustota v baglz. Hmotacasti détu odpovdajici inter-
valu [¢,d] C [a, b] je tedy @iblizné vyjadenaCislem f(p(&)) A(p; [c,d]), kde £
je néjaky bod intervalu[c, d].

Necht o ={09,01,...,0m} je deleri intervalu [a,b] a € = (&1,&2, ..., &m)
je vektor jeho znéek, tj. & € [oj—1,05] proj=1,2,...,m.

Polazmev(t) = A(y; [a,t]) prot € [a,b]. Potom soget

Y Fel)) [olog) —v(oj-1)]
j=1

aproximuje hmotu cého datu. Ot je irozere cCelavat, ze tato aproximace
bude tm presrgjsi, ¢im bude @leri jemrgjsi. Vede-li takoy limitni proces k jed-
nozn&né urcere limitni veliciné M, bude tato veliina rovna hmat ceEho datu
a budeme pt

b
M:/fds nebo take M:/ f(p)do.
%) a

Prvri symbol se nagva kfivkowy integrél prvniho druhufunkce f pocel cesty
v, zatmco druly symbol Fedstavuje ekvivalentrpojem Stieltjesova intedtlu
skakrn funkce f(¢) vzhledem ke skalrni funkci v(t) = A(y; [a, t]).

KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU
Mé&jme hmotg bod, ktey se pohybuje po cesSty a v okaniiku t€ [a,b] se
nachaz v bock (t). Dale necht
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fraepCR® = f(z) = (fi(z), fa(2), f3(x)) €R?

je silove vektoroe pole vIR3. Potom f((t)) € R? je vektor $ly, ktera na tento
hmotny bod plisoli v Caset.

Necht o ={09,01,...,0,} je leri intervalu [a,b] a €= (&1,&2,...,&m)
je vektor jeho znéek. Potom skadlrm soLEin

Fle(&)) - [¢log) — @(aj-1) ka [or(0j) — or(aj-1)]

predstavuje paci, kterou vykoa dla f(go(gj)), posune-li se & hmotry bod z bo-
du ¢(oj_1) do boduy(o;). Soltet

m 3 m

D F &) [elo) —e(o5-1)] =D frl(@(&)) [rlo)) — erloj-1)]

j=1 k=1 j=1
tedy aproximuje pci, kterou vykoa silove pole f pfi pfesunu dagho hmotého
bodu po cest ¢ od okantiku t =a do okantiku ¢t =b. Jestlze se hodnoty&chto
soltttl budou i zjemiovari déleri o ,,libovolné biizit* k néjake jednoznéné
urcere limitni hodnog, bude tato hodnota rovna velikostape, kterou vykoa si-
lové pole f pfi pfesunu daého hmotého bodu po ceéty od okanziku ¢t =a do
okanziku ¢ =b. Budeme ji znait

b 3 b
[ 1 nevotale [f(o)dp =3 [ o) den
© a

k=177
Prvri symbol se nagvakfivkovy integral druheho druhwektorowe funkcef pocel
cesty ¢, zaimco druly symbol gedstavuje ekvivalentrpojem Stieltjesova in-
tegralu (slozere) vektoroe funkcef () : [a, b] — R3 vzhledem k vektoro® funk-
cig: [a,b] = R3.



Kapitola 2

Funkce s kon€nou variaci

V této kapitole definujeme variaci funkce a odime zkladr viastnosti fidy
funkd, které maj kone&nou variaci na daém uzaverem a konéném intervalu.
Funkce s konénou variat jsou WwiteCné v cek face fyzikalnich a technicich
problemi, v teorii pravéépodobnosti, teorii Fouriergeh fad, v diferencalnich
rovnicich a v dasich oblastech matematiky.

2.1 Definice a Aakladni vlastnosti

Necht—oo < a < b < co. Pfipomaime, &lerimi intervalu[a, b] naz/vame koné-
né mnainy bodi o = {0¢,01,...,0,} intervalu[a, b] takow, ze

a=o0p<o1< - <opm=>

a symbol Z[a,b] zn&i mnazinu VSech @leri intervalu [a,b]. Dale elementy
déleri o € Z]a,b] jsou zpravidla znéeny symbolys;, v(o)=m,
Oyey=b a |o|= max ( )(Uj —0j-1) Pprooe€Zia,bl.
71=1.2,...,v(o
Jestlze o’ O o, pakfikame,ze o’ je zjemrén o.
2.1 Definice. Pro danou funkcif : [a,b] — R a celeri o intervalu [a, b] definu-
jeme (o)
V(f.o) =) If(o;) = floj1)l a vagf= sw V(f0).
j=1 oc @[a,b]
Je-li a=0b, definujeme va} f =var? f =0. Velitinu va f nazvamevariace
funkcef naintervalufa,b]. Je-li var’ f < oo, fikame,ze funkcef makonenou
variacinaa, b]. Mnozinu funkd s kon€nou variacna[a,b] zn&ime BV[a, b].

Geometricly vyznam pojmu variaceam [iblizi nasleduici tvrzen, zpravidla
nazvaré DRUHA JORDANOVA VETA. Dfive ne ji budeme formulovat, fijpomei-
me, jak se definuje @ka Kivky, ktera je zadna jako graf spojit funkce f na
intervalu [a, b]:

Pro k&dé céleni o intervalu[a, b] je soet

v(o)
2 2
Afro) = \/(Jj —0j-1)" + (floj) = floj-1))"
Jj=1
roven célce lomee Kivky prolozeré body [0, f(o;)],7=0,1,...,m, leZicimi

17
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na grafu funkcef. Délka grafuA(f;[a,b]) funkce f na intervalufa,b] se pak
definuje jako
A(fila,b]) = sup  A(f, o).
o€ Dab]

2.2 Véta (DRUHA JORDANOVA VETA). Necht f je spojia na [a,b]. Potom na
jeji graf na intervalu [a,b] kon&nou celku pave tehdy, kdy f ma kon&nou
variaci na intervalu[a, b].

DUkaz. Podijeme nerovnosti

8] < Va2 + 5% < |al+B], (2.1)

které plai pro libovolra réalna cisla «, 3. (Odvodme je odmocarim trivialnich
nerovnost 5% < o2 + 3% < (Jal+|B])%.) Pro libovolré cgleri o € Z[a,b] ma-

me podle 2.])
v(o)
Z F(o3) = F(oj-1)]
1/(0' .
<ZV 1)+ (f(03) — f(51)) = A o)
1/(0'

<Z{ — 1) +|f(o)) f(Uj—l)u =(b-a)+V(f,o)

neboli
V(f,o) < A(f,0) <V(f,o)+(b—a).
Pfechodem k supremu dostaneme nerovnosti
varg f < A(f;a,b]) < varg f+(b—a),

ze ktegch tvrzen véty okantité plyne. m

2.3 Fiklad. Bud f funkce spojid na intervalula,b] a takow, ze pro kade
z € (a,b) plat |f'(z)] <M < oo, kde M nezvis naz.
Podle \éty o stedri hodnog tedy plait | f(y) — f(x)| < M |y — z| pro vSechna
x,y € [a,b]. Proka&dé celeri o intervalu[a,b] tedy mame
v(o)

fa<MZ —0j_1] =M[b—al.

Vidime,Zekazda funkce spoji naintervalu[a, b], kterd ma na jeho vnitku (a, b)
ohrani¢enou derivaci, & kon€nou variaci
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Jestlze je navc |f'| riemannovsky integrovatednna intervalufa, b] (na @i-
klad f’ je spojita na(a, b)), mlizeme variaci funkcef na intervalufa, b] presré
urcit. Plaf totiz

b
var, f = (®) [ 1f (@) da, 2.2

kde na pragé stra® je Riemantiv integal. Dlikaz tohoto tvrzenpochopiteli@
predpokhda znalost Riemannova inteégu.
Bud danoe > 0. Pfedpoklad o existenci a kotieé hodnoé Riemannova in-

b
tegralu R/ |f'(x)| dz znamea, Ze existujes > 0 takowg, ze

‘Z\f (&)l (oj—0j-1) /f Id:v <f (2.3)

plaf pro kazde Bleri o intervalu[a, b] takow, Ze |o| < § a kazdy vybér bod ¢;
takowych, ze

ij[Uj_l,O'j] pI'Oj:l,Q,...,I/(O'). (2.4)
Na druhou stranu, podle definice variace exisuje 7 [a, b] takow, Ze |o| < J a
varl f >V (f,o)>varl f— % (2.5)

Podle &ty o stedri hodnog existuj body ¢, j=1,2,...,v(0), spiiuijici (2.4) a

takowe, ze (o)
Z|f (&)l U] 0j— 1)-

Odtud podlez C) a 1’2 5) dostivame,ze plat

var f— /|f )| dz

< vt f-V(fo |+\Z\f )01~ () [ 17/l

<3 5t 5
Vzhledem k tomuze € > 0 bylo libovolng, to znamea, ze plat (2.2).

2.4 Cviceni. (i) Dokazte,ze pro libovolnou spojitou funkcj plaf
1/2
((varZ £+ - a)Q) " < A(f o b)) <varh f+ (b a).
(i) Urcete vaf f a odhadite celku grafu funkcef, jestlize

a) f(r)=sin’z, a=0, b=,
b) f(x)=2%-3z+4, a=0, b=2,
C) f(x)=cosz+xsinz, a=0, b=2m.
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2.5 Pozramka. Z definice2.1 je zZrejmeé, ze pro kadou funkci f:[a,b] =R
je var® f > 0. Dale je-li dano libovolre cgleri p € 2 [a,b], pak plat

vart f = sup V(f,o). (2.6)
oDOp
To plyne z rékolika elemerérrich pozoroan: Zapne, prot@e
{V(f,o0):0€P[a,b] a oDp}C{V(f,0):0€Z]a,bl},

mud byt sup V(f, a)gvarg I
oDp

Dale dky trojuhelrikové nerovnosti pro libovola d& cleri o, o’ intervalu
[a,b] takowa, ze o’ D o, afunkci f: [a,b] = R, mameV (f,o) <V (f,a’).

Konetre, je-li o€ Za,b] libovolné a o'=cUp, pak o'Dp a tedy
V(f,o)<V(f,o'). To znamea,ze pro kdade de{V(f,o):0 € Z|a,b]} exis-
tued' e{V(f,o):0€2]a,b] a oD p} takow,zed <d’, atedy

var? f< sup V(f,0o).
oop

Plaf tedy 2.6).
2.6 Cviceni. Dokazte rasleduici vlastnosti variace a funks kon€nou variat
(i) Je-li [¢,d] C [a,b], pak pro k&dou funkcif : [a,b] — R plati
|f(d) = f(c)] < var{ f < var, f.
(i) varl f=deR
= (V5>0 do.€Za,b]:0 Do, = d—aSV(f,a)gd).
(iii) vart f=o00 <= (VK >0 Joxe€Za,b]:V(f, D) >K).
(iv) Jestlze pro funkcif : [a,b]—R existujeL € R takowe,ze

f(@) ~ f(y)| < Llz —y| plati pro vsechna, y € [a, b],

pak var’ f<L(b—a).

(V takovem gipacde fikame,ze f spliuje Lipschitzovu podimkuna [a, b],
nebo &z, Ze jelipschitzovsk naa, b].)
2.7 Hiklad. Necht
0 prox =0,
x sin(g) proz € (0,2].

flz) =

VSimréme size f(z) =0 prave kdyz x =0 nebox :% pro rejake k€ N a pro
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€ (0,2] plat
Ly g 2
- T pravé kdyz x_yk_4k+1,keNU{O},
flz) = o 9
—x prave kdyz x:zk:4k_1,keN.
Proda® neN adlerd " ={0,y,, zn, ..., y1, 21,2} dostaneme
V(f,o™) = [£0) = flyn)l + D (1) = F(z)l + D 1 (o) =
k=1 k=1
= Yn + Z (yk—l +Zk) + Z (yk+2k)
k= 1 k=1
n n 1
yo+2z Y + 2 ) —2+4216k2_1 >2(1+ ;k)

n—oo

o0
, . 1 .
Jeziamo,ze ) - =00. Tudiz lim V(f,0") =c0 a varZ f = oco.
k=1
Snadno mizeme uéit variaci monobnrich funkd.

2.8 Véta. Pro kazdou funkcif monobnri na [a,b] plati vart f = |f(b) — f(a)|.
Dlkaz. Je-lif nerostoutnaa,b] ao € Z|a,b], pak

)
f(Um—2) - f(gm—1>] + [f(gm—2> - f(b)]

+
= f(a) = f(b),
ti. vart f=f(a) =|f(b) — f(a)|.
Podobm bychom uﬁzall,zeje-ll f neklesdci na [a, b], pak
var, f=f(b) = f(a)=|£(0) ~ f(a)]. O

2.9 Cviceni. Dokazteze funkcef : [a, b] — R makon&nou variaci nda, b] prave
tehdy, kdy existuje tako& neklesdgi funkce ¢ nala,b], ze

|f(x) = f(y)| < p(x) —p(y) proz,y€la,b], y<z.

2.10 Hiklady. (i) Pfikladem jednodudhfunkce, kted nen& ohrantenou de-
rivaci na intervalu|0, 1] (a tudz tvrzen z pfikladu2.2 (i) nezaréuje, ze
ma kon&nou variaci ng0, 1]) je f(z) =+/z. Protdze je alef rostoug, je
var} f =1 podle Bty 2.6
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(i) Konecnou variaci mohou ihi funkce nespoji¢, jak ukazuje fiklad

0 jedi =0,
fl@) =141 .

Z jesli z€(0,1] a z€ (55,5 prorgjake keN.

Tato funkce je Bejmé definovaa a neklesagi na intervalu|0,1]. Podle

véty2.8je tedy vag f=1.
2.11 \eta. Pro kazce c € [a, b] a kazdou funkcif : [a,b] — R plati

var’ f = var¢ f +var® f.
DlUkaz. Butte dany funkcef:[a,b] —R abodc€ [a,b]. Pokudc=a nebo
c=b, je tvrzen véty trivialni. Nechttedy c € (a, b).

Necht o = {a, c,b} a nechto je libovolné cBleri intervalu [a, b] takow, ze

o Do. Pak nut@ c€ o. Déler o Ize tudz rozctlit na celeri ¢’ intervalu [a, ¢|
a cleri o” intervalu [c,b], tj. c=0'U0c”, kde o' € Z]a,c] a 0" € Z|c,b].
Zfejme pak tak plai

V(f,o)=V(f,a)+V(f o"). (2.7)
Podle pozamky2.5 dos&ivame tedy

var® f = sup V(f,o) < vart f+var’ f.
ocD&
Na druhou stranu pro kda de ®leri o' € Z[a,c] a o’ € Z|c,b] je jejich sjed-
nocen o =o' Ug” délerimintervalua, b] a plaf opét (2.7). Odtud plyneze

varflf+varl;f = sup V(f,0')+ sup V(f,o") < varfl I

o' € Dla,c] o€ Deb]
Tim je dikaz \éty hotov. O
2.12 Hiklad. Bud danon € N. Vysetujme funkci
0 pro0<z <,
fal@) = x sin(z) prod <z <2.
x
Jej derivace
, 0 pro0<z <1,
fal@) = sin(z) . cos(z) prot >z <2
X X X

je ohranterana(0, 1) ana(Z,2). Zfejmeé je varé/"fn =0. Podle gikladu2.3 (i)
je dale varf/n fn <oo. Vétal2.11 tedy implikuje, ze je take var f, < oo pro
kazde n e N.

Na mn&iné BV |a, lg] jsou @irozenym zplisobem defincany operacedtari a
nasobenskabrem (vizUmluvy a oznéen (x)). Funkci identicky nulovou nga, b
nazveme nuloym prvkem mndainy BV [a, b]. Nasleduici tvrzen je Ziejmé.
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2.13 Lemma. Pro libovolré d& funkcefi, f2: [a,b] — R arealnécislo ¢ plati
var® (fi + f2) < var® fi +var’ f, a var’(cfi) = |c|var® f1. (2.8)

Dale var® f =0 tehdy a jen tehdy, kityf je konstantina [a, b].
Stei si totiz uvedomit,ze pro kadé céleri o € Z[a, b] plat
V(fit fo,0) <V(f1,0)+V(f2,0) a Vicf,o)=|c|V(f o)
a daleze je-li var, f =0, mus pro kazdé = € (a, b] platit | f(x) — f(a)|=0.
2.14 \eta. f € BV|[a, b] tehdy a jen tehdy, kayexistujfunkcef; a fo neklesadici
na [a,b] atakowe,ze plat f(z) = fi(x) — fa(z) pro kazce x € [a, b].
Dukaz. Jestie f; a f jsou neklesagi na [a,b] a f=f1 — f2, pak podle
véty2.8maji f1 i fo kone€nou variaci nda, b] a podle 2.9) je také var’ f <oo.
St&i tedy dolkazat,ze pro kadou funkci f € BV|[a, b] existuj funkce f; a fo
neklesdici na [a, b]| atakow,ze f = fi — fo.
Nechttedy f € BV|a, b]. Polazme
filz) =varg f a fo(z) = fi(x) — f(x) pro z€a,b].
Necht =,y € [a,b] a y>x. Potom podle &ty 2.11je fi(y)= fi(x)+vary f, a

protaze variace je ¥dy neaporra, znamea to, ze funkce f; je neklesdgi na
[a,b]. Dale podle ety 2.11mame

fo(y) = fi(z) +vary f — f(y)
f2(y) — fo(x) = vary f — (f(y) — f(z)) > 0

(viz cviteri2.6(i)). To znamea, Ze funkcef, je take neklesdfi nafa,b] a dikaz
je hotov. O

2.15 Cvieri. Necht f € BV|a, b]. Dokazte,ze ok funkce

0 pro x=a,
v(o)

sup Y (f(o;) = floj=1))" pro z € (a,b]

oc Dlax] j=1

0 pro z =a,
v(o)

sup > (f(oy) = f(o;-1))" pro z € (a,b]

o€ Dla] j=1
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jsou neklesagi a neaporreé nala,b| a plat
f(x) = fa)+p(z)—n(z) a vagf=p(z)+n(z) prozelab].

2.16 Disledek. Pro kazdou funkcif s kon€nou variad na [a,b] a pro &echna
t€la,b) ase(a,b] existuj kon€né limity

flt+) = Tim f(r) @ f(s—)= lim f(7)

(tj. f miize nitv [a,b] pouze nespoijitosti prino druhu).*
D 0 kaz. Podle gty?2.12mlzeme pedpokhdat,ze f je neklesdgi na [a, b].
Pro ka&dé z € [a,b] je f(a) < f(z) < f(b), atudZ plai také

fla) < sup f(x) < f(b) prokade se(a,b]

z € [a,s)
a
fla)< inf f(x) < [() prokade t€la,b)
x € (t,
Ukazeme ze
ft+) = ir(lfb} f(z), jestlize t€la,b) (2.9)
x € (t,

Ozn&me d = ir(lfb] f(z) a zvolme libovol@ ¢ > 0. Potom podle definice in-
T € (¢,

fima existujet’ € (t,b] takow,ze jed < f(t') < d +e. Vzhledem k mondinnosti
funkce f odtud plyne ze nerovnost < f(z) < d+ ¢ plafi pro kazde x € (¢,t'].
Dokazali jsme tedy vztat(9).

Podob@ bychom ukazali,Ze plat také

f(s=)= sup f(x), Jjestlize s€(a,b]. (2.10)

z € [a,s)
2.2 Prostor funkci s koneg€nou variad
Podle lemmati2.13 kazda linearn kombinace funkcs kon&€nou variac ma také

konenou variaci. Z toho plynge mna@inaBVa, b] je linearn prostor. UldZzeme,
Ze i vhodre zvoleré norne seBV [a, b] stane lin@rim normovagm prostorem.

'Rikame, e bod z je bodem nespojitosti 1.druhu funkcg jestlize existuj koneéné limity

f(z=), f(z+), pricent f(z—)# f(z+)
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2.17 \ta. BV]a,b] je linearni normovary prostor vzhledem k nof@rdefinovaé
predpisem

I fllzv = [f(a)|+varl f profeBVla,b]. (2.11)

Dlkaz. BV[a,b] je linearri prostor podle lemmatid.13 Dale pro kadou
funkci f:[a,b] =R akadé z € [a,b] plat

(@) <|f(a)|+|f(z) = f(a)| < |f(a)|+Varl f pro z€la,b].
(Rozmyslete si, protomu tak je.) Tud
I < I fllBv < oo profeBV. (2.12)
Podle lemmati2.13relace

1f+gllBv < Ifllev +llgllsv @ llc fllsy = lel || fllBv (2.13)

plati pro v8echny funkcef, g € BV|[a, b] a kazdé realné Cislo c € R.
Konetrg, jestlze || f|lsv = 0, mud byt f(a)=0 a var’ f=0 Podle lem-
matu2.13je tedy f(x) = f(a) =0 nala,b], tj. f je nulow prvek BV|a,b].

Dokazali jsme tedyze rovnost?.11) definuje normu n&8V|a, b]. O

2.18 Pozramka. Nerovnost2.12) implikuje, Ze k&da funkce, kted ma ohrani-
¢enou variaci nda, b] je take ohrantera nala, b].

Podle ety 2.17 je BV([a,b] linearri normovay prostor vzhledem k norén
definova predpisem 2.11). Nyni dokdzeme,ze BV [a, b] je Banacliv prostor
vzhledem k &to norn&. Toto tvrzehumaziuje podivari metod funkcioalni ana-
Iyzy pfi praci s funkcemi s korinou variat. Nejprve ale fipomaime Bolzanovu-
WeierstralRovu &tu, kterou budeme pbovat.

2.19 \eta(BoLzANO-WEIERSTRAR). Z kazde ohrantere posloupnosti r@nych
Cisel Ize vybrat konvergeritpodposloupnost.

2.20 \kta. BV|[a,b] je Banactliv prostor.

DlUkaz. Zlyva dokazat,ze BV|a, b] je Uplny, tj. Ze k&da posloupnost cauchy-
ovska v BV([a,b] ma v BV]a,b] limitu. Necht {f,,} CBV][a,b] je posloupnost
cauchyovsk v BV |a, b]. Potom plai

Ve>0 dn.:
(2.14)
n,m 2ne = |fo(x) = fm(@)| < [|fa — fmllBvy <eproz€a,b]. }
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a) Podle2.14) je pro k&dé x € [a, b] posloupnost r@inych Cisel { f,,(x)} cau-
chyovslé. Pro kdadé x € [a, b] tedy existuje konéna limita

lim fu(x) = f(2).

b) Nechtje dano libovolre £ >0 a nechtn. €N je urteno podrinkou 2.14).
Potom pro kddé x € [a,b] mame take

@) = fae (@) = T |fu(o) = fo(@)] <,
atudz pro k&dé n > n. akadé x € [a,b] plat

£(2) = ful@)] < 1F(@) = fue(@)] + |fue (@) — ful)] < 2e.
To ovSem znamem ze

T [ = full =0
neboli posloupnos{ f,,} konverguje kf stejnong&rré nafa,b].
c) Podle £.13) a (2.14) existujen; € N takow, ze

varg fu < || fallev < [|fo Iy +1 pron >mn;.

Ciselra posloupnos{var’ f,,} je tedy ohrariera. Podle Bolzanovy-WeierstraRo-
vy vty z i Ize vybrat podposloupnogtvar® f,,, : k € N}, pro kterou plat

Jim var® f,, =d < oo,
tj.

Ve>0 3k.eN: (k:zka aceaab] = V(fu,,0)< d+s)

Ve>0 VoeZ2a,b]:V(f o) = klim V(fne o) < d+e.
Odtud osem & plyne,ze je

varl f= sup V(f,o) <d<oo, ti. feBV[a,b].
occPDab]

d) Podle £.14) tedy pro ka&dé ¢ > 0 existujen. € N takow, ze

n,m>n. = V(fp — fm, o) <Var’ (fn — fin) <eproo € Z[a, b).
Tudiz, je-li m > n., pak pro kddé o € Z[a,b] plat

V(f = fm,0) = lim V(fn — fm,0) <e neboli vai, (f — fm) < e.

To ov8em znamem ze lim ||f — fu|gv = 0, coZ zbyvalo jesté dokazat. [
m—0o0
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2.3 Konecna variace a spojitost

Podle disledkuZ.16mohou nit funkce s konénou variat nespoijitosti pouze prv-
niho druhu. Poitvejme se nyhtrochu podrobégji na vlastnosti funkics kon€nou
variad souvisejci se spojitost

2.21 \fta. Kazda funkcef € BV |a, b] ma nejse spdetre mnoho bod nespoji-
tosti na intervalu|a, b].
D ik az plyne z dsledku2.16a z rasleduiciho lemmatu. O

2.22 Lemma.NechtJ C R je oteVeny interval,f : J — R a M je mn&ina bodl
nespojitosti 1. druhu funkcg v J. Potom M je nejyySe spoetra.

DlUkaz. a) Ozname

Mt ={eeJ: flat)# f(2)}, M~ ={zeJ:fe=)#f(x)}

M ={zeM™: f(z)< f(z+)}, Mj ={z e M*: f(x)> f(z+)}.

Potom jeM =M+t UM~ a M+ = M;" UM,". Uspdadejme mndinu P racio-
nalnich Cisel do posloupnost? = {r;}. (Uvédomte si 8ak,Ze mndinu P nelze
uspadadat ,,podle velikosti“, tj. tak aby platile, < r;. 1 pro kazdée k € N.)

Necht r znai zobrazen ktere kazdemu z € M;" prifad prvni (pfi darém uspo-
fadan mnaziny P) raciorélni Cislo, ktei IeZi v intervalu (f (x), f(x+)). Presrgji

receno,

0.

r(e)=rj <= rje(f(x), fz+)) a{r,r2, .. rja} 0 (f(2), f(z+))

Déale pro kadé g € P ozn&me symbolem_;(q) jeho vzor @i zobrazei r, tj.

ro1(q) ={ze My :r(x)=q}.

Mame

M= | roale).

qeP
Uk&zeme-li tedyze k&da mn&inar_i(q), ¢ € P je sp&etr, budeme ft sou-
Casré tale dokazano,ze i mnaina M," je spdetra.
Nechtje tedy dano libovolre g € P. Vzhledem k definici mniny M;" a zob-
razen r pro kazdé x € r_1(q) existujed(x) > 0 takow, ze

r<y<z+i(x) = f(y)>r(z).
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Jsou-lizy, zo € 7—1(q) takova, ze x1<xy ar(xy) =r(x2) =q, pak mus platit
(21,71 + (1)) N (22,22 + 0(22)) = 0.
Vskutku, kdyby byloz; <z < 1+ d(z1), bylo by &2 (vzhledem k definich)

q =r1r(x1) <f(x2) <r(x2) = ¢,

coz neri mozné. Sysém intervall {(z,z +6(x)), z €r_1(q)} je tedy disjunktin
Kazdemu z € r_1(q) lze tedy gifadit jediré racior@lni Cislo p € (z,z +4d(x)) a
tim definovat pro& zobrazenr_;(q) do P. To znamea, Ze pro kade ¢ c P je
mnazinar_1(q) spaetra.

b) Prot@¢e M) ={recJ: — f(xr)< — f(z+)}, mizeme podit tast a) tohoto
diikazu k dikazu sp@etnosti mnainy M, *.

c) Kongre, M~ ={zeJ: f(—x)# f(—z+)}, takze podletasi a)-b) tohoto
diikazu je tak M~ spdtetra mnaina. O

2.23 Poziamka. Klicowm argumentem pro platnost lemmalll2 je tvrzen:
Kazdy disjunktri sysém intervall v R je spdetry. Dlkaz tohoto tvrzenje v na-
Sem dikazu lemmati?.22 obsaen.

Necht f € BV([a,b] a
v(z) =varif pro z€la,b]. (2.15)

Podle dikazu ety 2.14vime, ze funkce v a v — f jsou neklesagi na [a, b].
Ukazeme nyin, Ze funkcev ,,kopruje” spojitost funkcef.

2.24 Lemma. Necht f e BV[a,b] a v:[a,b] — R je defino@na vztahen(2.15).
Potom je f spojita v bo@® z € [a,b) zprava pave tehdy, kd¥ je v tomto bod
spojita zprava i funkcev. Podobré, f je spojih v bod® x € (a,b] zleva pave
tehdy, kd¥ je v tomto bod spojit zleva i funkcev.

Dlkaz. a)Nechtr € (a,b] a f(z—)= f(z). Bud danoe > 0. Zvolme § > 0
tak, aby platilo

f(z) = f(t)] < % pro kazde t e (z — d, ).

Zvolme Bleri o ={09,01,...,0m} € Z[a, z] tak, aby platilo
v(x)-V(f,o) < % a om—1€(x—94,2).

Mame |f(z) — f(om-1)| < =, atedy

| ™



STIELTIESJV INTEGRAL 29

m—1
n Z |f(oj) = floj—1)| < [f(x) — flom=-1)] +§ < €.
=1

Odtud snadno odvanhe,ze plat v(x) — v(o,—1) <e. Protdze v je neklesdgi na
[a,b], dos&vame dle

v(z)—v(t) <e prokade te (om_1,].
Tim je dolazana spoijitost zleva funkce.

b) Podobg dokézeme,ze funkcev je spojita zprava v kadem boe = € [a, b),
ve kteém je zprava spofitfunkce f.

c) Pravdivost zfpvajicich implikad plyne okanzité z nerovnost
|f(@) = f(y)] < Jo(z) —v(y)]
platrych pro 8echnae, y € [a, b] (viz cvicer [2.6 (i)). O

Z nasleduiciho tvrzen vyplyne, Ze soidet absolutith hodnot skok funkce
s kon&nou variatje vzdy kon€ny.

2.25 \eta. Nechit f € BV([a,b] a necht W = {s;} je prost posloupnost bad
z intervalu(a, b). Potom

A f(a) \+Z(A+f sl + A7 f(s1)]) +|ATF ()] < varl f. (2.16)

Dlkaz. a) IPedpokhdejme nejprveze f je neklesdgi. Potom
INSIOIE Z (1A% F(s0) 187 f(s0)]) + 1A F(0)]

= AT f(a) +2Af sk)+ A f(b).

k=1
NechtneN aog,o01,...,0,41 jSou body intervalya, b] takowe, ze

a=00<01< - <Op<Opt1=0

{op:k=0,...n+1} ={a} U{sp:k=1,...,n} U{b}.
Zvolme dale ty, k=1,2,...,n+ 1, tak, aby platilo

a<t1 <o <tly<og<---<op<tphy <0

Potom je
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0 < AT f(a) < f(t1) = fla), 0 < ATf(b) < f(b) = f(tns1)

a
OSAf(O-k)Sf(tk-‘rl)*f(tk) pro k=1,2,...,n
Tudiz
At f(a) +2Af sk)+ATf(b) = At f(a) +ZAf or) + AT f(b)
k=1 k=1
< (St @)+ Y (f(trpa) = F(tr) + (F(O) = F(tntn))
k=1

= [(b) = f(a).

Pro libovolre neN tedy mame
A* f(a) +ZAf sk) + A7 f(b) < f(b) - f(a) = var, f.

Nerovnost/2.16) tedy plat pro kazdou funkci f neklesdici na [a, b].

b) Nyni necht f je libovolna funkce s konénou varia€na [a, b| a nechtfunkce
p a njsou definoany jako ve cwieri 2.15 Potom f = f(a) +p —n,

AYF() = ATp(t) — ATn(t), A f(s) = A p(s) — A”n(s),
ATF()] = ATp(t) + An(t) A |Af(s)] = A p(s) + A n(s)

prote(a,b), s € (a,b]. Podle prvia &asti dikazu name

pla)+ D (ATp(si) + A p(sk)) +ATp(B) < (D)

k=1

A*n(a) + Z (A+n(sk) n A‘n(sk)) +A™n(b) < n(b).
k=1
Se&teme-li tyto nerovnosti, dostaneme

A% f(a |+Z( A*F(s)l+AT F(si)]) + A7 FB)] < p(b) +n(b) = var), f.
O

2.26 Pozramka. Necht f:[a,b] — R ma koné&nou variaci a nechinnazina W

jejich bodi nespojitosti v(a, b) je nekonéna. Podle #ty2.21 existuje vajemré

jednozné&né zobrazenk € N — s, € W takow, ze W = {s; }. Takowch zobra-
zen je ovsem nekonéné mnoho. Podleéty 2.25je vsakfada

[e.9]

> (1A% fsn)l +1aF (1))

k=1
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(absolut®@) konvergentna jeji solwtet neavid na volle uspdadani mnaziny W.
Protc’e prox € (a, b) je <|A+f(:c)] + |A*f(x)|) # 0 pouze tehdy, kdyy z € W,
ma tedy smysl definovat

> (It f@+ a7 f@)]) = Y (1A% F (sl +1Af(s0)]), 217)
z € (a,b) k=1
kde {s.} je libovolna prosé posloupnost bddz (a, b) takova,ze W = {s; }. Ana-
logicky budeme rozugt i symboim >~ resp. > ,resp. > .

z € [a,b) z € (a,b] z € lab]

Veétu2.25mtizeme nyin preformulovat do asleduici podoby.
2.27 Disledek. Pro k&dou funkci f € BV |a, b] plaf

Yoo ATf@)+ D> A f(x)| < varl f. (2.18)

x € [a,b) z € (a,b]

2.4 Derivace funkd s konenou variad

Nyni se budeme énovat vlastnostem funks kon&nou variat vzhledem k deri-
vovari. Nejprve gipomdime pojem mnbin s nulovou nirou.

2.28 Definice.Mnozina M C R manulovou niru (u(M) =0), kdyz ke k&dému
e > 0 existuje nejySe spéetry sysém otevenych intervall I;, j € N, takowy, Ze

o0 oo
MclJIa) <.
j=1 j=1

ReknemeZe rgjaka vlastnost platskoro wude(s.v.) na intervalula, b], jestlize
existuje mndina M C [a, b] nulové miry tako\a, Ze tato vlastnost plapro kazdée
x€la,b]\ M.
2.29 Cvien. Dokazte,Ze plat:

(i) Kazda spdetra mngina .S C R mé nulovou niru.

(i) Sjednocenspaetre mnoha mnkn nuloe niry ma nulovou riru.

2.30 \éta (LEBESGUEOVA VETA O DERIVACI MONOTONNI FUNKCE). Kazda
funkcef, definova@ a monobnri naintervalu[a, b], méa kon&nou derivacif '(z)
pro s.v.x € [a, b].

Dukaz ety 2.30 je rozsahly, technicky komplikovai a do zn&né miry za-
visly na pojmech, ktdér se do tohoto textu nevejdou. Prékaz odkazujeme na
uCebnice, kte# obsahdujdukladny prehled €to tematiky (viz nap [15, véta 84],
[16, véta VI.1.2], B3, Theorem 22.5]).
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2.31 Pozramka. Specalné vzhledem k @€2.14 méa kazda funkce f € BV a, b]
kone&tnou derivaci skoro Sude na intervalya,b]. Je dokonce zamo (viz \é-
tul3.10), ze derivace funkics kon€nou variatjsou lebesgueovsky integrovatéln
ALE ! Obecré neplat pro kazdou funkci f € BV|[a,b] zdanlivé @irozera rov-
nost .

f(x) — fla) = / S dt pro zela,b)
Existuji totiz funkcef%IB%V[a,b] nekonstantnna [a, b]| a takowe, Zze f'=0 s.v.
nala,b].
2.32 Definice.Funkce f € BV|[a, b] se nagvasingularni, jestlize f'(z) =0 pro
S.V.z €[a,b].

2.5 Skokowe funkce

Nejjednod&sim pfikladem nekonstantoh singuérrich funkd jsou funkce typu
f() = X{a,q (), kde c € (a,b). Jejich zobecérim jsou tidy jednoduckrch sko-
kowch funké (anglicky step functiong resp.skokoych funké (anglicky break
functiong.

2.33 Definice.Funkcef:[a,b] — R je jednoduch (t&Z kon€n4) skoko@ funkce
na [a,b], jestlize existuje 8leri o € Z[a,b] takow, Ze na kadem jeho dcim
oteWerém intervalu(o;_1,0;) je f konstanth Mnozinu jednoducfich skoko-
vych funkd na intervalufa, b] zn&ime Sa, b].

Funkce f:[a,b] — R je skokowa funkce nala, b], jestlize bucto f je jedno-
ducta skokowa funkce, nebo existuy, ¢y, d € R, prost posloupnosfsy} C (a,b)
a posloupnostic,} CR a {dy} CR takow,ze plat

oo

$leul 4 s < (2.19)
k=1

a %)

f(@) = e+ co x(ap) () + ;(%xsm )+ di Xjoa)#) + o 2) (2.20)

prox € [a,b].

Mnozinu skokoych funkd na intervalu[a, b] zn&ime Bla, b].
2.34 Cvicen. Dokazte,Ze plat:
(i) f€S[a,b] prave tehdy, kdy existuj m € N, ¢, co,d € R, mnaziny
{ep:k=1,2,....m}CR, {dp:k=1,2,...,m} CR

aprosa mnaina{sg:k=1,2,...,m} C (a,b) takowe,ze plat
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f(z) =c+coX(ap) (T +Z <CkX (500 (T) + e X[ ) (2 )) +d X
pro z € [a, b]. =
(i) feBla,b] pravé tehdy, kdg budto f €Sla,b], nebo existdjce R, po-
sloupnosti{c;} CR, {dx} CR a prost posloupnosf{s;} C [a,b] takowe,
zeplat (2.19 a

x)=c+ Z ek + Z dr Ppro z€la,b], (2.22)
a<lsp<zx a<sp<z
kde sodtove symboly masmysl zavedégrnv pozmmce2.26 (tj. v prvni sume
se gita ples \Bechny indexyk, pro kteé s; € (a, 2|, a ve drulé se 8ita ges
vSechny indexyk, pro kteé si € [a,x)). POZOR na jem@ rozdly mezi
posloupnostmi{sy }, {cx}, {di} zde a v definicR.33

(ii) Pro kazdou funkcif € Bla, b] tvaru (2.2]) plati

flz=)=c+ Z ck+ Z di, Jestlize z € (a,b]

a<sp<x a<sp<z
a
flat)=c+ > o+ Y di, jestizex€la,b).
a<lsp<z a<sp<z

(Jak bude vypadat vgffen jednostrangich limit funkdi z Ba, b], vyjdeme-
li z tvaru (2.20)?)

2.35 \eta. Pro kazdou skokovou funkdi € Bla, b] plati

varl f =AY f(a) + 3 (A+f )|+ |A*f(x)\) FIATF(b)] < c0. (2.22)
z € (a,b)
Specalné S[a,b] C Bla,b] C BV]a,b].
DUkaz. JelifeS[a,b], je tvrzenr véty Zejmé. Fedpokhdejme tedyze
f€Bla,b]\ S[a,b] je vyjadena ve tvarud.2]) ze cvteri 2.34(ii).
a) Prolibovoli z,y € [a,b], x <y, mame

FW) - F@ < Y lel+ S ldul

r<sK<y w<sp<y
Pro k&dé céleri o intervalu [a, b] tedy plat

v(o)

Vo) <Y om( D lel+ D0 1dkl) <D (el +1dil)-
k=1

Jj=1 0j—1<8kp<0; 0;-1<8p<0j

Odtud plyne podled.19), ze
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vart f < i (x| + |di]) < o0, (2.23)
. feBV[a,b].
b) Na druhou stranu, podle @énri[2.34 (iii) snadno odvotne,ze plat

At f(sp) =cx a A f(sg) =d prokadekeN. (2.24)

MUZzeme tedy potit také disledelk?.27 podle ktegho plat obracera nerovnost
o0

> (lekl + |dx]) < var f
k=1
a uzavit tak dlikaz \Bty. O

Je-li f jednoduch skokowa funkce nala,b|, pak Zejmeé plat f'(x)=0 pro
kazdé x € [a,b] \ M, kde M C [a, b] je néjakd kon€na (nebo tak prazdré) mno-
Zina. Jednoducéhskokowe funkce nala, b] jsou tedy singudrri na [a, b]. Ukaze-
me, Ze dokonce k&da skokowa funkce nala, b] je singubrni na [a,b]. K tomu
budeme pdebovat rasleduici tvrzeri znamé ze akladi matematick anayzy jako
mala Fubinova eta

2.36 \Bta (MALA FUBINIOVA). NecHt{fk} je posloupnost funkaeklesdicich
na [a,b] atakow, zefada f(x ka konverguje pro kade x € [a, b].
Potom f/(x ka < 00 prosv:ce[a b].

Dlkaz. a) Ozneme

gi(x) = fu(@) = fe(a) a g(x) = f(x)—f(a) prokeN a z€la,b]
Potom jsou gechny funkcey, gx, k€N, neZ&porre a nekleségi nafa,b]. Podle
vety 2.30 pro kazdé k€N existuje mndina Wy, C [a,b] nulové niry takowa,
ze funkceg;, ma koné&nou derivacig ) (z) pro kade z € [a,b] \ W. Podob
existuje konéna derivaceg’(z) pro kade z € [a,b]\ W, kde W C [a,b] ma

také nulovou niru. Ozn&ime-litedyU = W U U W, mlizeme shrnouize exis-
k=1
tuji konetné derivacey’(z), gi.(x), k€N, prokade z € [a,b] \ U. Podle CvEe-
ni 2.29(ii) ma ovsem take mn@ina U nulovou niru.
Pro libovolra z € [a,b]\ U a £ € [a, b] takowa, Ze £ # xz, mame

— k(&) —gr(x)  g(&) —g(x)
Z - -z
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Protaze kady stitanec v suré na lew stra@ je neklesagi, plyne odtudze

- ok(©) —gw(@) _ g(6) —g(2)
)= Z - = E—x
plati pro libovolra x € [a,b]\ U, £ €a,b]\ {z} a neN. Limitnim pfechodem
¢ — x dostaneme

ng <g'(x) prozela,b]\U a neN.

Diky tomu, ze gk( xz) > 0proxe€la,b]\U akeN, je posloupnosts! } nekle-
sajci a ohranter nafa, b]. Pro k&dé = € [a,b] \ U tedy existuje konéna limita

lim s, (z) =Y gi(x) < ¢'(x), (2.25)

tj. Fadaz g5.(z) konverguje pro s.vz € [a, b].

o . 1
b) Z drule strany, pro kadé ¢ € N existujen, takowe,ze 0 < g(b) — sy, (b) < o
Protdte g i s,, jsou neklesafi nafa,b], znamea to,ze je take
1
0<g(z) —sp,(x) < 5
atudz

1
O<Z — 5, (2 )<Z?:1 pro x € [a, b].
=1
Podle prvm castl dikazu, kde uvaujeme posloupnosty(z)—sn, () } misto{gx},

dosivame odtudze iFadaZ (9'(z)—sy, (x)) je konvergenthpro s.v.z € [a, b].
=1
Specalné, mus platit glim (sp,,(z) — ¢'(z)) =0 pros.v.z € [a, b]. Toto by osem

7

nemohlo l§t pravda, kdyby nerovnost 2(25) byla osta. Plat tedy rovnosti

@) = (f(2) = fa)" = ¢'(z) = Y _ gh(x)
k=1

= filz) pros.v.z€[a,b].

I
Nk
=

k=1

Tim je dikaz dokokien. O

2.37 \eta. Kazda skokow funkce nda, b] je singubrni na [a, b].
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DlOkaz. Nechtf €Bla,b]\S|a,b], ceR, posloupnosti{c,} CR a{dy} CR
a prosé posloupnostV = {s;.} C [a, b] jsou takoe, Ze plat (2.19 a (2.2]). De-
finujme prok € N

0, kdyz a <z < sy,
vg(z) = |dg|, kdyz x = sy,
lck| + |dg|,  kdyZ sp <x<b.
Kazda funkcevy, je neklesdgi nafa,b] a v (x)=0 pro z #s;. Dale

[e.e]

ve(@) = > lexl+ D ldi| prozefa,b].

k=1 a<sp<x a<sp<z

Protdze podle®.2)fady > " |ex| @ > |di| konvergujprokazde x € [a,b],
a<sp<z a<sp<z
je funkce

(@) = (@)
k=1
definovai pro kadé x € [a, b] a podle ety 2.36plaf
v'(z) = ZU;C(:B) =0 pros.v.z€]la,b].
k=1

Protaze pro \Bechnae, y € [a, b] takowg, Ze x # y, zfejme plai

LGRS OIp
r—y B

v(z) —v(y) ’

r—y

plyne odsudze talé f'(x)=0 proxz ¢ W.

V pfipace, ze f € S[a, b], je tvrzen véty evidenti O

2.38 Pozramka. Priklad funkce, ktea je spojif, neklesagi a singuarni na daem
intervalu, je uveden V1i4, V.9, cviCeri 4].

2.6 Jordan(v rozklad funkce s kon&nou variadi
2.39 \eta. Kazdou funkcif € BV[a,b] Ize vypdit jako sowet f = f; + f» na
[a,b], kde f; € BV[a,b]NCla,b] a fa €Bla,b].

Je-li f=fi+fo, kde f; €Cla,b]NBV[a,b] a fo€Bla,b], jiny takoy
rozklad, potom jsou funkcg — f1 a fo — f» konstantiina [a, b].
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Dukaz. a) Ozname symbolemi¥/ mnazinu bodi nespojitosti funkcef,
t]. W={sp€la,b]:ke€K}, kde K={1,2,...,m} pro réjakt m € N. nebo
K =N. Definujme

fo(z)= Y A f(sp)+ Y ATf(sy) pro z€la,b]. (2.26)
a<sp<x a<sp<x
Potom podle tsledku2.27 plaf
Do IATH@)+ Y AT f(@)| < var f
x € [a,b) z € (a,b]

a podle definic&.33je tedy f2 € Bla,b]. Analogicky jako ve cwieri [2.34 (iii)
(viz téz (2.24)) dostaneme

falt4) = > A7 f(sp)+ > ATf(sy) protela,b)

a a<sp<t a<sp<t
fas=)= Y ATf(se)+ D, ATf(s) prose(a,b]
a<sp<s a<lsp<s

Snadno tedy a&ime,ze

AT fo(t) = AT f(t) prot € [a,b), }
(2.27)
A~ fo(s) = A7 f(s) prose (a,b].

Tudiz

((f(t+) = f2(t4)) = (f(8) = fa(t)) = ATF(t) = AT fa(t) = 0

(f(s) = fa(s)) = (f(s=) = fa(s=)) = A7 f(s) = A7 fo(s) = 0.
Funkce fi = f — f2 je tedy spojid naja,b] a f = fi1 + f2 naja,b].
b) Necht f = fi + fo, kde f; €Cla,b]NBV[a,b] a erIBB[a,b]. Potom

(Ft+) = fa(t4)) = (F(t) = fa(t)) = AT f(t) = AT fo(t) =0

(f(5) = fa(s)) = (f(s=) = fals—)) = A7 f(s) = A fa(s) = 0

plati pro vSechnat € [a,b) a s € [a,b). Vzhledem k[2.27) dostivame,ze plat
AT fo(t) = AT fo(t) = AT F(t) a A™ fa(s) = A~ fo(s) = A7 f(s)

prote€[a,b), s€ (a,b]. Odtud podle definic2.33 (viz cvicer 2.34(ii), (2.21) a
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(2.29) plyne,ze
foz) = c+ Z A7 f(sg)+ Z AT f(sg) pro z€a,b],

a<sp<x a<sp<x
kde c € R mlze byt libovolné. Rozdl fo — fo= fa(a) — f2(a) je tedy konstanfn
nala,b]. O

2.40 Pozramka. Podle ety 2.391ze kazdou funkci s konénou variac rozlozit
na soiet funkce spojé a funkce skoka®. Takoy rozklad se nagva Jordarliv
rozkladfunkce s konénou variat

2.41 Definice.Kazdou funkci f5 pfifazenou kf podle \éty2.39 naz/vamesko-
kowa ¢astfunkce f. Rozdl f — fo nazvamespojita ¢astfunkce f. Skokovou,
resp. spojitowast funkcef znaime obvyklef B, resp. f €.

Nasleduici lemmatko se am bude hodit v kapitole 5.

2.42 Lemma. Nechit f € BV[a,b], W ={wy} je jeji mn&ina bodi nespojitosti
vintervalu[a,b]. ProneN a z € [a, b] definujme

FRa)y= D" A f(wp)+ Y AT f(wy)

a a<wp <z a<wi <z
Fe@)= Y A flw)+ Y ATf(w).
a<wp <z alw <z
k<n k<n

Potom je fB €Sla,b] pro kazde n € N a plaf

lim var® (fB— fB) =o. (2.28)
Dukaz. Zejmeéje fBcS[a,b] pro kade ncN. V pfipac, ze mndina W
je kon&n, je fB = fB na|a,b] pro dostaténé velka n a tvrzen lemmatu je
trivialni. Predpokbdejme tedyze IV je nekonéna. Potom

FE—fB= > Aflw)+ Y ATf(w)
a<wp <z alw <z

k>n k>n
a podle ety2.35dostaneme

var, (f8 = £2) < Y0 AT f(wl+ Yo AT f(wy)l. (2.29)
a<wi <z a<wp <z
k>n k>n

Podle disledku2.27 je vyraz na pra@ stram@ nerovnostilZ.29 zbytek absoluté
konvergenthfady, ktef ovSem konverguje K pfi n — oo. Plaf tudiz (2.28. O
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2.43 Hiklad. Vratme se j&t k funkdm

0 pro0<z <1
n(T) = roneN
fn(®@) zsin(=) proi<z<2 P
a X
0 proz =0,
fx) = x sin(—) prox >0

Z prikladu2.12 vime, ze vag f, <oo pro ka&de n € N. Snadno o&ime, ze
{fn} konverguje kf stejnon&rré na|0, 2] a gfitom podle gikladu2.7 f nema
kone&nou variaci ngo, 2|.

2.7 Bodova konvergence

Podle gikladu2.43 stejnongérra konvergence posloupnosti furilckon€nou va-
riaci nemus stetit k tomu, aby jejjlimita méla tale kon€nou variaci. Z asleduici
véty vdak uvidme, Ze stejnondrma ohrantenost variaicclenll daré posloupnosti
uz zar\&i, ze dokonce jéjbodowa limita koné€nou variaci ha. (Pomotargument
powzitych v gfikladu 2.7 ovéfte, Ze pro posloupnost funkd f,,} z pfiklad2.12a

2.43plati, Ze lim var? f, =oco a sup vars f,, = oc.)
n—00 neN

2.44 \éta. Nechtpro funkci f : [a,b] — R existuje posloupnost furké f,,} ta-
ko4, ze
varl f, < x<oo proneN, a lim f,(z) = f(z) proxz€la,b].
Potom je tak var® f < .
DlUkaz. Prokade cgleri o€ Z|a,b] plat
V(f,o) = lim V(fp,0) < s,
a tud? je take var f < . O
2.45 Cviceni. Necht
27% kdyZz x= 177 pro réjake k €N,
g(z) = )
0 pro ostath z € [0, 1].
Dokazte,ze f € BV|0, 1].

Nyni zformulujeme a do&zeme Hellyovu @tu, ktea bude diteCna naf. pro
dikaz tofini spojitosti réktefch opeatorll definovagich na prostoruBV|a, b].
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Hellyova etaftika, ze z kadé posloupnosti funkcse stejnorérré ohrantenou
variad lIze vybrat posloupnost bodékonverguici k funkci s kon€nou variat

2.46 \fta(HELLYOVA VETA O VYBERU). Necht{f,} CBV[a,b], »¥€R,
|fula)| < 5 a var® f, < » pro véechna € N.
Potom existdjfunkce f € BV [a, b] a podposloupnost f,,, : k € N} posloupnosti
{fn} takowe,ze plat
1f(a)| <z, vartf<sx a klim frp(z) = f(x) pro xze€la,bl.
V diikazu vy&ijeme rasleduici dvé tvrzen.
Tvrzeni 1. Necht
|fu(z)] < M < oo nala,b] provSechna €N.

Potom pro k@dou spdetnou mniinu P C [a, b] posloupnost f,,} obsahuje pod-
posloupnost f,,, : k € N} takovouze

klim fne(p) €R provsechng € P.

DlUkaz. NechtP={pi}. Mame |f,(px)| <M < oo pro VSechnan, k € N.
Podle Bolzanovy-WeierstraRovyety pak existuj posloupnost{n; ;:k €N} a
q1 €R tak,ze

o (p1) = @i
Podob existuj {fy, ,:k €N} C{fn,,:k€N} ag €R takowg,ze
kh_}ngo f”k,z (p2) = @2 € R, pricent také kh_}n(}o f”k,z (p1) =q eR.
Takto pro ka&dé j € NN (1, 00) najdeme posloupnosti
{fo,;: KEN} C{fn,,_, :kEN}
acislag; € R tak,ze bude platit
klggo frwo(Pe) =qe€R  prokadele{1,2,...,j}.
Pol@me f,, = fn,, ProkeN. Potom
klirgo fn(pj) =¢; €R projeN. 0

Tvrzeni 2. Pfedpokhdejme,ze vSechny funkcé,, n €N, jsou neklesagi na
[a,b] a ze existujeM € (0,00) takowe, ze || f,|| < M pro kazdeé n € N. Potom
existuj podposloupnost f,,, : keN} posloupnosti{ f,} a funkce f:[a,b]—R
neklesdci na [a, b] takoe, Ze plat

khigo frx (x) = f(l‘) pro x < [avb]'
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Dl kaz. NechtP = (PN (a,b))Ul[a) U] je mndZina raciolnich &isel z inter-
valu (a,b) doplréra o bodya,b. MnoZina P je spcetra a [a,b]\ P C (a,b).
Podle tvrzenl existuj podposloupnos{n;} C N a zobrazehy: P — R takow,
ze

A fo, (p) = ¢(p) pro peP.

Ziejmé o(p’) <p(p”) pro Sechnap’,p” € P takowa, ze p’ <p”. Dale defi-

¢o(r)= sup @(p) prox € (a,b)\ P.
p€ PNla,x)

Potom je definova@ a nekleségi na[a,b] a

p(x)= lim ¢(p) proz € (a,b)\P.
ppGP

UkaZzemeze v k&dém boe x € (a, b), ve kteem je funkcey spojita, plat

lim  fp, (z0) = ¢(20). (2.30)

k00
Vskutku, nechte danoes > 0. Potom existuje’. > 0 takowe, ze
xo— 0 <x<T0+0: = (x0) — < () <p(x0) +E.
Zvolime-li 7" € PN (zg — 6=, z0) ar” € PN (xo,x0+ d:), bude platit
p(z0) —e < p(r') < plzo) < (") < plz0) +e.
Dale zvolmek, tak, aby bylo

o(r') —e < fu,(r") < p(r)+e

o(r'") —e < fa, (") < p(r") +e

pro kazde k > k.. Potom pro kddeé k > k. dostaneme tak

p(z0) —2e < @(r') —e < fu, (') < fur(20)
< fu (") < o(r") +e < p(x0) +2¢
Cili plati (2.30).
Dokazali jsme tedyze je-li Q mnazina bodi nespojitosti funkcep v (a, b),
pak
Jim f (2) = ¢(z)  pro z €, b]\ Q.

Podle \&ty2.21je mna&zina @ spdetra. Mlizeme tedy poit jeSte jednou tvrzenl
a dolazat tak existenci vybr&posloupnosti



42 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

{fr, LEN} C{fn, :kEN},
ktera ma limitu ¢ (x) € R pro kadé x € Q. Definujeme-li tedy
p(x), kdyz z€la,b]\Q,
-

| %), kdyz z€Q,
bude

lim fnkZ (z) = f(z) prozé€]a,bl,

{—o0

a prot@e funkce, kte je na intervalua, b] bodovou limitou posloupnosti funkc
neklesaicich nala, b], je také neklesdgi, tvrzeri 2 je dokazano. O

Dilkaz véty2.46
Pro k&de neN ax € [a,b] polozme
gn(x> - varg fn @ hn(‘r) = gn<x) - fn(x)

Mame f,, = g, — h, a\sechny funkcey,,, h, jsou neklesagi na [a,b] (viz cvi-
ceri2.15). Dale

lgnll < varg fo <3¢ @ [[hall < [ fall + llgnll <25 proneN.

Podle tvrzen2 existuj funkce g, h € BV|[a, b] a posloupnos{n;} C N takow,ze

klirn gn,(x) =g(z) a klim hn, (z) = h(z) prokadez e [a,b].

Ozn&me f = g — h. Potom je

lim fo, (2) = 1 (go, (@) =, (@) = g(2) — h(z) = f(2)
pro kadée z € [a,b]. Zfejmé je |f(a)| <. Konetne, podle ety 2.44 je take
var’ f <. Tim je dikaz dokogen. O

Vyklad v teto kapitole se dipal o monografie V. Jaika Diferencélni pocet Il [14,
Kapitola V] a Integralni pocet Il [15, Kapitola V] a dale o odstavec 11.6 v monografii
T. H. HildebrandtaTheory of Integratiofi11] a o kapitolu XIIl v monografiiS. Schwabika
Integrace VR (Kurzweilova teorig [46], viz téZ kapitolu V1.2 v monografii A. N. Kolmo-
gorova a S. V. FominZaklady teorie funkica funkcioralni analyzy. V téchto monograifth
Ize #Zz nakzt i nektee daki podrobnosti.



Kapitola 3

Absolutné spojite funkce

Specalnim pfipadem funkts kon€nou variacjsou funkce absolutnspojig, ktee
Uzce souviss Lebesgueovou tedrintegralu a jsou dobe zramy z Caratbodo-
ryovy teorie obgejnych diferencalnich rovnic. Integaly, kte se v éto kapitole
vyskytuji, jsou integaly Lebesgueovy.

3.1 Definice a Akladni vlastnosti

3.1 Definice.Funkcef :[a,b] — R je absolutré spojita na intervalu[a, b], jestli-
Ze ke kademue > 0 existujed > 0 takowe, ze pro kady konetny sysém intervall
{la;,b5]:7=1,2,,...,m} sphujici

a<ay<b<ag<by<- <bm1<am<bm<b az i) <3 (3.1)
plat j=1

Zlf flaj)| <e. (3.2)

Mnozinu funko absolut@ spojifch nafa, b] zna&ime ACla, b].

3.2 Cviceni. Dokazte tvrzef:

Kazda lipschitzovs& funkce na intervalua, b] (viz cvicer 2.€ (iv)) je na
tomto intervalu absoluth spojifi. Spedalné je-li derivacef’ funkce f spojita na
[a,b]%, pak f je absoluti® spojia na [a,b].

3.3 Veta. Je-li f absolutré spojianaa,b] a [c,d]| C [a,b], pak je f absolut@
spojitaina [c, d].

Je-lia<c<b a f je absolut@ spojih na [a,c]i[c,b], pak je f absolutré
spojita nafa,b].

DOkaz. Prvitvrzer je evidenti.

Predpokbdejmeze f € AC[a,c] a f € AC[c,b] a bud danoe > 0. MUzeme
zvolit § > 0 tak, aby platilo

S 1B = fley) <
j=1

Yj. £/ je spojitana(a, b), existuj konetré limity f’(a+):lgm+f’(t)7 f(b—)= 1_1551_]” (t)
a f'(a)=f"(at) a f'(b)=f"(b—)

43
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pro kady syseém intervall {[c;, 3]:j = 1,2,,...,m} takow, ze

a§a1<ﬁl§a2<ﬁg...<ﬁm_1§am<ﬁm§c a Z(ﬁj—aj)<5 (33)

. j=1
a solcasre

Z|f 'Y]|<*

pro kazdy sysém intervall {[y;,d,]:5 =1,2,,...,p} takow, Ze

p
<Y <0 <<y <1< <dp<b a (6 —v;)<d. (3.4)
j=1

Nyni, méjme sysém intervall {[a;,b;]:j =1,2,,...,n} takow, ze

a<a;<bi<ay<by..<bp1<an<b,<b a » (bj —a;)<5. (3.5)
j=1
Smime gedpokhdat,ze ¢ neleZi v zadrem z intervall (a;,b;), j=1,2,...,n
(Kdyby totiz bylo c € (a, br) pro réjaké k€ {1,2,...,n}, rozcelili bychom in-
terval [ag, bx] na sjednocein[ay, c] U [c, bx] @ nowy sysém by ot sphoval [3.5).)
Mizeme tedy rozélit dary sysém {[a;,b;]: 5 = 1,2,,...,n} nasysémy

{[Oéjﬂgj}:j:laQM . m} a {['}/j, ] ]—1,2,,...,])}

sphhujici (3.3) a (3.4). Soltet Z |f(b;) — f(a;)| se tedy rozpa@ na dva sotty,
j=1
Z nich kazdy je mer$i nez % Tudiz Y | f(b;) — f(a;)| <e. O
j=1
3.4 Hiklad. Podle cveen 3.2 je kazda funkce, kted ma spojitou derivaci na

[a,b], absolut®@ spojifi nafa, b]. Jednoduchm pfikladem absoluté spojié funk-
ce nala, b], kterd nend spojitou derivaci nda, b), je nag'. funkce

a+b

T —a proz € [a, 5 1,

flz) =
a+b
b—x prOxE[?,b],

+0] a [2EL,b], atedy podle
vety3.3také naja, b].
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3.5 Pozramka. Jestle f:[a,b] =R, KCN a jestlze pro kadé ¢ > 0 existuje
0 >0 takowe, ze

STIFB) — flag) < e (3.6)
jeK
plati pro kazdy (nikoliv nutné kon€ny) sysém intervall {[c, 3;] C [a, b]: j € K},
sphujici
(j, ) N (a, B) =0 pro j#k a (8 —aj) <6, (3.7)
jeK
pak je funkcef : [a,b] — R samoZejmé absolutd spojit nafa,b].

V nasleduicim lemmatu ukZzeme,ze plat i obracerd implikace. Pozname-
nejme j&t©, Ze podle lemmat2.22 je kazdy sysém intervall sphujici (3.7) nej-
vySe spgetry.

3.6 Lemma. Je-li f € AC|a,b], pak pro ka&de ¢ >0 existujed >0 takow, ze
(3.6) plati pro libovolny (pfipadré nekonény) sysém podinterval intervalu[a, b ]

{lay, 5] Cla,b]:j e K}

splhujici (3.7).

D U kaz. Redpokhdejmeze f € AC[a,b]. Zfejmé st&i dokazat tvrzenlem-
matu pro pipad,Ze K=N. Necht je dano >0 a nechté >0 je urteno de-
finici 3.1 pro £/2 na nist® e. Necht {[o;, 3;]:j €N} je sysém podinterval
V [a, b] splujici (3.7). Potom pro kadé m € N mame

> (B —a;) <o, atedy Y |f(8)— flay)l < 5

j=1 j=1
Odtud
> e
> 1f(85) = flay)| = lim Z\f By) = flag)l < 5 <.
j=1
Tim je dikaz dokogen. O

3.7 Veta. Kazda funkce absoluth spojif na intervalu[a, b] ma na tomto inter-
valu kon€nou variaci.

Dlkaz. Nechtf € AC[a,b]. Zvolme 6 > 0 tak, aby platilo

m
Z flaj)| <1
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pro kazdy koneny sysém intervall {[a;,b;]:5=1,2,,...,m} sphujici (3.]).
Dale zvolme éleri {zg,x1,...,zx} intervalu[a, b] tak, aby platilo

O<xzi—xi1<06 prokadei=1,2,...,k.

Potom pro kidde i =1,2,..., k a kade cleri o' ={of, al,...,0f, } intervalu
[xi—l,l’i] mame

m;

Z(a; —afy) =z — 21 <6,

7j=1

a tudz (podle \ety2.11)

k k
var, f =Y vart =Y sup V(f,o')<k<oco.
i=1 i—1 o' €D [wi1,mi] ]

3.8 Veta. Jestlee f, g€ ACla, b], pak tale
[fl, f+g, fg, max{f,g}, min{f,g} € ACla,b].

Je-linavc | f(z)| >0 na[a,b], pak tale ch € ACla, b].
DlUkaz. Nechtf, g€ ACJa,b].

a) Pro libovolia x, y € [a, b] plat |f(x)| <|f(z) — f(y)|+|f(y)|. Tudiz
F(@) = FO)l = [IF@)] = )]

Y IFGB) = )] < D18y = fley)l.
j=1 j=1
Odtud okanzité plyne,ze tale | f| € AC[a, b].
b) Druké a fefi tvrzen, tj. f+ g€ ACla,b] a f g € AC[a, b], plynou z nerovnost
(f (@) +9(x)) = (f(y) + 9] < |f(2) = FW)] + l9(z) — g(y)]
[f(@) g(z) = f() 9| < [[f1lg(z) — g(w)| + llgll [/ (=) — f(y)]-

c) Protde pro libovolré x € [a, b] mame

max{(2),9(2)} = 5 (F(2) + 9(2) +17(x) — g2)])
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min{f(2), 9()} = 5 (£(2) + 9(2) = £ (&) ~ 9()]).
plati v disledku a) a b) tak
max{f,g} € ACla,b] a min{f, g} € AC|a,b].

d) Kon&né, je-li navc |f(z)| >0 pro z € [a,b], pak existujeu >0 takowe, ze
|f(z)| > p plat pro z € [a,b], atudZ také

L@ -l

fx)  fly)l— 2

. L, .1
Nyni uz je snad@é ukazat,ze 7 € ACla, b]. O

3.9 Véta. Funkcef:[a,b] —R je absolut® spojit na intervalu|a, b] prave teh-
dy, kdy existuj funkce fi a fo neklesdici a absolut@ spojie naja,b] a takoe,
ze f=f1 — fo naintervalula, b].
DUkaz. a) Nechtf=f; — fo nala,b], kde fi, fo jsou absoluté spojie a
neklesédici na [a, b]. Pak podle @ty3.8]je také f absolut@ spojitinaja, b].

b) Necht f € AC[a,b]. Podle \&t3.7a2.1Zexistuj funkce f1, fo neklesaici
nala,b] takowe,ze f = f; — fo. Podle dikazu ety2.14mlzeme poldit

filz)=varg f a fa(x) = fi(x) - f(z) prox € [a,b].

Vzhledem k &t&3.€ stei dokazat,ze f; je absolut@ spojitinaja,b]. Pfedpokh-
dejme,ze je canoe > 0, a nechtd > 0 je takowe, ze

> 1f (b)) -
j=1

plati pro kady sysém intervall {[a;,b;]:7 = 1,2,,...,m} spiujici (3.J).

Necht [, 8;], j=1,2,...,n, je libovolny sysém intervall spRujici (3.3,
V Nénz m=mn. Pro k&de j=1,2,...,n zvolme &leri o/ = {0}, 07, .. O}
intervalu (o4, 3;]. Potom

ZZ a; _‘7?—1) _Z [B; —a;] <6,
atudz
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Odtud & plyne,ze

n

D (1B~ fuley) Zvaf 3 (s Vo)) <i<s
3=1 j=1 oieD[a;65]
Tim je dikaz \ety dokorten. =

3.2 Absolutné spojite funkce a Lebesguév integral

Pfipomdaime, ze podle ety 2.30 kazda funkce s konénou variat na intervalu
[a,b] ma pro s.v.z € [a,b] kon&nou derivacif’(z). Podle ety 3.7 ma tedy
stejnou vlastnost i Kada funkce, kted je absoluté spojitt nafa, b]. Ve zbyvajici
casti €to kapitoly gipomeneme ékte dabi zakladn vlastnosti derivaicfunkdi
absoluti® spojiffch a souvislost mezi absolatapojitost a neutitym Lebesgu-
eowm integalem. V @ipadech, kdy seltkazy nebo jejichtasti ofraji o teorii
miry v rozsahu pesahuiicim ramec tohoto textu,lkazy, resp. jejichipsluSré asti
neuwadme a pouze odkazujeme na dostupnou literaturu. lategr se v tomto od-
stavci rozunnintegial Lebesguaév.

Podle rasleduici véty jsou derivace funks kon€nou variac(a tedy tm sgse
i funkci absolut@ spojifch) lebesgueovsky integrovatélnlej dilkkaz podstata
vyuzivatady poznatk teorie niry a Lebesgueovy integrace, kiese nevejdou do
tohoto textu. Praiplny diikaz tedy odkazujeme ndigluSnou literaturu (viz nap
[15 véta 91], [L6, véta VI.4.1], resp.33, Theorem 22.7]).

3.10 Veta. Ma-li funkce f : [a,b] — R kon&nou variaci naja, b|, pak je jej de-
rivace f' lebesgueovsky integrovatélna [a, b].

Je-li navic f neklesdici na [a, b], pak plaf nerovnost
b
0< [ f@)da < 0) - fla) (3.8)

Nyni ukazeme ze neugity integiél integrovateld funkce je absolutspojiy.

T

3.11 \eta. Jestlzeg € L' [a,b] a f(x) :/ g(t) dt pro x € [a, b], pak je funkce

f absolutré spojit na intervalu[a, b].
Dukaz. Nechtg€L![a,b]. Bud danoe > 0. Potom existujes > 0 takowe, Zze

()| dz <
X [, lato]as <
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plati pro kazdy sysém intervall {[a;,b;] C [a,b]:7=1,2,...,m} sphujici (3.1)
(viz naf. [16, véta V.5.5] nebol15, véta 51] — tato vlastnost se obvykle gaa
absoluti spojitost Lebesgueova intégu).

Mame tedy

PIINOEFIEDS

J=1

b; m b,
/ g(t)dt‘g Z/ lg(t)| dt <e.
aj j=174j

To znamea, Zze f € ACla, b]. O

3.12 Cviceri. Dokazte, ze funkce f(x) = \/m je absolut@é spojifi na intervalu
[—1,1], pfiCent f neri lipschitzovsla na[—1, 1]. (Navod: f je na[—1, 1] neuci-

tym Lebesgueoym integélem lebesgueovsky integrovatelfunkce a sotasré

f(0=)=—occa f(0+)=0c.)

Dalsi tvrzeri se fka derivo\ari neugitych integalll integrovatelich funkd.
3.13 \eta. JestlzegcL![a,b] a

f(x):/xg(t)dt pro z € [a, b],

potom f/(z) = g(z) pro s.v.x € [a, b].

D 0k az se opa ofadu Wsledk: teorie niry, kteé nejsou do tohoto textu
zafazeny. Odkazujeme tedyeréfe na dikazy nap. v [16, véta VI.3.1] nebol33,
Theorem 23.4]. O

Nechtje dana funkceg € L![a, b]. Podle \&t3.11a3.13je jeji neukity Lebe-
sguelv integ@l f absolut®@ spoji§ na [a,b] a plat f'=g s.v. naja,b]. Chceme
ukéazat,ze f je absolut@ spojii nala, b] tehdy a jen tehdy, kdy f je neutitym
integalem réjaké lebesgueovsky integrovatélifunkce. Pro tlkaz takoeho tvr-
zen je klicové nasleduici tvrzeri znamé jako Rieszovo lemma.

3.14 Lemma(RIESZ). Necht f € Cla,b] a
E ={xz€(a,b):3¢ e (x,b] takoe,zef (&) > f(x)}.

Potom je mnbina E otevena a je sjednocem nejySe spoetrého systmu po
dvou disjunktich otevenych intervall (ay,by), pficent pro k&dy z nich plat
Flag) < £ (o).

DOkaz je zalden mj. na zamem faktu,ze k&da nepazdra ote¥era mnaina je
sjednoceim nejwSe spdetreho systmu po dvou disjunkfich otevenych inter-
valll (viz nap. [14, véta 69]). Podrobjndiikaz Rieszova lemmatu Ize @at nap.
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v monografii [L6] v odstavci VI.1.2 ¥nova@m dikazu Lebesgueovyéty o deri-
vaci funkce s konénou variat (nase \eta2.30). Ol

3.15 Poziamka. Zobecrén Rieszova lemmatu naipad, kdy funkcef miize byt
jen regulovaa, bylo dolazano v |46, lemma XII1.3.5].

3.16 Lemma. Jestlze f € ACla, b] je neklesdfi na [a,b] a f'(x) = 0 pro s.v.
x €a,b], pak f je konstanthna [a, b].
D U kaz. Vzhledem ke &/monobnnosti funkcef zobrazuje intervala,b] na
interval [f(a), f(b)]. DokéZzemeze f(a) = f(b).
Nechtje danos > 0 a nechtd > 0 prislusi k tomutos podle lemmatiB.6.
Ozn&me Z mnazinu \Sechz € [a, b], pro kteé plai f’(x)=0. Podle fed-
pokladu n@ jeji doplrék [a, b] \ Z nulovou niru (u([a,b]\ Z) =0). To znamea,
Ze existuje konény nebo spdetry sysem {(o;, 3;) : j € K} splujici (3.7) a

[a,01\Z € | ] (0;,8)).

jeK

Obraz f([a,b]\ Z) mnaZiny [a,b]\ Z je tedy obsaen ve sjednocémtevenych
intervall {(f(o;), f(8;)):j €K}. Protze podle lemmati3.6 plaf (3.6), plyne
odtud,ze mnaina f([a,b]\ Z) ma nulovou niru, tj.

p(f(la, 0]\ 2)) = 0. (3.9)

Nyni, nechitz € Z. Potom je f’(x) =0. Pro da® ¢ tedy existujeA >0 takowe,
ze

f(t) — f(=z)

" < e prokade t takow,ze 0 < |t — x| < A.
— T

Odtud plyneze
ex— f(z) <et— f(t) platprokadé te (z,z+ A).

Podle Rieszova lemmafu14 které powzijeme na funkcie z — f(z) na mist@
f(x), je tedy mndina Z obs&ena ve sjednocérkon&ného nebo spetreho
syseému disjunktich intervall {(ay, bx)Cla, b] : k € K}, pficent plaf

car — f(ag) <ebg — f(br) prokadé keK
neboli

f(bk) — f(ak) <e (bk — ak) pro kazde k € K,
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atudz

> [fbe) - Z by —ax] <e(b—a).
€K

keK

Odtud & vidime,Ze mnaina f(Z) ma také nulovou niru, tj.

n(f(2)) = 0. (3.10)

Podle 8.9 a (3.10 ma interval [f(a), f(b)] = f(Z)U (f([a,b]\ Z)) nulovou
délku, tj. (vzhledem k monénnosti funkcef) mame f(a)= f(z)= f(b) pro
kazoé z € (a,b). O

3.17 \eta. Funkcef :[a,b] — R je absolut®@ spojifs na [a, b] prave tehdy, kdy
f)~ fla) = [ gyt prozelad (3.11)

pro ngjakou funkcig € L' [a, b]. Potom jef’ = g s.v. naja, b].
Dlkaz. a) NechtycL![a,b] a

f(z) = fa)+ / g(t)dt pro z€[a,b].
Potom podle &ty 3.11je f absolut® spojifs nafa,b] a podle éty3.13je f'=g¢
s.v. nafa, b].

b) Predpokbdejme zprvuze funkcef € AC|a,b] je neklesdgi na [a,b]. Podle
vét3.7a3.10je f’ €L'[a,b]. Polazme

:/mf’(t)dt a g(x) = f(z) — h(z) pro a€la,bl.

Uk&zeme,ze talé funkceg je neklesdfi na [a, b]. Vskutku, podle @ty3.10pro
libovolné bodyx, y € [a, b] takow, Ze x <y, mame
-4mm]

o) — 9(z) = () — h(w)) — (f(x) - h(z))
Y
— (f(y) — f(@)) / () dt > 0,

Dale podle ety3.11je funkce h absolut@ spojifi naja,b] a podle ety 3.13
je h'=f's.v. nala,b]. To znamea,ze g’ =(f — h)'=0 s.v. naja,b]. Podle
lemmatu3.16je proto funkcegy konstantina [a,b]. Mame tedy
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g9(x) = f(z) — h(z) = f(a) — h(a) = f(a) Ppro z€a,b]
neboli
@) = fa) + (o) = fla)+ [ 7o) dt proaea,bl,
atudz (3.11) plat pro kazdou funkci f € AC[a, b], ktera je neklesagi na[a, b].

V obecrém fipace f € ACla,b] existuj podle \ety3.9 funkce f1, fo abso-
lutn& spojie naa,b], neklesdici na [a,b] a takowe, ze f=f; — fo nala,b].
Mame tedy

@) = o) - o) = (A + [ 110 81) - (Rl + [ £30) )
a +/ f'(t)dt pro z€a,b].
Dilkaz je dokoien. O

3.18 Cviceni. (i) Dokazte rasleduici tvrzen:
Jestlze f € ACla, b], pakje f'=0 s.v. nafa, b] tehdy a jen tehdy, kayf
je konstantina [a, b]. (Srovnejte s pozamkou2.31.)
(i) Je zrdamo,ze je-li f absolut® spojifi nafa,b]| a v(z) =var? f, pak plat
v =|f’| s.v.nala,b] (viz [15, Véta 118]). Na aklact tohoto faktu dokzte,
b

ze vat f —/ |f'(x)| dx pro kazdou funkcif absolut@ spojitou nda, b].

3.3 Lebesguév rozklad funkci s konenou variaci

Vime jiz (viz vétu2.39a pozramku2.40), Ze k&dou funkci s konénou variatna
[a,b] mlzeme rozldit na sodet funkce spoji a funkce skoko¥ resp. na roztl
dvou funké neklesdicich nafa, b] (viz vétu2.14). Dalsi moznost rozkladu funkic
s koné&nou variacnalizi nasleduijci véta.

3.19 \eta(LEBESGUHJIV ROZKLAD FUNKCE S KONECNOU VARIACH). Pro kaz-
dou funkcif € BV [a, b] existuj absolutré spojifi funkce f A€, singulrni spojita
funkce f SC a skokow funkcef B takoe, ze

f=f1"+ 1%+ fB nafa,b].
Jestlze f = f1 + f2 + f3, kde funkcef; je absolut@ spojii na [a,b], funkce

f2 Je singubrni a spojia na [a,b] a funkce f3 je skoko@ funkce naja, b], pak
jsou funkcefAC — f1, £S¢— fo a fB — f3 konstanthna [a, b].
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D &k az. a) Podle &ty 2.39 existuje skoko#@ funkce fB takowa, Ze funkce
fC=f—fBjespojiainala,b], avzhledemk ®3.10je f’ € L' [a,b]. Polazme

F5¢(a) /f Dt a £5%) = o) — f*°(x) prozela,b].

Podle \ety2.37je (fB)’=0 s.v. na[a, b] a podle &ty 3.13mame (fA¢)’ = f’
S.v. nafa, b]. To znamea, ze

(fSO) ' =f" = (f2)' = (f®)’=0s.v. naa,b].
b) Necht f = f1+ fo+f3, kde f1 € ACJa,b], f2 je singubrni a spojifi naja,b| a
f3 €Bla,b]. Podle \Bty2.39jsou rozdly (fA°+fS€) — (fi+f.) afB—f;
konstantina [a,b]. Prot@ze fAC + fSC+ fB = £ + fo + f3, znamea to,ze
existujec € R tak,ze (fAC+ f5C) — (f1 + fo) = f3 — fB = c. Tudiz

(=) =e= (1= 1) a (F*°=1) =0 svrafab]

Protaze ok funkce fA° i f; jsou absoluté spojie na intervalula,b], plyne
odtud podle ®ty/3.17 (viz téZ cviceri3.21), Ze take rozdl fAC — f; je konstanti
naa,b]. Tim jsme dokoiili dlikaz. O

3.20 Definice.Jestlze f € BV |a,b], pak funkcef A, resp.f SC, resp.fB z véty
3.19naz/vameabsolutré spojiti €ast resp.spojita singubrni ¢ast resp.skokoa
Castfunkce f.

3.21 Cviten. Dokazte rasleduici tvrzeni:
Pro kazdou funkcif € BV[a,b] a kazde z € [a, b] plati

f AC ( f AC / f dt

Kapitolu uzaveme j&t jedrim dophkem k \&te3.19
3.22 \eta. Je-li f € BV]a,b] neklesdici na [a,b], pak jsou nekles&i na [a, b]
i funkce fAC, £SC a B z ty3.10.
D 0k az. NechtfeBV[a,b] je neklesdgi na [a,b] a funkce fAC,
fS€, B jsou difazeny funkcif podle &ty 3.19. Dale necht{w;} je mnaina
bodl nespojitosti funkcef a z, y je libovolna dvojice bod z [a,b] takowa, Ze
z<uy.

Protc’e f je neklesdfi na [a,b], mame

ATF(t) >0 a A f(s) > 0pro tE[a,b), s€ (a,b],

a proto

Ry = fBa) = Y ATflw)+ D Atf(wy) 20

r<wg <y < wg <y
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Skokova tast f B funkce f je tedy neklesagi na[a, b].

Ozna&me dale symbolemy spojitoutast funkcef, tj. g= f — fB. Podle di-
sledku2.27mame

FBly) = fB(x) <varyf = fy) - f(x),
atudz
9(y) —g(x) = (f(y) = f(@)) = (fP(y) = fB(x)) > 0.
Spojitacast funkcef je tedy neklesagi na [a, b].
Pros.v.t€a,b] je

(0 — 1 £

s—t s—t

eR.

Protcze je f neklesdici na [a,b], plafi f'(t) >0 pro s.v.t € [a,b]. Podle dikazu
véty[3.19tedy dostaneme

o) =) = [ 10 de >0, jakmile o, y€[a.b] @z <y,

To znamea, ze fAC je neklesdfi na [a, b].
Podle \&ty2.37je (fB)’ =0 s.v. naja, b], atudz
g =f'—(f®'=f" swv.nda,b).
Odtud pouitim (3.8) a dikazu \éty3.190dvodme, Ze plat

g(y)—g(w)2/yg’(t)dtz/yf’(t)dtzfAC(y)—fAC(fv)
neboli

F3%) = £5%) = (9(y) — (W) — (9(x) — £2(x))
= (9(y) —9(@)) = (") — f*(x)) = 0.

Spojita singuérri ¢ast f SC funkce f je tedy tale neklesdfi na [a,b]. Tim je
diikaz dokoien. O

DalSi podrobnosti o funkich absolut® spojit/ch Ize naézt v monografch V. Jarfika Dife-
rencialni pocetll [[14, v.9], Integralni pocetll [[15, v.5], A. N. Kolmogorova a S. V. Fomina
Z&aklady teorie funkica funkcioralni analyzy[16, Sec. 33.2] S. Schwabikdntegrace VR
(Kurzweilova teorig [46, XIII.4] a ve skriptech!83] J. LukeSe a J. M&hoMeasure and
Integral.



Kapitola 4

Regulovare funkce

4.1 Definice. Funkcef:[a,b] — R se nagvaregulovara na [a,b], jestlize pro
kazdé t € (a,b] akade s € [a,b) existuj kon&né limity

f(t=) = lim f(r) & f(s+) = lm_f(r),
tj. ma-li funkce f naintervaluja, b] nespojitosti nejySel. druhu Mnozinu funkd
regulovarych nafa, b] zn&ime Gla, b].
4.2 Pozramka. Zfejmé plaf BV|a,b]UCla,b] C Gla,b], Gla,b]\ Cla,b]#0
a Gla,b]\BV]a,b] #0.

Nasleduici tvrzen plyne okanZité z lemmati2.22.

4.3 \éta. Kazda funkce regulovaimna[a, b] mana|a, b] nejyse spoetre mnoho
bodl nespoijitosti.

4.4 \/éta. Jestlze posloupnosf f,,} regulovarych funké konverguje stejnoérné
na intervalu|a, b] k funkci f, potom f € G[a, b].

DUkaz. Nechtx€[a,b) a necht{z;} C (z,b] je libovolna posloupnost ta-
kova,ze z;, > = provsechnak € N az;, — z pro k — oo. Nechtje dano libovolré
e>0. Zvolmeng e N a kg € N tak, aby platilo

e 3 o
15 = fuoll < 5 @ fna(an) = fralwo)] < 5 Pro&echnab, £ k.

Potom budeme thpro VSechnak, £ > kg
|f(xx) — f(z0)]
< [f(zr) = fro(@i)| + [fro(Tk) = fro (@ o) + [f(20) = fro(we)| <,
tj. existuje konéna limita f(z+) = klggo f(xy). Podobm@ bychom ukzali,ze pro
kaZzdé = € (a,b] existuje konéna limita f(z—). O

Pripomeaime si nyii nékolik pojmii z matematick anayzy.
4.5 Definice. Necht KCN. Sysém J = {J,.: k € K} podmnain J; intervalu

[a,b] se nagva pokryt intervalu [a,b], jestlize [a,b]= U Ji. ReknemezZe
keK

sysém J je otevené pokryt intervalu [a, b], jestlize jsou ¥echny jeho prvky

otewere mnainy v [a, b]. (Intervaly typu[a, ¢) a(d,b], kdec€ (a,b] ad € [a,b)

jsou otevere via,b].) Jestlze rejaka cast M pokryt 7 intervalu[a,b] je sama

také jeho pokryim, fikame,ze M je podpokrytm pokryfi 7.
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Fundamerdlni vyznam v matematice amrasleduici tvrzeri. Jeho dikaz Ize
nakzt nap. v [14, véta 70]. (Fipomaime oem,ze interval[a, b| pfedpokhdame
stale ohrantery.)

4.6 Véta(HEINOVA-BORELOVA VETA). Z libovolrého oteveného pokryi inter-
valu [a, b] Ize vybrat jeho korié podpokryit

4.7 Definice. Pro funkci f: [a,b] — R, interval J C [a,b] a cBleri o€ Z]a,b]
definujeme

wi(f) = sup |f(2') = f(2")] @we(f) = max wi, ,q,)(f)-

e i=1,2,....,m
Cislo wy(f) byva nagvanomodul oscilace funkc¢ na intervalu.J .
SteZzejrim tvrzenm této kapitoly je @asleduici véta.
4.8 Veéta. Nasleduici tfi tvrzeni jsou ekvivalentn
(i) f€Gla,b].
(i) Existuje posloupnostf,} C S[a,b] (jednoduckrch skokoych funkg), kte-
ré konverguje stejnoémé k f na[a,b].

(iii) Pro kazce € > 0 existuje @leri o € Z[a, b] takow, zews(f) <e.
Dlkaz. a) Implikace (i)= (i) je dokazana \&tou4.4.
b) Predpokbdejmeze plat (i), a nechtje dano libovolré £ > 0. Potom pro kadé
x € [a, b] existujed(z) > 0 takowk, Ze plat

xz — d(x) >aprovsechnas € (a,b], =+ d(x)<bprovsechna: < [a,b)
a

Wiaa+35(a))(f) <& wp—sm)p(f) <&, } 4.1
w(z_g(z)’z)(f) <eg, w(x,x+5(z))(f) < g provsechnar € (a, b).

Intervaly [a,a+d(a)), (x—d(x),x+d(z)), x € (a,b), (b—0(b),b] tvori otev-
feré pokryt intervalu [a, b], ze kteeho Ize podle Heinovy-Borelovyéty 4.6 vy-
brat pokryt konetné, tj. koné&ny sysém intervall

[0, o+ (20)), (x; —0(x;), i +0(x;)), i=1,2,....,m—1, (xm — (), Tm |,
takow, zZea=xp<r1< - <z =>b a

m—1

[0, zo+0(x0)) U U (x;—0(xi), xi4+0(xi)) U (zm—0(Tm), Tm | =[a, b].
i=1
Zvolmeo;, i=1,2,...,m, tak, aby platilo

0i € (w7 — 6(@i), xi—1 + 6(2i-1)) N (¥im1,2;) Proi=1,2,...,m.
aozn&me o = {z0,01,%1,...,Tm—1,0m, Tn }. Podle &.1) mame
w(wz*(s(%),xz)(f) <e a w(:}cj,:pj+6(xj))(f) <€
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proi=1,2,....,m a j=0,1,...m—1. Tudiz

w(xo,zn)(f) < w(zo,zo+6(a))(f) <&, W(o,,b) (f) < W(2m—8(zm), :pm)(f) <g,
Wogat) () < Wai—s(@),e0) (f) < & Wiaioi) () < Oy ziro@)) (f) < €
proi=1,2,...,m, t. we(f) <e.
c) Predpokhdejme ze plat (iii). Necht je danoe > 0 a necht
o=1{00,01,...,0m} € Z]a,b]
je celeri [a,b] takow, Ze wy(f) < . Pro kade i € {1,2,...,m} zvolme libo-
volné ; € (0,1, 0;) a definujme
fx) pro z € o,
9e(x) =
f(&) pro IE(Ui_l,O'i).
Pro k&dé = € [a,b] mame|f(z) — g-(z)| <e, atudZ také || f — gc|| <e. Jestlze

tedy pro kadé n € N definujemef,, =g, ,,, bude f,, € S[a,b] pro ka&zde n €N a
fn=f nala,b] pro n—oc. O

4.9 Disledek. Kazda funkce regulovamna[a,b] je na[a, b] ohranicera.
Dlkaz. Podle tvrzeriii) z véty4.8 existuje @leri o = {0g,01,...,0m,} in-
tervalu [a b] takow, ze

o +o .
|<‘f M ‘4—1 pro z € (oj_1,05), j€{1,2,...,m}.

Odtud plyneze | f(x)| < M proSechnae € [a, b], kde

M = max {|£(@), O |FEEEED) 41 f (o) =12 .m} < oo,
U

4.10 Disledek. Pro kazce € > 0 existuje nejySe konéné mnohoz € [a, b] tako-
vych,ze plat

|ATf(z)| > nebo |A™f(z)| > e.
DOkaz. Podle tvrzen(ii) z véty4.8 ke ka&zdemu e > 0 mUzeme ndt déleri
o={09,01,...,0n} intervalu[a, b] takok, ze

|f(x) = fy)|<e proz,ye(oj-1,05),j€{1,2,...,m}.
Specalré |AT f(z)| =|f(x+) — f(a)| <c a |[A™f(x)|=|f(z) — flz—)|<e
pro 8echnar € [a,b] \ o. Plaf tedy tvrzemtohoto disledku. O

4.11 \eta. Gla,b] je Banacliiv prostor vzhledem k noém| fllc = ||f| =
SUP ¢ [a.0] |.f(@)]-
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D U kaz. Fedpokhdejmeze posloupnosf f,,} CG[a,b] je cauchyovsé v pro-
storuG|a, b]. Jako vEastech a) a b)ltkazu \ety2.20mlizeme dokzat Ze existuje
funkce f : [a,b] — R takova,ze lim | fn—fll=0. Podle\ety4.4je f € Gla,b]
a fim je véta dolazna. e Ol

4.12 Pozramky.

(i) Podle definic®.33je f €Sla,b] prave tehdy, kdy existuje éleri o inter-
valu [a,b] takow, ze f je konstantina ka&dem podintervalu(c;_1,0;).
Kazda funkce zS[a, b] je kone&na linearn kombinace funkctvaru x )
a X[, kde (o, §) mize byt libovolny podinterval v(a,b] a 7 mize byt
libovolny bod z [a, b]. Plafi ovsem x4 3) = X(a,b] — X|[8,5] Pro libovolna
o, B€a,b], a < B aX[) = X[rp] — X(rp] Proke&de 7€ [a,b).

Tudiz f €S|a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f je kon€na linéarn kombinace
charakteristicich funkd intervall [r,b], (7,b], 7€ [a,b] a charakteris-
tické funkce jednobod@ho intervalub], tj.

Sla,b] = Lin(X[T,bp X(rp)» T € [a, D), X[b})7
kde Lin (M) zn&i linearr obal mnainy M. Podob®@ bychom ukzali,ze
je take
Sla,b] = Lin(X[a,T], X[a,r)» T € (a,b], X[a])'
(i) Mnozina S[a,b] je podle tvrzen (ii) véty 4.8 hust v Gla,b], tj.

S[a,b] = G[a,b], kde S[a, b] zn&i uzaver S[a,b] v Gla, b].

4.13 Cvieni. Necht h(z)=1, je-li z = 1/k pro réjake k€N a h(z)=0 pro
ostatn x € [0, 1]. Rozhodréte, zda je funkcé regulovai naja,b].
4.14 Lemma. Necht{f,} CGla,b] a f, = f na[a,b]. Potom plat t&z
fo(z=)= f(z—) @ fu(z+) = f(z+) nala,b],
kde f(a—)= f(a), f(b+)=f(b) a fu(a—)= fr(a), fu(b+)= fi(b) pro keN.
Dlkaz. ProneN polozme
Py [ e, vz acle),
U fab), kdyz z=b

o fla), Kkdyz €fa.b)
f(x)_{ F(b),  kdyz z=b.

Nechtje danoe > 0. Existuje n. € N takow, ze je |f.(t) — f(t)| <e pro kazde
n>n. akade t e [a,b]. Odtud oBem limitrim prechodemt — z+ dostaneme,
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ze talé pro ka&dé = € [a,b) a ka&dée n > n. plat

tj Fa(@) = f@) = lim |fa(t) - F(B)] <e,
lim | fn — Fll = 0 neboli f,(x+) = f(z+) nala,b].

Podob® bychom ukzali,Ze plati f,(z—) = f(z—) nala,b]. O

Ve zhyvajici Casti kapitoly uvedemeékolik tvrzen, ktere budou pozéi (zej-
ména v kapitchchl6 al7) uzitetné. Nejprve shrnemetlsledky lemmatis. 14 pro
nékteé dilezité podmndiny prostoruG|a, b].

4.15 Disledky. Mnoziny

GLla,b] ={f €Gla,b]: f(z—) = f(z) proz € (a,b)},
Gila,b] = {f€G[a,b]: f(a—) = f(x) prox € (a,b]},
Grla,b] ={f€Gla,b]: f(z+) = f(z) prox € (a,b)},
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(z+) = f(z) proz € [a,b)}, (4.2)
Gregla,b] = {f € Gla,b]: f(z—) + f(2+) =2 f(z) prox € (a, )},
Gregla, b] = {f € Gla,b]: f(a+) = f(a), f(b—)=f(b)

fla=)+ f(z+) =2 f(z) proz € (a,b)}

jsou uzaveré v G[a, b], a tudZ jsou to tak Banachovy prostory vzhledem k ope-
racim a norn& indukovagim zG/la, b].

4.16 Pozramka. Jestlze regulovaa funkcef spluje naintervalua, b) podnin-
ku f(z—)+f(x+)=2 f(z), fikameze f jeregularni na(a, b). O funkdch z pro-

storuGregla, b] pakfikame,ze jsou regudrri na uzaverem intervalua, b].

4.17 Lemma.

GL[a,b]NS[a,b] =G [a,b], Grla,b]NS[a,b] = Gr[a,b],

GRrla,b] NS[a,b] = Grla,b], Ggrla,b] NS[a,b] = Ggrla, b],

Greg[a, b] N S[(I, b] = Greg[a, b] @reg[a, b} N S[a, b} = @reg[a, b]

D G kaz. Dolzeme pouze pnira posleditvrzeri. Zbyvaijici vztahy se doézou
analogicky.
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a) Nechtf € G [a,b] ac > 0. Podle \ety4.8 (ii) existuje ¢ € S[a, b] takowg, ze
[f(z) — (@) < ||If —oll <e pro z€a,b]. (4.3)
Dale pro k&dé x € (a, b) existujed(x) > 0 takowe,zex — 6(x) >a a
[f (@) = fO)] = |f(z—) = f(O) <& prote(z—i(x) )
Pro k&dé x € (a,b) ate (x — d(x), x| tedy mame

() — @) < [p(@) = f(@)] +[f(x) = FO] + [f(#) — p#)] < 3¢,
§.

B o(x) pro x =a nebox =b,
o(x—) pro x € (a,b).

Potomp € G [a,b] NS]a,b],

[f(z) = o(@)| = |f(x) —p(x)| <e, kdyZz=anebor=b,

[f(z) = ¢(2)]
< [f(2) = ()| + |p(x) — p(z—)| <4e, kdyzz € (a,b).
Odtud & plyne,ze mn@ina G [a,b] NS[a, b] je husav G [a, b].

b) Nechit f € Gregla, b]. Nechtje danoe >0 a funkceyp € S[a,b] je takowa, ze
plati (4.3). Potom musbyt také

|f(z—) —p(z—)[<e proz€la,b), }
a (4.4)
|f(z4) —p(z+)| < e proze(a,bl].
Polazme
o(a), kdyz x=a,
@)= 3(ple+) +p@-)), kdyz € (a,b), (4.5)
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Potom¢ € S[a, b] N Gregla, b]. Dale vzhledem K4.4) a {4.5),
(@) = 8@)] = |3 [f(e+) + f2-)] = § [o(a+) + o(a-)]]
< L ([f@) - plet)] + | fa=) — p(a-)]) <=
kdyz x € (a,b). Konetne, podle ¢.3) a (4.5 mame

[f(x) = ()] = [f(z) —p(2)| <&, kdyZz x=anebor=b.
Odtud & plyne,ze plat Gyegla,b]NS[a, b] =Gregla, b]. O

4.18 Lemma.

GLa,b]NS[a,b] = Lin(1, X(7), T € [a,b), H)?

] [
G L[a,b] NS[a,b] = Lin (X0, 7 €[a,b]),
GRrla,b]NS|a,b] )
Grla,b] NSla,b] = Lin(xprs), 7 €[a,b])

Greg[a/, b] N S[a, b] =

(1
(
= L1n<1, X[a]s X[a,r)s T € (@, b])
(
Lin 1,

1
1 X(a, b]v 5 X[ ]+X(T,b]>7—€ (avb)7 X[b]>7
1
Gregla, b]NS[a,b] = Lln( » 5 X T X(rp)s TE (@, b))~

D Okaz. Prvintvrzeri je obs@eno v pozamce4.12 (i). Dokazeme &t naj.
predposlednz uvedegch relag.

Nechttedy f € S[a,b] N Gregla, b]. Potom existuj

meN, ¢cp,c1,...,cmr1 €ER a a:{ao,al,...,am}e.@[a,b}
takowe, ze
o, kdyz z=a,
i@ ¢, kdyz z € (0j—1,0;) prorgjake j=1,2,...,m,
7) —
GroL - kdyZ x=o; prorgjake j =1,2,...,m—1,
Cm+1,  kdyZ x=0b,
g.
F@) = coXa) () + Y ¢ X(0;_1,05) (@)
=1
E m—1 ’ (4.6)
t3 ( (¢j 4 ¢jv1) Xjoy ) (2 )) + em41xp) (%) Pro z € [a, b].

Jj=1
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Pravou stranu vztahi4(6) miizeme upravit takto

m—1
J =0 X[ab] — €0 X(ap] +ZC] X(o;_1,b] — Z Cj X[o;,b] — Cm X[t]
j=1 j=1
m—1 m—1
+% Cj X[o; ﬁ% Z Cj+1 X[o; ] T Cm+1 X[p]
j=1 7j=1

m m—1
= €0 X[ap] — €0 X(ab] T Z G X(oy-1b] = D € (X(oy 0] + Xy 1)
—1 =1
-1

3
L
SQ

+5 D 6 X1 T3 D Gt Xioy ]+ (Cmit = em) Xpy

j=1 j=1
m—1 m—1
= €0 X[a,b] — €0 X(ab] T Ci+1 X(oj,b] — Z Cj X(0;,b]
7=0 J=1
m—1 m—1
- % i Xjo, ] +% Cj+1 X[o; ]+ (Em+1 — cm) X[y
j=1 Jj=1
m—1
= CoX[ap] + (€1 = C0) X(ap] + Z Cjt1 = ¢5) (X(Uj,b] + %X[Uﬂ)
7j=1

+ (€m+1 = &m) X[y

= doX(ap] +d1 X(ap] + ) dj (vajfl,b] + 5 X0 1 ]) + dmt1 X
=2
kde

do = co, dj:Cj—Cj_lprszl,Z,...,m—i-l. 4.7

Mame tedyf S Lin(l, X(a,b] % X[7] + X(rb]y T € (a, b), X[b]) . Navic vztahy a.7)

urCuji vzajemre jednoznénou korespondenci mezi vektofyy, c1, - . . , ¢, Cmt1)
a (do, di,...,dn, dm+1). Tudiz
. 1
Greg[av b] N S[av b] = L1n<17 X(a,b]» 5 X[7] + X(rb]y T € (CL, b)u X[b}) . 0

Dalsi podrobnostijkajici se regulovaich funkd Ize najt zejména v monografivolterra
Stieltjes-Integral Equationfl2, sec.3] Ch. lniga UzZitetné specalni dodatky (nap.
charakterizace prekompakth mnain v prostoruGla,b], zobecm@ri Hellyovy
véty o wheéru) jsou obszeny talé v praci D. Fraikove [6].



Kapitola 5

Riemanntv-Stieltjestiv integral

Odpoed na rékteg Glohy zrinéreé v Gvodri kapitole cava integél Riemaniiv-
Stieltjeslv, ktery je prirozerym zobec@rim znameho integalu Riemannova.

5.1 Definice a akladni vlastnosti

Pripomeime (vizUmluvy a ozneri (iii)), Ze mnd&inu o= {00, 01,...,0m} bo-
dl intervalu[a, b] naz/vamedélerim intervalu[a, b], jestlize plat

a=op<o1< - <opm=>b.

Mnozinu VSech @leri intervalu [a, b] zn&ime 2 [a, b],

o|l= ma i —0j_
712 3 (i)

av(o) je pctet podinterval generovajch célerim o (zdev(o) =m). Rikame,
Zze o’ je zijemrén o, jestlize o’ Do
5.1 Definice.Dvojici (o, &) € Z[a, b] x R¥(?) nazvemenaerym cEleriminter-
valu [a, b], jestlize plat

0j—1<¢&<o; provsechng =1,2,...,v(0).

7 a,b] je mnczina Bech znéerych ler intervalu[a, b]. Rikame tak, ze ¢; je
zna&kapodintervalu[o;_1,0;] a £ je vektor zn@ek

Pro da ctleri o € 2[a,b] zn&ime symbolemr(o) mnazinu Vsech¢ € R¥(?)
takowch, ze (o,&) € T[a,b].

Abychom zabanili zaméré s elementy mrion p, o, ... Civektol &, 7, ..., bu-

deme posloupnostiéderi, resp. znéerych celeri zapisovat jako nap {o" }, resp.
(p™,n™). Zameéna s mocninami zde zajgshehrok

5.2 Definice. Pro da® funkcef, g:[a,b] — R a zn&ere clen (o, &) intervalu
[a,b] definujeme

v(o)

Siag(o,&la.b]):= Y f(&)[9(05) — g(oj-1)]-
j=1

Nebude-Ii hrozit nedorozuém, budeme pat kratce S(o, &; [a, b]), resp.S(o, &)
misto S¢a ¢4(o, &; [a, b]).

63
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5.3 Definice.Necht f, g:[a,b] — R.
(i) ReknemeZe existujeRiemaniv-Stieltje&v (¢)-integral (kratce(d) RS-inte-
gral) funkce f vzhledem k funkcig

b

b
(6) / f(z)dlg(x)] (znatime €2 (5) / fdg)
a ma hodnotul € R, jestlize ¢
Ve>036>0: }

((e.6)c 7la.b] alo| <5) = |S(.) 1| <= ®-1)

(i) ReknemeZe existujeRiemaniiv- Stieltie&v (o)-integral (kratce(o) RS-inte-
gral) funkce f vzhledem k funkcig
b b
@[ f@)dige)] (natime ez () [ 1 do)
a ma hodnotul € R, jestlize

Ve>03o.€ Pa,b]:
((J,ﬁ)eﬂ[a,b] a O'DO'€> — |5(c, &) —I| <e. (5.2)

(iii) Jestlize c € [a, b] a funkcef, g jsou definoany v boe ¢, klademe
@) [ fdg = (o) [ 1dg=0.

b a b
Existuje-li integal (5)/ f dg, pak definujeme{é)/ fdg= —(5)/f dg a exis-
a b a
b a b
tuje-li integial (a)/ fdg, definujeme(o)/ fdg= —(a)/f dg.
a b a
5.4 Pozramka. Pojem (§) RS-integélu odpovda plivodri Stieltieso@ definici,
zafimco (o) RS-integal byva nekdy nagvan €z Mooreliv-Pollardlvintegral.

Klasicky Riemaniilv integél je specalnim pfipadem(d) RS-integalu, pokud
g(x)=x proz€la,b].

Vyskytne-li se v @ktefych tvrzench pojem RS-inte@l bez rozl§eni, zda se
jedra o (0) RS-integél €i o (o) RS-integal, bude to znamenate dar tvrzen plat
pro oba pojmy. V takoych a da$ich pfipadech, kdy nehrémedorozurén, také
negipojujeme symboly(§) ¢i (o) k symbofim integélli. Funkce f v integilu

b
/ f dg se nagvaintegrand zaimco funkceg se nagvaintegrator.

5.5 Cvicen. Dokazte,ze pro oba typy RS—intebth plat:
(i) je-li funkceg konstantina [a,b], pak/ fdg = 0 pro libovolnou funkci

f definovanou nda, b],
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b
(i) je-li funkce f konstantihna [a, b], pak/ fdg = f(a)[g(b) — g(a)] pro

libovolnou funkcig definovanou nda, b].a

Z definice5.3 také snadno usourhe, Ze (§) RS-integal je specalnim pripa-
dem (o) RS-integélu.

b b

5.6 Veta. Je-li (6)/ fdg=1TI€eR, pak plaf také (a)/ fdg=1.
Dlkaz. Prokada de cgleri o/,0” € Z|a,b] tako\a, ze o’ je zjemréri o,
plai |o”| <|o’|. Véta je tedy fimym disledkem definic&.2 O

5.7 Pozramka. Budiz dano libovolré 5, > 0. Potom v definici5.1 (i) mlzeme
podninku (5.1) nahradit @sleduici trochu zeslabenou podnkou

Ve>036€(0,d): |
((075)63[(1,6] a |0]<(5> — |S(0,8) - I| <e. (5.1)

Podob, je-li dano oy € Z[a, b], mlizeme v definich.3 (i) podminku (5.2) na-
hradit podninkou

Ve>03do.€Z]a,b]: >
o:Dop a <(U,€)€§[a,b] a0305> = |S(0,¢&) —I|<e. (5.2)
5.8 Cviceni. Rozmyslete si podrolin pr& plaf tvrzeri uvedeta v pozamces. 7.
5.9 Hiklad. Nechta= —1, b=1a
0, kdyz x<0, 1, kdyz x<0,
/) = ¢ a g(x) = >
1, kdyz >0 0, kdyz x>0.
Polazme oy ={—1,0,1}. Potom pro kadée celeri o € 2|1, 1], které je zjem-
nénm o (atedy0c o), akade € € 7(o) mame
S(o, &) = (&) [9(0) — glor—1)] + f (&k41) [9(ok+1) — 9(0)] = 0,
kde 0 =0y, & € [0k—1,0], {kr1 € [0, 0x41] atedy
f(&) =0 a g(ok+1) —g(0)=0.
1
Vzhledem ke druécasti pozémky5.7 vidime, ze (a)/ fdg=0.
—1
Na druhou stranu, pro kdé zn&ere cEleri (o, &) intervalu [—1, 1] takow,
ze0¢o, tj. op_1 <0<oy prorejake k € N, plaf
0, kdyz & <0,

S(a, &) = f(&) lglox) — glok—1)] = = f(§) = — 5
1 kdyz & >0.
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Odtud je Zejme, Zze (6)/ f dg nentize existovat.
-1

Nasleduici dvé lemmata platpro oba typy RS-inte@ili a jsou pimymi du-
sledky definicés. 3.

5.10 Lemma. (i) JestlZe existuje mtegad/ fdg, pak plat

/fdg < [f[var g.

(i) Jestlze navc g € BV|[a, b] a existuje mtegnl/ f(z varﬁ g], pak plat

b
/fdg /!f ) dlvart g] < | ]| var’ g.

5.11 Poziamka. Uvidime pozaji (viz diisledek5.42), ze je-li f ohrantera na
b

[a,b], pak pro oba typy RS-integll plaf, ze z existence inte’gtu/ fdg uz

b
plyne,Ze take integal / f(z) d[varg g] existuje.

5.12 Lemma. Necht f, f1, f2, g, 91, 92 : [a,b] — R a nechtexistuj integraly :

/afldg,Lf2dg,/afdgl a/afde.

Potom pro libovol& ¢, c; € R plati

b b b
/(61f1+02f2)d9=01/f1dg+62/fzdg

b b b
/fd[0191+6292}=Cl/fd91+62/fd92- O

5.13 Cviteri. (i) Dokazte lemmat&.10al5.12
Dokazte, Ze rasleduici tvrzeri plafi pro oba typy RS-inte@ii:

(i) Jestlze g:[a,b] — R je neklesdgi na [a,b] a f:]a,b] =R je tako\a, ze

existuje mtegal/ fdg, pak
(ot f@) g0 /fdg< swp () [9(6) — g(a)].

z € [a,b] x € [a,b]
(i) Definicel5.2 je korektn v tom smysluze u€uje hodnotu intedtlu jedno-
zn&nré. Jinakfeteno, jestlte I; € R a > € R sphuji (5.1) (s I, resp. I»
na niste 1), pak musbyt I; = I, (a podobr pro(5.2)).
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Oba pojmy RS-intedilu predstavdj jakési zobecargé limity posloupnosti inte-
gralnich so&tll S(o, &) vzhledem k znéerym délerim. Nepgekvap tedy, Ze plat
nasleduici tvrzeri analogicl klasiclé Bolzanoe- Cauchyo@ podnince.

5.14 \eta(BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA).
b
Pro dare funkcef, g:[a,b] = R existuje(d)/ f dg prave tehdy, kdg je splréna

nasledujci podninka
Ve>036.>0:

(0.6 .6 7 (a0 |o| <o. a [5]<5.) (5.3)
= [S(0,&) — S(7,¢)|<e.
Podobré integal (a)/bf dg existuje pave tehdy, kdy plat
Ve>0 Eicreeaﬁ[a,b]:
((a,g),(&,’é) € 7[a,b], 000, a 5’30‘8> (5.4)
— |S(0,€) - 5(5,8)| <e. J

D U k a z. Nutnost spiri uvederych podninek pro existenci fslusnych in-
tegralll je Zejma z definices. 2

b
Dokazeme ze podninka 5.4) zarlEuje existenci integ@ilu (o—)/ f dg. Necht
tedy plat (5.4). Potom existuje posloupnosta”, £¥)} znaterych cgler intervalu
[a,b] takoa, ze .
1S(0, &) — S(a*, )| < - prokadeo > ot a ter(o) (5.5)
a pfitom solcasre
1
o cot a |S(oF, ) - S(ot ¢ < - Prok@dekeN al>k. (5.6)

Posloupnost{S(c*, &)} je cauchyovsa posloupnost @nych &isel a existuje
tedy realné Cislo 7 € R takowe, ze

klim S(ok, eb)y =1.
Nyni, nechtje danoe > 0. Zvolme k. tak, aby bylo sotasré

1 € ke ghey €
k5<2 a |S(o", &%) I\<2. (5.7)
Potom, dky (5.5) a (5.7), odvodme, ze

(0, 6) — 1| < |S(0,€) — S(o™, ") | +|S(o™, &%) — 1| <&

b
plati pro kazde o D o* a € c1(o). To znamea,ze [ = (a)/ fdg.
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Podobr@ bychom dokzali, ze podninka 5.3) implikuje existenci integalu

(6) / ' dg. -

5.15 Cvceni. (i) Dokazte vetu5.14pro (6) RS-integaly.
(i) Dokazte,ze podninky (5.3), resp.6.4) jsou ekvivalentins podnmnkami:
Ve>03d6.>0:
('€, (0" €" € 7 [a,b), |o| < 6., 0" >0 (5.3)
= |S(o',¢") - S(a”,¢")|<e
resp.
Ve>03do.€Z][a,b]:
('€, (", €") € T [a,b], 0" 0" Do) (5.4)
= [S(0”,&") = S(a". ") <e.
(Navod: nechto, pe Z[a,b] ao’ =0 Up, pako’ € Z[a,b], 0’ Do, 6’ Dp a
‘5(075) - S(Pﬂ?)‘ < |S(Ua£) - 8(0/75/)‘ + ‘5(0,15/) - S(p,’l’])‘
pro libovolra ¢ e (o), ner(p) a¢ er(a’).)

Nasleduici véta je gimym disledkem &ty5.14 Plaf ve stejiem zréri pro
oba typy RS-intedll.

5.16 \eta. Jestlze existuje mte@/ fdg ajestlize[c,d] C [a,b], pak existuje

také integiél / fdg.

b
D Uk az. Fedpokhdejmeze integal (o—)/ f dg existuje. Podle &ty5.14 exis-

tuje cBleri o. € Z[a, b] takowe, Ze

’S(Uaﬁ) - 5(0/75/)‘ <eg (58)

plati pro V8echna znzera Eleri (0,&), (0/,&') € 7 [a,b] takowa, Zze o Do, a
o' D o.. Vzhledem k tvrzehobsaerem v poziamceb.7, miizeme pedpokbdat,
ze{c,d} C o. a mizeme tedy rozlbit o. tak,ze bude

o.=p Up.Up", kdep™ € 2[a,d], p. € Z[c,d], p* € 2[d,b].
Nyni, nechtp, p’ € 2[c,d], pDp., p' D p. a (p,n), (p',n') € T [c,d]. Defi-
nujme

o=p UpUp",m=(m",nn") ac’'=p Up'Up", (n",n',n"),
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kde n~,n" jsou takoe vektory,ze (p~,n") € T [a,c] a (pT,nT) € T [d,b].
Ziejmé je (0,&),(0",€') € T [a,b], 0 Do, 0' Do,

S(e,6)=S(p~.n")+S(p.,m)+S(p",n")
S(a’,&")=S(p~,m )+ S(p',n")+S(p" ")
Podle £.8) tedy mame|S(p,n) — S(p’,n )]—|S( £)—S(o’,¢")| <e aodtud
podle \ety5.14plyne existence integtu (o /fdg

Dukaz tvrzein véty pro (§) RS-integal se provede analogicky a je ponaah
Cter#fi jako cvicen. m
5.17 Cviceni. Dokazte etu5.16pro (§) RS-integaly.

Také nasleduiici tvrzeri plati ve stejié podol@ pro oba typy RS-integiu.

5.18 \eta. Jestlize existuje mtegii/ fdg a cela,b], pak existdjtaké in-

tegraly/fdga/fdg aplaﬁ/fdg /fdg+/ fdg.

DUkaz. Je-lic=a neboc=b, je tvrzeni véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, b).

Dale gedpokhdejme ze existuje intedal (0)/ f dg. Potom existence integf

c b
J)/ fdga (a)/ f dg je zarfena etou5.16
Necht ¢ > 0. Zvolme zn&era céleri (o', ¢') € T [a,c] a (6”,¢") € T [c,b]

tak, aby platilo
c b
- [ 19|+ [se" e~ [ sag

+[ste.e) —/abf dg| <.

kde o=0'Uo" € Z|a,b] a £€=(¢',¢")e(0).
Ztejmé plaf S(o, &) = S(a’,¢’) + S(o”,¢"). Tudiz

abfdg—/acfdg—/cbfdg‘

b
fdg—S(c.€)| +|S(c,€) = S(c".€") ~ S(a”.€")

(5.9)

+[ste’.€" _/:fdg) + st € _/bedg) <e.

Protaze ¢ > 0 bylo libovolré, dikaz je dokoiden. O
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5.19 Cviceni. Rozmyslete si, prbz existence inte@iti

/fdg, /fdg, /fdg

plyne existence zi@rnych cgleri (¢/,&’)€ 7 [a,c] a (6”,£") € T [c,b] tako-
vych, ze plat (5.9).

Implikace obécera ke tvrzemvéty’5.18se pro(o) RSintegal dokéze snadno.
5.20 \eta. Jestleec < [a, b] a jestlize existujintegraly

c b
= U)/a fdg a 12:(:)/C fdg,

pak existuje ta& integal I = (a)/ fdgaplat I=1 + I.

Dlkaz. Buddanoe > 0. Zvolme cleri 0. € Z[a,c] a o’ € 7|c,b] tak, aby
platilo

|S(c’,¢") — | <€ pro (¢/,&') € 7 [a, ] takow,ze o' Do,

|S(c”,&") — L] <& pro (6”,&") € 7 |c,b] takow,ze 0" D o.
Nyni, nechto. =o. U o. Protdec € o, kazde zn&ere cleri (o, £) intervalu
[a,b] spiujici o D o. mizeme rozélit

o=0'Us" a £=(¢'¢"
tak, Ze bude platit

(o', e T a,c], (6", &) eTc,b], ' Dol a " Dal.
Navic S(o,&)=S(o’,&')+ S(o”,£"). Vzhledem k definicie. a o, tedy pro
kazdé (o,€&) € 7 [a,b], kde o D o, mame

S(0,&) — (I + I)| < |S(0",&") — Ii| +[S(0”",&") — L] < 2,
tj. dokazali jsme tvrzenvéty. Ol

5.21 Pozramka. Aby mohlo platit analogic& tvrzen také pro (6) RS-integal, je
tfeba gidat predpoklad o pseudoaditigitfunkd f, g v boce ¢, viz cvieri 5.34

Pro existenci(d) RS-integalu mame tale rasleduici pfirozenou aépe Owi-

telnou nutnou a postaijici podrinku.
b

5.22 \eta. Pro dareé funkcef, g:[a,b] — R integral (5)/ f dg existuje pave
tehdy, kdy pro k&dou posloupnos{(c™,£")} C 7 [a,b] aznaberych celen in-
tervalu [a, b] takovou,ze lim |o"| =0, ma posloupnos{S(e™, &™)} kon&€nou
limitu.
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D & kaz. Nutnost uvedéypodninky je Zejma. Zbyva dokazat jej posta&itelnost.

Pfedpokhdejme tedyze limita lim S(o™,&") existuje (a je konéa) pro
kazdou posloupnost(c™,£")} C 7 [a, b] takovou,ze lim |o"|=0.

n—oo

Necht existuj dvé posloupnosti zrierych dleri {(¢",£")} C 7 [a,b] a

{(6",€)} C 7 [a,b] takowe,Ze limy, oo |0 = limy 00 |57 =0 a
lim S(c", &) =IcR a lim S(¢",€ )=1I€R.

Sestavme nyimovou posloupnost

[S(p" ")} = {S(0",€),5(6",€), 8(0%,€%), 8% E)... |

Podle ndeho jiedpokladu ra talée posloupnost{S(p",n”)} kon&nou limitu
J €R, aprotde obsahuje abposloupnosti

{S(a".€")} a {s(a".€")}.
mud platit 7 = I =J. To znamea, ze hodnota limity

I= lim S(o",&")

n—oo

nezvid na volte posloupnosti (o™, £")} zn&erych celeri intervalu [a, b], pro
kterou plat lim |o"|=0.
Nyni, necht{(c", &™)} C 7 [a,b] je libovolna posloupnost takéy ze

lim |6"| =0, lim S(e™ &")=1€R,
n—oo

a necht (5)/bf dg# I. Pak existujez > 0 takow, Ze pro k&dé k €N lze najt
(o™, £"F) eaﬁ [a,b], proréZplat |o™|<1/k a |S(o™, &™) —1| > €. NaSli
jsme podposloupnost{(c"*,£"*) :k €N} C .7 [a,b] posloupnosti {(o",£")}
takovou,ze khj.lo |o™*| =0 a pfitom neplat ler{:o S(e™ €™ )=1. To je ale spor
s n&im pfedpokladem. Platedy (5)/bf dg = I. Dlikaz \ety je dokoten. [J

Nyni nazn&ime, jakou roli hrdjv teorii Stieltjesova integidu ohrantereé funk-
ce. Nasleduici tvrzeri plati pro oba typy RS-integil.

b
5.23 \&ta. Nechtexistuje integal/f dg. Potom je budo g konstanthna [a, b],



72 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

nebo jef ohranicerd na mndiré [a,b]\ A, kde A zn&i sjednocenvSech podin-
tervalll [a,b] otevenych v[a, b], na ktefych je funkcey konstanti
DO kaz. Podle gty5.6 stai dokazat tvrzenvéty pro (o) integil.

Necht g neri konstantina[a,b] a f neri ohrantera naB ={a,b]\ A. Pak
je mndZina B nepizdra a existuje posloupnogt:,, } C B takowa, ze

Tim | f ()| = o0,

Necht z* je libovolny hromadry bod posloupnost{z,,} v intervalu [a,b]. Pfed-
pokladejme,ze z* € (a,b]. Potom alespd jedna z mnain {z,} N[a,z*) nebo
{zn} N (2*,b] (v pfipacd, Ze je z* < b) mud mit nekon€né mnoho prvk. Necht
je to nagiklad mnaina {z,,} N [a, z*). Potom ntizeme z posloupnosfiz, } vy-
brat rostoutpodposloupnos{z,,, } C [a,z*) takovou,ze plat klirgo Tp, =" &
klggo | f(zp, )| =o00. Specalne pro kade K > 0 existujeky € N takow, ze

| f(@n,)|>K prokazde p > k. (5.10)

Na druhou stranu, podleév5.14 a/5.16 existuje @&leri o* intervalu [a, z*|
takow, ze je

S(5,€) — S(a,8)| < 1 (5.11)

pro \Sechna zngera cElenri (o,¢&), (o, E) intervalu [a, z*| takowa, Ze jeo D o*
a o>o*. Nechto*={m,71,...,Tm}

Prot@ze {z,, }NA=0 a z,, € (7m-1,2*) pro Sechnak dostatéré velld,
neri g konstantinna (7,,,—1,2*). Existuje tedy bod™ € (7,,,—1, ") takowy, Ze je

g(t") # g(x”).

Nyni, necht o;=7; proj=1,2,...,m—1, op, =t*, oppp1 =2* @
O':{O'(),O'l, v ,Um+1}.
Potomo € Za,z*] a o Do*. Dale nechté = (&,&,...,&m+1) je libovolny

vektor znd&ek takoy, ze (o,&) € 7a,z*] a nechtkyeN je takow, ze plat
(5.10 pro
1
K=[f(&mt)l+ 57
T g(ar)—g ()]
Konetne, zvolmep > kg tak, abyz,, € (t*,2*), a poldme o =o, {ni1=12n,
a EZ (617527 v 7€m7£m+1)- POtom(a’7£) S g[aﬂx*] ~a oDOo*.
Pro takto konstruovanro&ifera celeri (o, &), (o, &) intervalu [a, x*| plat

1 Otewerym podintervalem v[a,b] zde rozurime talé ce interval [a,b] a intervaly tvaru
[a,c), (d,b], kdece (a,b] ade [a,b) mohou lyt libovolné.
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5(5,€) = S(0.&)| = £ (ém+1) = f(an,)| lg(z") = 9(t")
> (If (@n,| = 1f(Ems)]) l9(z") — g(
> (K = |f(&ns1)]) lg(a™) — g(t")] =
coz je ve sporu s5.17).
Podobt@ bychom dovedli ke sporuf@dpokladze f neri ohrantera na B, i

v pfipadech, kdy mntina {z,,} N [a, *) ma kon&né mnoho prvk neboz* = a.
O

5.24 Poziamka. (i) Necht feGJa,b], zo € (a,b), ¢, dER a g(x)=c pro
x € la,z0),9(x0) =(c+d)/2,9(x)=d pro z € (zg,d]. Dale nechtf:[a,b] >R
ma jednostran@ limity f(zo—), f(xo+) €R.

Pro n € N uvazujme posloupnosté&eri {o"} intervalu [a,b] takowch, Ze
lo"| — 0, pficent pro k&de n € N existujek,, pro ktee plat o}, | <z <o}, .
Dale nechtvektory zn&ek 8", n™ a ¢" jsou takoe, ze pro kade n € N plaf

(o-n70n)7 (O-n717n)7 (o-n7cn) ey[a7b]7
K, =0, O 1 <m <x @ w0 < () <O

Potom dostanemeS(c",0") = f(zo) (d—¢), S(o",n")=f(n; )(d—c) a
S(e™,¢")=f(Ck,) (d—c) prokade neN. Tudiz

lim S(e",0") = f(xo) (d—c), lim S(e™,n") = f(xo—)(d—c),

n—oo n—oo

lim S(a™,¢") = f(wo+) (d— o).

n—oo

Odtud plyneze k tomu, aby kada posloupnost (o™, £") takowa, ze
(o™, &") € Ta,b] a |o"|—0,

konvergovala pra: — oo k néjaké kon€né (a jednoznéné uicere) hodnoé I, je
nutré, aby platilo

bud g(zo—)=c=g(x0)=d=g(zo+), nebo f(zo—)= f(z0)=f(zo+).
b
Vzhledem k &®5.221ze tedy @ekavat,ze pro existenci inte@tu (5)/f dg bude
nutré, aby funkcef a g nenely Zadry spolé€ny bod nespoijitosti. ¢

(i) Nyni, necht o¢ € Z|a,b] je libovolné cBleri obsahiici xy. Pro k&deé jeho
zjemreéni o potom existujek = k(o) takow, Zze zop = o,. Mame
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(F(60)+ (@) 5, Jestlize g1 <<
S umw+ﬂ&»dzic jestiize &1 =1 <&,
(f(€r-1) + f(z0)) ——, jestlize &1 <zo=&,
f(zo) (d — ), jestlize &1 = xo = &

Bude-li tedy funkcef regulovam nala, b], bude mndina Q hromadiych bodi
mnaziny {S(o,&):(0,€) € 7 [a,b] ao D oo} nejwsettybodoa:

d—c d—c

0 = {(F(@o=) + flaot)) 5= (Fleo) + Flaot) 5=
d—c d—c }

(f(wo—)+f($o))T7 2 f(zo) 5 )

kde ? =ATg(xg) =A"g(zp). Pro existenci integdu (a)/ fdg je ovsem

nutré, aby se mniina Q redukovala na jednobodovou ririnou. %nadno nabkHbne-
me, Ze toto nastane pvé tehdy, kdy pro funkcef a g bude platit soGasré

AT f(x0) ATg(zo) =0 a A~ f(zo) A”g(w0) =0.

5.2 Podminka pseudoaditivity a jeji dUsledky

Podrobmji vyjasnit vajemry vztah mezi(§) RS a (o) RS-integalem umdni po-
jem pseudoaditivity

5.25 Definice. Rekneme Ze funkce f, g:[a,b] — R spiiuji v bodé z € (a, b)
podninku pseudoaditivity, jesttie

\

pro kazde e > 0 existujed. > 0 takowe, ze je-li
6,6"€(0,0:), E€lx—0d",x+8"], &' €x—d",x] ag” € [x,xz+8"],
pak plat (PA)
£(€) [g(x+6") = g(z—38")] = f(&") [9(z) — g(z—0")]
— FEM) [g(z+8") — g(@)]| <e.
5.26 Pozramka. Pouwiti podninky (PA) mize byt nékdy pohodlgjsi, pokud ji
preformulujeme do asleduici ekvivalentn podoby:

pro kade ¢ > 0 existujed. > 0 takowe, Ze je-li
'€ (z—be,x), 2" €(x,x+0), {2/, 2], ' ea,x] ag” € [x,2"],
pak plat

|7(&) [9(a")—g(a")] = [ (") [g(2)—g(a")] = f(§") lg(=")—g(2)]] <e.

(PA)
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5.27 Hiklad. Necht
0, kdyz =<0, 1, kdyz <0,
f(z) = . a g(z)= .
1, kdyz >0 0, kdyz >0

ar<0<a2” Eeld,2"], eld,0] a¢” €[0,2"]. Potom

|£() [9(=") = g(@)] = £(£) [9(0) = g(=)] = F(£") [9(=") — g(0)]]
=|f(©) - f€")]=1

vzdy, kdyz budeé <0 a¢” > 0. Vidime, ze funkcef, g nespiuji podninku (PA)
v bock 0.

5.28 Lemma. Jestlze funkcef, g:[a,b] — R spliuji v bo z € (a, b) podninku
pseudoaditivity, pak alespgedna z funkic f, g je v bod® x spoijita.

Na druhou stranu, je-li jedna z funk¢, ¢ spojita v bod® x a druha je ohrani-
¢era na jeho okdl pak funkcef, g splhuji podninku pseudoaditivity v bad.
Dlkaz. a) Nechtf, g spiiuji podninku (PA’) pseudoaditivity v boé z. Dosa-
dime-li ¢ = ¢/, dostaneme

Ve>0 355>O:
(xle (J" - 5571')7 LU/IE (IL‘,$+(55), 5/6 [(L‘/,x}, 5//6 [$7x//])
= [F(&) = f(€N]]|9(")—g(z)| <e.

Odtud je Zejme, Ze nefirli funkce g v bode = spojita zprava, musbyt v boce «
spojita funkce f. Podobm, pol@ime-li v (PA) ¢ = ¢”, dokazeme,ze nefitli g
spojita zleva v, mud byt f spojitav x.

b) Necht
z€(a,b), 2’ €la,x), 2" € (x,b], E€a,2"], ' €la’,z] a ¢"€lz,2"].
Potom
|£(€) lg(&’ ) 9(@)] = £(€) [9(z) — g(a")] = (") [9(z") — 9(2)
= (f(©)=F(€") (9(=)—g(x) - (£(¢’ > 1) (9’ > 9())|
<[f(¢) f N g(@) = g@)|+[£(E&") = F(©)] [9(z") — g(x)
< (I£(&) = (@) +f(x 5'\)\996 —g(a)]
+(I£(€") — f(fE)le(fC)—f&)!) |9(z") — g(2)].

Odtud & plyne,ze plat i druhé tvrzen lemmatu. O

]
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b
5.29 Lemma.Necht f, g:[a,b] — R a nechtexistuje integal (6)/ f dg. Potom

dvojice f, g splhuje v kadem bo@ z € (a,b) podninku pseudoaaitivity.

b
D 0 k az. Fedpokhdejmeze integal (6)/ f dg existuje a pitom v néjakem
boce z € (a,b) neplat (PA’). To znamea, Zeaexistujea > (0 takow, Ze pro kade
d >0 lze najt body

v e(x—90,2), 2" e(x,x+06), nel,2"], ' el',2] a n"elz,2"
takowe, ze

| f(n) lg(2") —g(a")] = f (1) [g(x)—g(2")] = fF (") [9(=") — g(x)]| > &. (5.12)

Bud dano libovolre § > 0. Necht (o, &) € Z]a,b] je takow, ze v(o) =m,
lo|<d aprojake kc{l,2,....,m} je op_1=0'<z<a"=o0, a & = 1.
Definumes=ocU{z} a € = (&1, &—1,7, 1" &ks1y - - -, Em). Podle 6.12)
mame

’S(Uaﬁ) - 5(575)’
= |f(&) l9(ok) — g(ok-1)]
— f(") [g(x)—glor—1)] = f(0") [g(ow) — g(2)]|

To znamea, Ze nei splréna podrinka (5.3’), a tuiZ podle ety 5.14 a cvice-

b
ni 5.15(ii) neexistuje intedal (5)/ fdg. O

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty5.14a lemmat.28a5.29

b
5.30 \eta. Necht f, g:[a,b] — R a nechtexistuje integal (5)/ f dg. Potom
v kazcem bo@ z € (a, b) je alesp@ jedna z funkic f, g spojita. ‘

Vime, ze (§)RS-integél je speclnim pfipadem (o) RS-integélu (viz ve-
tu5.6). Na druhou stranu, jak @ke rasleduici véta, pojem pseudoaditivityam
poskytuje ma@nost objasnit i vztah mezémito integaly v op&ném sn@ru.

b

5.31 \éta. Necht f, g: [a,b] — R. Potom integal (5)/f dg existuje pave tehdy,
b a

kdyz existuje integl (0)/ fdg afunkcef, g spihuji podnminku pseudoaditivity

v kazcem bo z € (a,b).

b
Dlkaz. Fedpokhdejme nejprveze existuje(d)/ f dg. Podle \ety5.€ potom
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b
existujei(o) [ fdg ama stejnou hodnotu. &le podle lemmatt.29musd funkce

1,9 splﬁovat?)odn'mku pseudoaditivity v kedem bo@ z € (a,b). Stei tedy do-
b
kazat,ze kdy existuje integal (a)/ fdg afunkcef, g spihuji podninku pseu-

b
doaditivity v kazdem boe z € (a, b), pak existuje i intedal (5)/ fdg.

b
Predpokhdejme tedyze integal (0)/ fdg=1 existuje aze funkce f, g

spluji podrinku pseudoaditivity v Kedem bod € (a,b). Nechtje danoe >0

a nechtdéleri o. = {so, s1,..., 8.} € Z[a,b] je takow,ze r >2 a plat

|S(p,n) —I| <e, jakmile pDo. a ner(p). (5.13)
Ozn&me

0s :=min{s;—s;—1:1=1,2,... 7} (5.14)

Protdze funkce f, g sphuji podrinku pseudoaditivity nga, b), nutré existuje
d- € (0,0,) takowe,ze prokadei=1,2,...,r—1 plaf

£ [9(s?) —a(s))]
— f(€N lg(si) —g(s)] = F(E") [a(s]) — g(s0)]] <
s € (si—0g,8i), s €(si,8 + ),
Eelsysi], ' €lssi], €7 €lsi, sl

Necht (o,¢) € 7 [a,b], o ={00,01,...,0m} A |o| <.

g
r—1 (5.15)

pro

Podle6.19) je prokadeé j € {1,2,...,m} mnaina(c;_1,0;) No. bud jed-
nobodow, nebo pazdra. Necht

Uy jemndina€chje{1,2,...,m}, prokte&(c;_1,0;) No-=0,
Uy ={1,2,...,m}\U..

Potom pro kadeé j € U, existuje pawe jednoi(j) € {1,2,...,r — 1} takow, ze
si(j) € (0j-1,05). Pcet prvii mndtiny U, tedy nefi vetsi nez r — 1.

Polazme nyn p = o Uo .. Potom
lp| < d: < 0. (5.16)
a pro kade j € U; existuje pave jednok(j)€{1,2,...,v(p)} takow,ze
[Pk —15 PR(G)] = [0j-1, 05 - (5.17)
Pokudj € Us, pak existuje pave jednol(j) € {1,2,...,v(p) — 1} takowk,ze

Pe(i)—1 = Tj—1s Pus) = Si(j)s Pe(j)+1 = Oj- (5.18)
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Zvolme vektorn tak, aby bylo(p,n) € 7 [a,b] a

M) = &> kdyz jeUn, (5.19)
a porovnejme inte@ini soltty S(a,é) aS(p n) Mame
a,&) = > [(&)laloy) —glos- )+ D f(&)la(oy) —gloj-1))-
jelh 7€ Uz

NechtVy ={k(j):j €U} aVoh={1,2,...,v(p)}\ V1. Pak podle’.17)—(5.19

= > FOm) lglor) — glpr-1)]+>_ F(m) [9(or) — g(pr—1)]

ke ke Vo
=>" FOme) l9(owy) O+ FOm) — g(pr-1)]
jelUx ke Va
=>" £(&)l9(oy) = g(o5-1)]
JjeUy
+ [ ) 9P - DI F (Megy1) [9(Peci)+1) —9(esy)]
je U2
=> " f(&) la(;) — g(o;-1)]
JjeUy
+Z [f(m?(j)) [Q(Si(j)) - Q(Uj—l)] + f(W(j)H) [Q(Uj) - Q(Si(j))]-
j€ Us
Tudiz :
S(e,&) = S(p,m) = > f(&)lg(o)) — gloj-1)]
jeUs
> [Fn)la(sig) —a(oi- D+ F e+ ) 9(o)—9(si)]]
jeUs
. [S(o.€) — <> |W;|, kde
JjeU2

= (&) l9(o) — g(oj-1)]
= Fei) l9(siy)) — 9(oi—0)] = f(egy+1) l9(o5) — 9(siz)]-
Pfipomaime,ze vzhledem k%.16) a (5.18 mame

(051,05 ] C (8i(j) = 0, 8i(5) +0e), &5 €loj—1,04],

) € loi—1 syl ey € [ i) i)

Podle £.19 je tedy |[W;| < —1 pro kade j € Uy, a tudz (take dky tomu, ze
e



STIELTIESJV INTEGRAL 79

pocet elemerit mnaziny U neri vétSi nez r — 1) dosvame,ze

S(0,€) = S(p,m)| < > [Wy] <e.

jeUs
Konetné, vzhledem k%.13) a vzhledem k definicp, plaf

‘S<07€)_I‘ < }S(Uaﬁ)—S(Pvn)‘+‘S(Pa77)—f‘ <2e.

b
Dokazali jsme tedyze (6)/ fdg=1. O

b
5.32 Disledek. Necht (a)/f dg=1€R anechtv kazdem boa intervalu(a, b)

je alespa jedna z funk’lcf,ag: [a,b] — R spojita a druté je ohrantera na jeho
b

okoli. Potom je tak (6)/f dg=1.

D Uk az. Podle lemmatt.28 spiiuji funkce f, g podninku pseudoaditivity

v kazdem boe x € (a,b), a tudz podle \ety5.31existuje take (0 /f dg aplat

/fdg— /fdg O

5.33 Pozramka. Specalreé jestlze g(z) =« a f je ohrantera nala, b] (tj. pro
Riemaniv integil), jsou definice integil (5)/bf(x) dr a (a)/bf(x) dx
ekvivalentn. ¢ ¢

5.34 Cvicen. Dokazte tvrzen:

Nechit c € [a, b], /fdg IR a /fdg I, €R anechtf, g spl-

b
nuji podminku pseudoaditivity . Potom integal Iz(&)/ f dg existuje a plait

I=1+1D.
(Navod: vywijte véty/5.20al5.31)

5.3 Absolutni integrovatelnost

Nyni uvedeme dd&l potfebry pomocry pojem.
5.35 Definice.Necht—oco<c<d< oo a f, g:[c,d] — R. Potom definujeme

Sragle,d] = {IStagp,m) = Sag(p’,n)l: (p,m), (p',n') € 7 [c,d]}

w (Sragsle,d]) =sup Gyagle, d]. (5.20)
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Plaf nasleduici modifikace Bolzanoych-Cauchyoych podninek.
5.36 \eta. Necht f, g:[a,b] — R. Potom:
b

(i) Integral (5)/f dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdplat

Ve>03d6:.>0: Vo
(cezlab]alol<s) = Y w(Saploro]) <e [ &2
(i) Integral ( /f dg existuje tehd;alljen tehdy, Kdplaf
Ve>0do.€Z]a,b]: Vo)
(rezlablacso) = S w(Sagloj1.05]) <c (5.22)
j=1

DUkaz. a) Ulkzeme,ze podninka 5.2]) je ekvivalentih s Bolzanovou-
Cauchyovou podimkou pro existenc{d) RS-integélu.

«) Predpokhdejme,ze plat (5.39). Necht £>0 je dano,e=¢/2 a nechitd. je

urceno podrimkou 5.3). Méjme @leri o intervalu [a,b] takow, ze |o| < de.

Ozn&me m=v(o) a pro k&de je{1,2,...,m} vyberme znéera cleri

(7,87), (&j,?) € 7 [oj-1,0;] tak, aby platilo

W (Stag [0j-1,05]) < Spag(0?, &) — Syay(67,€) + % (5.23)
DefanJme

o= o', p= Uaﬂ —€.e...em an=@E.&....&".
Potom '~

(p,m) € 7 [a,b], ( p,M)E T [a,b], |p|<de a|p|<oe.
Tudiz podle 6.3) a (5.239 dostvame

S w(Sragiloj-1,051) <> [Sraglo? &) — Spag6”, &) + —]
j=1 j=1
= Sng(pa 77) - Sng(ﬁv 7’) te< 28 = g
Protdze £ > 0 mohlo byt libovolné, plyne odtudze podninka 5.21]) je splréna.
3) Pro dikaz obacere implikace pedpokhdejme ze plat (5.21). Dokdzeme,ze
potom je spl&éna podrimka (5.3").
Megjmee > 0. Necht 6. je urteno podrimkou 5.27) a zn&era leri (o, €),

(0,&) intervalufa, b] jsou takow, ze |o| <. ag D o. Ozn&mem =v(o). Pak
pro kazde j € {1,2,...,m} existuje(a?,&’) € T[o;_1,0;] takow, ze
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m

U =(¢,¢%,....¢™).

Diky predpokladu $.2]) a s gihlednutm k (5.20) dostaneme

S8 q(0,€) — Spay(a,€)]
<> 1) l9(os) = g(oj-1)] = Spaglo?, &)

7j=1

w(Sragiloj-1,05]) <e.

'MS

1

Plaf tedy (5. 3)

b) Analogicky by se doizala ekvivalence podmky (5.22) s Bolzanovou-Cau-
chyovou podrinkou pro existencic) RS-integalu. Podrob# diikaz je ponechn
Cterdli jako cvicer. O
5.37 Cvien. Dokazte tvrzemvety5.36pro (o) RS-integaly.
5.38 Lemma. Necht f, g:[a,b] =R a [¢,d] C [a,b]. Potom
wWied)(f) |9(d) = g(e)] < w(Spagile,d]) < wiea)(f)vart g. (5.24)
DUOkaz. a) Nechto=p=/{c,d}, {,n€lc,d] a €=(&),n=(n). Potom
(0,8),(p,m) € Z[c,d] al|f(&) — f(n)lg(d) — g(c)| € Spagy([c,d]) atudz
wie.a)(f) 19(d) — g(c)| < sup Sragle,d] = w (Spagile, d]).
b) Na druhou stranu, jesté (p,n), (7,0) € 7[c,d] a poldime-lioc=p UT,
bude o€ Z[c,d] a

v(o)

[Syag(pm) = Spag(r.0) = | 3 (F01) = £(8)) l9(05) — a(o5-1)]],

kde T]] N kdyz [O'] 1,0']]C [pk 1,pk] 9 :9k kdyz [O'] 1,(7]] C[kal,Tk].
Odtud doshivame dle

‘Sng(Pa n) — Sng T, 0 Z ‘f 77] (9;)‘ ‘g(aj) _g(aj—l)‘

—_

< w[Cad}(f) V(g,o) < w[c,d](f) varg g,
neboli
w (Spagile,d]) = sup &pagle, d] < wiea)(f)vard g.
Dokazali jsme platnost nerovnd$b.24). 0
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5.39 Pozi@mka. Je-li varlg = oo, pak je oem drufa z nerovnostv (5.29)
trivialni.
Nasleduici tvrzen poskytuje dai nutré a postéauijici podninky pro existenci
obou tygl RS-integald.
5.40 \eta. Necht f:[a,b] = R, g€ BV]a,b] a v(z)=var? g pro x € [a, b]. Po-
tom: b b
(i) Integral (a)/fdg existuje tehdy a jen tehdy, kTDI?xistuje inteqal (o)[ f do.

(i) Je-li f ohra%ﬁeré na [a,b], pak integél (5)/ f dg existuje tehday ajen
b a
tehdy, kd¥ existuje intedgal (5)/ fdu.

DUkaz. a) Prokady interval [c,d] C [a,b] mame vaf v =v(d) — v(c). Tudiz
podle lemmatib.38musd platit

v(o) v(o)
Wios 1051 (f) [0(0) = v(0j-1)] = Y w (Syaviloj-1,0;])
— =
pro Iib]ovoln'e kleri o€ Z]a,b]. Podle Iemrrj1at|5.38tedy cale doshvame
V(o) (o)
Y w(Sragloj1,05]) €D w0 (f) Varg i g
= e = V(o)
= Z Wos 1,05 (f) [W(05) —v(oj-1)] = > w(Sfaviloj1,05])
Nerovnost * ' =
v(o) v(o)
> w(Sragloj1,05]) <> w(Sraviloj1,0;])
Jj=1 J

tedy plat pro kazdé céleri o € 7 [a, b]. Pomog véty5.36nyni uz snadno do#ze-
b b
me, Ze z existence inte’gru/ f dv plyne existence integtu / fdg (ato pro

a

oba typy RS-intedtlu).
b
b) Predpokhdejme ze existuje intedal (a)/ f dg. Dokazeme,ze pak existuje

b
také integal (a)/ fdo.
a
Bud danoe > 0. Podle \ety5.36existuje @&leri o. € 2[a, b] takowe, Ze

)

v(o)
w (Sfagiloj-1,05]) <e (5.25)

1

.
Il



STIELTIESJV INTEGRAL 83

plati pro kazdé jeho zjemen o O o.. Zfejmé mizeme & predpokhdat,ze tale

O<varl g—V(g,o)<e (5.26)

plati pro kazde cleri o takow,ze o O o.. (Zdlvodréte!)
Nechto € Z[a,b] a o D o.. Potom podle lemmatt.38mame
v(o)
Z (SfAW 05— 170] ZW[U] 1cr] Varg;71g
j=1
a dale, podle5.25), (5.26) a IemmatuS.SE.

v(o) v(o)
w SfAva Oj— 170j]) < Zw[a’j,haj](f) [Q(Uj)—g(a'j—l)]

+ Z w[(’jfl,aﬂ(f) (Varg§_1 9—lg(oj) — Q(Uj—l)])

<e+wp(f) (varh g —V(g,0)) < e(1+wyp(f).
b
Podle \&ty5.36 mlizeme tedy uzdit, Ze existuje intedl (a)/ fdu.
c) Zbyva dolazat,ze je-li funkcef ohrantera nala,b], pak z existence integtu
b b
(5)/ f dg plyne,Ze existuje ta& integal (6)/ fdveR.

b
Nechtje tedy f ohranteré nala, b] a nechtexistuje integal (5)/ fdg. Po-

b
tom podle \ét5.6a5.30existuje(a)/ f dg afunkce f, g nemaj spol&€ny bod

nespojitosti v(a, b). Dale podle lemmatiz.2Z take funkce f, v nemaj spole&ny
bod nespoijitosti (a, b). Konetné, prot@e podletasti b) tohoto dkazu existuje in-

b b
tegial (o—)/ f dv, existence intedilu (5)/ f dv plyne z disledku5.32. (Prot@ze
g €BV]a,b], jsou funkceg i v ohranteré nafa,b].) O
5.41 \&ta. Necht f: [a b] =R, geBV]a,b] a existuje mtegal/ f dg. Potom

existuje tak mtegal/ |f|dg.

DOkaz. Podlegty2.14a lemmatus.12 se mizeme omezit nafjipad, ze g
je neklesdgi na [a, b]. Potom je vaf g = g(d) — g(c) pro libovolré ¢, d € [a, b]
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takowa, Ze c < d. Podle lemmatib.38tedy pro libovolre celeri o € Z]a, b] plat

v(o)

q

(SfA97 Oj— 170] ZW[U] 1:7] (Uj) —g(O'j—l)]
j=1
a
v(o) v(o)
> w(Spagloi1,0) =D wo, o) [9(05) = g(o5-1)].
Jj=1 J=1

Na druhou stranu,fejmeé

1f @) = f@)I| < f(z) = f(y)| prolibovolra z,y € [a, b].

Mame tedywi. 41 (| f]) < wie,q)(f) pro libovolry interval [c,d | C [a, b]. Tudiz

(o) v(o)
Z (Sipagiloi1,051) =3 Wi, _1.0(f]) [9(0s) = g(o-1)]
=1 j=1

v(o) v(o)
S w[ajfl,aj](f) [g(U] 0_] 1 w Sng7 G] laO-JD
j=1 j=1
Tvrzeri véty nyn uz plyne okaniité z vety5.36 Ol

Primym diisledkem lemmatt.10a vét’5.40a5.41je nasleduici tvrzeri.

5.42 Disledek.Necht f:[a,b] =R, g € BV|a,b] a v(z) =varZ g pro = € [a, b].
Potom:

b b
(i) Jestlze existuje integu (0’)/ f dg, pak existuje tak (a)/ |f|dv aplaf
. ba a
o) [ £dg| < (@) If1dv < 7] var’ .

b
(i) Jestlze existuje integd (5)/ f dg afunkcef je ohrantera nala,b], pak

b
existuje tak integiél (5)/ |f| dv a plat

b b
@[ 145 <@/ Iridv < 7] varts
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5.4 Substituce

V8echna tvrzeirtohoto odstavce plate stejiem zrén pro oba typy RS-inte@lu.
Zatneme dalim disledkem definic&.35

b
5.43 Lemma. Jestlze existuje integ’ﬂ/fdg a (o,€) je libovolré zn&ere

a

déleri intervalu [a, b], pak plai

< Z (Stag;loj-1,05]). (5.27)

Dlukaz. Oznéamem=v(o). Bud danoe > 0. Nezvisle na tom, o jaktyp
RS-integalu se jeda, mizeme zvolit znéere dleri (a,&) € 7 [a,b] tak, aby
bylooe>o a

[ 180~ 5.8 <

Protdze o je zjemrérim o, mtzeme ho rozélit tak, ze bude

5= UNj, kde&jeg[aj_l,am} pro j=1,2,...,m
1

Podobi@ 5 = ( . ,Ej), kde Ej jsou realné vektory takoe, ze
(&,€) ¢ [O'j—ho'j] proj=1,2,...,m
Mame tedy

b
[ 7da-50.¢)
b

<e+ Y1) lglog) — glo-)] — S, &)

J=1

<et ) w(Spagloj-1,05))
j=1
Protaze € > 0 bylo libovolné, znamea to,ze plat (5.27). O

6.8)|+|5(5.8) - 5(0.9)

b
5.44 Disledek. Jestlze integél/ f dg existuje alc, d] C [a, b], pak pro k&dé
¢ € e, d] plati

[ 540 1€ (@) ~ o] < o (Spa il
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Nasleduici specalni forma ety o substituci je tad disledkem lemmata.43

5.45 \Eta (SUBSTITUCE). Necht f, g,h:[a,b] — R, pfiCent f je ohrantera
b

naintervalu|a,b] a integréll/ g dh existuje. Potom jeden z inteii

[ [vanl & [rasn

existuje (nd kon€nou hodnotu) gave tehdy, kd¥ existuje i ten drup V takoem
pripaceé pak plat

/abf(x)d[/;gdh} :/abfgdh. (5.28)

b
Dl kaz. Nejprve sisimnéme,ze z existence inte’gtu/ g dh plyne,ze funkce

w:x € la,b] —>w(x):/ gdh

je definovana na cé@m intervalu[a, b| a ma kon€né hodnoty pro kadé z € [a, b]
(viz vétu5.16).

Pro libovolre zn&ere celeri (o, ) intervalu [a, b] mame
!ngAh(a §) — Sraw(o,§)|

- | Z 1) 9(6) (o) = h(oy-0)] = D £(&)) [w(oy) = wloy)]

l/O'

z ()1 |9(63) 10(e3) = h(o3-1)] - / gah|

o) %
<1Ifl (Z 9065 1h(y) ~ i) - | gdh‘) |
i=1 ”

Jj—1

Podle disledku5.44dostvame dile

|Stgan(0,€) = Spaw(o <HfHZ Syan;loj-1,05]).

Odtud podle &ty 5.36 uz plyne relace 5.2&9. (Preswedite se,ze dikaz opravdu
umite dokorEit.) O
Polazime-li ve \ete'5.45 h(t) =t, dostaneme &@sleduici tvrzeri.
5.46 Disledek. Je-li f ohrantera nala,b], g:[a,b] — R je riemannovsky inte-
x

grovateld nalja,b] a p(x)—/ g(t) dt, pak jeden z integl
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[rav a [1@owa

existuje pave tehdy, kdy existuje i ten druf. V takovem @ipace pak plait

[rav=[ 1)) 0

5.47 \eta(DRUHA 0 suBsTITUCI). Pfedpokhdejmeze funkcep: [a, 3] — R je
ryze mondinri a spojita na [«, 3] a zobrazujga, 4] nainterval[a, b]. Potom pro
libovolné funkcef, g:[a,b] — R plati:

b B
exstieli [ (z)dlg(a), exstiieta | 1(6(2) dlg((x))

«

B b
+ / F(6(x)) dlg(é(x))] = / f(x) dlg()), (5.29)

kde ,,+“ plati, je-li ¢ rostoud a ,,-“ plati, je-li ¢ klesajci.
D U kaz. Fedpokhdejme napklad,ze ¢ je klesajci. Potomb= ¢(a) aa= ¢(3).
Pro da zn&eré dleri (o, &) intervalu [«, 5] polozme

Pu(o)—j = P(05) @ Nyg)—j = ¢(&;) proj=1,2,...,v(a).

Potom(p,n), p={po,p1, ... 7pz/(a')}7 n= (11,2, 7771/(0')) je zn&ere celeri
intervalu [a,b]. PiSemep = ¢(o) a n = ¢(&). Zfejme, je-li o D o', pak je
také ¢(o) D ¢(o’). Podobr’, prot@e ¢ je stejnon@rré spojitt na [«, 5], plaft
|p(o)| — 0, jakmile |o| — 0. Navic

v(o v(p)
D F6(&) [9((5) — gld(oj—1)] = =D f(ny) [9(ps) — 9(pi-1)]
=1 i=1

plati pro kazde (o,&) € 7w, 3]. Ted uz zajise kazdy Cterdr, ktery pozorré pro-
studoval &inu dikal této kapitoly, samostaéndokor&i diikaz rovnosti$.29
pro oba integaly (vCetré fipadu,ze ¢ je nerostoud. O

Dalsi variantou ety o substituci je asleduici véta. Jeijdiikaz mizeme pone-
chatcter#fi jako cvicen.

5.48 \&ta. Nechtfunkce¢: [a,b] — [¢(a), #(D)] je rostoud a spojit na [a, b],
P:lé(a), p(b)] — [a,b] je inverznk ¢ a necht f:[a,b] — R. Pak existuje-li je-
den z integalll

b & (b)
() / f(@)dz, (o) /qﬁ ., T ),
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existuje i ten drufz a plaf rovnost

b ¢(b)
() / f(x) dz = (0) /¢ T AL

5.49 Cviceni. Dokazte vetul5.4& Zformulujte a dokate analogick tvrzen pro
(6) RS-integaly.

5.5 Integrace per-partes

Nasleduici tvrzeri je zobecgrim véty o integraci per-partes pro Riemannin-
tegrl. Plat ve stejiem zrén pro oba typy RS-inte@tu.

5.50 \éta(VETA O INTEGRACI PERPARTES). Existuje-li jeden z integl

/abfdg, /abgdﬂ

existuje i druly a plat
b b
/ fdg+ / gdf = F(b)g(b) — f(a) gla). (5.30)

DUkaz. a) Buddano libovolre zn&ere cleri (o, &) intervalufa, b]. Polazme
m=v/(o). Pfeorganizo@anim €lenli v sotu Sya 4(o, €) dostaneme

Siag(e, &) = f(&1)[g(o1) — g(a)] + f(&2) [9(o2) — g(o1)]

+ o+ (&) [9(b) — g(om—1)]
— f(a)] g(a) — [f(&) — f(o1)] g(o1)
—[f(o1) = f(&)lg(or) — - = [f(&m) — f(om-1)] 9(om—1)

neboli
Stagla,§) = f(b)g(b) — f(a) gla) — Sgas(a’, &), (5.31)
kde

U/ = {a5517017€27027 <oy Om—1, ém) b}a

Sl = (a’a 01,01,02,02,... 7O-m—170-m—17b)7
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(0',6')€ T[a,b] a o’ jezjemrérim o. (Stane-liseze; =o0;_1, resp.§; =o;
pro réjake j, mudme oem tyto bodys; v ¢’ a jim odpovdaijici body v &’

vynechat.)
b

b) Predpokhdejme ze existuje intedl (a)/ gdf.

Bud danoe > 0. Zvolme cgleri o. € 2 [a, b] tak, aby pro kadé jeho zjema-
ni o’ avSechna fisluSm zn&era cBler (o', ¢’) € 7 [a, b] platilo

Seaf(a’,€’) —(0)/;9 df‘ <e.

Podle 6.3]) pro kazdé o D o. a (fisluSré zn&ere kleri (o, &) plaf

b

Stag(@.€) = F(b) g(b) + f(a) g(a) + (0) / gdf
b
- (a)/gdf—sgAfw',s’),

kdeo’ Do Do, atudz
b

5120(0.€) = 109+ f(@)gla) + (o) [ 9 df
- ‘(a)/abg df — Syas(0€")] <=

b

Odtud plyne existence integu (a)/ fdg arelace$.30). To, Ze z existence
b a b

integi@dlu (o) [ f dg plyne existence integtu (0)/ g df aplat rovnost 6.30),

a

by se dokazovalo analogicky.

c) Tvrzen véty pro (§) RS-integaly plyne ze vztahuH,31) podobré jako v drulé
casti dikazu pro(o)RS-integaly a detaili dlikaz mizeme nechatteréri jako
cviceni. n
5.51 Cvieni. Dokazte \etu5.50pro (§) RS-integaly.

5.6 Stejnomérna konvergence a existence integiu

Az na \etu5.55 a cvicerl [5.56 vSechna tvrzeintohoto odstavce plave stejiem
zréri pro oba typy RS-integdu.

5.52 \éta. Necht g € BV|[a,b], f:[a,b]—R je ohranterad a nechtposloupnost
b
funkd f,:[a,b]—R, neN, je takow, Ze integal / fndg existuje pro kade
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neN a

Jim [| f — fII = 0. (5.32)

Potom existuje teéunteglal/ fdg aplat

hm fndg /fdg (5.33)

Dokaz. a) Jestlie je val g =0, pak podle lemmat@d.13mus byt g konstanti
ala,b] atvrzen véty je evidentn Predpokhdejme tedyze var g > 0.
Nechtje danoe > 0. Vzhledem k pedpokladu®.32) mtzeme zvolitn. € N
tak, aby platilo

nzne = (U= 11< ) @ (Il <l +1). (5.34)

Dale za naich g'edpokladi je podle lemmat’.10(i)

b
\/ fudgl < [ fullvart g < (1] +1)vart g

pro n > n.. Mzeme tedy vybrat rostouiposloupnosf{n;} CN a I € R tak, aby
platilo

b
lim/fnk dg=1.

k—oo J,
Specalre existujek. € N takowe, ze
Nk, = Ne

b
/ fu, dg — 1‘ <e. (5.35)

Dale nechto . je takowe cBleri intervalu[a,b], Ze

((a,g)ey[a,b] a 0'1)0'5) — ‘sfnkEAg(a,g) —/abfnkfdg‘ <e. (5.36)

Protaze je ny, >n. (viz (5.39), plyne z £.39), ze pro kade zn&ere celeri
(0,€), kde o je zjemrérim o, plaf

1S789(0.€) = Sy, ag(0.8)] < f = fay, lIvarg g <e.
Vzhledem k[6.35—(5.36) tedy doshvame

Srag(0,€) = 1| < [Ssaglo.€) = Sy, aglo.€)]

‘ank aglo / .

_dg— I’<3€
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pro kazdé zn&ere kleri (o, &), kde o D o.. Odtud okaniité plyne,ze plat

/abfdg:I.

Konetné, prot@e podle lemmeéth.10a5.1Zmame

b b
\/ fndg—/fdgl <\ — £l (vart g),

rovnost 6.33 nyni plyne z gredpokladu'$.32). Dlkaz byl proveden prgo) RS-
integrl.
b) Dukaz pro(d)RS-integaly je analogick a ponechvame ho jako c\deri. [

5.53 Cvieni. Dokazte tvrzemvety5.5Zpro (§) RS-integaly.

5.54 \kta. Nechit f € C[a,b] a g € BV[a, b]. Potom existijoba integély

/abfdg a /:gdf.

D Ukaz. Vzhledem ke &am[2.14 5.6 a/5.50 a lemmatu5.12 stai dokazat
b
existenci integalu (5)/ f dg pro fipad,ze g je neklesdfi na [a, b].
a

Nechtje tedy f spojita na[a, b], g neklesdici nafa,b] ac >0 je dano.

b
Je-li g(b) = g(a), pak g je nutré konstanthna[a, b], a tudz (5)/ fdg=0. Bez

Ujmy na obecnosti izeme tedy pedpokbdat,ze g(b) —g(a) > 0. ‘Dale vylwijeme
toho, Ze k&da funkce spoji na kompaktim intervalu je na tomto intervalu ték
stejnon@rreé spojit. Existuje tedy. > 0 takowe, ze

g(b) — g(a) (5.37)
provsechnaz, y € [a, b] takowa, ze |z — y| < 0.

Méjme d\é zn&era Eler (o, €),(o’,¢’) intervalu [a, b] takowa, Ze |o| < d. a
o' Do. Ukdzemeze plat |S(o,&) — S(o”,€’)| < . Podle \ety5.14to uz bude

b
znamenatze existuje(é)/ fdg. (Viz také cviceri5.15(ii).)

Necht v(o) =m. Ozn&me prvky @leri o’ a slazky vektoru¢’ tak, ze bude
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o' = {0070'%, .. .,07111_1,01,03, ey Om—1,07, .. .,J;”m_l,am} ,
'E/: (5%3 ERRE) 571“’6%’ SRRE) Einv B €7T‘an)

Potom

S(,8) =>_ f(&) lgloy) = glos)] =D F(€)D lg(o]) — glol_y)]

=1 =1 =1

a J J

1S(0, &) — SZZ (&) — FEDI[g(e)) — glol_))],
kde klademer), =o0;_1 a0}, =0 pro j=1,2,...,m. Protde

& — €| <|o| <. provsechng € {1,2,...,m}aic{1,2,...,n;},

odvodme pomot€nerovnosti'$.37) vztah

nj

S(0,€) = S(e’,6")| < Z )]

]:1 ’L:1

g(b) g9(a) ' O

5.55 Veta. (i) Jestlze f €BV][a,b] je zleva spoji na intervalu (a,b], pak
pro kazdou funkcig € Gla,b] zprava spojitou na intervalya, b) existuj
oba integaly

0)/abfdg a (0)/abgdf.

(i) Jestlze f € BV|a,b] je zprava spojé na intervalu[a, b), pak pro k&dou
funkci g € G[a, b] zleva spojitou na intervalfa, b| existuj oba integély

() / fdg a (o) / g,

D Uk az. Oky vét o integraci per-partes &a’5.50 stai v obou fipadech
b
dokazat existenci inte@iu (g)/ gdf.

Necht g € G[a,b] je zprava spojé na intervalua,b), tj. g€ @R[a, b] (viz
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(4.2). Podle lemmat.17al4.18mame

Grla,b] = Grla,b] NS[a,b] = Lin(x(7p), 7 €[a,0]).
b
Podle lemmatib.12 a vety/5.52tedy st&i dokazat,ze integal (a)/ gdf exis-

tuje, jestlze g = x| pro réjaké 7 € [a, b].
Pfedpokbdejme zprvuze g = x|, @ 7 € (a,b]. Potom (viz cvEeri 5.5 (ii))

b
() / gdf = F(b) - f(r).

Dale nechtje dano libovolre zn&ere eleri (o, &) intervalu [a,7]. Ozn&me
m = v(o), pak

0 je-li &<,

S(o,€) =
78 {f(T)—f(am_1) jedi &n=r.

Diky spojitosti funkcef v boce 7 zleva mizeme tedy k da@mue > 0 vzdy najt
délen o. takow, ze bude

|S(o,€)| < e provsechngdo, &) € 7 [a, ] takowa, zeo D o, tj.
T b
@[ 9dr=0 a () gdf = 1 - (7).

Je-li g =x(q5) Nebolig=1 nafa,b], pak je osem (viz cvteri 5.5(ii))

b
[adr=10)- 1.
Tvrzeri (i) plati. Druhé tvrzen by se dokazovalo podoBn O
5.56 Cviteri. (i) Pro obatypy RS-integitu dokate:
Jestlze f:[a,b] — R méa kon&nou variaci nafa, b]| a je spojiti na [a,b],

b
pak integél/ fdg existuje pro kadou funkcig regulovanou nda, b].

(i) Provette podrobsy diikaz tvrzei (i) véty5.55

5.57 Poziamka. Pfipomeime j&t bez dikazu jeden ze zAmych zajmawvych
existertnich wsledkl. Dokazal ho v roce 1936 jeden z kladikeorie integrace
L. C. Young (viz B4)).

Jestlize funkcef : [a,b] =R a g:[a,b] — R sphuji podninky
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f(z)— fy)| < K|z—y|* a |g(z)—g(y)| < L|z—y|” pro z,y€[a,b],

b
kde K, L €[0,00), a, € (0,00), o+ 3> 1, pak existuje integxl (5)/ fdg.

5.7 Bodova konvergence
b
Dukaz ety o konvergenci posloupnosti intédft | f, dg, ve kteé by nebyla

7 - - 7 e a 4 ’ 7
nutra stejnorérra konvergencef,, = f, nam usnadnzaveden Darbouxoych
horrich a dolrich integall.

5.58 Definice.Necht g:[a,b] — R je neklesdgi na [a, b]. Pro libovolré cleri
o intervalu[a,b] afunkci f : [a,b] — R polozme

v(o)
Siagla)=>_( sup  f(z))[g(o;) — g(oj-1)]
a j=1 %€ [oj—1,05]
v(o)
S faqlo Z e ;Hf | f(x)) [g(oj) — gloj-1)]
i1 J—1,05
a definujme ’

/abfdg:inf{Sng(a):a'E@[a,b]}

b
/fdg = sup {§ fag(o) :ae@[a,b]}.
b b
Veliéiny/fdg resp./fdg naz/vame horni, resp. doliintegral f vzhledem
ke g. ¢ ¢
5.59 Lemma.Nechtg: [a,b] — R je neklesdgina[a,b] a f:[a,b] — R. Potom
plati

/abfdg:/abfdg:IeR (5.38)

b
prave tehdy, kdy (0)/ fdg=1.
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DlOkaz. a) Pedpokhdejme,ze plat (5.39). Protcze g je neklesdgi, plyne
prfimo z definiceb.5§ Ze

S fag(0) < Sfag(0,€) < Spagle) prooeza,b] ater(o),

GO0 = (ﬁ rag(@) = Saglo) a Spag(o) < Eng(o—)).

Pomod téchto Akladrich fakil neri obtizné oW it (provedte !), ze pro kade
k€N existuje @leri o € Z[a,b] takowe, Ze nerovnosti

1 — 1
-2 <3 rag(0®) < Spagle®, € < Spagle®) < I+

1
plat pro kazde £* € 7(o"). Pro da® £ >0 zvolme k. > — a pol@dme o, =o*-.
Potom bude pro kae o D o a £ € 7(o) platit
I—e<S(o™)<S(o) <S(0,8) <S(0) <S(o*) < I+e.

b
Odtud plyne rovnos(o)/ fdg=1.

b
b) Predpokbdejme nyi ze existuje(o—)/ f dg. Bud danoe > 0. Podle \éty5.14

existuje @&leri o takowe, ze nerovnostSya 4(o, &) — Spag(o,m)| < % neboli

v(o)
e

S (&)~ Fmy) [900s) = glos-1)] | < 5

j=1
plati pro jakakoliv £, € 7(o). Pfechodem k supretim a infinfim na kadem in-
tervalu [o;_1, o;] Ziskame nerovnost

0< Staglo) =S ray(o)

v(o)
=>"( swp  fla)— inf  f(x))[g(0) — g(oj-1)] <

j=1 TE€loj-1,0] v €oj-1,05]

<e.

| ™

b b

Odtud dos?avame/f dg < Syaglo) <S8 pag(o) +5§/f dg+e akoné&ne
b b B

take 0 g/f dg /f dg <e. Protdze > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze je

b b
/f dg :/f dg. Podle prvin asti dikazu tedy plat(5.39). O
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b b
5.60 Pozramka. Jestlze [ f dg:/f dg = I € R, byva jejich spoléna hodnota

I nazvanaDarbouxiv-Stieltje§v integial. Lemma5.59Fika, ze tento intedal je
ekvivalentn se (o) RS-integalem.

Nyni dokdzeme de hlavii véty tohoto odstavce: Osgoodovatu 0 domino-
varé konvergenci a Hellyovuétu o konvergenci. Gbtyto ety plat ve stejiem
znéri pro oba typy RS-inte@il.

5.61 \Veta (OSGOODOVA KONVERGENCNI VETA). Predpokhdejme,ze funkce
f:[a,b] = R aposloupnost f,,} funkd definovagch nala,b] splhuji

lim f,(z)=f(z) a |fu(z)|<M<oo pro z€la,b] a neN. (5.39)
b b
Dale nechtfunkceg € BV [a, b] je takoa, ze integaly/ fdg a / fndg exis-
tuji pro libovolré n € N. Potom ¢ ¢
b b
lim/ fndg :/ fdg. (5.40)
a a b
Dukaz. a) Podle fhtsledku5.42tintegrél/ |fn(z) — f(x)] d[var? g] existuje
pro kazde n € N a plat nerovnost ¢
b b b
[ @) dig@) - [ 1@ dige))| < [ 1) - f) divart o). 5.41)

Steli tedy dolkazat,ze tvrzem véty plat, jestlize funkcef,, jsou neaporre, f=0
a g je neklesdgi. K tomu potebujeme asleduici tvrzeri znamé z teorie mnain
jako Arzebovo lemma. Jeholtkaz Ize nadzti na. v [11, lemma 11.15.8].

Lemma. (ARzELA). Necht{ {Ji;}:k€N, jc U} je posloupnost korseych
mnazin podinterval [a, b] takoych,Ze pro kdade k € N jsou intervaly z mnziny
{Jk;:7 €U} navAjem disjunktna

> |Jkjl>C >0 prokazde keN.

JEUk
Potom existuj posloupnosti index {k,} a {j,} takow, ze j, € Uy, pro kazce
teNa () Ji,, #90.

feN

b) Predpokhdejme tedyze g je neklesdgi nafa,b] a {f.} je posloupnost funkc
definovarych naja, b] a takowch, ze

lim f,(x)=0 a 0<fu(x)<M<oo pro xz€la,b] aneN.

Dokazeme ze mu$ platit
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b
lim / fndg=0. (5.42)

Dilkaz provedeme sporem. Nédhtly neplait(5.42). Potom, vzhledem k lemmatu
5.59 existuj € >0 arostoucposloupnostn;} takowe,ze

b
/fnk dg > ¢ provechnak e N.

Vzhledem k definicb.58to znamea, ze pro kadé k € N existuje o € Z[a, b]
takowe, ze S (o") > ¢, kde zn&ime S (c%)=S s, a4(c"). Polme j&t
mi=v(ok) a ppj= inf . fae(x) prokeN a je{l,2,...,my}.

€0l _1,0;
Pro da n > 0 ozn&me U, mnazinu indexi j takowch,ze ¢y, ; > 7, zafmco
Vi = {1, 2,... ,mk} \ Ug. ZFeJmé

MY gloh) —glaf )1 4+n > [g(of) — gloh )] > €

JEUg JEVk
neboli
M g of )] >e—nlg(b) — g(a)).
JEUg e
Pro n=————— dostaneme — > —— > (0 neboli
RECRTD) 3 lole}) —glef-l> gy

Z | Tk 5 >527 >0 kde Ji ;= [g(c¥_,),9(c¥)] proj € Uy. Podle Arzehova
JEUg
lemmatu tedy eX|stluJbod yo a posloupnosti{k,} a {j,} takow, ze j, € Uy,

pro kazde (N ayo € () Ji,.j,- To znamed, ze yo € [g(o}*_,),9(0}*)] pro
feN

kazde ¢ € N. Protaze g je neklesdgi naa, b], existuje pave jeden bodrg € [a, b]

takowy, ze

yo € [g(wo—), g(zo+) ], o€ [0 1,08 a joe Uy, prokade (€N.

Podle definice mntin Uy, to znamea, Ze fr, (zp) >n pro kazde ¢ € N. To ale
neri mozré vzhledem k pedpokladu lim f,,(z) = 0. Plaf tedy 5.42).

c) Podletasti b) tohoto dkazu a lemmatt.59mame

b b
lim Ifn( ) — f(z)|dlvargg] = lim [ f.(x)d[vargg]

n—oQ n—oo a

b
= fim | fal@)dig(z)] =0,

n—oo
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a tudz ze vztahu%.41) bezprostedre vyplyva, ze plat také
b b
lim fndg:/fdg.

—
n—oo a

Tim je dikaz dokogen. O

Dalsi véta o konvergenci posloupnosti intatir / f dgn} je dophkem
k vété Osgoodog. Z jejho dikazu bude izjmeé, Ze plat pro oba integly.

5.62 \eta (HELLYOVA VETA O KONVERGENC). Nechtfunkceg:[a,b] =R a
posloupnost{ g, } C BV]a, b] jsou takoe, ze

lim g,(z) = g(x) proz€[a,b] a var’ g, <y < co.
b b
Potomvar’ g<~ a lim [ fdg, :/ f dg plati pro kazdou funkcif spojitou

na[a,b].
Dlkaz. Nechtf je spojita nafa,b]. Podle \&ty2.44je var’ g<~ a podle
b

b
veéty5.5Zexistuj véechnyinteg’ily/ fdg,, neN, a/ fdg.

Bud dano e > 0. Ze spojitosti funkcef na [a,b] plyne, Ze existuje &leri
o={00,01,...,0m} € Z[a,b] tako, ze prokade j € {1,2,...,m} plaf

1f(z) — fy)] < % pro vsechnyz,y € [o;_1,0;]. (5.43)

Pro kade n € N mame

a (/:J f(x)d[gn(a:)]—f(aj)/:j d[gn(x)]>

j—1
g.

- Z / " (@) - fo) dlgn(a)
01702,

..,om). Pomoé (5.49 a IemmatLE 10tedy doshvame

e

g
) dgn (@) — Sy ag, (0, g)‘ < —Zvargj Y e
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Podobi@ odvodme i analogickou nerovnost s furikg na nist g,, tj.

— Sraglo, 5)‘

<&

3

Protaze gn(aj) — g(x) pro ka&zdé z € [a, b], snadno o&ime take rovnost
Jim [Syag,(0,6) = Spag(e,€)] = 0.

Existuje tedyng € N takowe, ze
‘Sngn(a',f)—Sng(O',E)‘ <§ pron > ny.

Pomo¢ poslediich i nerovnostkone&né dostaneme pra > ng
b

SALUE ~ Sy g (.8)|
a

b
+15180,(0.€) = 5780(0. )| + [Sy19(0.) ~ [ £dg] <.

b b
Plaf tedy lim/fdgn—/fdg. O

5.8 Dalsi véty o existenci integalu

Nejprve pomotvét5.36a5.40a lemmatib.38upfesrime pohled na roli ohrate-
nych funkd v teorii Stieltjesova inte@lu, ktey nam poskytla @ta5.23 Nasle-
dujici tvrzeri plafi pro oba typy RS-inte@il.

b
5.63 \eta. Necht f: [a,b] =R, geBV[a,b] a necHtexistuje/ fdg. Potom je

budto funkcef ohrani€era na intervalufa, b], nebo existuje koarimw sysém bod
a;, B €la,b], i=1,2,...,k, takoych,ze plat

() af<ar<Bi<aa<fa<- - <ap<pbBp<b,
(i) funkceg je na k&dem intervalu[a;, 5;], i=1,2, ..., k, konstanti,
(i) funkcef je ohranterh na mnding [a,b]\ CJ[O‘Z'7 Bil-
i=1
Dbl kaz. a) Pedpokhdejmeze existuje inted (a)/l} dg aze funkcef nen
ohranteré nala, b]. Potom podle &ty/5.40existuje talz integal (o) ljfdv, kde

v(xz)=vartg pro z € [a,b]. Podle \ety/5.36a lemmatib.38 tedy exiastuje éler
o € P|a,b] takok, ze
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v(o v(o)
Z w[aj,l,oj](f) [U(Uj) - U(Uj—l)] = Z w(SfAv; [Uj—la Uj]) <1
=1 j=1
Specalné pro k&de j=1,2,...,v(o) mud platit
Wio; 4,051 (f) [0(05) —v(oj-1)] < 1. (5.44)

Neri-li f ohranteré na intervaluo;_1,0;], pak je osem
w[ajfl,aj](f) = sup ‘f(ml) - f(.’IJH)‘ =00
'z €foj_1,05]
a (5.42) miize platit jenom tehdy, kdybude0 = v(c;) — v(0;_1) = varg’_,g.
Podle lemmati2.13 to znamea, ze funkceg mus byt konstanti na intervalu
[0j_1,0;]. Nyni, necht J je mndZina \8ech interval [o;_1,0,], na ktegch je
funkce f neohrantera (a tedy funkcey konstanti), a nechtk je patet prvKi
této mnainy. Dlikaz dokoiime, ozn&ime-li krajri body intervall z J symboly
o, B, 1=1,2,... k, tak, aby byly usptadany jako v podrince (i) a sodasré
platilo 3= {[a;, 3;] :i=1,2,..., k}.

b) Jestlte existuje(d )/f dg, pak podle ety5.€ existuje tak ( /f dg atvr-

zeri véty plyne z prvincasti dikazu. O

b
5.64 Pozramka. Protaze hodnotainte@lu | f dg se nezrén, jestlize libovolré

poznerime hodnotu funkce na intervalecah, na ktgch je g konstanti, vidime
b

z véty5.63 ze jestlie integial/ f dg existuje, pak 2dy mizeme ndf funkci f
a

b b
ohrantenou nda, b| atakovouze/ fdg :/ fdg.
b a a
5.65 \eta. Jestlze integal [ f dg existuje pro kadou funkcif spojitou na
[a,b], pak g ma kon&nou variaci naja, b|.
Dilkaz se ofya o rasleduici dvé pomoca tvrzen.

(o, ¢]
Tvrzeni 1. Je-li a, >0 pro viechnan€N a ) a,=ooc, pak existuje po-
n=1

sloupnost{c, } tako\a, ze plat

cn >0 provdechnmeN, lim ¢, =0 a ch an =o00.  (5.45)
n—oo o 1

Dlkaz. Posloupnosts,} ={ Z ax} je neklesdri a plaf
k=1
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lim s, = oo. (5.46)

n—oo

Specalné pro dostatené velkan (n >ng) budes,, > 0. Mlizeme tud¥ definovat
1 pron < no,

Cp = 1

— pro n>ng.

Sn

Zfejmeé je ¢, > 0 pro k&dé neN a lim,, .o, ¢, = 0. Na druhou stranu, pro
libovolna m,n e N, m>n>n0 mame

Z%%—Z*Z*Zak—

k;f
Vzhledem k[6.46) pro kazde n € N existujem,, > n takow, ze

My, mn

chak> %

k=n
To ovSem znamef, Zze mus$ platit (5.45). O

2’

Tvrzeni 2. Nechtg:[a,b] =R, zo € (a,b] a
vari’g = oo prokazee z € [a,xy). (5.47)

Potom existuje rostodiposloupnost{ .} bodl v [a, () takowa, ze

lim o — 20 @& _ - . 5.48
kggo Tk xo ; |g($k;+1) g(xk)‘ o0 ( )

Dlkaz. a) Nejprve dolezeme ze plat
sup{varyg:z € (y,z9)} = co prokade y € [a, o). (5.49)
Predpokbdejme opak. Nechedy existuj M € [0,00) ay € [a, zo) takow, Ze
sup{varyg:x € (y,z0)} < M. (5.50)

Polzme M = M+ lg(x0) — g(y)|. Potom, vzhledem k5 47), existuje eéleri
y=yo<y1 < -+ <ym =1z intervalu [y, xo] takok, ze
m

> _la(w;) = 9ly;1)| > 3 M.

Protde je

l9(z0) = 9(Ym—1)| < lg(z0) —9W)| + 19(y) — 9(Ym-1)| < M,
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mame
m—1 N
> lglyy) = glyj—1)| > 2 M,
=1

atedy vap™ 'g>2 ]T], coz je ve sporu s54.50). Plaf tedy 5.49).
(3) Zkonstruujeme hledanou posloupnost. ale u; = a a zvolmeus € (a, xq)
tak, aby platilous > zg — 1 a var;2g > 1. Mame-li bodyuy,us, ..., u € [a, 2q)

,T0) a var,’ g>1, pak najdeme

1
/-1
ugyq tak, aby platilouy, 1 € (ug, z9) N (2o —

takowe, ze plat u, € (up_1,20) N (20 —

1
—,xg) a var,:*'g>1. Posloupnost

l

{u¢} je Zrejmé rostouca

th Up = Xo. (5.51)
Podle definice variace, prokee ¢ € N existuje @&leri o = {c{,0%,... 0}, } in-
tervalu [ug, ug41] takoe, Ze plat

my

> lglof) —glob_) > 1.

j=1
Potom

0o my 0o

> (Y lgteh) = gloi_l) = > 1 = oc. (5.52)

=1 j=1 =1

Precislujme nyn prvky mnazin o, ¢ € N, do posloupnost{z;} tak, aby platilo

Tyl = afﬂ je-li z, = Uf a j<my—1

a
Tho1 = ag'H je-li xp = Ufnﬁl.
Vzhledem k6.51) a (5.52) méa posloupnos{z;} pozadovag vlastnosti. O

D 0 kaz véty5.65 Vzhledem k @t&/5.6 se mizeme omezit ndo) RS-integal.

Pfedpokhdejme,ze val g=oco. Diky Heinowe-Boreloe Vet o kon&nem
pokryt (viz vétu'4.6) a ete[2.11 vime, Ze funkceg:[a,b] = R ma kon&nou
variaci nafa, b] pravé tehdy, kdy plaf

Vaze(a,b] 301€ (0,2 —a):vary s g < oo
a (5.53)
Vaela,b) Idy € (0,b—x): var T92g < oo.

Predpokladze var g = oo znamei, Ze existujex, € [a, b] takow, ze proz =
neri splréna jedna z podmek (5.539. Necht tedy napiklad x¢ € (a,b] je ta-
kové, ze plat (5.47). Podle tvrzen2 tedy existuje rostoa@osloupnost x; } bod
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Vv (a, o) takowa, ze
li =z a - = oo
kinolo T x0 kZ:l \g($k+1) g(xk)’ o0

Dale podle tvrzenl existuje posloupnostc; } kladnych Cisel takow, Ze plat

lim ¢, =0 a ch l9(xry1) — g(21)| = 0.

k—o0
k=1
Polazme
0 pro x <1, resp.z > o, resp.r € {zx}72,
fla) = . Thtl + T
i sign(g(opar) —gla))  pro a=g: = LT

a ve zlyvajicich bodech intervallia, b] dodefinujme funkcif linearré a tak, aby
byla spojiﬁ nala,b]. Pro takto definovanou funkdi: [a,b] — R plaf

Z f(&) [9(xp11) — g(xr)] = oo,

Specalne pro kade M > 0 existuje Ny; € N takow, Zze
Ny

Zf &) [9(h41) — g(ak)] > M.

Pro dareaM>0 ozn&me
oy ={a,r1,%2,.. ., TNy, TNy 41,0}, Ear=(a,61,&2, .. Ny, D).

Potom je(opr, &) € 7 [a,b] a
Nyt

S(om, €n) = Zf &) [9(xpt1) — g()] > M.

(Pfipomeme si, Zze f( ):f( )=0.) To ale znamea, Ze integal (a)/bf dg

nentize it konetnou hodnotu.

Neri-li spinéna drula z podninek v 5.53), tj. existuje x( € [a, b) takow, Ze
varg g=oo pro kade € (zo,b|, je treba nisto tvrzem 2 pouit jeho vhodnou
Upravu. O

5.66 Cvieni. Zformulujte a dokate analogii tvrzen2 pofebnou k dokoberi
diikazu ety 5.65 jestlize existujex, € [a,b) takow, Ze var; g=oo pro kazde

x € (g, b].
b
5.67 \Veta. Necht f € Gla,b] a necHtintegréI/f dg existuje pro kadou kong-

nou skokovou funkgj. Potom f je spojita na [acf bl.
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D Ukaz. Otse nizeme omezit na(c)RS-integal. Nechit zg € (a,b),
¢, d€R, c+d+#0 a nechtfunkce g:[a,0] =R je definoana podobé jako
v pozramceb.24 tj.

c+d
g(l’) = cX[a,xo)(x) + T Xlzo] (:U) + dX(mo,b](:U) pro x [(L, b]
b
Podle pozamky 5.24 miize integal (a)/ fdg existovat pouze tehdy, kdy

f(xo—) = f(x0) = f(xzo+). Podobr@ bycﬁom dokzali, ze f mud byt spojita
i vbodé a zprava av bod b zleva. Ol

5.9 Veéty o stedni hodnoté

Véty tohoto odstavce pliate stejiem zrén pro oba typy RS-inte@lu.
5.68 \eta (0 STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g neklesdici na
[a,b], pak existujer € [a, b] takowe, Ze

b
[ 149 = £(a0) 9 - gla)]. (5.54)
b

DUkaz. \Btas.54zarltuje existenci inted@lu [ f dg v obou smyslech. Prote
je g neklesdici na[a,b], pro kazde zn&ere ckier (0,€) € T [a,b] plat

m[g(b) — g(a)] < S(o,&) < M [g(b) — g(a),
kde m = min, ¢ (4 f(a:) a M = max, c[qp) f(x). Podobi jako i diikazu
lemmatu5.10plyne odtudze plat take

b
mlg(8) = e)) < [ £y < M lg(b) ~ g(a)]

Dale protde f je spojita, nalyva Sech hodnot z intervallim, M]. Specéalné
existujexy € [a, b] takow, ze plat (5.54). O

5.69 \Eta (DRUHA O STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g nekle-
sajici na [a, b], pak existujer € [a, b] takoe, ze

b o b
/ f(2) g(x) dz = g(a) / f() dz + g (b) / /() dr. (5.55)

DUkaz. Funkcef je riemannovsky integrovatédmala,b|. Polazme

—/If(t)dt prox € [a,b].
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Potom podle &ty o substituci (@ta’5.45 a disledek5.4€), véty o integraci per-
partes (eta5.50) a ety o stedri hodno& (V&ta5.6¢) existujex € [a, b] tak, ze

/abf(m)g(x) dz =ng dh = h(b) g(b) —/abh dg
- (/abf da:) g(b) — (/:0 f dw) [9(b) — g(a)]

—gl0) [ s dra) [ b /(@) d.

Plaf tedy 5.55). O

5.10 Dalsi integraly Stieltjesova typu

Budte dany funkcef, g:[a,b] — R a cleri o intervalu[a,b]. Polazme

49 {04 £ (o,
Suo) = 32 o)+ o),

S (g(a5) - g(o-1),

J=1

v(o)
Scr(o) = Z floj-1)lg(oj) — g(oj-1)],
j=1

v(o)
Ser(e) =Y f(o5) [9(05) — g(oj-1)].
=1

Dosadme-li do definicés.2 Sy, (o), resp.Scr(o), resp.Scr(o) misto S(o, £),
dostaneme ptadg integaly sttedov resp.levy Cauchyav, resp.pravy Cauchyav.
Podle zf@isobu limitriho procesu se &em rozlguji (5) nebo (o) varianty. Je
Zfejmé, Ze \VBechny zobdwuji prislusré RS-integaly, pokud jde offidy integro-
vatelrych funkd. Ne vzdy v8ak Zistanou zacha@ny sechny vlastnosti RS-integ-
ralli. Na giklad pro stedow integral neplat obdoba ety'5.450 substituci. \ice
podrobnostlze najt v odstavci 11.19 monografiélfl] T. H. Hildebrandta.

5.11 Cvicen na zavér

Neri-li uvedeno jinak, v asleduicich cvicerich provede diskusi o existenci,ip
padré urtete hodnotu pro Kaly typ Stieltjesova intediu z €to kapitoly, tj pro
integialy (6)RS, ()RS, stedoy, levy Cauchyiv a pray Cauchyiv.
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(i) Nechtg(z)= sin x proz € [0, 7]. UrEete hodnotu inte@iu/ zdg(z)].
0
(i) Nechtg(z)= exp(|z|) pro z € [-1,1]. Ur€ete hodnotu inte@fu

1

) [ sdg(@)].

-1

0 proz€0,3),

(i) Nechtg(z)={c proz=31,
d pro z€(3,1].

1
Zkoumejte existenci a hodnotu intédu / f dg pro rizré funkce f v za-
0

vislosti nac, d.
) , 0 pro 0, 0 prox<0,
(V) Necht f(z)=4  POTS% g7 PO

1 pro x>0, 1 pro z>0.

Zkoumeite existenci a hodnotu intédjr

1 0 1 1 0 1
/ gdf,/ gdf,/ gdf,/ gdg,/ gdg,/ g dg.
1 -1 0 -1 -1 0

1 z prozel0,3],
(v) UrEete hodnotu integiu (6)/:1:2 [g(x)], kde g(z) =

0 proz € (3,1].

8]

(vi) Definujte exaktd Kivkovy integ@l prvriho druhu zrnnény v odstavcil.?
a formulujte jeho akladn vlastnosti, kte@ plynou z ¥t obsaenych v tto
kapitole.

V této kapitole jsmeterpali z kapitoly 1l Hildebrandtovy monografid1], ve ktei je
mozno najt i dalsi informace.



Kapitola 6

Kurzweil Gv-Stieltjesiv integral

Riemaniiiv-Stieltjesiv integal ma Siroké uplatréni vSude, kde je mimo omezit
se na situace, kdy integrand a int@gr nemdjspol€né body nespoijitosti (nebo,
v pfipac® (o) RS-integalu, neexistujbody, ve kteych by oke funkce nély ne-
spojitost na steja stra@). Pro iektee aplikace (nap v teorii hystereze a zin
pochazejcich varig&nich nerovnostech, vizZZ], [21] a [22]) je vSak zadoué mit
k dispozici integal Stieltjiesova typu, kt@rsi nevynucuje&adra omezehna spoji-
tost integrovafich a integruicich funkd. Ukazuje seze integal, ktery této potebe
nejlepe vyhovuije inted, ktery budeme nagvat Kurzweiliv-Stieltjesiv. Jeho y-
hodnost nespiiva jen v jeho obecnosti, alézi v relativri jednoduchosti jeho de-
finice i odvozeijeho vlastnost Navzdory €Emto fednostem mu v monografiek
literatufe nebylo doposuddnovano tolik pozornosti, kolik by si zasla@il. Pokud je
mi znamo, str@né pojediari o tomto integalu Ize nait v kapitole 24 Schechterovy
monografie43] z roku 1997 (tam je nga/an Henstockv-Stieltjesiv integial). Po-
drobrgji se imto integalem zava McLeodova monografi@l] z roku 1980, kde
je nagvangauge integral,,gauge“=, kalibr"). Jaroslav Kurzweil pail tento in-
tegial jiz v roce 1958 (viz29)) jako specalni pfipad zobec@éreho nelinarriho in-
tegralu, kteg definoval ve se fundamerdlni praci [28] z roku 1957 pi vySetovari
spojite zavislostifeSen nelinearrich diferencalnich rovnic obsahigich Diracovu
distribuci. BEhem sedmdégych let minukho stoleit byl jiZ ternin Kurzweilliv-
Stieltjesiv integél (nebo Perroiv-Stieljesiv integial podle Kurzweilovy definice)
bé&zné powivan v praich zalyvajicich se zobeagnymi linearrimi diferencalnimi
rovnicemi (viz nap. [47] nebo B5] a prace tam citovai).

Cilem teto kapitoly je pedlazit co nejucelegjsi teorii Kurzweilova-Stieltje-
sova integalu.

6.1 Definice a Aakladni vlastnosti

6.1 Definice. Kazda kladra funkced : [a,b] — (0, 00) se nagvakalibr na inter-
valu [a, b]. Mnozinu kalibli na[a,b] znaime %[a, b].

Je-li § kalibr na[a,b], feknemeze zn&ere celeri (o, &) intervalu [a,b] je
o-jemre, jestlize plat

[0j-1,051C (& —0(&), & +0(&5)) provsechngi=1,2,....v(a).

107
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(03 [a,b]) zna&i mnazinu VSech é-jemnych zn&erych celeri intervalu [a, b].
Nehroi-li nedorozunéri, powivame kradi zneeri «7(0).

Méjme funkcef, g:[a,b] =R azn&ere cklen (o,&) € 7 [a,b]. Potom de-
finujeme jako v kapitol® integrlni sowet

v(o)

S(Uvﬁ) (: Sng(o-vg) = Sng(O',E; [CL, b])) = Z f(gj) [g(O'j) _g(aj—l)] .
j=1

6.2 Definice.Necht f, g:[a,b] =R a I €R. Reknemeze existujeKurzweikiv-
b

Stieltjesiv integél (KS-integlél)/ f(x)d[g(x)] a ma hodnotul € R, jestlize
Ve>030.€%a,b]: ((a,g) ed(csg)) — )I— S(a,{)‘ <e (6.2)
Jestlze g(x) =z, pak nisto o KS-integalu mluvime o KH-integélu (Kurzwei-

b
lUv-Henstockv integal) a zna“t'lme/ f(z)dz. Budeme vydivat &7 zkracerg
b b ¢
znedert [ 1 dg= f(o) dlg(o)].
b a b a
Existuje-li integr’al/f dg, klademe fdg:—/f dg. Déle/f dg=0.
a b a a

Tato definice je korekfirdiky nasledujcim dvéma lemmatm.

6.3 Lemma (CousiN). Pro kazdy kalibr § € 4[a,b] je mna&ina </ (§) vsech
d-jemrych zn&erych cleri intervalu [a, b] nepfazdra.

DlUkaz. M&jme kalibré € 4[a,b]. Ozn&me M mnazinu VSechc € (a,b], pro
néz je mna&ina </ (J; [a, c]) nep@azdra.

Necht ¢ = min{a +d(a),b}, o ={a,c} a€=(a). Protaze je j(a) >0, ma-
mece (a,b] a (o,&) € #(0;[a,c), fj. ce M. Mnozina M je tedy nepazdra, a
protod = sup M > —oo0.

Ukazeme dle,Ze d lezi v mnaziné M. Protdze je (d) > 0, plyne z definice
supremaze existujec € (d — 6(d),d] N M. Tudiz existuje tak ¢-jemré zn&ere
déleri (o’,¢’) intervalu [a,c]. Necht c<d. (V opanem gipack je trivialné
d=ce M.)Polimeo=0c'U{d} a¢&=(¢',d). Potom(o,&) € 7 [a,d], apro-
toze je[c,d] C (d — 6(d),d+6(d)), znamea to talé, ze (o, &) € &7 (; [a, d]), .
de M.

Je-lid=1b, jsme s dikazem hotovi. Redpokhdejmeze jed < b. Zvolme libo-
volné (¢”,¢") € 7 [a,d] a~y € (d,d+5(d))N(d,b). (Takowe v existuje, protde
je 6(d)>0.) Mame tedy{d,~] C (d—4(d),d+d(d)), a proto (a” U {~}, (¢",d))
je o-jemré zn&eré cklen intervalu [a,~], tj. v € M. Protdze je v > d, dostva-
me tak spor s definicd = sup M. Plaf tedy d = sup M =b a dikaz lemmatu je
dokorten. O
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6.4 Lemma. Hodnota mtegalu/ f dg je podminkou(6.1) urCena jednoznéngé.

D & kaz. Fedpokhdejmeze existuj 11, 12 €R, I # I, takow, ze plat (6.1),
kam dosatine I = I;, i=1,2. Pol&&mez =1 5 |11 — I2|. Pak existujkalibry é; a
0o tak,ze

|S(o,€&) — 1| < & prokade (o,€&) € (1), (6.2)

|S(0,&) — Is| < & prokade (o,€&) € o7 (d2) (6.3)

Polazme é(x) = min{d;(z), d2(x)} pro = € [a,b]. Potom je fejmeé § také kalibr
aplat &7(5) C o7(01) N/ (02). Pro kade (o,€) € &/ (6) tedy mame

2e =1L — L] =L —S(0,8) +S(a(§) — L1
< | = 5(0,8)|+15(0,8) — Io| < 2€.
Protaze toto nenmozné, mu$ byt I; = 1. O
Nebude-li uvedeno jinak, bude nit v nasleduijicim textu symbol integralu vzdy
smysl KS-integralu.

6.5 Pozramka. Necht d, dp € 9[a,b] ad < dp nala, b]. Potom jes’(§) C o/ (dp).

Je-li tedy spl@na réjaka podninka pro \Bechng(o, &) € «7(dy), tim sfSe je spl@-
na i pro\sechna(o, ) € /(). Tudiz, mame-li can kalibr o € 9[a, b], mizeme
se v definici6.Z2 omezit na kalibryd., pro kteé je 6. < éyp nala,b].

Take pro existenci KS-inte@tu plat podninka Bolzanova-Cauchyova typu.
6.6 Véta (BoLzZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA). Necht f, g:[a,b] —R.

b
Potom integal / f dg existuje paveé tehdy, kdy plaf
Ve>0 30.€Y[a,b]:
(6.4)
((0:8). (", e(6)) = [S(0.€) ~ S(o,&")| <=

b
DOkaz. a) Existuje-li inte@d/ fdg = IR, pak, podle definic®&.2, pro

kazde > 0 existuje kalibr, € %[a,ab] takow, ze je|S(o, &) —I| < § provsechna
(0,€) € o(5.). Pro ka&dou dvojici (a,&), (o’,¢’) € #/(5.) tedy mame

|S(Ua£) _S(U/7£I)| < |S(07£) _I|+|S(U,a£,) _I| <E.

Plaf tedy 6.4).
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b) Predpokbdejme nyh Ze je spli@na podrinka (6.4). Bud danoe > 0. Podle
(6.4) mtizeme zvolit kalibrs. tak, aby

S(c.6) = S(o".€")] < 5 (6.5)

platilo pro ka&dou dvojicid.-jemnych zn&erych c€len (o, €), (o’,&’) intervalu
[a,b]. Ozn&me M mnazinu réalnychiselm, pro néz existuje kalibrs,,, € ¢[a, b]
takowy, Ze nerovnostS(o, £) > m je splréna pro kadé (o, &) € o7 (6m).

DokaZzemeze mn&ina M je nepézdra, shora ohragera a sup M :/f dg.
Zafixujme (p,n) € &/ (6.). Podle 6.5) plaf ‘

S(p.m) =5 < S(0,€) < S(p.m)+ 5 prokade (o, &) € 7/(5.).  (6.6)
To znameA, Zze (—oo0, S(p,m) — 5) C M, atedy M # ().
Prok&dé m € M ax € [a, b] definujmed,, () = min{d,,(x),-(x)}. Potom
pro kazde m e M akadeé (o,€) € f;a%( ) 4 (0.) plat nerovnosti
m <80, <S(pm)+3, G MC (—o0Spm)+3).
n)

Mnozina M je tedy shora ohraberé a S(p,
Odtud podle§.6) odvodme koné&ne, Ze plat

1S(0,§) —sup M| < [S(o,§) — S(p,n)| + |S(p,n) —sup M| < e

——< sup M < S(p, )+;

b
pro ka&zdeé (o, &) € 7 (d.), tj. supM:/ fdg. O

6.7 Pozramka. Podob jako v ipace RS-integall (viz cviceri 5.15 mizeme
podninku (6.4) zeslabit sleduicim zplisobem
Ve>0 3. €Y[a,b]:

((0:8). ("€ ew(5), o' S0 ) = |S(0,6) - S0 €)| <.
KS-integiél ma obvykE linéarn vlastnosti.
6.8 Veta. Nechit f, f1, f2, g, g1, 92 [a,b] — R a nechtexistuj integraly

/abfldg, /abedg, Lbfdgla/abfdgg.

Potom pro libovola ¢q, co € R plati

b b b
/(C1f1+02f2)dg—01/f1dg+02/f2dg
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b b b
/fd[0191+6292]ZCl/fd91+C2/fd92-

D Uik az. Ukame siteba dikaz prviho tvrzen.
Bud dano ¢ >0. Podle n&eho pedpokladu existijkalibry ¢, € 4[a,b] a
d2 €Y [a,b] takow, Ze plat
b
(,6) e H(8;) = ‘SfiAg(O',E) —/ fidg‘ <e proi=1,2.
Pro z € [a,b] polozme 6.(x) = min{d;(x),d2(x)}. Ozn&me h=cy f1 + c2 fa.
Protdze pro kadé (o, &) € 7(0.) plat

v(o)
Snag(a,€) =D (1 1(&) +e2 f2(&)) l9(o) — gloj-1)]

j=1
=C1 SflAg(o.v £) +c2 szAg(o-v E)a
dostivame

‘ShAg(a'vg) - Cl/abfl dg — Cz/abf2 dg‘

b b
<lal [Shao(@.€) - [ 89|+ ol [Spaglo. &)~ [ ol
< (leaf+le2]) e
Odtud & nase tvrzeinbezprostedre plyne.
Druhe tvrzen véty by se dokazovalo obdobm dikaz Ize ponechdteréri jako
cviceri. O

b
6.9 Veéta. Jestlze existuje inte@/ fdg ajestlize [c,d] C [a,b], pak existuje
a

d
také integiél / fdg.

D U k az je analogick dlikazu \ety/5.16a Ize ho penechatteréfi jako cviceri.
]

6.10 Cviceni. Dokazte drule tvrzen véty6.8 a vetul6.S.
b

6.11 \eta. Necht f, g:[a,b] =R a c€|a,b]. Integrél/fdg existuje pave
a

c b
tehdy, kdy existuj oba integaly / fdg a / fdg. V takoem gipace pak
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plati rovnost

/abfdgz/acfdﬁ/cbfdg-

DUkaz. Je-lic=a neboc=1b, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, b).

b
a) Existuje-li integal / fdg, pak podle ety 6.9 existuj také oba integaly

/acfdg a/cbfdg.

c b
b) Necht / fdg=I a / fdg = I,. Bud danoe>0. Zvolme kalibry

dLeYa,cl, 0! €¥]c,b] tak, aby pro $echna znéera § -jemra celeri (o, &)
intervalu [a, ] a vdechna”-jemra celeri (o”,¢") intervalu[c,b] platilo

1S(e’,€") — Ih| < g a [S(a”",&") — I < % (6.7)

Definujme nymkalibr 6. naa,b]| pfedpisem
min {0.(z), 1 (c—2)}, kdyz z€[a,c),
de(x) = S min{dL(c),d”(c)}, kdyz z=c,
min {67 (z), (x —z)}, kdyz z € (c,b].
Potom,

1 Lo
x+55(az)§x+1(c—x)<c, je-li z<e,
a

x—ée(x)z.ac—i(x—c)>c, je-li z>ec.

Prozadre z # ¢ tedy nentize byt c € [x — d.(z),x + d-(x)]. Pro k&de d.-jemné
zn&ere Bleri (o, &) intervalu [a,b] tudiZ existujek € {1,2,...,v(o)} tak, ze
&, = c. MUzeme tedy pedpokhdat,ze plat o1 <op =& =c=Epp1 < Opg1.
Kdyby bylo o1 < c= &< o, upravili bychom gislusny €len v sodtu S(o, £)
nasleduicim zplisobem :

F(©)lglor) = g(or-1)] = f(c) [9(on) — g(c)] + f(e) [9(c) — g(on-1)].
Existuji tedy (¢/,€’) € T [a,c] a(o”,£") € T [c,b] takowe, ze
(0/,&") € (dc; [a, o) (3 L: [a, c]), (0", €") € &(0c; [e,b])C /(873 [, b])
o =0'Ua", £=(¢'€"), 5(0,€) = S(0',&") + S(o",€").
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Vezmeme-li viivahu tale (6.7), vidime, Zze plat

S(0,€) — (I + 1) = |S(0”, &) + S(0”,&") — (11 + I2)]
<|8(c", &) = In| +[5(0”,§") - | < ¢

b
pro k&dé (o,&) € o/ (0c; [a, b)) neboli/fdg:h + I. O

b
6.12 Pozramka. Jestlze existuje intedl (J) / f dg, pak existuje tak KS-integ-

b
raI/fdg a ma tuéz hodnotu. Je-li to# (0 )/fdg I R, pak pro kade e >0

existuje A; >0 takow, ze |S(o0,&) — I| <e plat pro Vsechna zngera cleri
(o,&) intervalu[a, b] takowa, ze |o| < A.. Potomd.(x)=A./2 je kalibr s vlast-
b

nostmi zargujicimi rovnost [ f dg=1.

¢ b
Na druhou stranu, existuje-li int@r/ fdg=1 ajestlze pro kade £ >0
Ize najt kalibr 6. € 4[a, b] takow, Ze plat ianf{da(:r) :x€la,b]} >0 a
|S(o,&) —I| <e prokade (o,€&) e (0),
b
pak talé (5)/]’ dg= 1. PoldZime-li totiz A.=inf{d.(z) : z € [a,b]}, bude platit

|S(o,&) —I| <e prokadé(o,&) e 7([a,b]) takowk,ze|o| < A..
Nasleduici véta popisuje vztalio) RS- integélu a KS-integalu.

6.13 \eta. Jestlze existuje inte@gl ( / fdg, pak existuje talk KS-integral

/afdg aplat /Gfdg /fdg

DUkaz. OznameI= (o )/fdg. Bud danoe >0 a nechito. € Z[a,b] je

déleri intervalua, b] z definicg(a) RS-integalu. Ozn&me jeho body takze bude
o-=1{s0,51,.-.,5m}, adefinujme
3 min{|lz —s;[:j =0,1,...,m}, kdyz z¢o.,
be(z) =
1, kdyz z € o-..
Budiz (o, &) libovolné ¢.-jemré znd&ere celen intervalu [a,b]. Analogickymi
Gvahami jako v @kazu \&ty6.11zjistime, Ze mus byt

o. C {617 527 v )51/(0')}’ (68)
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Dale
v(o)
Z [f &) g — 9§+ (&) [9(&) — Q(Uj—l)]} (6.9)
= S( €0,

kde o' = {007 §1,01,82,. .. 7§V(0')7 JV(O')}? 5/: (gla €1,82,82; - - agu(a)7£1/(0')>'
(Stane-li seze pro ejaké k je op_1 =&, nebo&, = oy, je tfeba tako® intervaly
[0k—1,&k] nebo(&x, ox] a isluSre zn&ky v (o, £’) vynechat.)
Podle 6.9) je o C {{1,82,...,8(0)} C o'. Vzhledem k rovnosti.9) a de-
finici déleri o. odtud plyneze
1S(0, &) —I| =|S(0",€") — Il <e

a podle definic®.2to znamea, Zze / fdg=1. O

6.14 Hiklady. VSimréme si ktefch specifickch vlastnogtKH-integralu.
() KH-integral je Z’ejmeé zobec@rim klasickeho Riemannova integiu.
(i) Necht f(z) = 0 na[a,b]\ W, kde W je sp&etra podmndina [a,b],
W = {wg}. Bud dano libovolré ¢ > 0. Definujme
1, kdyz ¢ W,
Oe(z) = €
2K+ [ f (wp)[)
Necht (o, &) € #7(6, ) Ozn&mem =v(o). Potom

ngj — 05— l]

kdyi r=wp eW.

57 ew
Pro kade j takow, ze &; = wy, € W pro rgjaké k, mus podle definice kalibru,
. 9
platit o; — ;1 < —————. Odtud plyneze
r 2k(1+ | (wr)])
=1
< . — il

Podle definicé&.2to znamea,ze/ f(x)dzx =0.
a

b
(iii) Necht existuje Newtonv integél (N)/f(x) dz = F(b) — F(a), kde funkce
F je spojitanala,b] a plat ‘

F'(z) = f(z) prokadez € (a,b), F'(a+) = f(a), F'(b—) = f(b). (6.10)
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Ukazeme,ze pak je KH- mtegzul/ f(z) dzx roven F'(b) — F(a).

Nechtje danoe > 0. Vzhledem k 6.10) a podle definice derivace pro e
€ €la,b] existujed.(£) >0 takow, ze plat

F(2) = F(§) = f©@—8)| < 7— v —¢]
pro V8echna z € [a,b] N (& — 6-(£),&+ 0:(€)). Bud (o,&) libovolné d.-jemné
déleri intervalu[a,b] am=v(o). Potom pro kade j € {1,2,...,m} mame
|F(0)) = F(oj-1) = f(&) oy — 05-1]|
< |F(og) = F(&) = f(&) o — &l

+|F(&) = Floj-1) — £(§) & — o1]]

g g
< g (o =&+ 1§ —oj1l) = g—— o — 0],

6.2 Existence integéalu

V prikladech6.14 jsme ugtili hodnoty réktegch KH-integalli pfimo z definice.
Nyni si ukdzeme, jak Ize v éktefch jednoducfich pFikladech uéit z definice
i hodnotu KS-integalu.

6.15 Hiklady. (i) Z definice6.2je Zrejmé,ze je-li f(t) = f(a) na[a,b], pak

b b
/fdg=f<a> l9(b) - g(a)] a/gdf=0

pro kadou funkcig: [a,b] — R.
(i) Pro libovolnou funkcif :[a,b] — R plaf

b
/ f dX(T,b] - f(T) pro 7 < [a7 b)7 (611)
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b

’ fdXipy = f(r)  pro 7€(a,b], (6.12)

abf dX[a,) = —f(7) pro re€la,b), (6.13)

) [ 7 80n =10 pro re@b] (6.14)
bf dxi =0 pro 7 € (a,b). (6.15)

Ukazme si odvozenvztahtl (6.17) a (6.12). VSechny ostafnse z nich @ odvod
powzitim vetyl6.11.
Necht 7 € [a,b) a g(z) = x(rp)(x) Nala,b]. Potomg=0 nala,7], atedy

/T f dg=0 podle gikladu (i). Dale necht

’ 1, kdy? z=1,

{4 (x —7), kdyz z€(r,0b].

Analogicky jako v dikazu \ety[6.11 zjistime, Ze pro kade (o, &) € &7(d; [,b])

mud byt 7 =00 =¢1, g(oj) —g(oj—1)=0proj=2,3,...,v(o). Proto
(0.6 = S0) lo(or) o] = 5(7) @ [ £ g = 110).

Pomoé véty6.11nyni uz dokoréime dikaz vztahu.17).
Vztah ©.12) se dokazuje analogicky. Tentditrovsem name 7€ (a,b] a

b
9(x) = Xjrp)(x) proz €fa,b] a / fdg=0. PolaZime
1, kdyiTx:T,

(@) =191 ;

1 (r—2x), kdyz z€la,T).

Proka&de (o,€) € #/(6; [a, 7]) pak mémeo, (o) =&, =T, a tedy
S(e,&) = f(1)[g(r) —9(ou()-1)] = f(1) a fdg=f(r).

(iii) Pro libovolnou funkci g regulovanou nda, b] plaf

b
/ X(rp)dg=g() —g(t+)  pro 7€la,b), (6.16)

b
/ o) g = g(b) —g(r—)  pro 7€ (a. b, (6.17)
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b
/ Xior1 g = g(r) — gla)  pro r€[a.b), (6.18)
b
/ Xiam dg = g(r—) —g(a)  pro 7€ (a,b] (6.19)
a a
b
/ Xt dg = g(r+) — g(7—) pro & (a,b). (6.20)

Opét se omeime na dikaz prvrich dvou vztah.
Nechttedy nejprver € [a,b) a f(z) = x(-)(x) na[a,b]. Potom je

/afdg:o.

Bud danoe > 0. Zvolme nyn 1> 0 tak, aby bylo|g(7+) — g(z)| <& pro kazde
x € (1,7+n) adefinujme

7, kdyz z =,
6(z) =191 .
Z(l‘—T), kdyz z e (1,b].

Pro k&dé (o, &) € &7 (5;[r,b]) nyni mud byt 7 =0 =¢; atedy

1S(0,&) — [9(b) — g(7+)]|
= | [g(b) = 9(0u(o)-1)] + [9(0v(0)-1) — 9(O () —2]
+ - +[g(o2) —g(o1)] = [9(b) — g(r+)] |
= lg(t+) — g(o1).

Prot@e 7 < 01 < 7+ 0(7) =7+ n, plyne odtud a z definice, Zze
15(e,€) = [9(b) —g(7+)]| <& prokade (o,§)€«(5;[r,b]).

Tudiz

/abfdg=/;fdg+/jfdg:g(b)_g(ﬂr)’

tj. plati (6.16).
Ve drutem fipac je 7 € (a,b] @ f(x) = x|rp](x) pPro x € [a,b]. Mame

b
/ fdg = g(b) —g(r).

Zvolme n > 0 tak, aby platilo|g(7—) — g(x)| < e pro ka&dé = € (r —n, 1), a de-
finujme
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7, kdyz z=r,
o(z) =41 .
Z(T—x), kdyz = € [a,T).

Tim si opet vynuime, Ze pro kddé (o, §) € &/ (5; [a, 7]) budeT =05y =&y(o)
atudz

5(075) = [g<7—) _g(UV(G)—l)]7

kde 0,,(5)—1 € (T —n, 7). Jako v fed&lem @ipace odtud plyneze plat

/fdg 9(m)—g(t—), tj-/:fdg:/;fdg+/bedg=9(b)—g(T—)-

Pokud jde o existenci integlu, nizeme podle c\eri 2.34 (i) vySe uvedea
priklady shrnout do asleduiciho tvrzen.

6.16 Disledek. Jestlze g € Gla,b] a f € S[a,b], pak oba integaly

/abfdg a /abgdf

existuj.
6.17 Cviceni. Dokazte rasleduici tvrzeri:

Nechth:[a,b] =R, ceR, W={wy,ws,...,w,}C[a,b] @ h(z) = c pro
x € [a,b] \ W. Potom

b
/ fdh = f(b) h(b) — f(a) h(a) — ((b) — f(a)) e
plati pro kazdou funkcif : [a,b] — R.

(Navod: funkcih zapBme ve tvarth(z) = Y  [h(wi) — ¢] X[u,] (%))
k=1
b
Dalsi véta poskytuje akladn odhad pro intedl / f dg za gedpokladuze g
ma koné&nou variaci nda, b]. Na funkci f pfitom Sadre zasadhomezefnekla-
deme. Pochopitet ze rélny vyznam bude it tvrzeri véty pouze pro ppad,ze
f je ohrantera naja, b].

b
6.18 \eta. Jestlee g € BV[a,b] a f:[a,b] — R jsou takoe, ze integz’al/ fdg
existuje, pak plat ¢

b
fdg| <if|var,g. (6.21)
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b
Jestlze naic existuje tak integél/ |f(z)|d[vartg], pak plai

b b
[ 19| < [1r@) dlvarig] < 1] var’ o (6.22)

D & k az plyne z tohaze nerovnosti
v(o) v(o)
15(0, €)1 < > £ (&) 9(a) —glo-D)l < Y 1F()|varg_, g < |If]| varg g
i=1 j=1
plati pro kazdé zn&ere cleni (o, &) intervalu[a, b]. O
Také dabi jednoducly odhad intecailu se ofira o definici KS-integalu.
b
6.19 \eta. Necht geBV]a,b] a f:[a,b] — R jsou takoe, ze integél/ fdg

existuje. Ghle nechtexistuj kalibr 6 € ¢[a,b] a funkceu: [a,b] = R nekilesaijc’l
na [a,b] takowe,ze

€la,b] a te(r—46(r),7+4d(7))N[a,b] }
(6.23)
= [t=7[If (D) |g(t) —g(T)] < (t—7) (u(t) —u(T)).

Potom

/abf dg‘ < u(b) —u(a). (6.24)

DO kaz. Prokade é-jemré zn&ere cBleri (o, ¢) intervalu [a,b] mame podle
6.23

<

(o)
<D 1FEN(19(a5) = 9(€)] + 19(&5) — g(5-1)])

7j=1
v(o)
< Z ) —u(oj-1)) = u(b) — u(a).
Vzhledem k def|n|C| KS-inte@lu plyne odtud nerovnost (24). O

Véta6.18nam umani dokazat nejjednodisi vétu o konvergenci integt.

6.20 \eta. Necht f:[a,b] — R je ohrantera na [a,b], g€ BV]a,b] a necht
posloupnost f,,} funkd definovagch na intervaluja, b] je takow, Ze

T [ f— ]| =0, (6.25)
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b
pficent existui vSechny intedaly / fndg, n€N. Potom existuje tak integil
a

b
/fdg a plaf

b b
lim | f,dg :/ fdg. (6.26)

DUkaz. a) Protze f je ohrantera, plyne z pedpokladul§.25), Ze existuje
no € N takow, ze plat

I full < 1If]l+1 < o0 provsechnan > ng.

Podle ety [6.18tedy name

b
/fndg’ < (Ifll+1)vart g < co provsechnar >ng.
a

Podle Bolzanovy-WeierstraBovyety (viz vetu2.19 tedy existuij rostoué po-
sloupnost{n;} C N alislo I €R takow, ze plat n; >ny a

b
Jim [ fo, dg =T (6.27)

b) Ozn&me )
Iy, _/fnkdg prok eN,
Sk(”:S) :ankAg (075) pro k‘GN, (U¢€)€‘7[a7b]>
5(0'75) = Sng(O',E) pro (Uvs)eg[avb]'

Bud danoe > 0. Vzhledem k|6.25) a (6.27) mtizeme zvolitky € N tak, Ze plat

(6.28)

Iy —I|<e a|fn — fll<e prok=>ko. (6.29)

Dale nechtdy € 4[a, b] je kalibr nafa, b] takovy, Ze pro Bechnajy-jemna zna&e-
na celeri (o, &) intervalu[a, b] plat

|Sko (07, 8) — Iie| < e (6.30)

Pro ka&dé (o, &) € «/(dp) mame podle.29)
v(o)

‘5(075) - Sko(o-7£)} = ‘ Z (f(fj) - fnko (5])) (g(O'j) - Q(O'j—l))’

j=1
<\ fuy — f V(g,0) < evar, g.
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Tudiz, vzhledem k.29 a (6.30), doshvame
’S(O’,f) - I| < ‘S(O’,ﬁ) - Sko(o'7€)‘ + ‘Sko(avé) - Iko’ + |Ik0 - I‘
<e(var g+2)

pro ka&zdeé (o, &) € o7 (). To znamea, Ze plat

b b
/fdg:I:klim/fnkdg.

c) Kone&né, pouitim vét6.8a6.18dostaneme

b b
/fndg—/fdg’ngn—vaang pro kazde n eN.

Plaf tedy i (6.26). O

Nyni mlizeme formulovat prvivyznammgjsi existergni vysledek.

b
6.21 \eta. Necht f € Gla,b] a g€BV]a,b]. Potom integal/ f dg existuje
aplat (6.22). ¢

D Okaz. Podle &ty4.8(ii) existuje posloupnost f,,} jednoduckrch skokoych
funkdi, ktera konverguje stejnoérmé nala,b] k funkci f. Podle disledki2.16

a6.16integré1l/?fn dg existuje pro kadé n € N. To znamea, Ze podle ety/6.20
existuje take integél/?f dg aplat (6.26).

Ziejmeé |f| e G[a,C;)]. Podle fiedesle casti dikazu tedy existuje t@kintegal
/b]f(:::)] d[var? ¢ |, a tudZ podle \éty6.18plafi (6.22). O
6.22 Hiklad. Uké&zeme si jednu netrigini aplikaci &tl6.19al6.21.

Mé&jme funkcih: [a,b] — [0, 00) neklesdici a zleva spojitou nda, b|. Doka-
Zzeme ze pro kdadé ke NU {0} plat

/ o < WEL(b) — W (a) (6.31)

kE+1

Integral na lee stra® nerovnosti®.31) ziejmeé existuje podle &ty6.21. Nejprve
provedme elemerdrri Upravu

b — hF (7 — h(T K . .
h (%}f (1) _ h(t)Hil( ) [;hkz(t) hi(r) 6.32)
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a vdimréme si tohoze za naich g'edpokladi je funkceh ohrantera nafa,b].
Jako dai krok ukdzeme,ze ke kd@deému e >0 a kadému 7€ (a,b] existuje
d(7) >0 takowe, ze plat nerovnost

RF=i(t) hi() > hE(r)—e prot € (r—6(7), 7+6(7)) ai=0,1,...,k. (6.33)

Diky monobnnosti funkceh je snad@ owfit, Ze nerovnosif.33) plati pro kazdé
t € (1,b]. Na druhou stranu,ily spojitosti funkceh zleva, ke kademue >0 a
kazdemu € (a, b] najdemed(7) > 0 takowe, aby platilo

0 < hFi(r) — Wit < ﬁ, jakmile t € (7 —4(7), T].

Odtud plyneze prot € (1 —é(7),7] ai=0,1,...,k plaf

0 < R*(r) = B () B (7) = (BF(r) = WP (1)) B (7) < ”ETH [R]| = €.
Plat tedy tale (6.33). Dosazeim (6.33) do (6.32) dostaneme

REHL(E) — BE+HL(E)  R(t) — h(T) &
(LH (r) _ ()kﬂ();(hk(ﬂ_&,)

= (h(t) — h(1)) h¥(7) — ¢

prokadés >0, ke NU{0}, te(r—d(r),7]ai=0,1,..., k. Plaf tedy 6.29),
kde

k+1
£ =40, 90 =h(o) a (="

pro t € [a,b]. (6.34)

Podle \éty6.19tedy plat nerovnostl§.24).

6.23 Cviceni. Dokazte tvrzef:
Nechtfunkceh: [a,b] — [0, o) je nerostouta zprava spoji na[a, b ). Potom
pro kazce k e NU {0} plati

/bhk . hk+l(b) _ hk+1(a)
a - kE+1 ’

Nasleduici konvergegni vysledek je tak trochu symetrigk véte6.20

6.24 \&ta. Necht f:[a,b] — R je ohranterana|a,b], g € BV[a, b] a nechitpo-
sloupnost{g,} funkd definovafch na intervalu[a, b] je tako\, ze plat

lim var® (g, —g) =0,

n—oo

b
pricent existuj vsechny integaly / fdg,, neN. Potom existuje tak integ@l
a



STIELTIESJV INTEGRAL 123

b
/fdg a plaf

b b
lim | fdg, :/ fdg. (6.35)

n—oo

D 'k az. BeZijmy na obecnosti iizeme pedpokhdat
gn(a) = g(a) =0 provéechnan € N.

Dale je dikaz podobi diikazu \ety6.20 Existujeny € N takow, Ze plat
var g, <var’ g+1 provsechna > ny.

Podle \&ty [6.18tedy nmame

Lvd%

a podle Bolzanovy-WeierstraBovety (viz vetu2.19 tedy existuj Cislo 7eR a
rostoud posloupnost{n;} C N takow, ze plat n; >ng a
b
lim [ fdg,, =1
k—o0 J,

< || f|l (varb g+ 1) pro v&echnar > ng

Podobm jako v £.28 ozn&me

b
I, :/fdgnk prokeN,

Sk(0.€) = Sag, (0.€) pro keN, (o,€)€ 7 [a,b], (6-36)
S(ng) :Sng (0-75) pro <07£)€y[a7b]'
Bud danoe > 0. Zvolme ky € N a kalibr 6, € 4[a, b] tak, aby platilo
[k, — I| < e, varZ (gn,CO —g)<e
a
’Sk0(0'7£)] - Ik0| < €pro (0'75) € 42{(50)
Potom pro kddé (o, &) € «7(5p) mame
v(o)
’S(U)E) - Sk0(0.7€)} = ‘ Z f(gj) [g(U])—g(O']_l) - gnko (UJ)+gnk0 (Uj—l)] ‘
j=1

<AV (gni, —9:0) < I Flvary (gn,, —9) < el fIl
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Pro kade (o, &) € /(dp) tedy plat

15(e, &) — 1|
< ‘S(O’,E) - SkO(U,EN + ‘Sko(avé) _ka)’ + ’Iko - I‘
<e([[fll+2).

Odtud plyneze

b b
/fdg—I—klim/fdgnk.

Konetné, optovrym pouwzitim vét6.8 a6.18dostaneme

b b
[ 149, [ 1] <I17lvart (9. ~9) prokarene.

Plaf tedy 6.35). O

Pfedpokbdejme,ze funkce f je regulova@ nala,b] a ¢ ma kon€nou va-
b
riaci na [a,b]. Podle ety 6.21 potom existuje integd /f dg. Pro aplikace

potfebujeme ale ddkzat,Ze tento integal existuje i v syme%[rick situaci, tj. kdy
f€BV]a,b] ageGla,b]. To bude nyhnasim cilem.

Podle \&ty[2.39mizeme funkcif rozlozit na sodet spojié funkce f € s ko-
netnou variat a skokoe funkce f B. Podle cvieri 5.56 a vety 6,13 existuje in-

teglal/ fCdg. Vzpomeneme-li si na lemma.4Z podle kteeho existuje po-

sloupnost jednodugfch skokoych funkd {fB} c S[a,b] stejnonérné konver-
gujici k fB na[a,b], nahkdnemeze ram stdi dokazat konvergeini vétu, ze
které by plynulo,ze plat

b b
lim [ fBdyg :/ fBdg. (6.37)

b
(Integraly/ fBdyg existuj podle disledku6.16pro n € N, nicmérg veta6.20a
ani véta6.2a4platnost rovnostif.37) nezar@uiji.)

Nasleduici véta poskytuje odhad symetrigck odhadul6.21) z véty6.18
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6.25 \eta. Nechtfunkceg ohranieré na [a,b] a f € BV|[a,b] jsou takoe, ze

existuje integéil/f dg. Potom plat
a

(@) +|£(b)| +varg ) llgll- (6.38)

DUkaz. Prolibovolg (o,¢) € 7 [a,b] mame
5(0,€) = f(&1) [9(o1) —g(a)] + f(&2) [9(02) — g(o1)]
&m) [9(b) — g(om—1)]

_|_
=

= [f&)—f(@)]lg(a) = [f (&)= f(&1)] g(o1)
(

= () 9(b) — f(@) g(@) = D [F(&41)~ ()] 9(er),
§=0
kdem=v(o), {&s=a a&,+1 =>. Odtud plyneze
St )1 < (IF@]+1F®)+ Y 1f €)= FE)) gl
j=0

Nerovnost

1S(0, )] < (|f (@) + £ (b)] +var; f) |lg]] (6.39)
tedy plat pro k&zdé (o, &) € T [a, b]. Odtud & tvrzen (6.38) okan¥ité plyne. [

Nyni dokdzeme konvergdmi tvrzen, ktere zardi, ze bude platit pdebny
vztah 6.37).

6.26 Lemma. Nechtfunkceg je ohranteré naa,b], f€BV]a,b] a nechtpo-
sloupnost{ f,,} C BV|[a, b] je tako\, ze

b
/ fndg existuje prokace neN a lim ||f, — f[sv = 0.
b
Potom existuje taé<integ|?al/ fdg aplaf

b b
lim fndg—/fdg.
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DUkaz. Podle &6.8a6.25je

b b
/fndg —/ fmdg‘ < 2|lgll | fn = fmllBv pro libovolr&m,n € N.

b
Posloupnost{/ fn dg} je tedy cauchyovska existujel € R takow, Ze plat

b
lim | f,dg=1.
n—oo a

b
Ukazeme,ze | fdg = I. Bud dano libovolré £ > 0. Zvolme ny € N tak, aby
platilo

b
[ fwdg=1]<e a I~ flav <e.

Dale zvolmed, € [a, b] tak, aby pro kadé (o, &) € «7(J.) platilo

Su0€) [ 1y 0d] <.

kde Sy (0, &) = Sy, aq (0, €). Podle 6.39 pro libovolré (o, ) € 7(5.) mame
S(0,€) = Suy(@,6)|

< (1£(0) = fuo (@) + (1) = Fao (®)] +varh (f = fuo)) llgl

<2|[f = fuollsv 9]l

Souhrnem, pro libovoka (o, §) € «7(6.) dostvame

’S(O’,ﬁ)—]’

<|S(0,€) = Sny(0,€)| +

b
/afnodgl‘

<2|f = fuollsv llgll +2e < e2([lgl +1).

Sno(0,€) _/abfno dg‘

+

Odtud plyne rovnost

b b
/Gfdngzf}i_)rgo/(lfndg- 0
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Nyni uz budeme urét dokazat Kzery existereni vysledelf. V rasleduicich
tvrzerich a jejich dikazech potivame disledré konvence (x) £Jmluv a oznéeri
aklademeg(a—) = g(a), g(b+) =g(b), 4j.

A7g(a)=A%g(b) =0, Ag(a)=ATg(a), Ag(b)=Ag(b)

pro kadou funkcig regulovanou nda,b|. V tomto smyslu je fieba i rozunét
symbofim pro funkceg(z—), resp. g(z+) definova@ na[a,b]. Neri tézké si
rozmyslet,ze nafiiklad prog € Gla,b] a h(z)=g(xz—) plat

h(z—) = h(z) = g(x—), h(z+)=g(z+) nala,b].
Analogicky, prog € Gla,b] a h(z) = g(z+) mame
h(z+) = h(z) = g(z+), h(xz—)=g(z—) nala,b].

b
6.27 \kta. Jestlze f € BV([a, b], g € GJa, b], pakintegél/ f dg existuje aplait
(6.39. ‘

D Okaz. NechtgeGla,b], feBV|[a,b] a W je mna&ina bodl nespojitosti
funkce f v [a,b]. Podle \ety2.21je W nejwsSe spaetra, tj. W = {wy : k € K},

kdeK={1,2,...,m} prorejake m € N neboK=N.

Necht f = f ¢+ fB je Jordaiiv rozklad funkcef na spojitoutast f ¢ a sko-
kovoutast f B definovanou jakof, v (2.26). Polzme

FR@)= > A Fw) X (@) + D AT F (W)X (wy,p) ()

k€eKN[1,n] keKN[1,n]

pro neN a x € [a,b]. Ziejmé fBcSla,b] pro kazde n €N a podle lemma-
tu2.42plaf

lim [[f,7 — fBllsy = lim varg (f° — f7) =0.
b
Dale podle dsledku6.16 integral/ f,B dg existuje pro kide n € N. Je-li tedy
¢ b
mnazina K kon&na, existence inte@lu/ fBdg plyne trivialné. Nen-li K ko-

b
necna, pak integz’al/ 1B dg existuje podle lemmaif.2&
a

b
Podle cvEeri 5.56a vetyl6.13 existuje integéil/ fCdyg. Existence intedilu
a

b
/ f dg tedy jiz plyne z \etyl6.8 Konetng, podle etyl6.25plafl také (6.38). [
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Primym disledkem &t/4.4,16.8 al6.27je nasleduici konvergeini tvrzeri.

6.28 Disledek. Jestlze g, € Gla,b] pro neN a lim ||g, — g| = 0, pak pro
kazdou funkcif € BV|a, b] plati

hm f dgn —/ fdg. (6.40)

Nasleduici tvrzeri navazuje na kaz \éty 6. 27 a dava mavod k wpoctu in-
b

tegralu/ f dg, je-li znama hodnota integtu f dg, kde f€ zn&i spojitou
cast funkcef.

6.29 Disledek. Jestlze f € BV([a,b], g € G[a,b], W je mn&ina bodi nespoji-
tosti funkcef v [a,b] a £ € je spojita East funkcef, fC(a) = f(a), pak

/jdg:/jcdg

+ Y [ATf(w) (9(b)—g(w=)) + A f(w) (9(b) —g(w+))].

we W

(6.41)

Dlkaz. Jakovtkazu \ty6.27je W ={w;: k€ K}, kde K={1,2,...,m}
pro néjake m € N neboK =N. Necht

FB@) =" (A7 F(wk) Xuy,o) (@) + AT F (W) X(uy,p) ()]

keKnN[l,n]
proneN ax € [a,b]. Podle lemmati2.4Zplaf
lim |2 = fBley = lim varg (f% - f7?) =0

Dale podlel6.16), (6.17) a vetyl6.8 mame

b
/andg

= 30 (A7 f(wn) [9(b) — glwp—)] + A% flwr) [9(b) — glwi+)])

EeKn[l,n]

(6.42)

pro kazde n € N. Je-li K kon&n&, plyne odtud okadité, Ze plat (6.47).
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Je-liK=N, pak podle lemmat6.26 plat

b b
/deg: lim/ fBdy. (6.43)

Podle disledku2.27je

> AT fwe) (9(b) — g(wp—)) + AT f(wr) (9(b) — g(wi+))|
k=1

<209l (1A Flw)l + AT fwi)]) < 2]g]l (varhf) < oo.
k=1

Vzhledem k16.42) a (6.43) tudiz dosavame

/abedg

0o (6.44)
= > (A7 F)(g(b) — glwn—)) + AFF(wi)(g(b) - glwe+))).
k=1
Plaf tedy 6.41]). O

V situaci symetrick k disledku6.29mame

6.30 Lemma. Jestlze f € Gla,b], g € BV|[a,b], W je mn&ina bodi nespoijitosti
funkceg v [a,b] a g€ je spojita tast funkcey, g€(a) = g(a), pak

b b
[1d9=[1d5%+ 3 fw) ag(w) (6.45)
a a we W
kde A g(a) =A% g(a) a Ag(b)=A" g(b).
D U k az je analogick dikazu disledku6.29a je ponechn Cteréfi jako cviceri.
O

6.31 Cviceni. Dokazte lemmat.30 (Navod: vyijte lemma2.42a vétul6.20a
postupujte jako p diikazu disledku6.29)

6.3 Integrace per-partes

Pro dikazy disledku6.29a lemmatu6.30 byly uzitecné fiklady6.15 Nasledu-
jici technicka lemmata jsou péebra pro dikaz \ety o integraci per-partes, kéer
je na&im dakim vyznamméj§im cilem. Talké v jejich dikazech budouijklady6.15

vyuzity.
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6.32 Lemma.Nechth € BV[a,b], ce R a W C [a, b] je nejyySe spéetra mnai-
na takow, ze plat

h(z) =c pro z€la,b]\ W. (6.46)
Potom pro kadou funkcig € G[a, b] plati
b
[ hdg=cla®)-gla)l+ 3 h(w) -] Aglw), (6.47)
a weWw

kde Ag(w) =A" g(b), jestlizew=0b a Ag(w)=A" g(a), jestlizew =a.
D U k az. Nechtie dana funkceg € G[a,b]. Protcze h € G[a,b], mame podle
(6.49

h(z—)=h(z+)=h(a+)=h(b—)=c prokadéz e (a,b).
Funkceh ©(z) = c je tedy spojiitast funkceh, h® = h — hC a
A" h(z) = h(z) —c= —A"h(x) prokade z < (a,b).

Podle disledku6.29(kde f = h) tedy doshvame

b b
/ hdg = / cdg+ 3 (h(w) — o) [g(b) — g(w—) — g(b) +g(w+)]

weW

=clg(t) —g(a)]+ D [h(w) = c] Ag(w),

weW
tj. plati (6.47). m

6.33 Cviteri. Pomo¢ lemmatu6.3Zdokate, ze je-li 7 € (a,b), »€R a

0 kdyz t<,
g(t) =< s kdyz t=r,
1 kdyz t>r,
b
pak/ v gdg = (1) > pro libovolnou funkciy € BV|a, b].

(Navod: poladte h(t) =(t)g(t) pro t€la,b] a sp&tete pomotlemmatu in-
b

tegraly/ hdg a/ hdg.)
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6.34 Lemma. Necht h € G[a,b], ceER a necht W C [a, ] je nejse spdetra
mnaina takow, ze plat (6.4€). Potom

b
/ fdh = f(b) h(b) — F(a) h(a) — [F(B) — F(a)]c (6.48)

plati pro kazdou funkcif € BV [a, b].

D O kaz. a) Funkcé: spluje [6.46) pravé tehdy, kdy existuje mnaina K c N
takova, ze W = {wy, € [a,b] : k€ K} a

—c—i—z (wg) =€) Xjwy)(z)  Proz € [a,b].

ProneN polozmeK, =KnN|[1,n], W, ={w;:k€K,} a

hu(@) = e+ 3 (h(w) = ©) Xjuy () Proz€fa, b

kEKn
Dokézeme ze plat
lim ||h, — h|| = 0. (6.49)

Nechtje tedy canoe > 0 a nechtng €N je takow, ze
|h(wg) —c| <e prokade k> ny. (6.50)
Takowe ng existuje, protde pro kade ke N je
|A™h(wy)|,  kdyz wy € (a,b),
|h(wg) — ¢| = ¢ |ATh(a)], kdyz wy = a,
[ATh(b)[,  kdyZ w,=b

a mna@ina €ch k €N, pro réz |h(wy) — c| >, miize nit podle disledku4.10
jenom nejySe konény pocet (ng) prvkl. Tudz

c— h(x)|, kdyz x€la,b]\W,,
() — )| = ¢ = h(z)| % [a,b]\ .
0, kdyz e W,

pron>ng ax € [a,b]. Plaf tedy 6.49.

b) Necht f € BV|[a,b]. Podle fikladu6.15 (i), véty6.8 a formule 6.15) (viz t&z
cviceri|6.17) dostaneme pro kale n € N
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b b
/ fdhy =" (h(wk)—C)/ fAdXuwy) = f(0) [n(b)=c] = f(a) [h(a)—c]

a keKy,

= f(b) h(b) — f(a) h(a) = [f(b) — f(a)]e.

Podle 6.49 a podle disledku6.28tedy mame

b b
[ #dh=tim [ 7 dh, = £0)h0) - f@) h@) - [10) - @) e

6.35 Lemma. Nechth € BV[a,b], c€ R anechtW C [a,b] je nejySe spbetra
mndina takow, Ze plat (6.4€). Potom(6.4€) plati pro kazdou funkcif € Gla, b].
DUkaz. NechtfeGla,b] a he BV|a,b]. Podle &ty 4.8 (ii) existuje po-
sloupnost{ f,,} jednoduckych skokoych funkd, ktera konverguje stejnoérré na
intervalu [a, b] k funkci f. Podle lemmatis.64mame

b
/ fudh = Fu(b) h(b) — fa(a) h(a) — [fa(b) — fala)] (6.51)
pro kazde n € N. Podle ety 6.20je tedy
b b
[ #db=tim [ fdh= ) h0) - @) bia) - (F0) - fla)le.

Nyni uz mlizeme formulovat a ddlzat \etu o integraci per-partes pro KS-
integialy.

6.36 Veta(VETA O INTEGRACI PERPARTES).
Jestlze f € Gla,b] a g € BV|[a, b], pak existujoba integéaly

/fdg /gdf

a plaf

b b
[ 19+ [ 9ds = 10)9(0) - f(@) g(a)
+ Y (AF@)ATg@) - A @) Atg(a)).

z € [a,b]

(6.52)

b
Dlkaz. Integal/ f dg existuje podle &ty6.21a integal gdf existuje

podle &ty 6.27. Dale
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/abfngr/bgdf
b

/ f@) dlg(o) + 8% g(a))+ [ glo)df(a) - A f(a)]

a

b
- / f(z) d[ATg(a)] + / o(x) d[A™ f(2)].

Neri obfizné owit, Ze funkceh(x) = Atg(z) ma koné€nou variaci naa,b]| a
sphuje 6.46) s ¢=0 a h(b)=0. Dale Ah(z)=0 pro z € (a,b). Podle lem-
matu6.35tedy name

b
[ #@)d1a* @) = ~1(a) A*gla),
a b
Analogicky, podle lemmat6.34je / g(z)d[A™ f(x)] = g(b) A™ f(b) Cili

/f / g(@) [ f(z)]

b
/ fl / g(2) d[ fz—)] (6.53)
T f(a) AT ga) + A F(5) g(b).

Prvri integial na prae stra mizeme upravit na

/bf(:):)d[g(x—l—)]:/abf(m—) g(z4)] /Af ga4)].  (6.54)

Funkceh(z)=g(z+) ma Zejmé kon&nou variaci nda, b|, h(z—)=g(x—) pro
x €la,b] ah(z+)=h(z)=g(x+), {j. Ah(x)=Ag(z) proz € [a,b]. Protaze fun-
kce fi(x) =A~ f(x) je Zfejmeé regulovaa nala, b|, podle lemmatib.32 plaf

b
[af@digen) = 3 A f(e) Agla), (6.55)
a z € [a,b]
Analogicky

b b b
/ g(2)d[ fz—)] = / g(e+) d f(z—)] - / A*g(x) d] f(a—

, (6.56)
/ g(z+)d Z Atg(

x € [a,b]

Funkce f(z—) je spojita zleva na(a,b|, g(z+) je spojita zprava nda, b). Podle
vet5.55(ii) al6.13tedy existuj oba integaly
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b b
/ f—)dlg(z)] a / g(e+) d f(z—))

a podle ety5.50plati

b b
/f(x—) d[g(l’+)]+/9(w+) dif(z—)] = f(b=) g(b) — f(a) g(a+). (6.57)

Dosazeim (6.54—(6.57) do (6.53) dostaneme ale

/abfngr/abgdf

= f(b=) g(b) — f(a) g(a+) + f(a) ATg(a) + A7 f(b) g(b)

+ > (A7 @) [A7g(a) + ATg(a)) - [A~ (@) + AT f(2)] ATg(x) )
z € la,b]
= F0)g(0) — fl@)gla)+ > (A7 f(2) A g(x) - At f(x) At g(a)).
z € la,b]
Dokazali jsme tedyze 6.52) plat. O

6.37 Pozramka. Pro KS-integal tedy nepldtvéta o integraci per-partes v podgb
v jaké ji zname pro RS-inte@ly (viz vétu’5.50). Je to z@isobenoim, ze obor
funkd pro kteé existuje KS-intedal je podstaté SirsSi nez obor funkg, pro ktee
existuj RS-integaly.

6.38 Cviceni. Dokazte,ze za pedpokladi véty/6.36 plaf
/fdg— /ffr:+ dy(z—) + F(0) Ag(h)— > AT f(x) Agla)

z € (a,b)

fdg= (o) flz—)dg(z+)+ f(a + Y A f(x) Ag(x).
IRERIA

z € (a,b)
(Navod: vywijte formule odvozea v pilibehu dikazu \ety6.36)

6.4 Saksovo-Henstockovo lemma aékteré jeho disledky

6.39 Lemma(SAks-HENSTOCK). Necht f, g:[a,b] — R jsou takoe, ze inte-
b

gral/ f dg existuje. Necht >0 je dano a nechtd € ¢[a, b] je kalibr na [a, b]
takO\)f/l, Ze plat

b
’S(a,g)—/fdg‘<s pro Vsechna(o, &) € &7 (9).
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Potom pro libovolg sysém {([sj,t 1,05):5=1,2,. } takovy, ze

a<sy1 <0 <t <sp<-- <8y <Oy <ty <D,

. (6.58)
[Sj,tj] C [GJ — 5(9j),9j —I—(;(QJ)] proj=1,2,... n,

plati nerovnost

IS 16 lo(t) — gt - | " ]| <e. (6.59)
j=1 5j

Dlkaz. Necht{([sj,tj],ej) :7=1,2,.. .,n} je sysém sphujici (6.58). Bud
danon>0. Ozn&mety=a, sp,+1=>0. Je-li j€{0,1,...,n} at; <s;i1, pak,
vzhledem k pozamce6.5, existuj na intervalu[t;, s;+1] kalibr 6; a d;-jemré
zna&ere cBleri (o7, ¢7) takow,ze §;(z) < &(z) pro kadeé x € [t;, sj+1] @

\S(gj,gj)_/tvj fdg| < +1 (6.60)

Nyni sestavme)-jemré zn&ere eleri (p,n) intervalu[a, b] tak, aby platilo
Zf g(s;) +ZS«7” ¢/) = S(p,m).

(Je-lit;=s;11, KlademeS(a7, &%) =0.) Vzhledem k fedpokladim lemmatu te-
dy mame

‘;<f(9j)[g(tj)—g(8j)]—/sjfdg)+]zg( &)= [ )

= ‘S(p,n) —/:f dg‘ <e.

Odtud a z/6.60) dos&ivame

\Zf o(s)) /fdg)
S(p.m) /fdg’Jr’Z (07,¢) /:Mfdg)‘<€+n-

Protdze n > 0 bylo libovolré, plat (6.59. O
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b
6.40 \eta. Necht | fdg existuje ac € [a,b]. Potom plat

a

lim /fdg+f()[ /fdg (6.61)

Tr—c
z € [a,b]

Dlkaz. Buddanoe >0 a nechté. € 4[a,b] je takow kalibr, ze
b
‘S(a,&) / f dg‘ < ¢ plat prosechna(o, &) € &7 (4.).

Pro k&dé x € (¢, ¢+ d:(c))N[a, b] vyhovuje sysem {([s1,t1],01)}, kdet; =z a
s1 =61 =¢, podninkam ([6.58). Podle Saksova-Henstockova lemmatu (viz Lem-
mal6.39 tedy mame

7@ o)~ gle)) - | fdg| <= (6.62)
Podob®, je-li x € (¢ — d-(c),c) NJa,b], pak po&itim lemmatu6.39 na sysém
{[z, c], c} dostaneme nerovnost

5@lae) - 9@~ [

xT

fdg‘ <e.

Pro k&de x € (c — d:(c),c+ d-(c)) Na, b] tedy plat nerovnost§.62), a tudz

[ 1da- [ 19 10 ls(c) - ot

_ /xfdg—f(c)[g(w)—g(C)]

tj. plati (6.67). Ol
b
6.41 Disledek. Necht | f dg existuje,g € G[a,b] a nechitfunkceh : [a,b] = R

a

je definoana fedpisem h(x / fdg prox€la,b]. Potomh € Gla,b] a

<e

— Y

h(t+) = h(t) + f(t) ATg(t) @ h(s—) = h(s) — f(s) A" g(s)

protefa,b) ase(a,bl. O
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6.5 Neurcity integral

T

6.42 \eta(HAKE). (i) NecHt/ f dg existuje pro kace z € [a,b) a nechit

lim (/axfngrf(b()l [9(b) —g(x)]) =I€eR.

r—b—
b
Potom/[ fdg=1.

a

(i) Necht/ f dg existuje pro kace z € (a,b] a nechit
L, /fdg+f l9(x) — 9(a)]) = T €R.

Potom fdg 1.

a

Dlkaz. (i) a) Buddanoes > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

(b) [9(b) — g(z)] — I‘ <c prokade zeb—A,b). (6.63)

b—
PolaZzme x =b — m pro ke NU{0}. Potom posloupnosfz;} je rostoug,

lim zp,=0b a

k—o00
VkeN 36, €Y|a, i)
(b€ Bislonai)) — [Stom- [ fds] <5 } ©69
b) Definujme kalibréy na[a,b) tak, aby platilo
0o(s) < dk(s) a [s—0do(s),s+do(s)] Cla,xk]

pro kazdé k € N akadé s € [vg_1, ).
Dale pro k&dé s € [a, b) ozn&me symbolenx(s) jednozn&né urere giro-
zereislo k takowe, ze s € [xy_1, z).

c) DokaZzeme ze plat
‘S(T,H)—/a fdg’ <e (6.65)
provsechna: € [a,b) a (7,0) € (do; [a, x]).

Necht je tedy dino z€[a,b) a nechtp € N je takow, ze z € [xp_1,2;)
(ti. p=x(z)). Dale necht(r,8) je libovolné jp-jemré zn&ere ckleri intervalu
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[a,z]. Ozn&mev(T)=r. Proka&de ke NN[l,p] akade j e NN, r] takowe,
ze k(0;) =k, mame

Gj—ék(G) (9 —50(9)<T] 1 < 7Tj <9 +50(0)<0 +6kz(‘9)

Vzhledem k6.64) vidime,Ze pro k&dé k € {1,2,...,p} sysém
{(rj=1,75),05): 5=1,2,...,r, k(0;) = k}

splihuje gedpoklady lemmat.39 na miste {([s;,t;],6;):7=1,2,...,n}. Plaf
tedy

] > F0) l9(5) —g(75-1)] —/_j fdg‘ < 2% pro kazdek € {1,2,...,p}.
Konetne,

’if(ﬁj) [9(75) = g(7j-1)] —/:fdg‘
‘Zp: Z ( ;) — g(1j-1)] — /TTj fdg)‘

k -1
si\ (169 o)~ gt [ 1dg)| < fﬁ%
k=1 )=k Tj—1 =1
tj. plati (6.65.

d) Pol&me §*(z)= min{b — z, do(z)} pro z € a,b), 6*(z)=A pro z=b.
Necht (o, &) je libovolné §*-jemre zn&ere cBleri intervalu [a,b] a m=v(o).
Potom musplatit &,, = 0,, =b, om—1€(b—A,b) a

.6 —1]=| nilf(&) [9(03) = 9(03-0)] + £() [9(6) = glorm—1)] = 1
< \m_ H&) ot ~gloy0l - [ 1y

[ 1 dg £0)0) - o(om)) - 1
Vzhledem k|6.65) a (6.69) (kde pol&ime x = o,,_1) tedy doshvame konéné
b
’S(a,f) —I) <2¢ . / fdg=1.

Dikaz tvrzen (ii) se provede analogicky a ponexnfame hotteréfi jako cviceri.
O
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6.43 Cviceni. Dokazte tvrzei (ii) veétyl6.42a jeho rasleduici variantu:

Predpokbdejme,ze integél / f dg existuje. Nechfe dano x € [a,b) a necht

Jim /fdg F(2) [g(t) — ()]):IER.Potom/a fdg=T.

6.44 Hiklady. Pomoé¢ Hakeovy \&ty mlizeme snadno a univeainim zplisobem
odvodit vzorce, ktér jsme v piikladechi6.15 odvodili pfimo z definice pomdc

b
vhodreé volby kalibru. Nap. formuli/ fdxirp) = f(7), kde 7€ (a,b] a f je
libovolna, odvodme takto ¢

t—T1—

— lim (/a fdxpp) + (1) [X[T,b}(T)—X[T,b}(t)D = f(7).

Podob, pror € [a,b) a g € Gla, b] dostaneme pomotiakeovy \ety

b T b
/X[a,ﬂdgz/ 1dg+/ X[a,r] dg

=9(7) — g(a) + lim (/th[a,T] dg+1lg(t) - g(T)]>

t—1+
= g(7+) — g(a),
tj. plafi (6.19).

6.45 Cviceri. Pomod Hakeovy \ety dokate i zbyvajici formule z gikladli6.15

6.6 Substituce

Dalsim disledkem Saksova-Henstockova lemmatigigl@duici lemma, ktegé nram
pomiize dokazat \etu o substituci.

b
6.46 Lemma. NecHt/ f dg existuje. Potom pro kaé >0 existuje kalibr

d €Y[a,b] takoy, ze nerovnost

v(o)

X |s(€taten) - stos-n - JREEUEE (6.66)

j—1
plati pro kazce (o, &) € 7 (9).
Dlkaz. Buddanos >0 anechtd € 4[a,b] je kalibr takoy, ze
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b 3
‘S(p,n) / fdg‘ < 5
plafi pro V8echnaj-jemra zn&eré céleri (p, n) intervalu [a, b].
Bud dano libovolre (o, &) € &7(5). Ozn&mem =v(o

) a
7t = {ie 2 m} s f(6) o) ~ gl - [ 7dg =0}

J- :{1,2,...,m}\J+.

Sysem {([o-1,0;],&;):j€J} sphuje fedpoklady(6.5) z lemmatu6.39na
miste {([s;,¢;],7;)}. Podle lemmati.39tedy plat

S [#€)lston) — gtos-- [ g
jeJt 751

= ‘ Z (f(f]) [9(05) — g(oj-1) / fdg S g
Podobr

S £ lotoy) — g(o30) /fdg\

jeJ—
J 19
| (1€t - gl - [ rdg)| <5,
jeJ— 7j-1
Odtud & nerovnost®.6€) okanzité vyplva. O
6.47 \eta (VETA o suBsTITuCl). Je-li funkceh:[a,b] —R ohranitera a in-

tegral/ f dg existuje, potom jakmile existuje jeden z infdgr

[r@ [ g [h s dow),

existuje i druly a v takoem gFipace pak plat

/abh(a:) d[/jfdg} Z/abh(x) F(z) dlg(z)].

xT

DUkaz. Podle gty6.9je funkce w(x) :/ f dg definovam pro kade
€[a,b]. ‘

a) Fedpokhdejme ze existuje integ’ll/bhf dg. Bud danoes >0 a nechtd. je

kalibr na[a, b] takowy, ze ‘
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v(o) o
> [1(&) £(€) atey) — oty - [ npd|<e

J

v(o) o;
S| lotos) oty = [ rd| <

plati pro kazdé é.-jemré zn&ere clen (o, £). (Takow kalibr existuje podle lem-
matu6.46)
Bud dano (o, &) € &7 (6.). Ozn&mem = v (o). Potom

| i h(E) (o) — wloy-1))~ [ 1
<3 [nis) / Fdg — h(&;) £6) olo) — (o3|
_Zii\ o(o) ~oloy) = [ nrag
<‘h”;

+ [ 16 lo(os) — glos)) - [ nfdy
j=1 -1

J

/ " £y 1) lo(o3) — 9o

< ([Ipl[+1)e,

b

tj. existuje mtegal/ hdw aplat / hdw= / hfdg.

b) Obracera implikace by se dokazovala pod@hrofet za vydaté pomoci lem-

matub6.4a O
Pro KS-integal ovSem plat také tvrzen analogicla vetam5.47 al5.48 které

jsme dolazali pro RS-intedaly. Uvedeme alespiojedno z nich.

6.48 \eta. Pfedpokbhdejmeze funkcep : [, 3] — R je rostoud a zobrazuje inter-
val [a, 3] nainterval[a,b] anechtf: [a,b] — R. Pak existuje-li jeden z integtt

/f /f ()],

existuje i ten drufp a plaf rovnost a

B b
/ F(é(x) dlg(6(x))] = / f(z) dlg()]. (6.67)
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D 0 kaz. Pogimréme size protde ¢ je rostouta zobrazuje intervalo, 3] na
interval [a, b], musd byt ¢ ijeji inverze¢~! spojité.

Pro da@ zn&ereé celeri (p,n) € 7[a, 5] polozme
oj = ¢(p;) Proj=0,1,...,v(p) a & =¢(n;) proj=1,2,...,v(p)

a o= {0'0,0'1,...,0'V(p) s E (fl,fg,...,gl,(p)). Potom(a',é’) eﬂ[a,b]. Zna-
cime (0,€)=¢(p,n) a (p,n)=¢""(0,£). Ziejmé ¢~ (0,£) € 7[a,b] pro
(0,€) € T[a,b].

Pro dary kalibr § € ¢[«, 3] definujme kalibrd € ¢[a, b] tak, aby platilo
o U r+6(1)) < ¢ (1) +0(¢71 (7))  jestlize 7€ [a,b)
} (6.68)
¢ Hr—6(1) > ¢ L(r) = d(¢L(r))  jestlize 7€ (a,b].

Nyni, jestlize ro&ifere celeri (o, &) € T[a, b] je o-jemré, pak podle.68 mame
pro kazde j=1,2,...,v(0)
pj=¢ o)) <oTHEH(E) < @) + (0 (&)) = mj+6(n))

a
pim1 =0 Hoj1) = (& —0(&) > d7HE) — (o7 HE)) = mj —d(my).

Cili ¢~'(c,&)€/(d) pro kazde (o, &) € /(5). Podobié bychom ke kademu
kalibru § € ¢[a,b] n&8li kalibr § € ¢[a, 5] takow, Ze ¢(p,n) € «/(0), jakmile

(P, )€ (5).
Protaze
v(o) (o)
Z f( Ej g(oj-1) Z o(pj)) — g(¢(/0j—1)>]
pro kazde (0,6)€ T[a,b] a (p,m)= <Z> L(o,¢), plyne odtud @ snadno tkaz

véty. O

6.49 Cviceni. (i) Podrobm si promysleteaer dikazu fedssle vety.

(i) Formulujte a dokate analogii ety/6.48pro @ipad,ze ¢ je klesajci.

(i) Formulujte a dokate analogii ety/5.4&
6.50 Pozramka. Vétu6.48 je mazno zobecnit v iznych snérech. Na fiklad
nasleduici verze ety o substituci se uplatnildipaplikaci teorie hystereze v eko-
nomii (viz [4]):

Predpokbdejme ze funkcef : [a,b] — R je ohrantera nafa,b] a tako\a, ze
f€Gla,b] pro kazce « € (a,b). Dale nechtfunkce¢: [a,b] — R je neklesdgi
nala,b] a ¢(a) =c, ¢(b) =d. Kone&né, nechtfunkceg € BV|c, d| je zprava spo-
jitdnalc,d). Pro s€[c,d] polozmey(s) = inf{t € [a,b]:s < ¢(t)}. Potom pro
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kazce a € [a, b] plati
/ £t dg(6(t))] = / " Fws)) dig(s)
! S

6.7 Bodova konvergence

6.51 Veta(OsGOODOVA VETA). Predpokbdejmeze pro funkcif € Gla,b] a po-
sloupnost{ f,,} C G[a, b] plati

| fall < M <oopro neN (6.69)
a
lim f,(z) = f(x) proz€la,b]. (6.70)
Potom ) )
lim / fndg :/ fdg prokazdou funkcig € BV|a, b]. (6.71)

Dlukaz. Integaly/ fndg, neN] a/ f dg existuj podle \Bty/6.21. Necht

g=g%+¢® je Jordafiv rozklad funkcey takow, Ze g (a) = g(a) (viz v&tu2.39.
Potom podle &ty/5.50a cviceri5.56 (i) existuji integraly

b b
@[ 1d9° a (o) £,d9° proneN
a podle Osgoodovyaty pro RS-intedgaly (véta5.61) plat

1 0) [ 09° = ) 7 dg°

neboli (podle ety 6.13)
b b
lim fndgcz/fdgc. (6.72)
Dale podle lemmaté.30mame pro kade n € N

b b
/fngz S fw)Agw) a /fnngz S fulw) A

we W weWw
kde W je mnazina bodi nespojitosti funkcey v intervalu [a, b]. Jestlze je W

kon&na, pak Zejmé plaf

Jim D fa(w) Ag(w) = Y f(w) Agw

we W weWw
atudz

b b
lim/fnng—/fng. (6.73)
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Necht W = {wy,: k € N}. Bud danoe > 0. Podle disledku2.27je

Z|Ag wy)| < var? g < co.

k=1
Existuje tedyp. € N takow, ze Z |A g(wy)| < —M Vzhledem k[6.69 a
k=pc+1
(6.70 je také | f(z)| < M pro z € [a,b], atudz
[o.¢] o €
ST (falwn) = f(wn) Aglwy)| <2M Y [Aglwy)| < 5. (6.74)
k=pe+1 k=ps+1
Dale protée
nggton wi) A g(wg) Zf wi) A g(wy),
=1
existujen. € N takow, ze
Pe
S
3 (falwn) = J(we)) Aglwy)| < 5 pronzn.,
k=1

coz dohr_omady s€.74) dava
b 00

\/ (fu = £)dg®| = | 3 (falwn) = Flwn)) Aglwp)| < 5+ =
“ k=1

pro n>n.. Rovnost 6.73) tedy plat i tehdy, kdy mnczina W neri kone&na.
Toto, spol€né s 6.72) a vetoul6.8, zarlEuje platnost rovnosti6(71) a dokazuje
tvrzen véty. Ol

6.8 Integraly maticovych a vektorowch funkci

Jsou-li maticoe funkceF: [a,b] — Z (R, RP), G:[a,b] — Z(RP,R") takow,
ze \Bechny intedaly
b

/ fi,kdng i=12,....om k=12 ...,p,7=1,2,...,n)
a b b
existuj, pak symbol/ F(t)dG(t) (resp. kétce/ FdG) zn&i m x n-matici
a

MeZ(R™R")s pr\iky

p b
ml,j_z fikdgk,jv Z.:1727"'77717j:1727"‘7n
k=177

b
Analogicky definujeme taéklntegaly/ [F] G, resp./ Fd[G]H, kde F, G a
H jsou maticoe funkce vhodiich roZnérl. ‘
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Pfipomaime, Ze podle oznéer (xiv) normu maticeAe.Z(Rm R™) zna-

time |A| a definujeme ji fedpisem|A| = max Z |a; j|. V této souvislosti
Jj= .

povaujeme prvky prostoriR™ za matice typm x 1 (neboh sloupco@ vektory).
Jinymi slovy, ztot@nujeme prostoryR™ a .#(R™,R). To znamea, Ze klademe
n

|| = |2i|. Potom plat |Axz| < |A||x| pro Ac Z(R™ R") a xcR". Je

=1
také zramo,Ze plat |[A| = sup {|Az|: 2 €R" a |z[<1}.

Variace matico@ funkceF': [a,b] — £ (R™,R") je definova@ formalné stej-

nym pfedpisem jako variace skahich funkad, tj.

var’ F = sup Z |F(0j) — F(oj-1)]-

o€ Dab)
Snadno se a@¥i, Ze plat
m n
b b b

max (var f; ;) <var® F < Z Zvara fij-

j=1,2,...,n i=1 j=1
To znamea, ze maticoa funkce F': [a,b] — Z(R™,R™) ma kon&nou variaci
prave tehdy, kdy ma kon€nou variaci kada jeji slozka. Podobg, F' je spojif,
resp. regulovaa pave tehdy, kdy stejnou viastnost enkazda jeji slozka.

RoZiren vysledKl uvedefich v teto a iedsslée kapitole na fipad funké ma-

ticovych, resp. vektorojch je tedy snadm Je ogem nutno si uddomit,ze ope-
race rasobenmatic nei obecré komutativi, a tak mugme nit stale na paréti,
Ze nesrime libovolré ménit pdad maticowch funkd, v jakem se v sotinech
obsaerych v aproximuicich sotech S(o, &) objevuj. Na gfiklad vetu o inte-
graci per-partes @tal6.36) je tfeba formulovat takto:

Jestlze F': [a,b] — £ (R™, RP) je requlovat na [a,b] a G: [a,b] — Z(RP,R")
b

méa kon&€nou variaci nala, b], pak existuj oba integély/ FdG a fabd[F] G
a plat a

b b
/FdG+/ d F]G = F(b) G(b) — F(a) G(a)
+ (A 2) A~G(z) — ATF(z) A+G(x)).
z € la,b]
Podobii ffeba \&ta o substituci @&ta6.47) bude vypadat takto:
Jestlze funkceH: [a, b]—>$(]Rm R?) je ohranterf, F':[a,b]|—Z(RP RY),

G:la,b]—-Z (R, R™) a mtegral/ F dG existuje, potom jakmile existuje jeden
z integall
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/abﬂ(x)d[/jpda}, /ab(HF)dG,

existuje i druly a v takoem gipace pak plat

/abH(x)d[/deG} :/ab(HF)dG.

v

6.52 Cvkeri. S @ihlednutm k roZAifeni na integraci vektoroych funkd nazna-
¢ceremu v tomto odstavci definujte exaktifivkovy integial drubeho druhu zrme-
ny v odstavcil.2 a formulujte jeho akladn vilastnosti, kteg plynou z ¥t obsae-
nych v kapitohch 5 a 6.

6.9 Souvislost s daimi typy integr all

Vyijasnili jsme jiz vzajemre vztahy mezi KS-integdem a RS-intedly (viz poz-
namku6.12 a vetul6.139. Podob@ jako jsme v fikladu6.14 (iii) dokazali, ze

b
z existence Newtonova integju (N)/ f(z)dx plyne existence KH-inte@iu

b b
/f(:p) dz, Ize dolazat tale, Ze z existence Perronova intéfr (P)) f(x) dx

a

b
plyne existence KH-integfu [ f(x)dx. Definici Perronova inte@glu najdeme

nagiklad v monografch [46] nebo [L5], viz [46, definice XII.1.5], resp.15, defi-
nice XII.25]. (Nize uwadme definici Perronova-Stieltjesova intagr, ktea ji také
zahrnuje.) Platdokonce ze KH-integél je ekvivalentins Perronoym integélem
(viz [46, véta XI1.2.1]). Vzhledem ke zmym vlastnostem Perronova intédw to
znamea®, ze KH-integal (vzdor jeho jednoduéhtt méf riemannovsk definici) za-
hrnuje tedy sotasré integaly Riemanilv, Newtontlv, ale i Lebesgugv. Tim se
rozuni, ze je-li na gjakem intervalu daa funkce integrovatelnve smyslu Le-
besgueog, pak nad na tomto intervalu i KH-inte@d a oba intecgaly maj stejnou
hodnotu. [ale existuje-li KH-integal funkce f, pak f je lebesgueovsky integro-
vatelra piave tehdy, kdy také jeji absoluti hodnota| f| je KH-integrovatel@, viz
nagiklad kapitoly XIl a XIV v monografii £6].

PERRONJV-STIELTJESJV INTEGRAL (PS-integal)
Definice ralezi A. J. Wardovi, viz[62]. Popsana byla&z v Saksoe monografiifi2,
V1.8]. Uvedeme zde ekvivaleritifviz [48, Theorem 2.1]) definici.

Reknemeze funkcel : [a,b] — R je majorantapro f vzhledem key, jestli-
Ze existuje kalib € ¢[a, b] takowy, Ze

(t—7) [M(t)=M(r)] = (t—7) f(7) (9(t) — g(7))
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prot€la,b] atela,b]N(r—3(r), 7+ d(r)). Podob, funkcem:[a,b] =R

je minorantapro f vzhledem key, jestlize existuje kalibi € 4 [a, b] takow, ze
(t—7) [m(t) —m(r)] < (t—7) f(7) (9(t) — 9(7))

proT€la,b] atela,b]N(r—46(r),7+0(7)). SymbolIM(fA g) zn&i mnazi-

nu majorant prof vzhledem key, m(fA g) je mndina minorant prof vzhledem

ke g. Pfedpokhdejmeze MM (fAg) i m(fA g) jsou nepazdre a poldme

b
(PS)/f dg = inf { M (b) — M(a): M € M[a, b]}

b
(PS)/f dg = sup {m(b) — m(a):m €m[a,b]}.

b b
((PS)/f dg je horni Perronliv-Stieltjesiv integiél f a (PS)/f dg je dolni Per-

ronliv-Stieltjedv integiél.) Pomo¢ Cousinova lemmatu (lemnia3) Ize dokazat

b b
(viz [28, Lemma 1.1.2])ze plat (PS)/f dg < (PS)/f dg. Jestlze

(PS)/bf dg = (PS)/I}“ dg = I €R, pak (PS)/bf dg=1

je Perrorl‘.’JvTStieItjeﬁv integ@él funkce f vzhledem k funkcig pres intervalla, b].

Poznamenejmeze podle P8 Lemma 1.2.1] integd (PS)/bf dg existuje

tehdy a jen tehdy, kdyexistuje KS-integal / ’ f dg. Jestlie tyto ir;ltegaly existuyj,
pak maj stejnou hodnotu. (PS-integrje ekvivalentfs KS-integalem.)

LEBESGUHE)IV-STIELTJESJV INTEGRAL (LS-integal)

byl popsan viade monografia webnic, viz nap T. H. Hildebrandt/L1, kapitola
VI], V. Jarnik [15, kapitoly Il a X], A. N. Kolmogorov a S. V. Fomin16, VI.6.3],

J. Lukes [31, kapitola 12], S. Sak#4P, kapitola Ill]. Existuje rékolik cest k jeho
definici. Vesniés se ale jedno pongérné komplikovary proces. Ndjasgji je in-

teg@l (LS)/ fdg pfes mndinu M C [a,b] definovan zprvu prof nezporre,

ohrantere zyborelovsky &itelné ag neklesdici a zprava spojé jako Lebesguisy
integral vzhledem k Lebesgue&vStieltjiesoe mite 1, tj. o-aditivni mife vznikie
rozsiferim miry intervalu G((¢,d]) =g(d) — g(c) pro [¢,d] C [a,b] podobrym
zplisobem, jako se buduje LebesgueoviaammoZirerim obvykle miry intervalu
{([e,d])=d — c. Definice se pak pomdcozkladu funké s kon€nou variat na
rozdl dvou neklesdgich funkd a rozkladu f = f* — £~ roZsifi na @ipad, kdy
f Jje ohran€eré a borelovsky r&itelna a g € BV|a, b]. Alternativii moznost je

definovat LS-integal jako roZiferi RS-integalu Daniellovou metodou.
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Na rozdl od KS-integéalu, LS-integal ma porekud &Si tfidu integrovatel-
nych funkd. Nezahrnuje najklad integraci vzhledem k reguloviam funkdm. Na
druhou stranu, neomezuje se na integrdespnterval. Mx smysl uvdovat o LS-
integraci fes libovolnou LS-r&fitelnou mnainu.

Vztah mezi LS-integalem a PS-inte@lem (a tedy i KS-integilem) je dolbe
charakterizo@n rasleduicim tvrzerim obsaenym v Saksoe monografii (viz/f12,
Theorem VI (8.1)]).

Nechtg € BV|a,b], f:[a,b]— R a nechtexistuje integal (LS) f dg. Potom
b (a,b)
existuje take PSintegr’aI/ f dg aplat

b
[raa=s)[ | sagesia At 50 A0
Odtud podle &ty o substituci (&ta6.47) plyne i nasleduici zajimae tvrzen.

Je-li f ohran€era naa,b], h:[a,b] =R Iebesgueovsky integrovatélna [a,b]
t

ag(t)=g(a) / h(z)dx prot€[a,b], pak/fdg_/ f(t)h(t) dt, kde in-
tegral na pra\e straré je Lebesguev.

YOUNGUV INTEGRAL A KREXIHO KN-INTEGRAL

Necht f:[a,b] =R a g € Gla,b]. Ozn&me Jy[a,b] mnazinu Sech znée-
nych céleri (o, &) intervalu [a, b] takowch, ze plat o;_1 <¢; <o, pro kade
je{1,2,...,v(o)}, adefinujme

v(o)—1
Sy(e.,€) = f(a >A+ @+ Y floy)Agloy)
Jj=1
+ Zf &) l9loj—)—g(oj14)]+ F(D) AT g(b).

pro (o,&) € Ta,b]. Dosadme linyri Sy (o, &) mistoS(o, &) a Ty [a,b] misto
T la, b] do definiceb.3, dostanem&oungovy((4) nebo(o)) integily.
b
O Youngo\ integélu a zejnéna o jehdo)-verzi (¢ Y) [ f dg je podrobi@ po-
jedrano v odstavci 11.19 monografie T. H. HiIdebranc\laO][ Youngovy integaly
jsou Zejmé obeckjsi nez odpovdajici RS-integaly. Jestlze funkcef je regulo-
b

varanala,b] ag manala,b] kon€&€nou variaci, pak integi (aY)/ f dg existuje
b a

a ma stejnou hodnotu jako KS-intégr{ f dg. Na druhou stranu, jesHe g je re-

gulovara naja,b] a g(a) =g(t—) = g(§+) =g(b) prote(a,b] as€]a,b), pak

je Sy (o, &) =0 prokadou funkcif:[a,b] — R akazde cleni (o, &) €7y ]a,b],
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b
tj. (cY)[ fdg=0. Takow tvrzen ovSem nepldtobecre pro KS-integal, jak je
ukazano'v K8, Example 1.1]. P. Kr&j proto ne@vno (viz [L8]) upravil definici
KS-integialu tak, Zze jeho modifikovap KS-integél, ktefy nazva KN-integél,
uz v sok plré zahrnuje i inted (o)-Youndlv. Jeho definice spova v sikovrem

z(zeri mnaziny pripustrych zn&ernych céleri a mizeme ji zformulovat takto:
b

Necht f, g:[a,b] =R a I cR. Reknemeze (KN)/ fdg=1, jestlize pro
kazdé « >0 existuj kalibr § a sp&etrda podmndina A intervalu [a,b] takoa,
ze|Sa (0, &) — I| <e plat pro kezde o-jemre zn&ere celeri (o, §) takowe, ze
zadra z jeho znéek ¢; nel&zi v mnazingé A.

DUSHNIKOV (VNITRNI) INTEGRAL
Dosadme-li do definice5.32 misto mna&iny 7[a,b] zna&erych déleri mnazinu
Jyla,b] uvedenou v fedchoim odstavci, dostanemBushnikovyneboli tale

b
vnitfni ((6) nebo(o)) integialy. Je Zejmé, Ze jestlze existuje inted (a)/ fdg,

b a
pak existuje i Dushnilv (o)-integial (oD)/ f dg a maj stejnou hodnotu. Z hle-
diska praktickeho uplatéri je Dushnikiv int?—:gél podobr obecwy jako KS-integ-
ral. Obec® se ¥ak jeho hodnoty § od odpovdajicich hodnot KS-intedalu. To
Ize nahédnout z asleduiciho vztahu (viz/L3, Theorem 4.7])

b b
(o) / fdg+ (oD) / gdf = f(b) g(a) — f(a) gla),

ktery plafi, jestlize jsou o funkce f a g regulova® nala,b] a alespa jedna
z nich ma na [a,b] kon&nou variaci. Dushniltv integél je podrobg popé&n
tami v Banachoych prostorech a \gefil jeho vlastnosti natolikze mohl na jejich
zaklaceé vybudovat teorii Volterrojch-Stieltjesoych integalnich rovnic v Bana-
chowych prostorech.

INTEGRACE V ABSTRAKTNICH PROSTORECH

RoZifen integrace na vektor@va maticoe funkce jsme ukzali v odstavci.&.

Analogicky Ize postupovat i vifppacé abstraktith funkd, tj. funkd s hodnotami
v Banachoych prostorech. Je-IK Banactiiv prostor a.#(X) odpovidajici Ba-

nachiv prostor spojigch linearrich opeatorti naX a

F:la,b] - 2(X), G:[a,b] » Z(X), g:]a,b] = X,
pak nfizeme definovat KS-integly

b b b b
/ng, /ng, /dFG, /FdG.
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b
Na piiklad [ dF g = T €X, jestlize pro kade ¢ >0 existuje kalibré € 4[a, b]

takowy, ze p(llat

v(o)
H Z F(&) [9(oj) — g(oj-1)] — IHX <e

pro kazdé d-jemré zn&ereé kleri (o, &) intervalu [a, b]. Pojem variace Ize snad-
no prerést i na abstrakirfunkce. Pro funkcif : [a,b] — X a celeri o intervalu
[a,b] definujeme

= Z If(o5) = floj—1)lx a var, f=sup{V(f,0):0€Z]a,b]}.

Je tale Zejmé, jak definovat prostofz([a, b], X) regulovarych funkd s hodno-
tami v X. Potom nap. oba integaly

b b
/dFG a /FdG

existuj, jestlize F € BV([a,b], Z(X)) a G€G([a,b], Z (X)) a plat i véSSina
tvrzeri znamych pro integraci skalrrich funkd (viz [50], [53] a [37]). Jsou Bak
i vyjimky: Lemma6.46 plafi pouze, pokud ra prostorX kone&nou dimenzi. To
zname®r mj.,Ze jsou jisé pofze s fenesetm nap. véty o substituci na abstraltn
integialy. V této strigné informaci stdjjeSté za zninku, Ze pokud nera prostorX
kon&nou dimenzi, ra smysl| nisto variace uvgovat obeca slaldi pojemsemiva-
riace, ktery se definuje takto:

Pro danou funkciF': [a b] — L(X) acéleri o € Z]a,b] polozme nejprve

VYF o) = sup{H Z F(oj-1) wj”x}

kde supremum se bereqs \sechny maneé volby prvidi z; € X, j=1,2,...,v(0)
takowch, ze ||z;|| x < 1. PotomCislo

(B)var® F = sup{V’(F,o):0 € Z|a,b]}

se nagvasemivariacdunkce F' na[a, b] (viz nag. [12]). Zpravidla (ne Zdy) je
mozno edpoklady o konéné variaci zeslabit na kodaou semivariaci. Je amo,
ze ma-li X kon&nou dimenzi, pak pojmy variace a semivariacey eaj.
Poznamenejme $&, zZe integrace funkics hodnotami v Hilbertojch, resp.
reflexiviich Banachoych prostorech & uplat@én nag. v teorii hystereze (viz
nag. [21] nebo 22)).
Dilkazy podstat@casti tvrzeim uvederych v to kapitole byly pevzaty z monografiesl].
Néktek jsou pak modifikacemiltkazl analogickch tvrzen pro specilni pfipad g(z) =
ze Schwabikovy monografigf].



Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integralu
ve funkcionalni analyze

V této kapitole nejprve Weme, jak se Stieltjesovy inteédy uplatn pfi repre-
zentaci spojigch linearrich funkcioralll na réktefych prostorech funkc Nejprve
pripomaime rékolik zakladrich pojnil.

7.1 Nékolik zakladnich pojml z funkcionalni analyzy

(i) Necht X aY jsou linearri (vektorowe) prostory. Zobrazén
B:(z,y) €Xx Y — f(z,y) €R

se nagvabilinearni, jestlize plat
ﬂ(ml + T2, y) = ﬁ(mla y) + ﬂ(q"za y) pro \éeChnaJ:lu T2 € X7 Y S Y)

BAx,y) = AB(z,y) provsechnaze X, yeY, AeR,
5(%91 + y?) = 5('177 yl) + 5(17792) pro \éeChnaJI € XJ Y1,Y2 €Y7
Bz, \y) = A[B(z,y) provsechnaz e X, yeVY, AeR.

(i) ProstoryX, Y tvorfi duélni par vzhledem k bilingrnimu zobrazeng, jestlize

plat .
B(z,y) =0 provsechnazre X — y =0,

B(z,y) =0 provsechnay e X — z =0.
(ili) Linearrim zobrazem linearriho prostoruX do R fikamelinearni funk-
cionaly na X. Pro libovolrg linearri funkcioraly @, ¥ naX, AeR axz X de-
finujeme

(P+T)(x) =P(x)+V(z) a (AP)(x) =AP(x).

Mnozina linearrich funkcioralli na prostoruX je zZ‘ejmé vzhledem k takto za-
vederym operagm také linearri prostor. (Nuloym prvkem mndainy linearrich
funkcioralll na prostoruX je prirozerg funkcioral 0: x € X - 0€R.)

(iv) Je-li X Banacliiv prostor s normou € X — ||z||x, pak linearri funkcioral
® naX je spojity (vzhledem k topologii indukovanormou|| - ||x) pravé tehdy,
kdyz je ohrantery, tj. existujeislo K € [0, co) takow,ze |®(x)| < K ||z||x plat
pro kazde x € X (viz [16, IV.1.2]). Prostor spojitch linearrich funkcioralli na

151
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Banacho® prostoruX zna&ime X* a nafvamedualni (nebo & adjungovagy
proston k X. Predpisem® € X* — || ®||x+ = sup {|®(z)|: z€X, ||z|x < 1} je
prirozerg definoana norma n&X* a X* je vzhledem kéto norné take Banachiv
prostor (viz [L6, IV.2.1]). Povsimréme si &, ze zobrazen

reX, oeX* — d(x)eR (7.1)

je bilinearn.

Vyznamnou roli v teorii spojitch linearrich opeatortl hraje \éta Hahnova-Ba-
nachova, kterou zde (spdéle s jedim jejim wzitetnym diisledkem) fipomeneme
v obecnosti postaljici pro na&e (cely. Dlikazy Ize ndf ve vSiné wtebnic funk-
cionalni anaf/zy, viz nagiklad [16, 1V.1.3].

7.1 Véta (HAHN-BANACH). Necht X je Banacliiv prostor aY c X je jeho
podprostor. Potom pro Kaly spojity linearni funkcioral ® na Y existuje spojif
linearni funkciorél ® na X takow, ze

O(y) =2(y) proyeY a [[@fx=[P[y- (7.2)

7.2 Véta. Necht X je Banacliiv prostor aY Cc X je jeho uza¥eny podprostor.
Potom pro kady prvekz € X\ Y existuje spoji linearni funkciorél ® na X ta-
kow, ze

|Pllx- =1, @(y)=0 proyeY a P(z)=dist(Y,z),
kdedist(Y, z) zn&i vzdalenost prvkuz od mnainy Y, tj.

dist(Y, z) = inf{|ly — z||x :y € Y}.

Pomogé véty 7.2 snadno doézeme rasleduici tvrzeri.

7.3 Disledek. Je-li X Banachilv prostor aX* jeho dualni prostor, pakX, X* je
dualni par vzhledem k bilingrnimu zobrazen(7.1).

DUkaz. a) Jeli®(x)=0 pro kazde = € X, znamea to, ze ® je nulowy
funkcioral, tj. ® =0 X*.

b) Podle &ty 7.2 pro libovolre x#0 existuje funkcio@l ® € X* takowy, ze
|®]|x+ =1 a ®(x) = ||z||. (Polazime Y ={0}.) Nemiize se tedy $i, ze by bylo
sowtasre ¢(x) =0 pro kazde ¢ €« X* axz #0. O

7.2 Spoijité linearni funkcionaly na prostoru spoijitych
funkci

Mezi vyznamre vysledky funkciomalni analyzy pafi reprezentace spajith linear-
nich funkcioralll na réktefch ¢asto pouivanych prostorech funkc Specalné
v pripace prostoruCla,b] funkd spojitych na[a,b] se dolde uplati klasicky
(0) RS-integal.
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7.4 Veéta (RIESZ). @ je spojity linearni funkciorél na Cla,b] (® € (Cla,b])*)
praveé tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a, b] takod, zep (a) =0 a
b
O(x) = (5)/ xdp pro kazdou funkciz € Cla, b]. (7.3)

Potom talke plaf ||®||x- = var® p.
Dlkaz. a) NechtreCla,b] apeBV|a,b]. Potom podle &ty5.54existuje
b b

integral (5)/ x dp a podle lemmat’.10plaf ’(6)/ T dp’ < (var® p) ||z||. Zob-
razen ‘ b ¢
¢, :2€Cla,b] — (5)/ rzdpeR
je tedy ohrarttery (tj. spojity) linearn funkcioral naCla, b]|, pficent

1@y l(cpap))- < varg p. (7.4)
b) Bud dan libovolry spojity linearn funkcioral ® na Cla, b].

Necht M|a, b] zna&i mnazinu VSech funkcohranterych naja, b]. M[a,b] je
zfejmé Banachiv prostor vzhledem k operaw a norn& definovagim stejré jako
v Cla,b]. Déle je Zejmé, ze C|a, b] je uzav¥eny podprostorM|a, b].

Ve zhyvaijici ¢asti tohoto dkazu budeme ziGit X =M/a,b] aY =C|a, b].

Podle \ety7.1 muzeme funkcioal ® rozsifit na cef prostor X, tj. existuje
funkcioral ® € X* takowy, Ze plat (7.2). Polazme

p(a)=0 a p(t)=d(xpyq) Prote (a,bl. (7.5)

Dokazeme,ze p € BV|[a,b]. Bud dano cleri o € 2[a,b]. Polzme m=v(o).

Potom m
Z p(0j) —p(oj-1)| = Zaj [p (o) —p(oj-1)],

]_
kde a; =sign[p ( ) p(oj—1)] pro j=1,2,...,m. Vzhledem k definicil{.5)
tedy doshvame
V(p7 ) = a1 (I)<X[a 0'1] + Z O(] X[a aj]) q)(X[a,aj,l])}
7j=2
=01 EI;(X[(L,Oj]) + Z Qj E)(X(Uj,l,aj])
§=2
= (01 Xfa,oy] + Z &) X(Uj—hffj]) = o(h),
7=2

kde h(t) = a1 X{a,0(t +Za]><g“%] pro t € [a,b]. Zfejmé ||h| =1, a

tedy V (p, o) < |[B|

X+ = HCI>||Y* pro k&dé o € Z[a,b]. To ovSem znameh, ze
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var? p < ||®||y-. (7.6)

Zbyva doléazat,ze plat (7.3) neboli ® = ®,,. Budte dany libovolraz € X ae > 0.
Protcze funkcex je stejnon&rré spojit nafa, b], existujed >0 takowe, Ze plat

(t,se[a,b] a |t—s|<5) — |z(t) — 2(s)] < e.

Necht o € Z|a, b] je libovolné celeri takowe, Ze |o| < J. Polazmem =v (o).
(t iU(O'l) kdyi t:a,
Tol(l) = . .
xz(oj) kdyz te(oj_1,05] a j€{2,3,...,m}.

Snadno o&ime,ze |z(t) — z(t)| <e pro kadé t € [a,b] neboli||z — 24| <e.
Dale

l‘o-(t) =z 01 X[a + Z UJ (05— 1,Uj](t) pro te [aab]‘

Odtud, vzhledem kdeflnlcV(.E) dostaneme

lI)( ) = ZC(Ul X[a 01] + Z gj X[a UJ]) (X[a,aj,l])]

=z(o1) [p( +Z~’U o —p(0j-1)]
j=2
= 2(0)) [p(0;) = p(0j-1)] = Seap(0,€,),
=1
Kde £, = (01,00, 0m).

b
Protaze existuje intedtl (5)/ z dp, mizeme zvolitpe 7[a,b] an = £,
a

tak, aby platilo|p| <d a
b

‘ci(g;p)—@)/bx dp‘ Suap(pym) — (6)/axdp‘ <e.

Protaze mame tak ||z — z,|| < e, dostvame

b

o) - 0) wdp| - \é@) - ) ady

‘ &(z

= ()| +[8(ap) ~0) [ 2dy

< |- l& = ol +& < (| @]y~ +1) e



STIELTIESJV INTEGRAL 155

Vzhledem k tomuze ¢ > 0 muize byt libovolné mak, znamea to, Ze plat
b

O(z) = @p(z) = (5)/ xdp pro z€Cla,b].

Konetré, podle7.4) a (7.6) je [|®||(clap))+ = @]y~ =Vvar) p. O
Jak ukazuje asleduici véta, nen pfitazen ® € (Cla,b])* — p€BV]a,b]
urCeno vztaheniq.3) jednoznéne.
7.5 Lemma. Necht g € BV|a, b]. Potom plat
b

(6)/ fdg=0 prokazdou funkcif € Cla,b] (7.7)
tehdy ajeCrL1 tehdy, kdyexistuje nejySe spdetra mn&ina W C (a, b) tako\i, ze

g(t) = g(a) pravetehdy, kdy ¢ € [a,b]\ W. (7.8)
DUkaz. a)Pedpokhdejmeze plat (7.9). Pol&zme g©(t) = g(a) prot e a,b]
agB=g — ¢g© PotomgB(t)#0 prave tehdy, kdg t € W. (¢€ je spojita Cast

funkce g a gB je skokowaastg.)
Necht f je libovolna funkce spoji nala, b|. Potom Zejmeé

b
(5)/fdgC:0. (7.9)

Ukazeme ze plat také
b
(5)/fng=0- (7.10)

Je-li W =0, pak [7.10 evidentr@é plaf. Necht W je jednobodo& mnaina, tj.
W ={w}, kde w € (a,b). Bud danoe > 0 a nechtd >0 je takowe, ze

(t,se[a,b] a |t—s|<25) — |f(t) - f(5)| <e.
Pro libovolre zn&ere Bleri (o,&) € 7[a,b] takow, Ze |o| < §, pak mame
0 kdyz w ¢ o,

1Srag(a. &) = 1 |£(&) = F(&v1)| l9B(w)| << |lgB
kdyzw=o; prorejake je{0,1,...,v(o)}.
Je-li W jednobodo@& mnaina, pak7.10 plati. Snadno si rozmyshe, Ze odtud
plyne,ze (7.10 plafi i v pfipacg, Zze mn&ina W je kon&na.

Predpokbdejme nyn Zze W je spdetra, W = {wy }. Podle \ety2.25je

o0

D 198w = (1A 98 (we)| + AT gB(wy)]) < oo.
k=1 k=1
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Méjme canoe > 0. Potom existujeN € N takowe, ze

o0

> 198w <. (7.12)
k=N+1 _
Rozlazme funkcig® na sodet ¢B = h + h, kde

) - {gB(t) kdyz t € {wr,wa, ..., wx},

0 kdyz ¢ € [a,b]\ {w1,wa, ..., wN}
a
H) gB(t) kdyz te{w:k>N+1},
h(t) =
0 kdyz t € [a,b]\{wr:k>N+1}.
Podle fedchoz casti je
b
(5)/ fdh=0. (7.12)
Na druhou stranu, pro kdé zn&ere cgleri (o,&) € 7 [a,b] mame podle{.1])
v(o)

Spag (@:6)] = | D 7€) [rloy) = hlos-1)
j=1

<20fl D l9Bwo)l < 2|if|le.

k=N+1
Odtud, vzhledem K4.9) a (7.12), plyne,ze plat (7.10 a (7.7).
b
b) Nechtplafi (7.7). Polazme f(t) = (5)/ (9(s) — g(a))ds pro t€a,b]. Po-

t
tom f € Cla,b] a podle ety o integraci per-partes §@a5.50) a vty o substituci

(vetab.4f) je
b b
(0) [ fdg=f(b)g(b) — fla)g(a)—=(d) | gdf
/a g g g ; /ag

— (@) () +(0) [ 9(t) (9(t) - gla)

b a
— (5) / (9(t) — g(a))* dt.

Dosazeim f(t)=1 do (/.7) zjistime, ze mu$ platit g(a) =g(b). Kdyby bylo
g(to) #g(a) v néjakem boe t, € (a,b) spojitosti funkceg, muselo by existo-
vat A >0 takow, ze (g(t) — g(a))2 >0 prote (ty—A,to+A). Potom bychom
ovdem néli také

to—A

b b
@ 7d9=® [ (o0~ 9(@)*de= ) [ (o(t) - o@)” dt >0,

0—A
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coz je ve sporu siedpokladem{.7). Vzhledem k @te2.21tedy plat (7.8). O

b
7.6 Pozramka. Jestlze f € Cla,b], pak podle lemmatl.5 integil (5)/ fdg

se nezrari, zmérime-li hodnotyg(t) v nejwse spdetre mnoha bodeche (a, b).
Specalné nahratme-li funkci g funkci

0 pro t=a,
g(t) = < g(t+) —g(a) pro te(a,b),
g(b) —g(a)  prot=b,
bude platit

b b
(5)/fdg:(5)/fd;j pro kéde f € Cla, b].

Odtud okarzité plyne,ze pro kady spojity linearri funkcioral ® na prostoru
Cla,b] existuje pave jedna funkcep € BV [a, b] tako\a, ze

p(a)=0, p(t+)=p(t) pro t&(a,b)

a (7.13)

b
O(x) = (5)/ xdp prokade zeCla,b].

Funkcep € BV |a, b], které jsou zprava spofitna(a, b) a takowe,ze p (a) =0,
se nagvaji normalizovag funkce s kor@ou variag a tvdi uzaweny podprostor
v BV]a,b], ktery budeme znéit NBV[a,b]. Prostory (Cla,b])* a NBV|a,b]
jsou podle ety7.4 a lemmatu/.5izomorfr, tj. zobrazen

deX* — peNBV][a,b] (7.14)

je vzajemré jednoznéré. To by Zejmé neplatilo, kdybychonNBV [a, b] nahra-
dili prostoremBV|[a,b] vSech funke s kon€nou variac na [a,b]. Na druhou
stranu,NBV [a, b] |ze nahradit nalp prostorem funkics kon€nou variacna [a, b],
které jsou spojié zleva na(a,b) a rovnaj se nule v @jakem pevi@ darem boe
c€la,b].

Z nasleduiciho lemmatu vyplyneze je-li ® € (Cla, b])* ap € NBV|a, b] je urte-
no vztahemT.14), pak || ®||(c(a,p))« = llpllBY, 4. prostory(Cla, b])* aNBV[a, b]

jsou izometricky izomorfn
b
7.7 Lemma. Jestlzep e NBV([a,b]| a ®(z) = (5)/ zdp pro z € Cla,b], pak

I12/l(clap))+ = IPllev =var; p.



158 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

b
D Ukaz. Podle lemmafh.10plat ‘(5)/ T dp‘ < (vartp) |z| neboli

a

1l (cla,pn* < lIPllBYV- (7.15)
Dokézeme ze existuje funkcer € Cla, b] takowa, Zze
b
|Z]|=1 a (5)/5dp:vargp. (7.16)

Bud dano libovolre € > 0. Zvolme céleri o € 7 [a, b] tak, aby bylov(o) >2 a
V(p,&) >var’p—e prokade jeho zjemén &. (7.17)

Polazme m =v(o). Vzhledem ke spojitosti funkce na (a,b) zprava nlizeme
prokade j=1,2,...,m — 1 najtbod t¢; € (c;,0;41) takow, ze
p(t;) = p (o) < ——. (7.18)
Polazme
1) = {sign (p(o1) =p(a))  kdyz t€[a,01]
sign (p (0+1) —p(t;)) kdyz tety, o], j€{1,2,...,m},

a dodefinujme funkcic na intervalechio;, t;] linearré a tak, aby byla spotna
[a,b]. ZFejme je ||z|| = 1. Navic

b m—1 m—1 t;
(5)/ Fdp=|p(o1) —p@)|+ > |p(ojr) —p(t;)]| + 2(5)/ zdp.
@ =1 j=1 i

Protaze je|z(t)| <1 prot € [a,b], plyne odtud podle{.19), Ze
b m m—1

}(5)/ idp‘ > |p(o1) —p(a)|+ D |p(ojr1) —p ()| = D _ |p(t;) — p(oy)]
a j=1 7=1

m—1
=V(p,p) =2 |p(t;) —p(0))]| > V(p, p) —2¢,
j=1

kde p={a,o01,t1,02 ..., 0m—1,tm—1,b}. Podle {.17) dostvame

b
’(5)/3?dp‘ > V(p,p)—2¢ > var® p — 3e.

Protaze ¢ muze byt libovolné kladre Cislo, znamea to, Ze plat (7.16), a tudz

sup |®(x)| > var’ p. Odtud a z[{.15) plyne tvrzef lemmatu. O
lzll <1

7.8 Veta. Zobrazein ® € (Cla,b])* — pe NBV]a,b], kde p je urteno vztahem
(7.193), je izometricl izomorfismus.
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7.9 Pozramka. Mlzeme tedy ztotnit (C[a,b])* s prostoremNBV [a, b].

7.10 CviCeni. Dokazte,ze plat:

Pro kazdy spojity linearni funkciorél ® na prostoruCla, b| existuje péve jedna
funkcep € BV|a, b] tako\a, ze

p(b)=0, p(t=)=p(t) pro tc(a,b)
b

O(x) = (5)/ xdp prokace zeCla,b].

Ve &t 7.8 Ize nahradit prostorNBV [a, b] prostorem funkiczleva spojich na
(a,b) atakowch,zep (b) =0.

7.3 Spojité linearni funkcionaly na prostorech integrova-
telnych, resp. absolutr@é spojitych funkci

Dalsi dole zrame reprezentace spgjith linearrich prostot vyuzivaji Lebesgue-
ova integélu:
Pro a € [1, 00) ozn&me symboleniL®[a, b] prostor funké x méfitelnych na
b
[a,b] atakowch,ze | |x(t)|* dt < oo, pfiCenk norma nalL*[a, b] je definovana

a

predpisem
b 1/04
|z||le = (/ |z (t)]|“ dt> pro z € L%a,b]

a rovnostx =y pro z,y € L%[a,b] znamea, ze z(t) =y(t) pro S.v.t € [a,b].
Jestlze pol@ime

* a—1

{"‘ jestlize a>1,
o =

oo jestlize a=1,

pak obecg tvar spojieho linérriho funkcioralu nalL®[a, b] je dan gedpisem

® e (LYa,b])* < existujepecL® [a,b] takow,Ze

b
() :/ p(t)z(t)dt pro x € L%a,b],

kde L°°[a, b] je prostor funkt esencalné (v podstat) omezejich nala,b], tj.
realnych funkd f mé&itelnych naja, b] atakovch,Ze plat sup ess|f| < oo, kde
sup ess | f] je infimum mnainy v3ech A € (0, o) takowch, Ze mnaina

{tela,b]:[f(t)] > A}
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méa nulovou niru.
Na prostoruAC|a, b] funkd absolut@ spojif/ch na intervalua, b] definuje-
me normu pedpisem

I fllac = [f(@)| +f 'L pro feAC[a,b]
a ACl[a,b] je pak Banachv prostor. Podle &ty 3.17 pfedstaviij zobrazen

feACla,b] — (f(a),f) €R x L{a, b]

(c,g) ER x L'[a,b] — f(z): = c+/ o(t) dt € AC]a, b]
vzajemré jednoznény vztah meziAC[a,b] aR x L' [a, b]. Lze ukazat,ze obecs
spojity linearn funkcioral na prostoruACla, b] je dan fedpisem

® e (ACla,b])" <= existuj ¢cR a pel™[a,b] takowk,ze
b
O(z) = qx(a) —i—/ p(t)z'(t) dt pro x € AC[a,b].

Dukazy vSe uvedefch tvrzen a dabi podrobnosti Ize nélzti ve \&tSiné uteb-
nic funkcioralni anaf/zy. VSeobeca dostupa je talke on-line verze plagskych
skript [3].

7.4 Spoijité linearni funkcionaly na prostorech regulova-
nych funkci

Nasim cilem je nyri odvozeit obecrého tvaru spojitch linearrich funkcioralli na
néktefch podprostorech prostor@|a, b]. Pro z&atek si gfipomaime,ze podle
vétyl6.27je vyraz

b
P, (z) :qx(a)+/ pdz (7.19)

definovan pro k&dou funkciz € Gla,b] a kady par n=(p,q) € BV[a,b] x R.
Navic, pro k&dé ne€BV[a,b] x R, pfedpis [{.19 definuje ohrariery (a tedy
spojity) linearri funkciorél naGla, b] (viz vétu6.25).
Snadno o#ime,ze Fedpisem
n=(p,q) €EBV[a,b] xR — |[nllevxr = lq| + llpllzv

je definovana norma na prostodV{a,b] x R a BV|[a,b] x R je Banacliv pro-
stor vzhledem ké&to norné. Z formui uvederych v pfikladech6.15(viz téz prikla-
dyl6.44 resp. cvteri 6.45) také snadno odvdde rasleduici tvrzeni.
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7.11 Lemma.
(i) Pro libovolnou dvojicin = (p,q) € BV|[a,b] x R plati

q)n(l) =4q,

) = kdyz
H(X(T,b]) p (7—)7 dyf TE [a7 b)a (720)
(I)”](X[T]) =0, kdyZ TE (CL,b),
@, (xp) =p(0).

(i) Pro libovolnou funkcix € Gla, b] plati

Q,(x) = x(a), kdyz p=0nala,b], g=1, )

O, (x) = x(b), kdy? p=1nala,b], ¢=1, (7.21)

@n(x):x(T—), kdyz P=Xla,r) a[a7 ]7T ( 7b]7q:17

O, (x) = 2(74), KdyZ p=x[s- NAa,b], 7€ [a,b), ¢=1.

Primym diisledkem vztah (7.20), (7.2]) a lemmati. 18je nasleduici tvrzeri.
7.12 Lemma.
(i) Jestlzen = (p,q) €BV[a,b] xR a
@, (x) =0 pro kazck x € Lin(l,X(T’b],T € la, b),x[b]>,
pakp (t)=0 na[a,b] a ¢=0.
(i) Jestlzex € Gla,b] a

’ P, (x) =0 proVSechny dvojicen = (p,q) € BV[a,b] xR
pa

z(a) = z(a+) = z(r—) = 2(7+) = 2(b—) = z(b) (7.22)
plati pro 7 € (a, b).
7.13 Poziamka. Vsimréme si,ze vzhledem kietimu vztahu v[7.20) miizeme
v tvrzeri (i) pfedeslého lemmatu nahradit mamu Lin(l, X(rb]: T € [a,b), X[b])
mnazinami
Lin(]-a X[rb]y T € [CL7 b)a X[b])a resp. L1n<17 % X7 + X(rb]) T € [CL, b)v X[b])
Odtud okaniité plyne €z nasleduici tvrzeri, kde symbolyG | [a,b], GRrla,b] a
Gregla, b] byly definovany v 4.3).
7.14 \eta. Kazdy z rasledujcich parli prostori
(G L[av b]a BV[CL’ b] X R)v (Greg[aa b]’ BV[CL, b] X R)a (G R[a> b}v BV[CL, b] X R)
tvori dualni par vzhledem k bilingrni formé
r€Gla,b], neBV]a,b] x R — &, (z).
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Na druhou stranu, ame tale

7.15 Lemma. Jestlze ¢ je linearni ohranicery funkciordl na G | [a,b] a

q)(X(t,b})7 kdy\2 te [CL,b),
p(t) = 5
D(xp),  kdyz t=0b,

(7.23)

pakpeBVia,b] a

I ()] +[p (b)] +vargp < 212G [0~ } (7.24)
kde (2|  [ap))* = sup{|®(z)|: 2 € G L]a, b], [|z[[ <1}

DUkaz. Prolibovole cgleri o = {0¢,01,...,0.,} intervalu[a,b] alibovolny
vektor (co, c1, . . ., Cm, cmr1) € R™T2 plat
)Cop(a) + cm+1p () + ZCJ 0]—1)]‘

"P<COX(ab]+Cm+1X[b1 Z%xag 1,051 T Cm X(om-1,b )‘ = |®(h)],
7=1
m—1
h = co X(ap] + Cm+1 X[p] — Z Cj X(oj_1,05] T Cm X(om_1,b)"
j=1
Snadno o&ime, ze bude-li|c;| <1 pro j=0,1,...,m+1, pak bude|h| <2.
PolaZime-li tedy
co = signp (a), cm+1 = signp (b), ¢; = sign(p (0;) — p(0;j-1))
proj=1,2,...,m, Ziskame vztah

p(a)[+[pB)+V(p, o) <2[®llc ap))" PrOk&de o€ Z[a,b].

kde

Odtud & plyne,ze plati (7.24). O

Analogicky gedchoimu lemmatu rame tale
7.16 Lemma. Necht ® je libovolry linearni ohrani€ery funkcioral na Gregla, b] .
Polozme

(X (a,b])s kdyz t = a,
p(t) = (I)(%X[t] + X)) KAYZ t€(a,b), (7.25)
(X)), kdyz t =b.
Potomvar? p < sup{|®(z)|: x € Gregla, b], ||z <1} < oo, tj. p€BV]a, b]).
DUkaz. Necht@e(Greg[a b])*, a:{ao,al,...,am} je déleri intervalu
[a,b] anechlrealnauslac], =1,2,...,m, jsou takow,ze je|c;| <1 pro VSech-

naj=1,2,...,m. Potom
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m )
> ¢ilp(o)) —ploj)]
j=1
=1 | ®(5X[or] + X(on,0]) (I)(X(ab])]
1 (7.26)
+ ¢ [‘I’(%X[m +X(o3,6]) = P(5X[o; 1] +X(a_7-_1,b})}
j=2
+cm [(I)(X[b]) — (5 X[o_1] +X(Um_1,b]):| = ®(h),
kde
h=c1|iXjoy+ +ec —1 —
1 |2 X[o1] T X(o1,6] — X(a,b] m | X[b] ~ 2 X[om-1] ~ X(om—1,b]
m—1
+ 2 ¢ [BXoy1+ Xeoy0 = 310311 ~ X101
j=2

= 1 |5X[o] — X(a,al]} —Cm [%X[om—ﬂ +X(Um—lvb)}
m—1

1 1
+ 2 Ci [EX[UH = X(oj-1,05] T EX[UJ'AJ

m—1 m—1 m—1
1 1
2 Z € Xlo;] ~ 2 Cj X[oj—1] — Z €j X(oj-1,07)
=2 j=2 j=2
m—1 m m
_ 1 1
= 3 € Xloj] ~ 2 ch Xoj—1] — ch X(oj-1,05)
Jj=1 Jj=2 Jj=1
m

m—1

_ ¢itci+1 _ .

= Z 2 X[oj] Z €j X(oj-1,05)
j=1 j=1

-1

m
Jj=1

(CJ‘ 203+1 X[o;] +c¢j X(inl’gj)) = Cm X(opm—1,b)"

Z tohoto vypaderi snadno nalldnemeze h(a+)= — ci, h(b—) = — ¢,
h(Uj—) = —¢j, h(0j+) = —Cj+1, h(O'j) = —%(Cj+6j+1) proj=1,2,...,m

Cili heSla,b]NGregla,b] a |h(t)] <1 provsechnat € [a,b].
Vzhledem k|[7.26) tedy doshvame,ze nerovnost



164 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

sup{‘ ch [p (cj) —p (Uj,l)] ‘ el <1, 5=1,2,...,m—1}
T <oup{|0(@)] 2 € Crega b, ol <1
plat pro kezde celeri o = {0¢,01,...,0n,} intervalua, b] arelnacislac;, ta-
kovaze je|c;| <1 provsechnaj = 1,2,...,m. Zvolime-li nyri
¢j =sign [p(cj) —p(0j—1)] Pproj=1,2,...,m,
Zjistime, ze plat
V(p,o) < sup{|®(z)|: 2 € Gregla, b], [|z]| <1} < oo prokade o€ Z|a,b],

tj. var® p < 12115 egfa) < 0©- O

Prvrim hlaviim vysledkem &to kapitoly je tasleduici véta.

7.17 \eta. ® je linearni ohranicery funkciorél na G [a,b] (P € (G L]a,b]))*
pravé tehdy, kd¥ existuje dvojice) = (p, q) € BV[a,b] x R tako\a, ze

®(z) =quz(a) —i—/bp dz prozxeG[a,b]. (7.27)

Nawic, zobrazen

n€BV[a,b] xR — &, € (G _[a,b])* (7.28)

je izomorfismus.

Dikaz. Necht® € (G[a,b]))* anechtd, € (G[a,b]))* je funkcioral de-
finovary predpisem 1.19, kde n=(p,q), ¢=®(1) a funkcep je definovaé
v (7.29. Podle lemmatw/.15 n= (p,q) € BV]a,b] x R a podle .20 a (7.23

mame
(I)(l) =q = (I)n<1)7
(D(X(T,b]) =P (T) = (I)n(X(T,b]) pro 7 € [a, b)a
D(xp) =pr0) =2y(xp)-

Protdze podle lemmatd.18je kazda funkce zS[a,b] N G [a, b] linearri kombi-
nad funkdi 1, x(r4}, 7 €[a,b), xp), Plyne odtudze ®(z)=®,(x) pro kazde
x€Gla,b]NS[a,b]. Konetng, prot@e podle lemmatd.17je G [a,b] NS[a, b]
husé mn&inav G [a,b] a prot@e funkciordaly & a &, jsou spojie, plyne od-
tud, ze ®(z)=®,(z) prokade zcG [a,b].

Podle \ety7.14 je (/.29 vzajemré jednoznéré zobrazenBVia,b] x R na
(G L[a,b])*. Dale podle etyl6.25mame

|, (2)] < (Ip (a)| + p (b)] + varyp + |ql) ||| pro k&zde z € G [a,b],
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atudz
199l fab)ys < [P ()] +Ip (0)|+vargp+lal < 2 (llpllev+lal) = 2 [Inllvxe.
Na druhou stranu, podl& (24 a podle lemmatli.15je

gl = 12D <[ ®nll(e | [ap))*

Ipllsv < (Ip ()] +|p ()] + varip) < 2@yl b))
Souhrnem rame
3 18all@ Llap)y- < Inllpvxr < 3®8allG 0
Cili, zobrazei
neBVa,b] xR — &, € (G[a,b])"
je izomorfismus. O

7.18 \eta. @ je linearni ohraniery funkciomdl na Gregla, b] (® € (Gregla, b])*)
prave tehdy, kdy existuje dvojice)= (p, q) € BV|a, b] x R takowa, ze

b
®(x) =qx(a) +/ pdz pro z € Gregla,b]. (7.29)
Nawic, zobrazeh
n€BV[a,b] x R — &, € (Gregla, b])* (7.30)
je izomorfismus.
Dlkaz. Necht® € (Gregla,b])* a @, € (Gregla,b])* je definovan vztahem

(7.19, kden=(p,q), ¢=®(1) a p je funkce definovad vztahem{.25). Podle
lemmatu/.16je n=(p,q) € BV[a,b] x R a podle(.20) a (/.25 mame

(1) =q = @n(l),
D(X(ap]) =pla) =Py(X(ap))
S(EX(r+X(rp]) =P(T) =Pp(3X( + X(rp)) Prokader € (a,b),
D(xp)) =p(b) =2,(xp)-

Pomod lemmatu4.18odtud odvodme, ze plat
O(x) = ®,(x) prokadex € Gregla,b]NSla,b].
Podle lemmati#.17 je ovsem mndina Gyegla, b] NS[a, b] hust vV Gregla,b], a
tudiz dosavame konére, ze plat ®(z) = ®, () pro vSechnar € Gyegla, b].
Podob jako jsme dokzali analogickou nerovnost awru dikazu \ety(7.17,
dokazali bychom nyh Ze plat take

1
5 1 ®allGregas)s = IllBvxr < 312yl (Gregia,b))- O
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7.19 Cviceri. Postupem patitym v diikazech @t7.17al7.18ukazte, Ze take plat:
(i) @ je linearni ohranicery funkcioral na
Gi[a,b] = {zx €Gla,b]:x(t—) = z(t) prot € (a,b]},
(viz (4.2)) prave tehdy, kd?{bexistuje funkce € BV |a, b] takowa, Zze
O(x) =p(b)x(b) —/ pdz pro z€Gyla,b].
(ii) @ je linearni ohranicery fur?kciorfal na

Grla,b] = {x €Gla,b]:z(t+) = z(t) prot € [a,b)},
(viz (4.2)) pravé tehdy, kd¥ existuje funkce € BV [a, b] takowa, ze
b ~
®(x) =p(a)z(a) +/ pdz pro x € Ggla,b].

7.5 Aplikace v teorii distribuc i

V tomto odstavci nazréime manosti pouiti KS-integ@lu v teorii distribug. Dis-

tribuce zde budeme épat ve smyslu L. SchwartzefiPomdaime si nejprve ékolik

zakladrich pojnil a definic.

7.20 Definice.Mnozinu funkd ¢:R — R, které maj pro kazde k€ N U {0}

derivaci ¢*) k-téhofadu spojitou naR a takovouze o) (t)=0 pro vsechny
teR\ (a,b), ozn&ime symbolen®|a,b]. Funkdm z D[a, b] fikametestovat
funkcena [a, b].

Mnozina Dla, b] je linearn prostor vzhledem kiiirozerym operagm itan
a nasobenskabrem. Mndina®|a, b] se stane topologigkn vektoroWm prosto-
rem, zavedeme-li nd topologii, ve kteé posloupnosfy, } C D[a, b] konverguje
kK o € Dla,b] tehdy a jen tehdy, kdy

lim |tk — )| =0 prokazde ke NU{0}.

Spojitym linearrnim funkciordlem na topologickm vektoroem prostoruX ro-
zumime, analogicky jako vipac® Banachoych prostod, linearri zobrazenpro-
storuX do R, které je spojie vzhledem k topologii n&.

Typickymi pfiklady funkd z prostoru®|a, b] jsou funkce tvaru

exp (= + - rote(cd),
pealt) =4 (fera)  woreted
0 pro teR\ (¢, d),

kde [¢, d] mbze byt libovolny podinterval v[a, b].
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7.21 Definice.Spoijit linearr funkcionaly na topologickm vektoroem prostoru
Dla, b] se nagvaji distribucena [a, b]. Mnozina \sech distributna [a, b] je tedy
dualnim prostorem kD|[a, b]. Znafime ji symbolem®*[a, b].

Pro danou distribucif € ©®*[a,b] a testovak funkci ¢ € Dla,b], hodnotu
funkcioralu f na ¢ zn&ime symbolemf, ).

7.22 Poziamka. Je-li f € L![a,b], pak gfedpisem
b
()= [ T o) pro € Dla,b)

(kde je pouit Lebesguebv intevglétl) je definoana distribuce ndu, b], kterou bu-
deme znéit také symbolemf. Rikame,ze distribucef je urtena funke f.

Nulovy prvek prostoru®*[a,b] je ur€en libovolnou néfitelnou funkd, ktera
se anuluje s.v. naintervala, b]. Specalré je-li f € G|a,b], pak f=0€ D*[a, b]
tehdy a jen tehdy, kdy f(t—) = f(s+) =0 pro Sechnat € (a,b] a s€[a,b).
Tudiz, je-li f € Gyregla,b], pak f =0€D*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f(t) =0
pro \8echna € [a, b]. Pro libovolre distribucef, g € ®*[a, b] rovnostf =g zna-
merg, ze f — g=0¢& D*[a,b]. Z vySe uvededho plyneze je-li g € L' [a, b], pak
existuje nejyse jedna funkcef € Gregla, b] takowa, ze f =g s.v. nafa,b]. Dale
pro realné funkce f, g € L'[a, b] plafi rovnost f = g ve smysluD*[a, b] tehdy a
jentehdy, kdy f =g s.v. naja,b].

7.23 Definice. Pro danou distribucif € ©*[a,b] definujeme jdj (distributivri)
derivaci f/ predpisem(f’, o) = — (f,¢') pro ¢ € Dla,b].
Podobte, pro kade ke N, (fF) )= (=1)*(f,p*)) pro p e Dla,b].

7.24 Pozramka. Distributivni derivace absolutnspojitych funkd jsou ueny je-
jich klasickymi derivacemi.

0 prot<O0,
7.25 Pozramka. Definujme H(t) = % pro t=0,
1 prot>0.

Nechtr € (a,b) ah,(t)=H(t—7) prot€ [a,b]. Potom pouitim vét6.36a6.47
a s gihlednutm k (6.11) a (6.15) dostaneme

b b
o) = — (e, ) = —/ thsozf o dhr = ().

a
Funkceh, se nagva Heavisideova funkcése stedem v bo@ 7) a jeji distri-
butivni derivaceh! se zn&i ¢, a nagva seDiracova J-distribuce (se stedem
v bocké 7).
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7.26 \fta. Necht f € L' [a, b]. Potom jej distributivri derivacef’ je nulo\a dis-
tribuce tehdy a jen tehdy, k#gxistuje konstantac R takowa, ze f(t) = ¢ pro s.v.
t€la,b].

Dlkaz. Jestlie f(t)=c pros.v.t € [a,b] ap € Dla,b], pak

b
(o) =~y = —c / o/(s) ds = —c (p(b) — p(a)) = 0.

Naopak, necht(f, ¢’y =0 pro kadou ¢ € D[a, b]. Nechtje dana libovolra tes-
tovad funkce p € ©[a,b]. Polazme

/ (p(s) —apO(s)) ds pro te[a,b],

p(t) =
0 pro teR\ [a,b],
kde
ap :/bp(s) ds a O() = M.
‘ / Pa,b(s) ds
Potom '

/ab@(s) ds=

Odtud snadno plyn&e ¢(a) = ¢(b) = 0 atale ze p € Dla, b]. Dale
o'(t)=p(t) —ap O(t) pro tela,bl.

Tudiz 0= (f, ') = (f (s ) ,0). Pro k&de p € Dla, b] tedy plat
b b
(.0 = ( / ol(s) ds) (1.0) = [ ol ds.
kde c=(f,0) € R je konstanta. Tedy = ¢ ve smyslu distribuic O

7.27 Cviteri. Necht f € L'[a,b] a k€ NU{0}. Dokazte,ze f¥) =0 € ©*[a, b]
tehdy a jen tehdy, kdyexistuj cg, c1,...,cr_1 €R takow,ze

f®)=cotecit+ - +ep1 "t prosvitela,bl.

Vaznym probEmem v teorii distribuicje otazka, jak definovat jejich s@in.
Nasleduici dvé klasicke definice seytkaji jen jistych specalnich typl distribug.

7.28 Definice.(i) Jestlze f, g a fg € L'[a,b], pak

(fg,¢ /f t)dt pro ¢ €Dla,b].



STIELTIESJV INTEGRAL 169

(i) Jestlize f € ©*[a,b] a funkceg ma na|a,b] spojitt derivace libovolaho
fadu, pak (f g, ) = (f,g¢).

Pro zkounani diferencalnich rovnic s distributivimi koeficienty je aitecné
mit k dispozici rozumnou definici s@inu distribué¢ f a g’ (resp.f’ a g), kde
f€Gla,b] a geBV]a,b]. Definice7.28 ovSem takoe sowliny definovat ne-
umaziuje. Jejich smysluplnou definicitiieme formulovat teprve vyaitim KS-
integialu.

7.29 Definice.JestLEef €Gla,b]a g eIBW}ab, b], pak definujeme

(f'g.0) =] wgdf a (fg'.¢)=] ¢fdg.

7.30 Lemma. Nechit f € Gla,b] a g € BV[a,b] sphuji

AT f(t) ATg(t) = A f(t) A" g(t) prokazce t e (a,b). (7.31)
Potom .

flg=F' kde F(t)_/ gdf protea,b] (7.32)
a a

fg' =G’ kdeG(t) = tf dg prote[a,b]. (7.33)

DUkaz. Poditim véty o substituci (@tal6.47) a véty o integraci per-partes
(vétal6.36) pro libovolré ¢ € ®[a, b] dostaneme

(f'9,9) Z/abw(t)d[/atgdf} z—/abgo’(t) (/atgdf> dt
=<(/:gdf)/,<ﬂ>,

tj. plati (7.32). Vztah (/.33 se dokazuje analogicky. O

7.31 Disledek. Jestlze funkcef € Gla,b] a g € BV [a, b] spiiuji (7.31), pak
(fo)=rfg+r'g

D Uk az. Podle definic&.23 véty o integraci per-partes (viZw6.36) a lem-
matu?/.30dostvame

(fa)' o) =—(fg,¢)
b b
_ / o' gdt = / (1) d[f(t) g(t) — f(a) g(a)]

:/ab(p(t)d[/atgdf+/:fdg]:<f9/790>+<f/9,80>' O
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7.32 Pozramka. Necht f € Gla,b] a g € BV|a, b]. Podninka {7.3]) je pak Zej-
meé splréna nap. v nasleduicich pfipadech:

(i) obé funkce jsou regalrmi (viz pozramku4.16),
(i) alespa jedna z nich je spogtna(a,b),
(ii) jedna z nich zleva spofitna(a, b) a druta je zprava spojit na(a, b).
7.33 Cvkerni. Dokazte, Ze jestlee 7 € (a,b) a h,, resp.d, jsou Heavisideova

funkce, resp. Diracova distribuce séestem vr, pak b, 6, = 6, /2.
(Navod: Podijte cviceri6.33)



Kapitola 8
Zobecrénre linearni diferencialni
rovnice

8.1 Uvod

VSechny inteqaly v této kapitole jsou KS-inte@ly, jejichz definice je ro&%fena
ve smyslu odstavce.& na maticoe funkce (tj. funkce zobrazigj interval [a, b]
do prostoru matic). Jak jsmezjiv odstavci6.8 vysvétlili, vsechny vlastnosti KS-
integialu i obou tyfi RS-integalu, kteé jsme doposud déizali pro skadrri funk-
ce, plat i pro funkce vektoro@ ¢i maticove, pokud se v Pslusnych formuich
nezmén porad, v jakem se tam maticdv funkce objevij V dukazech se tedy
budeme pro pdebre viastnosti funkca integall odvohvat na odpomaijici tvrzeri
pro skaharn funkce z kapitol 1-6.

Nasleduici definice zaad prostory vektoroych, resp. maticoych funkd, se
kterymi budeme vé&to kapitole pracovat.

8.1 Definice. (i) G([a,b],R™) je Banacliv prostor funke f:[a,b] —R",
které jsou regulova@nala, b]. Norma naG ([a,b], R™) je defino\ana ffed-
pisem| fl|= sup | ()| pro f € G([a,b],R™), kde |f(t)| je norma vek-

t€[a,b]
toru f(t) v R™.

(i) BV([a,b],2(R")) je Banackiv prostor funke F:[a,b] — Z(R"), které
maji kon&nou variaci nda, b]. Norma naBV ([a, b], £ (R™)) je defino\a-
na gedpisem||F||gv = |F(a)| +var® F pro F € BV ([a,b], Z(R")), kde
var’ F se definuje jako v odstavii.8 a |F(a)| je norma maticeF'(a)
v Z(R™).

Podobm@ se defindjprostory BV ([a,b],R™), C([a,b], Z(R™)) a C([a,b],R™)

a normy na nich. Mnbinu funkd f:[a,b] —R™ s deriva¢ spojitou na inter-

valu [a,b] zn&ime C!([a,b],R™). (Jako obvykle, definujem¢ ’(a) = f'(a+)

a f'(b)=f'(b-) pro f € C'([a,b],R").)

Témateméto kapitoly budou rovnice tvaru

aw—m@—/dAx:ﬂw—ﬂﬁ, (8.1)

171



172 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALNT ROVNICE

kdet, s€[a,b], A je n x n-maticova funkce,f je n-vektorova funkce a hledme
n-vektorovou funkciz vyhovujici nasleduici definici.

8.2 Definice. Funkcez : [a,b] — R" je feSerim rovnice 8.1) na intervalu[a, b],
b

jestlize existuje integ’xl/dAx arovnost8.1) je splréna pro libovol&t, s € [a, b].

a
Rovnice B.1) se nagvazobecinra linearni diferencalni rovnice

8.3 Pozramka. Bud danot, € [a, b] a nechtz spliiuje rovnost

t

x(t) —a(to) — | dAz = f(t) — f(to) (8.2)

to
pro ¢ € [a,b]. Potom pro libovol@ s € [a,b] mame

S

z(s) = x(tog) + dAxz+ f(s) — f(to).

to
Ode&teme-li tuto rovnost odB(2), zjistime, ze 8.1) plat pro libovolra ¢, s € [a, b],
tj. = je feSen rovnice B.1). Funkcez:[a,b] — R"™ je tedyFfeSerim rovnice 8.1)
na [a,b] pravé tehdy, kdy pro réjaké pevre ¢, € [a,b] spiiuje rovnost'8.2) na
[a,b].

8.2 Diferencialni rovnice s impulsy

Motivadi pro studium zobeda@mych diferencalnich rovnic jsou mjilohy s impulsy.
V Ffack praktickch Gloh se totz potkame s perturbacemi, jejizidoba @isobeije

sice zanedbate#v porovrari s dobou cetho procesu, ktérale nicnéné podstaté
ovlivni studovag proces. Zpravidla vhodim modelem pro popis tak§ehto pro-
cesl jsoudiferencalni rovnice s impulsytj. diferencalni rovnice, jejictt fesern

nemus$ byt hladi&, ba ani spoja.

Zdrojem modedl s impulsy je zejrana fyzika (nap popis hodinoych me-
chanisnti, oscilace elektromechanigéh sysémil, vyzaovari elektrickych, resp.
magnetickch vin v prosted s rychle se raricimi parametry, stabilizace Kapi-
cova kyvadla, optiralni regulace metodou bang-bang), ale&akediéna (distri-
buce ECivych latek v Ble, strategie impuldrvakcinace v epidemiologigich mo-
delech, studiuntiCinku hromadého @kovari proti spalntkam), populéni dyna-
mika (modely s rychtmi zménami p@tu rekterfych populad) ¢i ekonomie (modely
trhu, kteé @ipousteji prudke zmeény cen).

Nejjednodi&si idealizad impulsrich procedé jsou procesy popséarinearnimi
diferencalnimi rovnicemi, na kte v kon€ném pdtu pevié darych bodi plisob
linearri impulsy.
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Pfedpokbdejmeze

reN, a<n<...<T7.-<b,
PeC([a,b], 2(R")), qeC([a,b],R"), (8.3)
Bre Z(R™), dpeR™ prok=1,2,...,r.
(V této kapitole budou symboly typ;, resp.d; zn&it také matice, resp. vek-
tory.)
Ozn&me D={r,7,...,7}, 9=a, 7,41 =>b. Pro k&dou regulovanou
funkci x : [a,b] — R™ definujme

xp(t) = 2(t) pro tea, 7]

a
x(tp—1+) kdyz t=74_1, (8.4)
zy)(t) = pro k=2,3,...,r+1.
x(t) kdyz t € (71, 7%]
Linearri impulsn Gloha je pak tvéena linérri diferencalni rovnici
' = P(t)z+q(t) (8.5)
a linearrimi impulsrimi podrinkami
Ataz(my) = Bra(my) +dp, k=1,2,...,7, (8.6)

pficent feSen jsou uena podle asleduici definice.

8.4 Definice. Reknemeze funkcex : [a,b] — R™ je feSerim Ulohy (8.5), (8.6),
jestlize

2 €CH([mh—1, 7)) prokazdek=1,2,... r+1, (8.7)
z vyhovuje impulsim podninkam (8.6) a sphuje diferencalni rovnost

2'(t) = P(t)z(t) + q(t) pro tea,b]\D. (8.8)

8.5 Pozramka. Povsimréme sizeteSen tlohy (8.5), (8.6) pafi vzdy do prostoru
G([a,b],R™).

Ukazeme nym Ze Glohu [8.5), (8.6) miizeme ekvivalentd greformulovat jako
zobec®nou linérn diferencélni rovnici tvaru 8.2).
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Pfedpokbdejme zprvuze r=1, a nechtz:[a,b] — R" je feSen impulsr
ulohy (8.5), (8.6). Integrad rovnosti B.€) dostaneme vztahy

/P ds+/t (s)ds pro t € [a, 1|

t
t) = x(m+) /P d3+/ q(s)ds prote(m,b].
T1

Dosazeim z podninek 8.6) (kde & =r=1) do druteho vztahu pak dostaneme
prote (r,b]
t

ol6) = o)+ Brtr) -+ | P(s)ats)dst [ o) o

1

t
/P ds—{—le(Tl)—i—/ q(s) ds+djy,
a tedy

t
£(t) = x(a) + / P(s) 2(s) ds X0 (t) By ()

. prot € [a,b]. (8.9)
+/ q(s) ds+x(ﬁ,b](t) dy

Polazme
t t
A(t)z/ P(s)ds+x(p)(t) B1 a f(t)z/ q(s) ds + x(r p1(t) da

prote[a,b]. PakA € BV ([a,b], Z(R™)), f€BV([a,b],R™) a A(t—)=A(t) a
f(t—=)=f(t) prote(a,b]. Dale

t t
A(t4) = / P(s) s+ xpo () By @ f(t4) = / 4(s) ds+ iy 1 (£) da
neboli
AYA(t) = ximg () By @ AT () = xp(0)dy pro t€ [a,b).

Podle \éty o substitucb.47a formule 6.11) z pfikladl 6.15 (i) (viz téz priklady
6.44) plat

/ dA:r:/ P(s) x(s) ds+x(r, p](t) B1 x(71)

£(t) — fla) = / 4(5) 05 +x(ry)(+) i Prot € a, b

a z€G([a,b],R™). Dosazeim do 8.9 zjistime, Ze = spliuje nafa, b] rovnost
(8.2), kde tp =a.
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Obracer, jestlze z € G([a,b],R™) sphuje 8.2) na [a,b], pak podle ySe
uvedergho plat opet (8.9). Odtud vidme, ze definujeme-li funkcer; jako v
(8.4), bude platit 8.7) a (8.6). Navic, podle Hakeovy &ty (viz &z cviCeri 6.43)
je x(t—)=u=z(t) prokadétec (a,b] a

olt+) = a(a)+ Jim [ dae(er) - 1@

+/t dAz+ f(t) — fla) + ATA() z(t) + AT f(1)
= x(t) +X[n}(t) (Bl .%'(t) + dl) pro kazde t [a, b]

Specalné dosazeim ¢ =7, zjistime,Ze x spliuje impulsi podmninku (8.€), kde
k=r=1.

Vzhledem k pozamce8.3 je tedy pror =1 Gloha B.5), (8.€) ekvivalentn se
zobecmenou diferendlni rovnid (8.1).

V obecrem fipac r € N, definujeme

/P ds+§jxmb ) By

f(t):/ q(s) d8+ZX(ka] t) dy;,

a k=1

pro t € [a,b]. (8.10)

Indukd snadno o&ime rasleduiici tvrzeri.

8.6 Veéta. Predpokhdejme(8.3) a (8.10. Potom impulshtloha (8.5), (8.6) je
ekvivalentin se zobec@nou diferendlni rovnid (8.2), tj. x: [a,b] — R™ je FeSe-
nim Glohy (8.5), (8.€) naintervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kdyjefeSenm rovnice
(8.1) naiintervalula, b]. O

8.3 Linearni operatory

Pfipomeaime nyn strucné rékolik zakladrich pojmi z funkcioralni anafzy, ktee
budeme nadle potebovat. Podroki#jsi informaci Ize ndift ve veiné utebnic funk-
cionalni analyzy (viz nag'. [3], [16], [32], [41]). Zakladn pfehled je obszen talke
v Uvodni ¢asti monografied5).

Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Zobraiefi: X — Y (7' zobrazujeX
do Y) je spojity opesator, jestlize

lim ||z, —z||x =0 = lim ||T(z,) — T (z)|y =0,
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kde| - [|x jenormanaX a|| - |y je normanaY. Ope&torT:X — Y se nagva
linearni, jestlize plat

T(cixa+caxa) =c1T(x1)+ceT(x2) prox;,xz2 €X a cp,c2 €R.

Dalefeknemeze linéarni opeiator 7' je ohranicery, existuje-licislo K € [0, oo)
takowe, ze plat ||7'(z)|ly < K ||z||x pro kazde z € X.

Je-li T' linearri opesator, gseme, jak je zvykem[ x misto 7'(x). Je zramo,
ze linearri opeiétor T: X — Y je spojity prave tehdy, kdy je ohrantery.

Mnozinu ohrangerych linearrich zobrazenprostoruX do prostoruY zna-
¢ime 2(X,Y). Je-li X =Y, pisSeme.Z(X) misto (X, X). Na Z(X,Y) jsou
Zfejmym zplisobem zavedeny operadétari opeiatorll a rasobenope#tort real-
nym €islem a.#(X,Y) je pak Banachv prostor vzhledem k norén

1Ll vy =sup {[[Lally:zeX a |zfx <1}.

Je zramo,ze prostorZ (R™) je ekvivalenti s prostorem matic typu x n.

Konetré, feknemeze L € #(X,Y) je kompakti jestlize zobrazuje Kedou
mnazinu ohrantenou vX na mnainu relativie kompakthv Y, tj. jestlize pro
kazdou posloupnos{z,,} ohrantenou vX jeji obraz{L x,,} C Y obsahuje pod-
posloupnost konvergerita Y. Je zraimo,ze ka&dy kompaktn linearri opeitor je
soltasré spojify.

V dikazech hlavith wsledkl teto kapitoly vy&ijeme rasleduici dvé tvr-
zeri. Prvii z nich je zobecérim jedré z Fredholmoych et zramych z teorie
integralnich rovnic. Jeho dkaz je obszen nap. v monografich N. Dunforda a
J. T. Schwartzed], M. Schechtera44] nebo ve skriptech J. Luke [32].

8.7 Véta(FREDHOLMOVA VETA O ALTERNATIVE). Bud X Banachiv prostor a
nechtoperator L € .#(X) je kompakth Potom opeatorova rovnice

x—Lx= (8.11)
g

ma jediré feSen pro kazcdk g € X tehdy a jen tehdy, kadygisluSrA homogenn
rovnice

xr—Lx=0 (8.12)

ma pouze trivélni feSen = =0 € X.

Druhé tvrzen je zramo tale z elemerérn teorie matic. ipomdaime si zde
jeho obecnou podobu@vzatou z monografi&B| (viz Lemma 4.1-C).
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8.8 Lemma. NectitX je Banacliiv prostor, 7' € £ (X) a ||T| ¢ x), < 1. Potom
existuje ohraritery inverzi opefator [I —T'| ~! k opedtoru [I—T] aplati ne-
rovnost

-7 :

Hz(s@ = 1= T2,

8.4 ExistencereSeri zobecrénych linearnich diferencial-
nich rovnic

Studium zobea@nych linearrich diferencalnich rovnic zaljime prosym pozo-
rovarim vychazejcim ze zramych vlastnostKS-integalu.

8.9 Véta. Necht A € BV ([a,b],.Z(R")) a f € G([a,b],R™). Potom kdceTeSen
x rovnice(8.1) na [a, b] je regulova® nalfa,b| a plati pro néj vztahy

A~x(t) = A~A(t) z(t) + A~ f(t) kdyz te (a,b], 613)
Atz(s) = ATA(s) z(s) + AT f(s) kdyz s€[a,b). } '

DlOkaz plyne z dsledku6.41Saksova-Henstockova lemmatu. O

Vzhledem k &t 8.C je tedy vhodeé hledatfeSer zobecmnych lingarrich
diferencalnich rovnic ve tidé G([a, b],R™).
Analogiemi p&atecnich Uloh pro linéarn obyCejré diferencalni rovnice jsou
ulohy
—:U—/ dAz = f(t) — f(to), (8.14)
kde bodty € [a,b] a vektorz € R™ jsou cany gledem.

8.10 Definice.ReSerim potatetni Glohy (8.14) na intervalufa, b] rozunime fun-
kci z: [a,b] —R™, pro kterou je spléna rovnost&.14) pro kazdé t € [a, b].

8.11 Pozramka. Vzhledem k pozamce8.3 je Z'ejme, ze funkcez je feSerim
pocateni tlohy (8.14 nala, b| prave tehdy, kdy jefeSerim rovnice 8.1) nala, b]
aplat z(tg) =2.
Kazde funkci z € G([a,b],R™) a bodut, € [a,b] pfifadme funkci 7,z
predpisem ,
(x)(t) = | dAz proteia,b]. (8.15)

to
Podle disledku6.41jsou funkce <7, regulova® nala,b]. Zobrazei

Ay, x € G([a,b],R") — o,z €G([a,b],R")
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je Zrejmé linearni a dale podle ety/6.18plaf
| x| < (var’ A) ||| prokadez € G([a,b],R™).
Pro k&dé ¢ € [a,b] je tedy o4, spojity linearri opeétor naG([a,b],R™), tj.
€ Z(G([a,b],R™)).
Dokazeme nyi, ze sodasre je fedpisem @.15 definovan spojiyy linearri
opeiator zobrazugi G([a,b],R™) do BV([a,b],R™).

8.12 Lemma. Necht A € BV([a, b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtfunkces,x je
pro x € G([a,b],R™) definovana vztahen(8.15). Potom <%,z € BV ([a,b], R")
pro kazcé x € G([a,b],R™) a opeiator

re€G(la,b],R") — o x € BV ([a,b],R")
je ohrantery.
D Ukaz. Budo libovolné cEleri intervalu [a,b]. Podle \ety6.18 pro kazde
xE€ G([ b],R™) mame

Z‘*Q{to JJ — (o) GJ 1|_Z / dAaj

g (varg)_, A)|jz|| = (var’ A)|z||

(@) = | [ dda] < (varl 4) .

Tudiz o,z € BV ([a,b],R™) a
ltoz|lmy = (o) (a)| + varg (ohx) < 2 (varg A) ||z
pro k&zdé = € G([a,b], R™). O
Pomo¢ opestoru 7, z (8.15 muzeme pepsat pdateEni Ulohu B.14) jako
ope’torovou rovnici
T — dx =g, kdeng—{—f—f(to).

Protaze nename k dispozici prosedky postauijici k diikazu kompaktnosti opar
toru o7 € Z(G([a,b],R™)), nenlizeme imo aplikovat Fredholmovuétu (-
tal8.7) a musme postupovat tak trochu oklikou. Vasleduici véte ukdzeme po-
mod Hellyovy véty a Osgoodovy &ty, ze opeator <, generuje kompakirzob-
razen prostoruBV ([a, b],R™) do sebe.
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8.13 \eta. Nechttg € [a,b] @ A€BV([a,b], Z(R")). PolazmeL z = <7, pro
x € BV ([a,b],R™). Potom L je kompakthlinearni opetator naBV ([a, b], R™).
Dlkaz. Protae je||z| < ||z|lgv pro k&zde x € BV ([a,b], R™), plyne z lem-
matu8.12 ze L € £(BV([a, b],R™)).

Dokézeme,ze pro kadou posloupnos{z,,} ohrantenou vBV ([a,b], R™)
jeji obraz{L =, } Cc BV ([a,b],R™) obsahuje podposloupnost, kige konvergent-
niv BV ([a,b],R™).

Necht jsou tedy posloupnostz,,} CBV|a,b] acislo »x € [0,00) takow, ze
|zn||By < 3¢ < oo pro kazde n € N. Podle Hellyovy ety (veta2.4€) existuj fun-
kce z € BV ([a,b], R™) arostoucpodposloupnos{n;} C N takow, ze

||y <2 a klirgoxnk(t) =uz(t) prokadé tea,b].

Ozn&me zi(t) =z, (t) — z(t) aprokeN at e [a,b]. Potom
|zi(t)| <43 a klim zk(t)=0 prokeN atela,b].

d d
Vzhledem k tomuze integaly/ dAz, a | d|var] A]|zx(s)| existuj pro li-

C C
bovolra ¢,d € [a,b] a k €N, vétab.18zarltuje, Ze plat

v(o) v(o)

(L 2)(07) — (L 24) (0 1\_2/ dA |

7j=1

<Z/ dlvar; A] |2k (s |</dvarA]|zk()|

pro libovolra o € Z[a,b] a k€ N. Mame tedy

b
vart (L z,) g/ d[var; A] |z(s)| pro keN.

Podle \&tyl6.51je ovsem
b
lim d[var Al |zi(s)] =0,

k—o0

a tudz take

lim var® (Lzp, — Lz) = lim var® (L z;) = 0.

k—oo k—oo
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Podobr
klim |(L 2, (a) — Lz(a))| = klim |(L zx)(a)] = hm ’ dAzk
—00 — 00 tO
< lim [var; A] [zx(s)| = 0.
k—oo Jy,
Véta je dolazana. Ol

Nasleduici tvrzeri je disledkem &ty/8.7 a vety8.13

8.14 \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) a ty € [a,b]. Potom p&atetni Gloha
t
z(t)— | dAxz=g(t) (8.16)
to
mé& pro k&zdou funkcig € BV ([a, b], R™) jedinéfeSeri na [a,b] pravé tehdy, kdy
odpovdajici homogenhlloha
t
z(t)— | dAzxz=0 (8.17)
to
mana[a,b] pouze trivalni feSen x =0.
D U kaz. Rovniced.16) je ekvivalentms opeatorovou rovnic x — L x = g, kde
L=,z proxeBV(a,b],R™), tj.
t
(Lz)(t)= | dAx pro z€BV([a,b],R") a t&€a,b].
to
Podle \ety8.13je L linearn kompaktn opeétor naBV ([a, b], R™). K dokorteri
diikazu \ety vywijeme \Btu8.7. O

Predpokhdejme nyh Ze 7 € (tp,b] a funkcez € G([a,b],R™) spliuje rov-
nost 8.14 na intervalu(ty, 7). Zfejmé je z(tg) =x. Pomoé Hakeovy \éty (veta
6.42, viz t&z priklady6.44a cviceri [6.45) snadno o@&ime,ze plat

z(t—) =7+ lim ’ dAz+ (f(r—) — f(to))

s=7= Jio

T+ TdAx+f(T)—f(t0)—Slir;17 TdAw—A_f(T)

to s

it [ dAzt f(7) — flto) — A A() a(r) — A= f (7).

to

Ma-li tedy funkcex splhovat 8.14) take v bo 7, mud hodnotax(7) vyhovovat
rovnici
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[ = A7 A(T)] a(r) = a(t=) + A f(7), (8.18)

kde I zn&i jednotkovou matici typun x n (viz Umluvy a oznderi (xiv)). Odtud

~ s v N~ v

zna&nym zpisobem prodlazit do bodur, jestlize bude platit
det [T — AT A(T)] # 0. (8.19)

Podob jako W3se mizeme usouditze funkcez € G([a,b], R™) spliujici (8.14)
na intervalu(r, to], kde T € [a, to), splhuje [8.14) také v boce 7 tehdy a jen tehdy,
kdyz plaf

[I+AYA(7)] 2(7) = 2(r+) — AT f(7), (8.20)
a k tomu stéi, aby platilo
det [T+ ATA(T)] # 0. (8.21)

(Rozmyslete si detaily!) Mizeme tedy dekavat,ze podninky (8.19 a (8.21) jsou
podstat pro existencieSeni tlohy (8.14).

8.15 Lemma. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) a to € [a,b]. PotomUloha (8.1€)
mé& jediré feSen pro kazdou funkcig € BV ([a, b], R™) tehdy a jen tehdy, kdy

det [T —ATA(t)] #0 prokazde ¢ € (to,b] (8.22)
det [T+ ATA(s)] #0 prokazce s € [a,tg). (8.23)

(Zde (to,b] =0, kdyz to =0, a [a, to) =0, kdyz to =a.)
DUkaz. a) Pedpokbdejmezet, € [a,b), g € BV([a,b],R™), A spliuje 8.22)
a (8.29 a z spluje 8.17) na [a,b]. Vzhledem k pozamce8.3 je = feSerim
rovnice B8.1) na [a,b], pfiCenZ z(ty) =0. Podle \ety 8.9 je = regulova@ na
[a,b] a z druté rovnice v B.13) plyne, ze plat Atz(ty) = AT A(tg) z(to) =0,
tj. x(to+)=0.

Ozn&me «a(t) =var| A pro t € [to,b]. Funkcea je neklesdgi na intervalu
[to,b]. Existuje tedy konénma limita a(to+) a mizeme zvolité € (0,b — to) tak,
aby platilo 0 < a(to +0) —a(to+) < 1/2. Prokadét € [to, tp+dJ] odtud pomot
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vét6.18a/6.42odvodme nerovnosti

t t
2] < [ 12l da = Atalto) |o(to)| + 1igl+/ 2/ da
to T—to T

= lim /: lz|da < [a(to+d) — alto+)] ( sup |:U(t)|>

T—to+ te[to,to+6]

1
<5 ( sw J2)).
2 tE[to,to-‘r(ﬂ

Tudz ( sup fa(1)]) < % ( supJ2(2)])- To je ale mdré pouze tehdy
te[to,to+9] t€[to,to+9]
kdyZz = =0 nato, to + 9].

Polazmet* = sup{t € (to,b]: =0 naty, 7]. Zfejmé jex =0 nalto,t*), a
tudiz také z(t*—)=0. Dale podle8.13 mame0= [I — A~ A(¢*)] z(t*). To je
ale, vzhledem k fedpokladu®.22), mazné pouze tehdy, kdyz(t*) = 0.

Predpokhdejmeze t* < b. Stejnou argumentagakou jsme na zZzatku dika-
zu doléazali,ze existujey € (0, b—to] takowe,Ze x je nulove nato, to + d], ukazali
bychom ny, Ze existujen € (0, b—t*) takow,Ze = se anuluje nat™, t* + 7], coz
je ovsem vzhledem k definicdi* nema@né, tudz mus byt t* =b. Dokazali jsme,
Ze ka&déteSen Ulohy (8.17) je nulowe nalty,b].

Podob@ bychom pomdgredpokladu@.23 dokazali,ze je-li ty € (a, b], pak
sefeSen z Ulohy (8.17) anuluje tak nala, to].

Dokazali jsmeze plat-li (8.22) a (8.23, matloha 8.17) pouze trivalni feSen
nala,b]. Podle \ety/8.14ma tedylloha B.16) jedinéFeSen na [a, b].

b) PredpokhdejmeZe nepldtnayy. (8.22). Zfejmé je det [I — A~ A(t)] #0, jest-
lize je |[A~A(t)| <1/2. Na druhou stranu, podlelidledku4.10 obracera nerov-
nost |[A~A(t)| >1/2 plafi pro nejyySe konéné mnoho bodl ¢ € (ty,b]. Matice
I — A~ A(t) tedy nemregulrri pro nejyse kon€né mnoho bod ¢ € (o, b].
MUzeme tedy zvolit* € (¢, b] takow, ze
det [I — ATA(t)] #0prote (to,t*) a det [I —ATA(t*)] =0.

Dale ze akladl linearri algebry je zamo,Ze potom existujel € R™ takowe, Ze

[I—A"A(t*)] c#d prokade ceR™ (8.24)
Definujme
0 kdyz t#t*,
g(t) = §
d kdyz t=t*.

Mameg € BV ([a,b],R™) a A~ g(t*) =d. PfedpokhdejmeZe rovnice8.1€) ma
na [a,b] feSen z. Potom podle prvihn¢asti dikazu musbyt =0 na[a,t*), a
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tedy tale z(t*—) = 0. Podle ty 8.9 musd platit [I — A~A(t*)] z(t*)=d. Toje
ovSem ve sporu s tvrzém (8.24). Uloha [8.16) tedy nentize nit feSeri.

Neplai-li (8.29), pak analogicky najdeme bad € [a, ty) a funkci g takow,
ze bude

[T+ ATA(t*)] ¢ # Atg(t*) prokade ceR",

coz vede opt ke sporu s &tou8.C. O
8.16 \eta. Necht A€ BV ([a,b], Z(R™)) a tg € [a,b]. Potom p&atetni tloha
(8.14 mé pro kazdou funkcif € BV([a,b],R™) a kazdy vektor z € R" jediné
feSeri tehdy a jen tehdy, kayplat (8.22) a (8.23).
Dlkaz. \Btaje disledkem lemmat6.15 kde pol@&ime

g(t) =+ f(t) — f(to) protea,b]. -

8.5 Zobecréné Gronwallovo lemma a apriorni odhady fe-
Sen

Dulezitou roli v teorii obytejnych diferencalnich rovnic (nap. pri diikazu jed-
nozna&nosti feSen potateni Glohy nebo pi dikazech spojé ZAvislosti fesern
na réktegch parametrech) hraje tvrZierkteré se nagva Gronwallovo lemma.
Pfipomeme si jeho zan. Dukaz Ize ndj ve vetSiné webnic obgejnych dife-
rencilnich rovnic (viz nap. [23, Pomoci véta 4.3.1]).
8.17 Lemma(GRONWALL). Nechtfunkceu a p jsou spoji€ a neaporré na
[a,b], K >0 anechit

u(t) < K+ / (p(s)u(s))ds pro tela,b].
Potom a

t
u(t) < K exp (/ p(s)ds) pro tela,bl.

Pro ras bude podolindllezité zobecgéri Gronwallova lemmatu naffpad, kdy
se v gislusnych integalnich nerovnostech vyskytuje Stieltjpsintegél.

8.18 \eta (ZOBECNENE GRONWALLOVO LEMMA). Pfedpokhdejme,ze funkce
u:[a,b] — [0, 00) je ohrantera nala, b], funkceh: [a,b] — [0, o) je neklesdfi
a zleva spoj na (a,b], K >0, L>0 anechit

t
u(t) < K+L/ udh pro tea,b]. (8.25)
Potom ¢

u(t) < K exp (L[h(t) — h(a)]) pro te€[a,b]. (8.26)
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Dl kaz. Nechts >0 aws(t)=r exp (L [h(t) — h(a)]) prote [a,b]. Potom
/ w, dh = Ii/ exp (L [h(s) — h(a)]) dh(s)
t 0 Lk
_ ,4/ (37 [h(s) — h(a))*) dh(s) pro t€la,b).

k!
k=0
Protdze, jak ziamo,fada | o [A(t) — h(a)]* konverguije stejnokrmé nala, b],
k=0
mlzeme pehodit pdad opera¢ integrace a@&tari. Powijeme-li nyri nawc tvr-
zen z piikladul6.22, dostaneme

/atw,{dh:/eki;o(g; /at [h(s) =R

—~
s
S~—
.
B
N—
o
>
—~
»
=

& k _ a k+1 K
< H;o € m%ﬁ; Iy - " (explL [At) ~ hia)]) ~ 1)
_ wy(t) —k
L

pro t € [a,b]. To znamea, Ze funkcew, spliuje pro kade x>0 ate [a,b] ne-
rovnost

t
wy(t) > /4+L/ wy dh. (8.27)

Bud danoe >0 a poldme k=K +¢ av. = u — w,. Odeterim nerovnost
(8.25) a (8.27) zjistime, ze plat

t
ve(l) < —5+L/ vedh pro tefa,b]. (8.28)

Specalné v-(a) < — e < 0. Zbyvaijici ¢ast dikazu bude fipominat postup z tka-
zu lemmatuB.15 Funkcewu i w, jsou evidentd ohranteré nala,b] pro kazdé
k> 0. TudiZ také funkcev. je ohrantera nala,b|. Podle Hakeovy &ty 6.42 (ii)

mame
t

/tvgdh:vs(a) ATh(a)+ lim v-dh
a =0+ Jot5

< —e ATh(a) + [Jve|| [A(t) = h(a+)] < [lve|l [A(2) — h(at)],
atedy ‘
ve(t) < —e+ L / ve dh < —e+ L |[v.]| [b(t) — h(a+)] pro t€ [a,b].

Zvolmen > 0 tak, aby platilo L ||v. || [A(t) —h(a+)] < e/2 prot € [a,a + n]. Pak
budev. <0 nala,a+n]. Ozn&me t* = sup{7 € [a,b]:v- <0 nala,7|}.
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Vidime, Zze je t* >a a v. <0 na [a,t*). Opétrym powitim Hakeovy \éty
6.42 (i) dostaneme 24,29
t*
ve(t%) < —5—|—L/ ve dh
@ t*—5

=—c+1L (vs(t*)A_h(t*) + lim Ve dh) < —£ <0,
t*—§ 6*>0+ a

protaze A"h(t*)=0 a / v dh <0 prokade § > 0.

Kdyby bylo t* < b, zoﬁlakovali bychomigdctazejci postup a ukzali,Ze exis-
tuje 6 € (0,b — t*) takow, Ze v. < 0 na intervalula, t* + 0], coz je ve sporu s de-
finici ¢*. Tudiz t* =b, v. <0 naceém|a,b] a

u(t) <wg(t)=K exp (L (h(t)—h(a))) +€ exp (L (h(t)—h(a))) prot € [a,b].
Protaze ¢ > 0 bylo libovolné, znamea to, ze plat (8.26). O

8.19 CviCeri. Dokazte rasleduici variantu ety 8.1&
Predpokbdejme ze funkceu : [a,b] — [0, c0) je ohraniera na [a,b], funkce
h:la,b]—[0,00) je neklesdri a zprava spojé nafa,b), K >0, L>0 a

b
u(t)SKJrL/ udh pro teja,b]. (8.29)
Potom '
u(t) < K exp (L[h(b) — h(t)]) pro tea,b]. (8.30)

8.20 Pozramka. Obecréjsi verze zobecdrého Gronwallova lemmatu jsou obsa-
7eny v monografch S. Schwabika45] (viz vétu 1.40) a J. Kurzweila2[7] (viz
kapitola 22).

V nasleduici véte vywzileme zobecéré Gronwallovo lemma k odvozedile-
ziteho odhadu préeSeri tlohy (8.14).
8.21 \eta. Necht ¢y € [a,b] a A€BV([a,b], Z(R")) spiiuji (8.22 a (8.29,
f€G([a,b],R™), €R"™ a nechitz je feSen pocatetni tlohy (8.14) na [a,b].
Potom

var, (z — f) < (var, A) [z < oo, (8.31)

ClAtg)'= max{l, sup HI — A_A(t)]_l‘ ,

e ltob] (8.32)
sup |[I+ATA®)] ! } < 00,

t€la,to)

[2(t)] < ciane) (1] +211f1) exp (2¢ay,) var, A) prote[to,b], } ©33)
8.33

()] < can) (121 + 2 f11) exp (2¢(az) var A)  protefa,to]
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Dlkaz. a) Prolibovola cBleri o intervalu[a,b] mame

v(o)

Z ’a:(aj) — f(oj) —x(0j-1) ‘i‘f(aj—l)‘
j=1

v(o)

O'
—Z/ Z (vary_, A) z[] = (var’ A) ]| < co.

Odtud okanzité plyne,ze plat (8.31).
b) Prot ¢ (to,b] takow, ze |[A~ A(t)| < 3 mame podle lemmatff.g

1
I-A AN < e < 2.
I S 1aaw)

Protdze mndina {t € [a,b]: |[A~A(t)| > 1} je podle disledku4.10 nejwyse ko-
necna, plyne odtudze

sup |[I — A_A(t)]_l‘ < 00.
te(to,b]

Podobi bychom dohzali,ze je sup |[I + ATA(t)]!| < oo. Plaf tedy 8.32).
t€la,to)

c) Nechtz spliuje [8.14). Polzme

A(t), kdyz t € [a, to],
{A(t—), kdyZ ¢ € (to,b].
Ziejme A(t) — B(t) = A—A(t) a

B(t) =

varj (B—A)=>_ |A"A(s)|<var}, A pro t€ (to,D]
s € (to,b]

(viz disledek?.27). Tudz A—BeBV([a,b],R") a var,, B <2var; A. Dale
podle lemmati6.30je
t
d[A—B]xz=A"A(t)z(t) prote(to,b].

to

Rovnice B.14) se tedy na intervaldty, b] redukuje na
t

- ATA@D)2(t) =7+ [ d[Blz+ f(t) = f(to)

to
a odtud snadno (t&kdky tomu,ze jec(4 ;) > 1) odvodme nerovnost

t
]w(t)|§K+L/ |z| dh pro t€ty,b],

to
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kde K =cia,) (JZ|+ 2| fll), L=c(ay, @ h(t) = vari, B. Funkceh je nekle-
sajci na [to, b]. Dale protd@e B je zleva spojid na(to,b], je podle lemmati2.24
funkce h také zleva spoji na(ty,b]. Podle zobecdrého Gronwallova lemmatu
8.18dostivame tedy konéné prvri nerovnost v/i8.39).

Dukaz drulé nerovnosti vi§.33 by se za pomoci varianty Gronwallovy nerov-
nosti ze cveeri|8.19proved! podoba. O

8.22 Cvicen. Za predpokladi véty/8.21dokazte podrobg nerovnosti

0< sup |[[+ATA®)] | <oo
t€[a,to)

2(0)] < ez (131 +2171) exp (2e(as)var A)  protela.to].

8.6 Spoijita zavislostfeSen na parametrech a existencée-
Seni pro regulované pravé strany

Necht ¢y € [a,b] @ A€ BV ([a,b],
f€G([a,b],R™) a nechtx je feSe
[a, b] FeSen pocatetni Ulohy

Z(R™)) spiuji (8.22) a (8.29), nechitx e R™,
en Glohy (8.19 na [a,b]. Dale nechty je na

t
y(t) —y— | dAy=g(t) — g(to), (8.34)

to
kde g € G(Ja,b],R™) ay € R". Potom
(z(t) —y(t)) = (T-7) +/tt dA (z—y) + (f(t) —g(t)) — (f(to) — g(to))
prote [a,b]. Podle \éty8.21ted§/ nmame
lz =yl < cian) exp (2ciam vary A) (|7 -3 +2|f —9gl),
kde c(4.,) € (0,00) je definoano v 8.39). Vidime, ze vAjemra ,,vzdilenost*
FeSen pocatenich Gloh (8.14) a (8.34) je pfimo Umérra tomu, jak jsou od sebe

,vzdalena“ vstuphdata (tj. p&ateni hodnoty z, 4 a prawe strany f, g) téchto
rovnic. Podrobaji je tento jev popan v rasleduici vet.

8.23 \eta. Necht ¢y € [a,b] a A€BV([a,b], Z(R")) sphuji (8.22) a (8.29.
Dale nechtf, fi € G([a,b],R") a 7,7 € R™ pro k € N. Pfedpokhdejmeze

lim [[fi = £ =0 (8.35)
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lim 7 = 7. (8.36)

k—oo
Nechtpotatetni Glohy
t
ri(t) — 2k — [ dAz = fi(t) — fr(to) (8.37)
to
maji pro k € N feSen x; na intervalu[a, b]. Potom n& také Uloha (8.14) FfeSen
x naintervalu[a, b] a plaf
klim ka — :rH =0. (8.38)
Dlkaz. a) VdsledkuB.35 a (8.36) existujek, takowe,ze || fx|| <||f]|+1 a
|7r| <|Z|+1 plati pro k > kq. Podle \ety/8.21plati tedy prok > ky také
kde 360 = c(a o) (| + 2| f]| +3) exp (QC(AtO)var A)

nezAvid na k. Podle €Ze ety mame dle

var® (z, — fi) < spvar’ A < oo prok > k.
Nyni, podle Hellyovy ety o Whéru (&ta2.4€) existuj funkcey € BV ([a, b], R™)
a rostoucposloupnost k,} C N takow, ze k; > ko,

lyllsv < 2 max{se vary A, s+ || f[| + 1}

Eli{?o (ajkz (t) - fkg (t)) = y(t) pro te [a’7 b]
Vzhledem k edpokladul@.35) to ovSem znamem, Ze pro ka&dé ¢ € [a, b] existuje
limita z(t) ::th xy,(t) a dky stejnongérré ohrantenosti posloupnostizy, } a
pomod Osgoodovy ety (vetab.51) ziskame pro kddé ¢ € [a, b] rovnost

{—o0

lim dA:L‘kL, / dAz.

Tudiz Iimitnlm prechodeny — oo Vv rovnici (8.37) (a take s poitim predpokladi
(8.35) a (8.36)) dosgjeme ke zB#ri, Ze x je FeSerim Ulohy (8.14) na [a, b].

b) Zopakujeme-li nyhpro kazdée k € N (vahu zivodu tohoto odstavcefigent
vni x; nahrad y, fx nahrad g az; nahrady, zjistime,ze prokadé k € N plat
|z — 2kl < K (|7 — x|+ 2| f — full),

kde K = c(44y) exp (2¢(a4,) Var, A) < oo nezvis nak. Plaf tedy take (8.39).
]

Pazadavek existend@Sen rovnic (8.37) v predchoz véte byl podstati. Exis-
tentni véta8.16 kterou mame zam k dispozici, se vztahuje pouze négady, kdy
prava stranaf ma kon&nou variaci nga, b|.

Nyni mtizeme konéné doplnit \Btul8.16na obec pfipad f € G([a, b],R™).
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8.24 \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a plaf (8.22 a (8.29).
Potom pro kadou funkcif € G([a,b], R"™) a kazdy vektorz € R™ méa pata-

teCni Uloha(8.14) jedineéfeSen na [a,b].

DUkaz. a) Mame-li détesen z, y Ulohy (8.14) naintervalufa, b], bude jejich

rozdl na [a, b] feSerim homogenndlohy (8.17), ktera ma ovsem podle lemmatu

8.15pouze trivalni feSen. Mus tedy platitz =y nala, b].

b) Pol&me z;, =7 pro k€ N. Podle \éty /4.8 existuje posloupnost i} jedno-
duchych skokoych funkd (tedy funké z BV ([a, b], R™)), kterd konverguje stej-
nomerré nafa,b| k f. Podle \éty[8.16pro kazdé k € N existuje jedi feSen x
Ulohy (8.37) a podle ety 8.23posloupnostz; } konverguje stejno@rreé kfeSen
tlohy (8.14). O

Ve zbyvajici Casti odstavce se omezme pro jednoduchost fiyead to = a,
tj. vySetujeme pdateni tlohu

t
a:(t)—ﬂ?—/ dAz = f(t)— f(a) (8.39)
jako limitu Gloh
t
o) =T [ ddm = ful0) - fulo) (8.40)

kde talé jadra A, zavid na parametru: € N. Tento pipad je poekud sl@itéjsi
nez ten, ktey jsmefesili ve vétel8.23 Nejprve dolezeme konvergdini vétu pro
KS-integ@ly pro situaci, kte nen pokryta \&tami z kapitoly 6.

8.25 \eta. Nechit f, fr € G([a,b],R"™), A, Ay, € BV([a,b], Z(R™)) pro k€ N.
Predpokhdejmeze plat (8.35),

lim [|[A; — A||=0 (8.41)
k—oo
a
o :=sup var’ A < co. (8.42)
keN
Potom

t t
lim [ sup / dAkfk—/ dAf’ =0.
k—0co \ te[a,b) a a

DUkaz. Buddanoe > 0. Podle \ty/4.8 mizeme zvolit funkcip : [a, b] — R™
takovou,Ze k&da jej komponenta je jednoduatskokowa funkce nga, b| a gfitom
|f — |l < e. Dale podle8.35) a (8.41) mizeme zvolitky € N tak, aby sodasré
platilo

Ifi—fll<e a [|[Ax—Al <e prok> k.
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Proda® ¢ € [a,b] a k> ko mame podle &t6.18a/6.25

/atdAkfk—/:dAf]

t t t
[ aa —o)|+] [ dla-a]e+| [ da(e-7)
< (varh, 4 17— ol +2 )14y — Al [ellsy + (varh 4) o ]

<o (I = Fl+I1f = ell) + 21| Ak — Al [@llsy + (varh A) [l — £l
< (204* +2||¢llBy +Var2 A) e=Ke,

<

kde K = (2a* + 2 ||¢||gv + var, A) € (0,00) nevisd ani nak aninat. Tim je
véta dolazana. O

Dale je feba dokzat rasleduici pomocre tvrzen.

8.26 Lemma. Necht A, Ay € BV ([a,b], Z(R™)) pro k€ N. Dale p‘edpoké-
dejme ze plat (8.22) (kdeto=a) a(8.4]).
Potom existujekg € N takow, ze pro kacé k > kg plati

det [T — A Ag(t)] #0 pro te(a,b] (8.43)
a
sup [[I—A7Ap(t)) 7| < 2¢a, (8.44)
te(ab]

kdeca = c(4,q) € (0,00) je konstanta definovarnv (8.32) pro ¢y = a.
DUkaz. Oky (8.4]) plai podle lemmatu.14 klim |AT A, — A™ Al =0.
Muzeme tedy zvolitiy € N tak, aby bylo

1
AT A(t) — ATA(t)] < 1o, Pro tela,b] a k>ko. (8.45)
A

Nechtt € (a,b] a k > ko jsou cany. Snadno a&ime, Ze plat rovnost
I— A Ap(t) = [1 - A7A@W)] [T - Tk(t)],

kde
Ty(t) = [I-A~A®1)] ' (A~ Ap(t)—A~ A(1)).

Vzhledem k pedpokladul®.22) je tudZ maticel — A~ Ay (¢) regufrri tehdy a jen
tehdy, kdy je reguarni matice I — Ty (t).
Podle 8.32) a (8.45 mame

ITe(t)] = |[T-A~A®)] | |A A(t)— A~ A(1)] <

| =
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Lemmal8.€ tedy zaréuje, ze maticeI Tk (t), a tudz take I — A~ Ak(t) jsou
regubrri, aze plat |[1 — T(t)]~ | < 2. Odtud a z/8.32) plyne

17— amau0] 7 < |17~ ()] 12 - A=A 7| < 2e0
Dilkaz je dokoten. O

Nyni miizeme zformulovat a ddizat hlavinvétu tohoto odstavce.

8.27 \eta. Nechtty=a, A, Ar€BV([a,b],ZR")), f, fx€G([a,b],R"™),
z, T € R™ pro k € N. Dale predpokhdejmeze plat (8.22), (8.35), (8.36), (8.41)
a (8.49).
Potom existujek, € N takoe, ze pro kace k > ky ma patatecni tloha(8.40)

jedinéfeSen x; na[a,b] a plati (8.39), kdex je feSen tlohy (8.39).
Dlkaz. Podle &ty8.24malloha B8.39 jedine feSeri = na[a,b]. Dale podle
lemmatu8.26existujeky € N takow, ze 8.43 plati pro k& > k. Tudiz, vzhledem
k vét8.24 Uloha 8.40) ma pro k&dé k > ky jedinéfeSen xj nala,b]. Polazme

wy, = (v, — fr) — (@ = f). (8.46)
Potom '

wk(t):ﬂjk+/ dAkwk+hk(t)—hk(a) pro keN a tE[a,b],

kde @ = (3 — fi(a)) — (F— f(a)) a

kt):/atd[Ak—A}(a:—f)+</atdAkfk—/atdAf). (8.47)

Dokazemeze

kIEEO |Jwg]| = 0. (8.48)
Podle 8.42), (8.44) a vetyl8.21je

lwi(t)] < 2ca (|Wk| + ||hil]) exp (4caa®) pro te(a,b], (8.49)
kde, podoba jako v lemmati8.26 piSemecy mistoc 4 ). Steci tedy dokazat,ze

JE&W‘C' =0 a kli_)HollokH = 0. (8.50)
Nejprve si pogimnéme,ze prvii vztah z 8.50 plyne okaniité z gredpokladi

(8.35 a (8.3€). Déle podle ety 8.25je

lim sup
k—00 ¢ ¢ [a,b]

/atdAkfk—/atdAf‘:O. (8.51)

Solkasre podle etyl6.25mame
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t
| [ diae- A= ] <2040 - A2 - Flay pro telab)

Protze (z — f) € BV([a,b],R™) podle 8.3]), plyne odtud éky (8.41), ze plat
take

lim sup ‘/ d A, — :E—f)‘ =0. (8.52)

k=00t ¢ [a,b]
Souhrnem, podle8(47) a (8.51)—(8.52 dostvame klim lhe] = 0. Plaf tedy
(8.50, a vzhledem k&.49) tudiz také (8.49).

Podle 8.46) je z — x = wy, + (fi — f). Tvrzeri véty tudz plyne z8.35 a

(8.49). O

8.7 Fundamentalni matice

Zobecrérim homogenith sysémli linearrich obytejnych diferencalnich rovnic
je rovnice

/ dAz = 0. (8.53)

Necht A €BV([a,b], Z(R™)), to €[a,b] a nechtplaf (8.22 a (8.29. Potom
podle \ety/8. 16(kde f( ) = f(a) nala,b]) marovnice 8.53 pro kazdée z € R"
prave jednofeSeri € BV([a,b],R™) na [a,b] takowe, ze z(ty) =z. Naopak,
kazdemureSeri z rovnice B.53 mlzeme fifadit hodnotuz(ty) € R™. Vzhledem
k pozramkdm@8.3a8.11je tento vztah mezieSerimi rovnice .53 a vektoroym
prostoremR™ vzajemre jednoznény. Snadno o&ime, ze jsou-liz, y feSen rov-
nice 8.59 na[a,b] a o, €R™ pak oz + [y je také FeSen rovnice 8.59 na
[a,b]. Nyni mizeme tytolivahy shrnout do&sleduiciho tvrzen.
8.28 \kta. Necht A€ BV([a,b], #(R")) a nechtplati (8.2 a (8.23. Potom
mndina feSen rovnice (8.59 je linearni a tvai podprostorBV ([a,b], R™) di-
menzen.

Nyni ukézeme,ze i pro zobecéreé linearri diferencalni rovnice existuje ob-
doba fundame#ini matice. Fundamealini matici pro zobecéré linearri dife-
rencalni rovnice definujeme @sleduicim zplisobem.

8.29 Definice. Maticova funkce X :[a,b] — .2 (R") se nagva fundamerélni
matice rovnicg8.59 na intervalufa, b], jestlize spfuje rovnost

X(t) = X(s)+/tdAX pro t,s € [a,b] (8.54)

a det X(t) #0 pro alespa jednot € [a, b].
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8.30 Pozramka. Jestlze maticowa funkce X spliuje vztah8.54), pak snadno
ov&ime,Ze pro libovolre c € R™ je funkcex(t) = X (t) ¢ FeSerim rovnice 8.59).

8.31 Lemma. Nechit A€ BV ([a,b], Z(R")), to € [a,b] a nechtplati (8.22) a
(8.29. Potom pro kadou maticiX € Z(R™) existuje jednozriaeé urCera mati-
cova funkceX;, e BV ([a,b], Z(R™)) tako\a, ze plat
- t
Xip(t) =X+ | dAX,, protelia,b]. (8.55)
to
Dukaz. Prok=1,2,...,n ozn&me k-ty sloupec maticeX jako ;. Mame
tedyz, €R" prok=1,2,...,n a X = (21,2,...,3,). Podle \étyl8.16pro
kazdé k€ {1,2,...,n} existuje pave jedna funkcer; € BV([a,b],R™) vyho-

vujici rovnosti
t

xp(t) — T — | dAzp =0 prote]a,b].
to
Funkce Xy, (t) = (21(t), z2(t), ...,z (t)) (ti. maticové funkce se sloupci;, pro
k=1,2,...,n) sphuje tedy vztah§.55 a je u€ena jednozrie. O

8.32 Poziamka. Je-li to € [a,b], X € Z(R") a funkce Xy, je urcera lemma-
tem(8.31, pak funkceX = X, zfejmé sphuje vztah/8.54). Je-li tedydet X #0,
pak je takto definovamfunkce X fundamerdlni matid rovnice 8.53).

Nyni, pro usnadéri, porekud ze#8ime n&e gFedpoklady8.22) a (8.29). Bu-
deme nyinpredpokbdat,ze plat

det [I — ATA(t)] #0 prokazde t€ (a,b]
(8.56)
det [I+A1A(s)] #0 prokade s€ [a,b).

8.33 Lemma. Necht A € BV ([a, b], Z(R")) a nechtplati (8.5€). Potom pro li-
bovolnou fundameatni matici X rovnice(8.53 je

det X(t)#0 prokazce te[a,b]. (8.57)

DlOkaz. NechtX je fundamerdlni matice rovnice/®.539 na [a,b] a necht
(8.57) neplat. Potom existujbody 7y, 71 € [a, b] takow, Ze
det X(T()) #0 a det X(Tl) =0.

Z druke rovnosti plyneze sloupcery (1), x2(71), - - ., 2 (71) matice X (1) jsou
linearré ZAvisk. Existuj tedy koeficientycy, ca, . . ., ¢, € R takow, ze

n n
Z‘Ck’ >0 a chxk(’ﬁ)zo.
k=1 k=1



194 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

n
Polazme z(t) = » _ cxax(t) pro t€ [a,b]. Potomz je feSerim rovnice B.59
=1

(viz pozn’amku8.36 ax(m) = 0. Dosazeim s = 7, do (8.59 a odéterim takto
Ziskare rovnosti 0d8.53) zjistime, ze z je feSeim pacateni tlohy
t
z(t)= [ dAxz prote€]a,b].

T1
Vzhledem k pedpokladu®.56€) jsou podninky (8.22) a (8.29) splrény protg = 71,
a prot@e stejnouilohu jakoz spliuje i identicky nuloa funkce, plyne z &ty8.16,
kde poldime ¢y =71, Zex =0 nala, b]. Specalné

2(10) = Y _ erap(r0) =0,

k=1 n
coz ovsem, vzhledem kigdpokladim det X () #0 a Z lck| >0, neri mozné.
k=1 O

Pripomaime nyn néktea ozn&eri uzivara pro funkce dvou proénrych.
8.34 Ozn&eri. NechtU: [a, b]x [a,b]— £ (R™). Potom pro da@ 7€ [a, b] zna-
¢i symbolyU(r, - ), resp.U(-, T) funkce jedi@ proménre

U(r,-):s€la,b]—=U(r,s) resp.U(-,7):t€[a,b] = U(t, 7).
Podobr@

U(r,s+) = 6lir51+U(T,s+5), U(r,s—) = lim U(r,s—9),

0—0+

lim U(t—6,7).

U(t+,7) = (slilr[r)lJr U(t+0o,7), Ult—,1) = Jim

Nasleduici véta je disledkem lemmé.31a/8.33

8.35 \eta. Necht A€ BV([a,b], Z(R™)) spliuje (8.56). Potom existuje @ve
jedna matico@ funkceU : [a,b] x [a,b] — £ (R™) takowa, ze plat

Ul(t,s) = I+/t d[A(7)]U(r,s) prot,s€la,b]x]a,b]. (8.58)

Pro kazce to € [a,b] je funkceU (-, o) :t € [a,b] = U(t,tp) € R™ fundamerdlni
matice rovnice8.59).
FunkceU méa nanic tyto vlastnosti:
(i) U(-,s)eBV([a,b],Z(R™)) pro kazce s € [a, b],
(i) U(t,t)=1 prokazcete [a,b],
(i) det U(t,s)+#0 pro vSechna, s € [a,b].
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Dlkaz. Prokade s € [a,b] existuje podle lemmai8.31pravé jedna maticod
funkce X € BV([a, 0], £(R")) tako, Ze plat

t
Xs(t):I+/ dAX, protela,b].

DefinujmeU (t, s) = Xs(t) prot, s € [a,b]. PotomU spliuje 8.58 aU(t,t)=1
pro t € [a,b]. Vzhledem k pozamce8.3Z odtud plyne,ze pro ka&dé t, € [a, b]
je U(+,to) fundamenrdlni matice rovnice .59 na [a,b]. Konetné, podle lem-
matu8.33je det U(t,s)#0 pro\vsechnat, s € [a, b]. O

8.36 \eta. Necht A e BV ([a,b], Z(R™)), to € [a,b], T € R™, nechtplati (8.56)
a nechitmatico\a funkceU je ur€ena etou8.3% Potomz : [a,b] — R" je feSen
pocatecni Glohy

t
x(t)—:z—/ dAz =0 (8.59)
t
na intervalu|a, b] toehdy a jen tehdy, kdy

z(t)=U(t, to)x pro te|a, b].t (8.60)

Dlkaz. a) Dosadne-li (8.60 do | dAz avywijeme-li (8.58), dostaneme
t t to
dAz = [ d[A(")]U(r,s)T = (U(t,t0) —I)T=z(t)—T
to to
pro t € [a, b], tj. funkce = definovaa vztahem/8.60) je FeSen Ulohy (8.59).

b) Obiacera implikace plyne z jednozigaostifeSeri pocatetni tlohy (8.59) (viz
Vetul8.16). O

8.37 Definice.Necht A € BV ([a,b], Z(R")) a nechtplafi (8.5€). Potom matico-
vou funkci U urenou ¥tou8.35nazvameCauchyova maticeovnice 8.53).

8.38 Diisledek. Nechit A € BV ([a,b], Z(R™)), to€[a,b] a X € #(R"). Dale
nechitplati (8.5€) a nechitU je Cauchyova matice rovnid&.535). Potom matico&
funkceX :[a,b] — Z(R™) spluje rovnost
- t
Xt)=X+ | dAX (8.61)
to

pro t € [a, b] tehdy a jen tehdy, kay

X(t)=U(t,tg) X pro tela,b]. (8.62)
Dlkaz. Prokady sloupeczy, k=1,2,...,n, maticowe funkceX plafi podle
veéty 8.36

xk(t) = U(t, to) T prote [a, b],
kde 7}, jsou sloupce maticel. Odtud tvrzeokantité plyne. O
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8.39 \eta. Necht A € BV([a,b], Z(R™)), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic3.53. Potom vztahy

U(t,r)U(r,s) =Ul(t,s), (8.63)
U(t,r) " =U(rt) (8.64)

plati pro libovolnou trojici bodl ¢, s, 7 z intervalu|a, b].
Dlkaz. a)Prolibovolat,s,r € [a,b] mame podled.5¢)

U(t,s)z[—i—/ d[A(T)|U(r,s)
:I—F/rd[A(T)]U(T,S)—F/ d[A(T)]U(,s)
:U(T,S)+/ d[A(T)]U(r,s).

Ozn&ime-li sloupce maticé/ symbolyuy, k=1,2,...,n, zjistime,ze pro ka-
dek=1,2,...,nar,s€|a,b] je funkcex(t) =ui(t, s) FeSerim tlohy

t
z(t) — ug(r, s) —/ dAz =0
ala,b]. Podle ety 8.36tudiZ plat
ug(t,s) = U(t,r)uk(r,s) prok=1,2,....,n a t,s,r€la,b].

Odtud & vztah 8.63 okantité plyne.

b) Specalré jestlze t = s, pak podle ety 8.35dosavameU (¢, r) U(r,t) =1 pro
kazdé r € [a, b]. Vzhledem k &t&/8.35(iii) tedy plafi (8.64). O

8.40 Pozramka. Je-li U Cauchyova matice pr@(53, pak podle @ty 8.39plaf
U(t,s) =U(t,a)Ula,s) = U(t,a) (U(s,a))” " prot,sca,bl.

Ozn&ime-li tedy X (¢) = U(t,a), bude platitU(t,s) = X(t)(X(s))~! pro
t,s € la,b]. Plipoma@ime,ze X je fundamerdlni matice rovnicel$.53).

Ve zhyvajici ¢asti tohoto odstavce uvedeméstie nekolik daich vlastnost
Cauchyovy matice rovnic@(53).
8.41 \&ta. Necht A € BV([a,b], Z(R™)), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic8.53). Potom existujeV/ € (0, oo) takow, ze plat

U(t,s)|+var’ U(-,s)+var U(t,-) <M pro t,se]a,b]. (8.65)
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Dlkaz. a) Prck=1,2,...,n ozn&me symbolene;, k-ty sloupec jednotkas
maticel. Potom|eg| =1 pro kadé k=1,2,...,n. Podle etyl8.21mame

lug(t, 8)| < My:=cq exp (ZCAvarZ A) <ocoprot,s€fa,b] a k=1,2,...,n,

kde dky predpokladul.56) miizeme poldit

A= max{l, sup [[I —ATA®)] Y, sup |[I+ATA®)] T }
te(a,b] t€lab)
Tudiz
’U<t7 S)’ - k—rlngx ’uk(tv S)| < Ml pro l,se [avb}' (866)

b) Nechtty,ts, s € [a,b] aty <ty. Potom
to
un(t2,) — untrss) = | [ AL un(r, )| < M varz 4,
t1

Pro libovolre s € [a,b], k=1,2,...,n a libovolré celeri o intervalu [a,b]
tedy mame

v(o)
V(ug(-,s),0) < My Z varg’_ A= M var’ A =: M, < oo,
a proto =t

varl U(-,s) < | max vart u(-,s) < My pro s€|a,b]. (8.67)

=1,2,....n
c) Necht sy, so € [a,b] a s1 < so. Potom pro kddeé ¢ € [a, b] mame

ug(t, s2) — ug(t, s1)

/d ukTSQ /d UkTsl /d ukTsl)

/ d[A(7) Jug(T, s1) / d[A uk T,52) — ug(T, 51))-

Funkcex(t) = ug(t, s2) — ug(t, s1) je tedy naja, b] feSerim pocateni Glohy

/ d[A uk(T,sl)-i-/ dAz.
52

Podle ety 8.36pro kazde t € [a,b] ak=1,2,...,n plat
52
un(t52) = st s) = Ut s2) ([ LA Junlr.sn)).
S1
Tudiz |ug(t, s2) —ug(t, s1)| < Mfvar2 A prok=1,2,...,n atela,b].

Pro libovolré t € [a,b], k=1,2,...,n alibovolré celeri o intervalu [a,b]
plat
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v(o)
V(ug(t,-), o) < M} Zvar VA= M2vart A=: M3 < oo,
a proto
var U(t,-) < _max var® u(t,-) < Ms pro tea,b]. (8.68)
d) Podle B.65—(8.67) tvrzeni véty plat pro M = My + Ms + Ms. O

8.42 \eta. Necht A € BV([a,b], Z(R")), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic(8.53. Potom plat

Ult+,s) = [I+ATA@)| U(t,s) pro t € [a,b), s € [a,b],
U(t—,s) = [I — A"A@)| U(t,s) pro t € (a,b], s€[a,b],

. (8.69)
U(t,s+)=U(t,s) [I+ATA(s)] " pro t€la,b], s€a,b),
U(t,s—) = U(t,s) [[ — ATA(s)] " pro tela,b], s (a,b].

Dlkaz. Nejprve sigimnéme,ze podle pedchoz véty maj funkce U(-,s) a
U(t,-) kone&né variace nda, b] pro libovolra t, s € [a, b]. VSechny jednostrarén
limity objevujici se ve vztach (8.69 tedy maj smysl.

a) Prvni dva vztahy odvoiine, jestlze do vztah (8.13 z lemmatuB.15dosadime
postupm® zax sloupce matico& funkceU.

b) Nechts e [a,b) ad € (0,b— s). Potom podle.58 mame

Ut +0)~Uts) = [ dlA() U(T,s+5)—/ d[A(H)] U(r, 5)

s+6
= d[A(T)] (U(r,s+6) — U(r,s)) —/ d[A(T)]U(T,s)
s+0 s

pro kadé t € [a,b]. Maticova funkceY (t) =U(t,s+0) — U(t, s) tedy sphuje

rovnost
t

Y(t)=Y + d[A(7)]Y(r) pro tela,b],

kde s+0

- 540
V- _/ d[A(r) U (r, ).
Podle disledku8.38tudiz mame

Ult,s+6) —U(t,s) =Y () =U(t,s+6)Y

s+0
_U(t, 5+6) / d[A()] U (7, 5)



STIELTIESJV INTEGRAL 199

pro t € [a, b]. Limitnim pfechodemd — 0+ pfi pouziti Hakeovy \éty(6.4Z2 odtud
dostaneme
Ut,s+) —Ul(t,s) = —Ul(t,s+) ATA(s) U(s,s) = —U(t,s+) AT A(s)

neboli U(t,s) = U(t,s+) [I + AT A(s)]. Odtud okaniité plyne platnostfetho
vztahu z18.69). Zbyvajici rovnost bychom ddkzali analogicky. O

Pro funkce dvou prognnych je m@no definovat pojem variace&kolika iliz-
nymi zplisoby. Pro &s je zdjmava definice Vitaliova.
8.43 Definice.Necht F': [a, b] X [a,b] — Z(R™). Pro daa cEleri o, p intervalu
[a,b], 7=1,2,...,v(c) ak=1,2,...,v(p) polozme
Ajp(F o,p) = F(oj,pr)—F(oj-1, ) —F (0, pr—1)+F (-1, pr—1)-
Potom velEina
o(F) = 35 AuF )
o, pe@[ab ] j=1 k=1

se nagva Vitaliova variacefunkce F' na intervalula, b] x [a, b].

8.44 \eta. Necht A € BV([a,b], Z(R")), nechtplati (8.56) a nechitU je Cau-
chyova matice rovnicg8.53). Potomu(U) < co.

DlUkaz. Mgjme dé libovolra cBleri o, p intervalu[a, b]. Podle &ty 8.39 (viz
téz pozramku8.40) je U(t,s)=U(t,a)U(a,s) pro t,s € [a,b]. Pro libovolr&
i=12,...,v(c) ak=1,2,...,v(p) tedy mame

v(o) v(p)
|Ajk U,o P
j=1 k=1
v(o) v(p)
= Z Z ) 0']7 (UJ 1,0 )] [U(a,pk) — U(a, pk,l)]‘

<var? U(-,a) var’ Ul(a,-)| < M?,

kde M < oo bylo urteno ve ete8.41. O

8.8 Nehomogenmrovnice

Vratme se nynhk nehomogeninpocatetni Gloze

x(t)—x — dAxz = f(t)— f(to). (8.14)

to
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Budeme pedpokbdat,ze A€ BV ([a,b], Z(R™)) spluje 8.56). Pro libovolra
zeR™ a feG([a,b],R™) existuje podle &ty 8.24 jediné FeSeri = pocateni
Ulohy (8.14) a totofeSer je regulova® nafa, b].

Nasleduici véta ukazujeze totofeSen je mazno vyjadit ve tvaru gipomina-
jicim formuli variace konstantnamou z teorie ob§ejnych diferencilnich rovnic.
8.45 \eta. Necht ty € [a,b], AeBV([a,b], Z(R™)) spluje (8.56 a nechtU
je Cauchyova matice rovnig®.53). Potomuloha (8.14) méa pro ka&de z € R™ a
kazce f € G([a,b],R") jedineéfeSen x na [a,b]. TotofeSer je dano formui

to

w(t) = Ut to) T+ F(t) — f(to) — | d[U(t,5)] (F(s) = f(to)) } (8.70)
pro t¢ € [a,b].

Je Zejme, Ze pro podrobip diikaz je nut@ néco \ecét o integalnich opeato-
rech typu

t
H:x€G([a,b],R") — y(t) = [ ds[K(t,s)]x(s), (8.71)
to
kde funkceK ma stejre vlastnosti jako Cauchyova mati€e prisluSne homogenhn
rovnice a symbol g nazn&uje,ze integrujeme funkce prognreé s, zatmco ¢ je
zde parametr. Vzhledem k viastnostem funkégopsagm v predelém odstavci
je vidét, Zze pro kadou funkciz € G([a,b],R™) je jeji obrazy = # = dobkfe defi-
novan na cedm intervaluja, b]. (Jde \Zdy o integraci funkce regulovérvzhledem
k funkci s kon€nou variat) Bohuzel, vlastnosti opétorli tvaru 8.72) nejsou &
tak na prvi pohled Zejmé. Navc, abychom doézali, Ze funkcex je feSerim
Glohy (8.14), potfebujeme urét zan@nit pdad integrace ve dvojam integalu

[ atam) ([ o) (76 - )

tak, aby bylo méno vywit vztah 8.58 definujci funkci U. K tomu je nutré
mit k dispozici apait umanujici zactazen s dvojrymi integialy. Ten se opya &z
0 pojem variace funkcdvou pronénrych zavedef v definici 8.43 Toto \Se se
v poffebrem rozsahu zido tohoto textu nevejde. Nebudeme zde tedy @évpo-
drobré dikazy a jenom se pokimme aspa priblizit jejich hlavri myslenky. \Eti-
nou nef obfizné doplnit vynecha@ detaily na aklace znalosti postup z predes-
Iych kapitol. Podrobnosti/kajici se variace funkicdvou pron&nnych a integal-
nich opeatorti urterych takowymito funkcemi Ize ndf zejména v kapitole 11l mo-
nografie [L1] a v odstavci 1.6 a kapitole Il monografiéd]. Formule variace kon-
stant prof € BV ([a, b],R"™) je dokazana v E5, 111.2] nebo v 45, Theorem 6.17],
zafimco v 59, Proposition 4.4.3] je ddkzana prof regulovanou.
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Omeime se nyhna @ipadty = a, tj. hledamereSerni Glohy (8.39. Dlkaz je
rozcelen na 4 kroky:

Nejprve definujeme
U(t,s) kdyz a <s<t<b,
K(t,s) =
U(t,t) kdyz a<t<s<b.

Ziejme je val K (t,-)<var' U(t,-) a var, K(-,s)<var?U(-, s) pro libovolra
t,s €[a,b]. Lze tale dokazat,ze jev(K) < oo (viz [55 Lemma 11.2.7]). Existuje
tedy konstantar € (0, c0) takowa, ze

v(K)+var K(t,-)+varl K(-,s) <x<oo prot,secla,bl.
Dale pro kadé x € G([a,b],R"™) je funkce
d K(t,s)]x(s) (8.72)
dolfe definona naja, b prlcerrz
/ ds [K (¢, s) / ds[U(t,s)]z(s) prokade tela,b] a celt,b].
Podle B5, Theorem 1.6.18] je vdr y < v(K) ||z|| < co.

y:t€la,b] —

Druhy krok spdiva v dikazu,ze plat
b
y(t+) :/ ds [K(t+,s)]z(s) kdyz te€(a,b), (8.73)

b
1) _/ dy [K(t—,5)]2(s) kdyz ¢ € (a,b]. (8.74)
Podle b5, Lemma 1.6.14] majvSechny funkce
K(t+7') a K(S_v')7 te [avb)v se (avb]7

kon&nou variaci nda, b], atudzZ jsou integaly na praych stratach v .73 dolfe
definovany. Protde = je na [a,b] stejnon@rra limita jednoducfich skokoych
funkd, sta&i dokazat,ze rovnosti8.73) plati pro kazdou funkci typu

X[a,7) X[rp]s T € [a,D]. (8.75)

Je-li nagiklad = = x4 ;), kde 7 € [a, b], pak pro kdde ¢ € [a,b] dostaneme (viz
(6.19) y(t)=K(t,7+) — K(t,a), atudz

y(t+) = K(t+,7+) — K(t+,a) kdyz t€]a,b)
y(t—) = K(t—,7+) — K(t—,a) kdyz t€ (a,b].
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Na druhou stranu, ame

/d (t+,8)]X[a;r) = K(t+,7+) — K(t+,a) kdyZ t€la,b)

/d )Xo = K(t—74) — K(t—a) kdyz te (a,b],

tj. plati (8.79 pro x = x|, Podob® bychom o¥ili platnost relac¢ (8.739 pro
funkce tvaruz = x|, 7 € [a, b], atedy i pro kadou funkciz € G([a, b],R").

Vidime tedy,ze funkcez(t) definovai formul (8.70) je regulovaa nala, b]
pro kadou funkcif € G([a,b], R™) a kazdy vektor z € R™.

Tretm krokem je dikaz,ze za néich g'edpokladi je pro k&de t € [a,b] a
kazdou funkci f € G([a,b], R™) pravdiva relace Fubiniova typu

/ad[A /d (r,9)] (£(5) = /(@)
:/a d, U d[A(T)]K(T,S)] (f(s) = f(a)).

V diikazu tohoto kroku se @p vywije stejnonérma aproximace regulovgoh

funkd jednoduckmi skokovmi funkcemi, vzorce z pkladi/6.15a konvergedni

vlastnosti KS-integalu. Navc je ovem nutno tak polZit vlastnosti opeatorl
b

wvaru f € G([a,b],R") —>/ K(, ) d[f(s)].
Na zaver dosathme 8.70), tj.

z(t) =U(t,a) T+ f(t) /d (t,s)] (f(s) — f(a )),

do mtegalu/dAa: a, vzhledem k definici funkcé, dostaneme

/dAw—/ d[A nam/a d[A(s)] (£(5) — (a))
- / ata)] ([ sl (o)~ s@))

— [U(ta) - 1T+ / A A(s)] (f(s) — f(a))

- [Fatae) ([ a im0 - )

~Wita) =15+ [ AW (f(s) - f(a)
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Funkcex je tedyfeSeni Ulohy (8.39 na[a, b]. Timto je dikaz \Btyl8.45dokorten.

Jestlze je funkceA spoijita zleva na intervalia, b] a to =a, pak je m@no
vzorec 8.70) porékud zjednodsit, definujeme-liX (¢) =U(¢,a) prot € [a,b] a

Ula,s+), kdy? a<s<b,
Y (s :{ (a,s4), kdyz a<s (8.76)

Ula,b), kdyz s=b.
8.46 Disledek. Nechtty=a a A€ BV([a,b], Z(R")) je zleva spoji na (a, b|
aplat det[l +ATA(t)]#0 pro ¢t € [a,b). NechtU je Cauchyova matice rovnice
(8.59, X(t)=U(t,a) protefa,b] aY je definovaa pfedpisem(8.76).
Potom rovniceg(8.39) méa pro kazce = € R™ a kazdou funkcif € G([a,b], R™)
zleva spojitou nga, b| jedinéfeSen x na [a,b]. TotofeSen je dano formul

2(t) = X() T +X(t) </tYdf) pro t € [a, b]. (8.77)

a

DlOkaz. NechtzeR" a necht f € G([a,b],R") je zleva spojia na (a,b].
Podle \éty8.45 ma rovnice [8.39 jediné feSer = na[a,b]. Formuli (8.70) mu-
Zeme epsat ve tvaru

o(t) = X(OF+ (5(0) - (@) - X(0) ([ dX(9)] (79 - 7(@),
kde X~1(s)=U(a,s) pro s€[a,b]. Mame X ~1(s)=Y(s) — ATX1(s) pro
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€ [a,b). Podle lemmatif.3Zje pro kadeé ¢ € [a, b]

/

d(X1(s)] (f(s) - £(a))
_ / dY(s)] (f(s) — f(a)) — AYX 18 (F(1) - f(a)).

Protcze f je zleva spojia na(a,b] aY je zprava spoji nala,b), integraé per-
partes (eta6.3€) dostaneme pro kale ¢ € [a, b]

o(t) = X(OF+ (£(0) - 1(@) ~X(O)( [ dX6)) () - Fla))

= X()T— (f(t) - F(a)) + X (1) / ydf
X() AT XNE) (£(8) — f(a) — X(O) Y (1) (F() — f(a).

Konetné, protde pro kadé ¢ € [a, b]

X () ATXTHE) (£(t) = fla)) = XY () (f(2) - f(a))
= X(t) (XM (tH) = X7H(t) (F(t)—f(a)) — X () X} (t+) (F(t)—f(a)
=—(f(®) = f(a)),

dostivame konéné (8.77). O

Diky vét/8.45 resp. jeimu disledku8.46je jiz mazné sUspgchem vgetovat
nagiklad okrajowe Glohy, ve kteych se hled funkce, ktedt sphuje na intervalu
[a, b] rovnici (8.59 a navc i néjake dodaténé podmnky, nagiklad dvoubodo@
podminky M z(a)+ N z(b) =0, kde M, N € #(R™). To je ale & jiny pfibéh,
ktery se do tohoto textu, stegnjakofada dadich ttmat, jako jsou souvislosti s
funkcioralné-diferencalnimi rovnicemi, dynamicimi sysémy na tzv.Casoych
Skalach time scalek aplikace nailohy s impulsy a d&l, uz opravdu nevejde. Jako
doplhkovou literaturu kéto kapitole Ize dopogit nagiklad monografie12], [27],
[45], [59] neboclanky [1], [7], [39], [51], [52].
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Predlozena monografie je prvni Eesky psand ucele-
na utebnice Stieltjesova integrélu. Z valné &asti je
zaloZena na autorové viastnim vyzkumu. Jeji hlavni
pfednosti je zafazenl moderni teorie zalozené na
Kurzweilové definici zobecnéného integralu, kterd
umoziiuje maximalné rozsifit tiidy integrovatelnych
funkel a zjednodusit dikazy zékladnich vlastnostl
integrélu. Jsou zde také ukazény aplikace ve funkci-
onalni analyze a v teorii diferencidlnich rovnic. Kniha
je uréena studenttim matematiky v ramci magister-
ského nebo doktorandského studia, ale i specialis-
tim v oboru. Exaktni vyklad je dopinén fadou pfi-
klad( a cviceni.
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