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Nékolik slov na uvod

Tento text tvorf doplnék k ¢dsti pfedmétu Matematickd analyza 3 (partie tyka-
jici se nekonecénych fad). Nevycerpavd absolutné vse, co se na predndskach
pripadné jsou zde detailnéji popsany nékteré vybrané pasaze, coz ndm pak pii
prednaskach ,,Seti{ ¢as.“ V kombinaci s pozndmkami z pfedndsek (kde zejména
podrobnéji komentujeme probiranou latku, doplnujeme ji, uvadime ilustrativni
pifklady a diskutujeme) a s pozndmkami z piislusného cviceni by tento text
meél tvorit postacujici zdroj k piipravé na zkousku. Je samozfejmé vitana i
samostatnd iniciativa studentu, kdy sami Gerpaji i z jinych zdroju (pficemz
pozadavky na rozsah znalost{ jsou ziejmé z obsahu textu a prednasek).

Existuje fada dalsich zajimavych a dulezitych témat, kterd se v ramci teorie
nekonecnych fad bézné probiraji, avsak vy je zde nenajdete. Vzhledem k celkové-
mu zaméfeni studia a s ohledem na ¢asovou dotaci, muze nas kurs totiz podat
pouze velmi struéné priblizeni této discipliny.

Budu vdéény kazdému, kdo mne upozorni na nepfesnosti ¢i chyby v textu
Nékteré neptesnosti — jde vlastné spis o zjednoduseni — jsou ovSem ,,zamérné“,
vzhledem k vySe zminénému ,informativnimu*“ charakteru celého kurzu. N&S
¢asto intuitivni piistup snad i napoméahd snadnéjsimu porozuméni latky.

Brno, 29. ledna 2013, Pavel Rehdk






Obsah

1L Zakladni pojmy|
|L1.1 Posloupnost, rada, konvergence| . . . . . ... ... 00
[1.2 Nékteré triky pouzivané pii souctech fad|. . . . . .. .. ... ..
[I.37 Operace s ciselnymi radamm] . . . . « o o o ovov oo

|2__Kritéria konvergence pro rady s nezapornymi ¢leny|
BT Srovnavacld Krfteriuml . -« « v v v e e e e e e

|2.5  Srovnani ucinnosti odmocninoveho a podilového kritériaf . . . . .
2.6 Integralni kritérium| . . . ... ... ... ... 0L

3 (Ne)absolutné konvergentni fad
g Y
[3.1 Alternujici fady|. . . . . . .. ... oo

|3.2 Absolutni konvergence| . . . ... ..o o000

3.3 Prerovnavanivadl . . . . ... ... o 000000

|4 _Numerické aspekty souctu rad

4.1 ad souctu alternujici fady] . . . . . . .. ...
(A2 Odhad souétu pomoci geometrické rady] . . . . . . . ... ...

4.3 Integralniodhad| . . . .. ... ... o000

|5 Funkéni posloupnosti a rady|

.1 ritéria stejnomérné konvergence| . . . . . ... L. L.
.2 Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti a rad funkci]

6 Mocninne rady|
[6.T Vlastnosti mocninnych rad] . . .« v v v oo
6.2 Taylorovatada] . . . ... ... o
6.3 Aplikace mocninnych fad| . . . ... ..o

[Literatural

15
15
16
16

19
19
20
20

21
23

25
26
27
29

33






Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Posloupnost, rada, konvergence
Nejdrive pripomenme, zZe redlnych ¢isel {a,} je
a:N—=R.

Jiné oznacen{ pro posloupnost je nap¥. {a,}32;, nebo (a,). Nekoneénou radu
definujeme nésledovné.

Uvazujme posloupnost {a,}. Potom vyraz
a1+a2+a3+...+an+...

nazyvame nekoneénou ciselnou Tadou (nebo jen struéné radou) a
oznacujeme jej

i an (pffpadné Z a, nebo Z an>
n=1

neN

Zajimame se o souCty a vlastnosti fad. Abychom mohli dét pravé defino-
vanym vyrazum dobry smysl, zavadime tzv. | posloupnost édstecnijch soucti

{sn}, kterd se definuje jako:
s1=aiy, Sp=ai+az, ..., Sp=0a1+az+ -+ an,
U posloupnosti ¢astetnych souctu pak rozlisujeme jejich limitni chovéni:

e Existuje-li vlastn{ limita lim, .~ s, = s, pak ikdme, ze fada > -, a,
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e Neexistuje-li vlastni limita lim,,_. s,, pak fkdme, ze > a,

pricemz zde rozlisujeme tii pripady:

o Jestlize lim,, . s, = 00, pak fikdme, ze fada urcité diverguje k oo.
o Jestlize lim,,_. o, s, = —00, pak fikame, ze fada urcité diverguje k —oo.
o Jestlize lim,,_ o, s, neexistuje, pak fikame, ze fada osciluje.

Vyjadiime-li a,, jako a, = s, — s,—1 a provedeme-li limitni pfechod, pak
okamzité dostavame tzv. nutnou podminku konvergence:

Jestlize Y 7 | a, konverguje, potom lim,,_,; a,, = 0.

Odtud obdrzime jednoduché kritérium pro divergenci: Jestlize lim,, . ay,
neexistuje, nebo lim,, . a, # 0, pak > o- | a, diverguje.

Bezprostiedné z definice plyne i nasledujici tvrzeni.

[ee)

Necht m € N. Potom Y | a,, konverguje, préave kdyz > " .,

guje.

a, konver-

Proto 1ze tvrdit, ze na konvergenci resp. divergenci fady nemad vliv chovani
kone¢ného poctu ¢lent. Zaroven mame motivaci pro definici: Pokud néjaky
predpoklad nemusi byt splnén pro konetny pocet ¢lenu, iikdme, Ze plati pro

skoro vsechna |n. To vSak neni nic jiného, nez ze plati od jistého indexu poc¢ina-

je.

1.2 Neékteré triky pouzivané pri souctech rad

Obecné je problém nalezen{ souctu (konvergentn{) fady velmi obtizny az v pod-
staté nemozny; neexistuje zadny univerzalni navod. Existuji vSak situace, které
jsme schopni uspokojivé a nékdy i prekvapivé snadno fesit. My si zde uvedeme
alespon nékteré z nich.

e Rozpozndme-li, ze fada m4 tvar > - ag" !, kde a # 0, ¢ # 0, pak se jednd

o) ’geometrickou fadu,‘ ktera konverguje v ptipadé, kdy pro kvocient plati

l[g] <1, a m4 soucet

oo

Z ag" "t = 1 ¢

n=1 q
Odvodte si tuto skute¢nost. Napovézme, Ze sta¢i uvazovat dva pomocné
¢astecné souéty &, = 1+q+---+¢" ' aqd, =q+¢> -+ ¢, které od sebe
odectete. Rovnéz diskutujte, jaké typy divergence mohou nastat v zdvislosti
na hodnoté kvocientu.
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e Piipad, kdy n-ty ¢len fady je | vhodnym algebraickym souétem‘ vyrazl na
n zavislych, nebo se dé na takovy soucet upravit. Touto ,,vhodnosti* méme
na mysli situaci, kdy se v n-tém ¢dstecném souctu ,vétSina“ s¢itancu zrusi
diky opa¢nym znaménkum a posunutému indexu a zbyde pouze zafixovany
pocet séitancu (tj. majici stejny pocet ¢lenu pro libovolny ¢dsteény soucet).
Typickou takovou fadou je napf. > (vn +2 —2v/n+ 1+ /n), jeji soucet
je 1 — /2. Nekdy tato vlastnost nenf na prvni pohled patrna a je potieba
upravy (Casto, ale ne vzdy, najde vyuziti rozklad v parcidlni zlomky), napi.

> m Odvodte si s detaily souéty obou uvedenych fad.

e Rady typu
> anby,

kde {a,} je | aritmetickd posloupnost ‘ a {b,} je ’ geometrickd posloupnost ‘ S

kvocientem |g| < 1. Vyuzivame toho, Ze pro n-ty ¢dsteény soucet {s,} plati
(1 - q)sn =Sn — (4Sn
=, fixni pocet ¢lenu zavislych na n“ +

+ ,,n-ty ¢asteény soucet geometrické rady. “

Napi. fadu ) 23;1 1ze takto pohodlné secist. Pokuste se o to; mélo by vyjit
s=3.

o Nékteré fady lze vidét jako | linearni kombinaci | jednodussich fad. Jak uvidi-
me pozdéji, konvergentni fady se skuteéné chovaji linedrné. Se¢téte napi. fadu
W. Néapovéda: fadu lze napsat jako linedrni kombinaci jisté geo-
metrické fady a fady, kterou jsme uvedli v pfedchozim odstavci. Pro soucet

£ 4
plati s =9 + .

1.3 Operace s ¢iselnymi radami

Nésledujici vlastnosti lze pomérné jednoduse dokazat s pouzitim piislusnych
posloupnosti ¢dstecnych souctu a operacemi na jejich limitéch.

) Jestlize > an, > by, jsou konvergentni fady a > a, = A4,> b, =

B, potom Y (a, + b,) je konvergentni a plati

> (an+bn) =A+B.

Najdéte piiklad ukazujici, ze tvrzeni o konvergenci nelze obratit.

e | Analogie distributivniho zakona. ‘Jestliie > a,, konverguje, pak pro libo-

volné C € R konverguje téz > Ca, a plati

ZCan:CZan.

Tvrzeni o konvergenci lze pro C # 0 obratit.
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) Dvé predchozi vlastnosti lze chapat jako aditivitu resp. ho-

mogenitu. S pouzitim indukce lze pak provést rozsiteni, kde uvazujeme
libovolnou linedrni kombinaci.

’Analogie asociativniho zdkona. ‘ Necht Y | a, je konvergentni fada a

necht {ny} je rostouci posloupnost piirozenych ¢isel. Polozme ng = 0 a
pro k € N oznaéme by = an, ,+1 + @n,_,+2 + -+ + an,. Potom fada
> e by konverguje a platf

oo oo
S h= Yo
k=1 n=1

Analogie komutativniho zdkona. ‘ Na tomto misté by mohl ¢tenat oceka-

vat néjaké tvrzeni o prerovnavani ¢lenu fady. Ponévadz vSak analogie ko-
mutativniho zdkona pro konvergentni fady obecné neplati a k jeho plat-
nosti je potieba silnéjsi vlastnosti, totiz tzv. absolutni konvergence, zfor-
mulujeme piislusné tvrzeni pozdéji.



Kapitola 2

Kritéria konvergence pro
rady s nezapornymi cleny

V této kapitole uvazujeme fady typu > a,, kde a, > 0 pro vSechna n € N.
Ponévadz posloupnost ¢dstecnych souctu je neklesajici, je Y a, konvergentni
nebo urcité divergentni k co. Promyslete si, pro¢ by stacilo predpokladat neza-
pornost pro skoro vsechny ¢leny fady (tj. pro velkd n). Z duvodu formdln{
jednoduchosti ji vsak predpokladame pro vSechny Cleny. Je téz ziejmé, ze uve-
dend kritéria lze snadno modifikovat, nahradime-li predpoklad nezapornosti
predpokladem nekladnosti.

2.1 Srovnavaci kritérium

Manipulaci s ptislusnymi posloupnostmi ¢astetnych souctu 1ze snadno dokazat
nasledujici intuitivni kritérium.

Predpokladejme, ze a,, < b,, pro skoro vsechna n € N. Potom

Z b, konverguje = Z an, konveguje;
Z a, diverguje = Z b, diveguje.

Pozndmka . (i) Typickymi fadami vhodnymi pro srovnédvaci tcely jsou napf.
geometrickd fada Y ag" "' nebo fada Y. —=. S pouzitim nize diskutovaného
apardtu (Odstavec urcete, pro které hodnoty parametru a fada diver-
guje resp. konverguje. Tyto fady lze v pfipadé nutnosti modifikovat napt. ve
smyslu Y ﬁ, kde C je néjakd konstanta. Vsimnéte si, ze zachovani konver-

gence ¢i divergence — pridame-li konstantu C' — je snadnym dtsledkem vyuziti

11



12 Kapitola 2

neménnosti konvergence resp. divergence téchto fad pri zméné koneéné mnoha
¢lenu a piipadné aplikaci srovnévaciho kritéria.

(ii) Pochopitelné nemuze existovat rada, ktera by slouzila jako univerzalni
majoranta (tj. fada s vétsimi nebo rovnymi ¢leny) ¢ minoranta (tj. fada s
mensimi nebo rovnymi ¢éleny) pro kazdou fadu.

2.2 Limitni srovnavaci kritérium
Nasledujici kritérium srovnava ¢leny fad v limité. V dukazu se pouziva predcho-

zitho srovnavaciho kritéria. Pro ¢leny fady, které se ocitaji ve jmenovateli, poza-
dujeme kladnost.

Necht existuje lim, o 3 = L € (0,00) U {oc}. Potom

L < o0, Z b, konverguje = Z a, konveguje;
L >0, Z b, diverguje = Z an diverguje.

2.3 Odmocninové kritérium — Cauchyovo

Nésledujici kritérium mé dvé verze, nelimitni a limitni. Dukaz je zalozen na
srovnani zkoumané fady s jistou konvergujici geometrickou tfadou, resp. na
vySetfeni nutné podminky konvergence.

(i) Nelimitn{ verze:

¥a, < q <1 pro skoro viechna n € N = Z an konverguje;

Yan, > 1 pro nekoneé¢né mnoho n € N = Z an diverguje.
(ii) Limitn{ verze: Necht existuje lim, oo /an = q € (0,00) U {oo}. Potom

¢g<1l= Z a, konverguje;

q>1= Z a, diverguje.

Poznamka. Nastane-li ¢ = 1, nelze o konvergenci rfady timto kritériem rozhod-
nout.
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2.4 Podilové kritérium — d’Alembertovo

Nésledujici kritérium je do velké miry podobné predchozimu. M4 také dvé verze,
nelimitni a limitni. Dukaz je opét zaloZen na srovnani zkoumané fady s jistou
konvergujici geometrickou fadou, resp. na vySetfeni nutné podminky konver-
gence. Zde predpokladdame, ze ¢leny a,, jsou kladné.

(i) Nelimitni verze:

a
ol < ¢ < 1 pro skoro vSechna n € N = Z a,, konverguje;

Qp
a . .
il > 1 pro skoro vSechna n € N = Z an diverguje.
Qp

(i) Limitn{ verze: Necht existuje lim, .o <2 = ¢ € (0,00) U {oo}. Potom

g <1l= Z an, konverguje;

qg>1= Zan diverguje.

Poznamka. Nastane-li ¢ = 1, nelze o konvergenci fady timto kritériem rozhod-
nout.

2.5 Srovnani Gcinnosti odmocninového a podi-
lového kritéria

Lze dokézat, ze

odmocninové kritérium je 1¢innéjsi nez podilové kritérium.

To plyne z toho, ze:

e plati nasledujici nerovnosti

a
lim inf —2*2 < liminf a.,

n—00 QAp n—oo

< limsup ¥an,

n—oo

. Ap+1
< lim sup —*%;
n—oo  Qn

e existuje fada spliujici postacujici podminku pro konvergenci z odmocni-
nového kritéria, avSak nikoliv z podilového kritéria.
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Zejména plati, ze muzeme-li o konvergenci (¢i divergenci) rozhodnout podilovym
kritériem, pak muzeme rozhodnout i odmocninovym kritériem.

Existuje celd fada dalsich (a jemnéjsich) kritérif. Zadné z nich vsak nenf
univerzalni v tom smyslu, ze bychom podle néj mohli rozhodnout o konvergenci
(divergenci) libovolné Fady.

2.6 Integralni kritérium
Vzhledem k definicim Riemannova integralu a nevlastniho integralu na neomeze-

ném intervalu neni prekvapujici, ze existuje tzka souvislost mezi nekoneé¢nymi
fadami a nevlastnimi integrély.

Uvazujme funkci f definovanou na (1,00), kterd je zde nezdpornd a neros-
touci. Déle necht f(n) = a, pro n € N (pfipadné pro skoro viechna n).
Potom

(oo}
Zan konverguje < / f(z)da.
1

Nakreslete si obrazek ilustrujici situaci napt. pii volbé a,, = %
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(Ne)absolutné konvergentni
rady

Nynf se vratime k faddm, kde ¢leny mohou nabyvat libovolnych redlnych (klad-
nych i zdpornych) hodnot. Zaéneme dulezitym specidlnim pifpadem, kdy ¢leny
stiidaji znaménka.

3.1 Alternujici rady

Rada > ay, se nazyva alternugict, pravé kdyz plati sgn a,+1 = — sgna,, pro
vsechna n € N.

Vylou¢ime-li fadu s nulovymi ¢leny, lze kazdou alternujici fadu psat ve tvaru

oo

Z(fl)"*lan nebo i(fl)"an,
n=1

n=1

kde a,, > 0 pro vSechna n € N.

Jiz vime, ze plati nutnd podminka konvergence. Nésledujici tzv. Letbnizovo
kritérium tvrdi, ze za jistych podminek je pro alternujici fady i podminkou
postacujici.

Necht {a,} je nerostouci posloupnost kladnych é&isel. Potom

oo
(-1)""'a,, konverguje < lim a, = 0.
n—oo

n=1

15



16 Kapitola 3

Nebudeme provadét detilni dukaz tohoto kritéria. Je vsak uzitetné popsat si
zakladni myslenku. Pokuste se i o jeji grafické znazornéni. Nejdiive na Ciselnou
osu naneseme s; = a1. Hodnotu sy dostaneme odec¢tenim ao, je tedy nalevo
od s1. K nalezeni s3 nyni potfebujeme pricist as, které je mensi nez ag, a je
tedy s3 mezi s; a s9. Pokracujeme-li timto zpusobem, vidime, Ze posloupnost
casteénych souctu osciluje zpét a dopredu. Ponévadz a,, jde monotonné k nule,
kazdy nasledujici krok je mensi a mensi. Céstecné soucty se sudym indexem jsou
rostouci a ¢astecné soucty s lichym indexem jsou klesajici. Nyni jiz neni tézké
uvérit, ze oba konverguji k ¢islu s, které je souctem alternujici rady.

3.2 Absolutni konvergence

S pouzitim piedchoziho kritéria neni obtizné najit konvergentni alternujici fadu
> (-1)"ta, s a, > 0 takovou, ze Y .., a, diverguje; najdéte ji. Tato
skutec¢nost nds muze motivovat k definici nasledujicich pojmu.

Rekneme, ze fada > a, konverguje absolutné, jestlize konverguje > |an,|.
Jestlize > a,, konverguje a > |a,| diverguje, fikdme, ze fada ) a,, konver-
guje neabsolutné.

Pozndmka . (i) Konvergence fady Y |a,| konvergenci fady > ay,.
Skuteéné, staci si uvédomit, ze plati 0 < a, + |an| < 2|a,|. Jestlize Y |ay]
konverguje, pak i > 2|a,| konverguje a podle srovnavaciho kritéria konverguje
i> (an + |ay]). Potom

Zan = Z(an +lan|) — Z |an|

je rozdil dvou konvergentnich fad a proto je konvergentni. (tj., ze kon-
vergence fady »_ a, implikuje konvergenci fady »_ |a,|) vSak obecné ;

najdéte vhodny protipiiklad.

(ii) Pfi urcovani absolutni konvergence lze pouzit kritéria z pfedchozi kapi-
toly, nebot > |a, | m4 nezdporné ¢leny. Existuji i kritéria konvergence pro fady
s libovolnymi ¢leny. Ty vSak probirat nebudeme.

3.3 Prerovnavani rad

Jak jsme jiz diive naznacili, pro platnost analogie komutativniho zdkona nestaci
pouhd konvergence. Tou spravnou vlastnosti je az absolutni konvergence. Nej-
difve si véak vysvétlime, co mdme na mysli tzv. prerovndnim fady > a,. Je to
fada

Z a,,, kde {k,} je permutace mnoziny N.

Plati nasledujici tvrzeni.
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Jestlize Y a, konverguje absolutné, pak absolutné konverguje i fada
prerovnand y  ax, a plati Y ar, = > ay.

Velmi zajimavé se pii prerovnavani chovaji neabsolutné konvegrentni rady.
Tzv. Riemannova véta (jejiz dukaz je jiz trochu pracngjsi) ndm iika, ze tyto
fady jsou vzhledem k pferovnavani znacné ,labilni.

Necht 3 a, je neabsolutné konvergentni a s € R je libovolné. Potom existuji
takové pferovnani ) ag,, > ap,, Y Gq, Tady > an, Ze

e > ag, =Ss;
e > a,, urcité diverguje;
® > a,, osciluje.
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Kapitola 4

Numerické aspekty souctu
rad

Jak jsme se jiz zminili, pfesné urceni sou¢tu konvergentni fady muze byt velmi
obtizny problém. Situace se vsak muze zjednodusit, pouzijeme-li ,numericky
ptistup, kdy nam staci nalézt soucet alespon piiblizné — ovSem pii zachovani
jisté presnosti — za pomoci konetného poctu ¢lenu, pricemz se snazime urcit
velikost chyby. Tato myslenka je zalozena na skute¢nosti, ze soucet konvergentni
fady s = > 7 | a, lze psat ve tvaru

kde s,, = ayj+as+- - -+a, je n-ty ¢astecny soucet fady a R,, = apy1+ans2+--- je
tzv. zbytek po n-tém élenu. Ponévadz R,, vlastné udava velikost chyby, primérné
ndm pujde o nalezeni odhadu pro velikost zbytku |R,|. To provedeme pro tii
specialni typy fad. Aplikace budou zminény v kapitole o mocninnych fadéch,
predevsim pii piiblizném vyjadfovani funkénich hodnot a integrélu.

4.1 Odhad souctu alternujici rady

Necht {a,} je nerostouci posloupnost kladnych ¢isel takovd, 7e
lim,, .o a, = 0. Potom plati

|Rn‘ < Ap+1-

V dikazu hraje dulezitou roli (difve zminénd) Leibnizova véta a jeji dukaz.

19



20 Kapitola 4

4.2 Odhad souc¢tu pomoci geometrické rady

Necht Y a, je ¢fselna fada, pro kterou plati

An+41
Qn

< ¢ < 1pro vSechna n € N.

Potom q
|Rn| < |(ln|17_q'

Dukaz je zalozen na nésledujicich vztazich

o0 o0 o0 o0 q
D anik| <D lansk] <D lanld” = lanlg Y | q* = lan|
k=1 k=1 k=1 k=0 q

kde nerovnost |a, x| < |an|q* 1ze indukei odvodit z predpokladu.

|Rn| =

4.3 Integralni odhad

Necht >~ a, je konvergentni fada s nezdpornymi éleny a a,, = f(n), kde f
je nezdporné a nerostouci funkce na intervalu [1, 00). Potom

R, < /:O f(z)da.

V dukazu hraje dulezitou roli nerovnost a,+; < f:ﬂ f(x)da. Celd situace

m& téz nazornou geometrickou interpretaci. Pokuste se ji zobrazit napf. pro

_ 1
posloupnost a, = 5.
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Funkcni posloupnosti a rady

V této kapitole se budeme vénovat objektium, které lze chapat jako jisté zobecné-
ni ¢iselnych posloupnosti a fad. Nyni misto posloupnosti ¢isel uvazujeme po-
sloupnost redlnych funkef {f,(x)} definovanych na néjaké mnozing, napt. inter-
valu I. Mluvime pak o funkéni posloupnosti nebo posloupnosti funkci. Tedy je
to zobrazeni, které kazdému n € N pritadi funkci f, : I — R. Chceme-li popsat
intuitivni pfedstavu posloupnosti { f,,(z)} blizici se k néjaké funkci f(z), nabizl
se vyuziti faktu, ze pii zafixovaném xg € I je {f,(xo)} ¢iselnou posloupnosti. V
piipadé, ze tato konverguje, jeji limita bude funkéni hodnotou limitni funkce v
xg. Tzv. bodovou konvergenci zavadime takto:

Funkéni posloupnost {f,(x)} bodové konverguje k funkci f na intervalu I,
jestlize konverguje v kazdém bodé x € I (tj. pro kazdé = € I konverguje
¢iselnd posloupnost { f,(x)}). Piseme lim,, .« fn(x) = f(z) na I nebo f,, —
fnal.

Uvazujeme-li { f,,(z)} definovanou na intervalu I, potom symbol
> Fal@) = Ai(@) + fale) + oot fale) +oo
n=1

nazyvame nekonecnou tadou funkci (nebo funkéni rfadou). Timto symbolem
méme vlastné na mysli tzv. posloupnost édstecngch soucti {s,(x)}, kde s, (x) =
filz)+---+ fo(z), neN.

Bodovou konvergenci funkéni fady Y., fn(x) na intervalu I (zcela v
souladu s o¢ekdvdnim) definujeme jako bodovou konvergenci posloupnosti
¢éstecnych souctn na I; funkei s(x) = lim,,— o s, () pak nazyvidme souctem

Fady Y07, fo(2).

21
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Bodova konvergence posloupnosti funkci, resp. fady funkci, pochopitelné
zavisi na intervalu, na kterém konvergenci vysSetiujeme.

Nejvétsi mnozinu (vzhledem k mnozinové inkluzi), na niz posloupnost
funkci, resp. fada funkci, bodové konverguje, nazyvame oborem konvergence
poslounosti funkci, resp. rady funkei.

Bodova konvergence ma bohuzel ten nedostatek, ze obecné nék-
teré dulezité vlastnosti funkci na jejich limitu, resp. soucet. Typickym prikladem
je posloupnost {z"}, kterd bodové konverguje na intervalu (0, 1). Sami si urcete
f(z) = lim,_ ™ a vSimnéte si, Ze zatimco z™ jsou funkce spojité na (0, 1)
pro kazdé n € N, tak limitni funkce f(z) tuto vlastnost nemd. Podobné nelze
napi. tvrdit, Ze je mozné , beztrestné“ zaménovat poradi integrace a limity, ptip.
derivace a limity, piip. integrace a sumace, piip. derivace a sumace.

Timto jsme ziskali dobrou motivaci k zavedeni silnéjsiho typu konvergence,
totiz tzv. stejnomérné konvergence.

Rekneme, 7e posloupnost funkci {f,(x)} konverguje stejnomérné k funkei
f(z) na intervalu I, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze pro
vSechna n € N, n > ng, a véechna x € I plati |f,(x) — f(z)| < €. PiSeme
fn=fnal.

Chceme-li provést srovnani bodové a stejnomérné konvergence, je rozumné
nejdiive preformulovat jejich definice do nésledujiciho tvaru:
o Bodové konvergence (f,, — f na I):

(Vx € I)(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > no)(|fn(z) — f(z)] < ).
o Stejnomérnd konvergence (f, = f na I):
(Ve > 0)(Ing € N)(Vz € I)(¥Yn > no)(| fn(z) — f(z)] < e).

Vsimnéte si, jak se ,,pouze“ zménilo potadi kvantifikdtoru. V prvnim piipadé
ng zavisi na € a x, kdezto v druhém pfipadé je ng zavislé pouze na €. Odtud
piimo plyne

fm=fnal = f,— fnal.

Opacna implikace vSak neplati. Pokuste se téz o geometrické znazornéni bodové
resp. stejnomérné konvergence. Zejména si vSimneéte, ze v pripadé stejnomérné
konvergence od jistého indexu mny vSechny dalsi ¢leny posloupnosti lezi v ,ep-
silonovém péasu“, tj. mezi grafy funkci f + ¢ a f — ¢ na I; tohle nemuze byt
evidentné splnéno napi. u posloupnosti {z"} na (0, 1).

Stejnomérnou konvergenci fady funkei Y-, fn(x) na I definujeme (v soula-
du s oekdvanim) jako stejnomérnou konvergenci posloupnosti jejich ¢dsteénych
souctu.
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5.1 Kritéria stejnomérné konvergence

Je velmi jednoduché vysledovat néasledujici nutnou a postacujici podminku; jde
vlastné o upraveny , prepis definice“.

Necht {f.(x)} je posloupnost funkci na I a
an = sup{|fa(z) — f(@)] : z € T}.

Potom plati
fn=fnal < lim a, =0.
n—oo

Nésledujici (tzv. Weierstrassovo kritérium) umoziuje pomérné snadnou de-
tekci stejnomérné konvergence funkéni rady za predpokladu, ze prislusnou funk-
¢ni posloupnost Ize odhadnout vhodnou ¢iselnou posloupnosti.

Necht {f,.(x)} je posloupnost funkei na I. Déle necht existuje posloupnost
nezdpornych ¢isel {a, } takovd, ze fada > a, konverguje a plati

|fn(2)] < ay, pro véechna x € I an € N.

Potom _ f,,(x) konverguje stejnomérné na intervalu I.

Existuji i dalsf (silngjsi, aviak komplikovangjsi) kritéria pro zjistovéni stej-
nomérné konvergence fad, které si vSsak nebudeme uvadét.

5.2 Vlastnosti stejnomérné konvergentnich po-
sloupnosti a rad funkci

Jak jiz bylo naznaceno vyse, pti bodové konvergenci funkéni posloupnosti resp.
fady se na limitni funkci resp. souc¢et nemuseji prendset nékteré dulezité vlast-
nosti. Stejnomérnd konvergence tento nedostatek ponékud napravuje.

Dilezité vlastnosti stejnomérné konvergentnich funkénich posloupnosti jsou
shrnuty v nésledujicim tvrzeni.

o Jestlize f,, = f na I a f,(x) jsou spojité na I, potom je i f(x) spojitd
na [.

o Jestlize f,, = f na (a,b) a f,(x) jsou integrovatelné na (a, b), potom je i
f(z) integrovatelnd na (a, b) a plati

b

/ab f(z)dx = /ab (nlLII;O fn(x)) dz = lim fulz)dz.

—
n—oo a
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o Bud {f.(z)} posloupnost funkci, které maji na otevieném intervalu I
derivaci. Necht {f,(z)} konverguje na I a {f/(z)} stejnomérné konveguje
na I. Pak funkce f(x) = lim, o frn(2) mé na I derivaci a plati

)= (lm fu(@)) = m fi(a).

n—oo n—o0

Nyni zformulujeme analogickd tvrzeni pro stejnomeérné konvergentni funkéni
fady.

o Jestlize f,,(z) jsou spojité na I, fada Y f,(x) konverguje stejnomérné na
I a ma soucet s(x), potom je i s(x) spojitd na I.

o Jestlize f,,(x) jsou integrovatelné na (a,b), >  f,.(x) stejnomérné konver-
guje na (a,b) a mé soucet s(x), potom je i s(x) integrovatelnd na (a,b) a
plati

/abs(x) dr = /ab <§:1 fn(a?)> de = g ab ful) da.

o Bud {f.(z)} posloupnost funkci, které maji na otevieném intervalu I
derivaci. Necht Y f,,(x) konverguje na I a Y f! (z) stejnomérné konveguje
na I. Pak funkce s(z) = 3 f,(z) mé na I derivaci a plati

s'(z) = (Z fn($)> =Y fila).

n=1 n=1
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Mocninné rady

Velmi dilezitym piipadem funkéni fady je tzv. mocninna fada.

Bud {a,} posloupnost redlnych ¢isel, zo libovolné redlné ¢islo. Mocninnou
fadou (nebo téz potencni radou) se stiedem v bodé xg a koeficienty a,
rozumime fadu funkei tvaru

o

Zan(m—xo)”:ao+a1(x—x0)+a2(x—x0)2—|—-~-+an(x—x0)"+~--

n=0

Bez Gjmy na obecnosti 1ze predpokladat, ze stfedem mocninné fady je poca-
tek, tedy ¢islo 0. Na tento piipad lze totiz snadno pfevést jakoukoliv fadu se
sttedem v xg pomoci substituce y = x — xg.

Jak uvidime v nasledujich iivahéch, oborem konvergence mocninné fady mo-
hou byt pouze mnoziny ,,jednoduchého“ tvaru. Zatnéme s tvrzenim, jehoz diukaz
— v piipadé existence lim, . ¥/|an| — vyuzivd odmocninového kritéria k
vySetfen{ absolutn{ konvergence ¢iselné fady > ¢, kde ¢, = a,z™. My sice nize
mame ponékud slabsi predpoklad, ovsem dukaz by byl obdobny.

Uvazujme mocninnou fadu Y a,z™. Necht

a = limsup V/|ap|.

n—oo
o Jestlize a = 0, potom fada absolutné konverguje pro vSechna x € R;
tikdme, ze fada vidy konverguje.
o Jestlize a = oo, potom Fada diverguje pro vSechna z # 0; fikdme, Ze fada
vZdy diverguge.
o Jestlize 0 < a < oo, potom fada absolutné konverguje pro |z| < 1/a a
diverguje pro |z| > 1/a.

25
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Vzhledem k pravé uvedenému tvrzeni zavadime tzv. polomér konvergence r

nasledujicim zpusobem:

oo proa =0,

r=40 proa= o0,

L proa € (0,00).
O polomeéru konvergence hovorime zv1asté v tom tretim (jaksi smysluplnéjsim)
pifpadé, pro néjz mame nékolik dalsich pozndmek. Interval (—r,r) nazyvame
konvergenéni interval. Chovani fady v krajnich bodech konvergenéniho inter-
valu je tieba vySetiit zvlast, protoze zdvisi na tvaru mocninné fady. Jinymi
slovy, nelze obecné fici, zda v téchto bodech fada konverguje ¢i diverguje.

Oborem konvergence mocninné rady ‘ (kterd vzdy nekonverguje), je proto kon-
vergen¢ni interval s pfipadnymi jeho krajnimi body, pokud v nich fada konver-
guje.

Jestlize existuje lim, oo ¥/|an| = a, pak ma mocninnd fada Y a,x™ polomér
konvergence

1

re=—-—
limy, oo V/|an]

pricemz klademe r = oo, je-li a =0, a r = 0, je-li a = oco.
Ze vztahu uvedenych v Odstavci 2.5] plyne, ze v piipadé existence limity

An+41
an

lim,, oo plati

Qnp

r = lim
n—oo

Ap+1

6.1 Vlastnosti mocninnych rad

Jak jsme jiz diive vidéli, klicovou roli u funkciondlnich fad hraje stejnomérné
konvergence. Diky specidlnimu tvaru mocninné fady je situace u mocninnych
fad pomérné jednoducha. Predné plati:

Jestlize r > 0 je polomér konvergence fady Y a,z", pak tato fada ste-
jnomérné konverguje na kazdém uzavieném podintervalu (—R, R) intervalu

(—r,7).

Dusledkem tohoto faktu jsou ndsledujici vlastnosti (vSude predpokladdme,
ze Y a,x™ ma polomér konvergence r > 0).

o Soucet fady je spojitd funkce na intervalu (—r, ).
o Pro vsechna = € (—r,r) plati

T oo 0o o) 00 Jﬂ1+1
apt™ | dt = / apt™dt = anp——,

n=0
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pficemz mocninné fada na pravé strané ma stejny polomér konvergence r.

o Pro libovolny interval {(a,b) C (—r,r) plati

b 00 00 b oo
/ (Z an:zc"> dz = Z/ apxdr = Z an
a n=0 n=0"9a n=0

o Pro vsechna z € (—r,r) plati

o0 ! o0
E apx” | = g anz"dz)’ E napx" ",
n=0 n=0

pri¢emz mocninnd fada na pravé strané mé stejny polomér konvergence r.

bn+1 n+1

ﬁ—Zan

6.2 Taylorova rada

Ptedchozi uvahy lze mimo jiné velmi efektivné vyuzit pti feSeni dlohy typu:
»,Je ddna mocninnd fada. Urcete jeji soucet.“
Nyni se budeme zabyvat tilohou opac¢nou:
»Je ddna funkce. Rozvinte ji do mocninné fady.“

Téz uvidime, Ze tato teorie ma cetné aplikace.

Nejdiive pripomerime jeden z dulezitych vysledku diferencidlniho pocétu (tzv.
Taylorovu vétu). Jestlize funkce f mé derivace az do fddu n + 1 v intervalu
I = (z,x0) nebo v I = (xg,x), potom

< pn) (4
_ ZfT(!O)(x—xo)”+Rn(x), (6.1)

n=0

kde R, je tzv. Tayloruv zbytek, ktery lze Vyjédfit napft. jako
(z — xo) ("t
(n+1)!

kde & € I, x # £ # x. Je zde pouzita obvykld konvence f(©) = f a 0! = 1.
Vyraz v (6.1) nds motivuje k definici tzv. Taylorovy fady.

R () = f(”“)(ﬁ)

Necht funkce f ma v bodé zg derivace viech f4di. Mocninnou Fadu

> f(n)
> ! n(lw()) (z —x0)"
n=0 ’

nazyvame Taylorovou Tadou funkce f v bodé zq. Je-li zo = 0, pak hovoiime
o Maclaurinové tade.
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O Taylorové fadé funkce f plati nasledujici dulezitd sledovéni.

o Obecné platit, ze soucet Taylorovy fady funkce f je roven této
funkci. Jak vSak déle uvidime, existuji podminky, za kterych rovnost plati.

o ’ Nutnd a postacujici podminka. ‘ Vzhledem k tomu, ze Tayloruv polynom lze

chapat jako n-ty ¢astecny soucet, neboli jako rozdil f(z)— R, (x), je ndsledujici
tvrzeni evidentni. Predpokladejme, ze funkce f ma v bodé zq derivace vSech
Ffadu. Pak plati rovnost

©  p(n) (4
flx) = Z S (@o) n(' o) (x — xo)" (6.2)
n=0

na intervalu I obsahujicim bod xg préavé tehdy, kdyz pro posloupnost {R,,(z)}
Taylorovych zbytka plati

lim R, (x)

n—oo
pro vSechna z € I.

o Déle se da ukazat, ze lze-li funkci f na néjakém intervalu, jehoz vnitinim
bodem je zg, rozvést do mocninné fady se stifedem zq, pak je takovy rozvoj

pouze a je soucasné Taylorovym rozvojem funkce f.

o ’Postaéujici podminka. ‘ Predpokladejme, ze funkce f mé na otevieném in-

tervalu I derivace viech fadi a existuje k € (0,00) tak, ze |f"(x)| < k pro
vsechna n € N a vSechna z € I (tzv. stejnomérnd ohrani¢enost posloupnosti
{f™1). Potom Taylorova fada funkce f v libovolném bodé xq € I konverguje

K f, ti. platf (6:2).

Dikaz je snadny: méame odhad

ko
(n+1)!

n+1

[ R ()] < |z — o

(tato nerovnost byvéa nékdy nazyvéna Taylorovou nerovnosti a muze mit znacné
vyuzit{ napf. pfi aproximaci funkef). Rada sestavend z posloupnosti na pravé
strané odhadu konverguje (ovéite napi. podilovym kritériem). Diky nutné pod-
mince konvergence ¢iselné fady pak tato posloupnost jde v limité do nuly a jde
tedy do nuly i posloupnost Taylorovych zbytki.

Nyni si uvedme, jak vypadaji

Maclaurinovy rozvoje nékterych elementarnich funkei.

Odvozen{ si jako cviceni proved'te sami. Zaroveni si uvédomte, ze zde vlastné
mame alternativni definice zndmych funkci, nyni pomoci ,polynomu nekonec-
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nych stupnu“.

e’ = Z m' , x€R,
n=0 ’Il.

] et . x2n+1
smx:nz::(](—l) CEESNE z €R,
cosx = i(—l)” " zeR

_n:0 (2n)!’ ’
> x
In(1 = Iian -1,1
(i) = 3 e (L
(1+az)"=>" (Z)ﬂ r e (-1,1),
n=0

kdea € R a

n n!

<a) ala—1)(a—2)-(a—n-+1)

je binomicky koeficient. Rada z posledniho rozvoje se nazyva binomickd ada.
Jejim specidlnim piipadem (pro a = n € N) je zndmd binomickd véta

(1+z)" =1+ <711>x—|— (Z)gﬂ Foot (Z)zn

kde se binomické koeficienty redukuji na zndméa kombinaé¢ni ¢isla. Pii volbé
a = —1 dostavame (_kl) = (—1)* a binomick4 fada se stava geometrickou fadou.

6.3 Aplikace mocninnych rad
Pouziti teorie mocninnych rad je velmi §iroké, napt.: priblizny vypocet funkénich

hodnot, pfiblizny vypocet integrala, vypocet limit, ¢i feseni diferencidlnich rov-
nic. My zde stru¢né naznacime alesponn prvni dvé z téchto aplikaci.

Piiblizny vypocet funkénich hodnot. | Napf. chtéjme spocist In 2 s chybou men-

& nez 10°. Teorie mocninnych fad ndm umoziiuje, abychom k tomu pouzili
pouze koneény pocet dat a pouze standardni aritmetické operace, coz je z num-
erického hlediska klicové. Pfipomenme, ze mocninnou fadu lze totiz chéapat jako
»Dpolynom nekone¢ného stupné. “ Nejprve pouzijeme rozvoj funkce In(1+z), kde
klademe = = 1. Potom

In2=1 ! + L +

n2—=1_ -4 - _=1...

2 3 4

a podle Odstavce je chyba |R,| < %ﬂ Je tedy potreba secist aspon 100 000
¢lenu této fady, abychom dosahli pozadované presnosti. Nyni pouzijeme rozvoj
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funkce In 1££. Uvédomime-li si, ze
1
In 1J_r§ =In(l14+2) —In(1l — z),

je snadné odvodit

€ (—1,1). Cheeme-li poéitat In2, pak je tieba zvolit z = %. Pro odhad chyby
pouzijeme tvrzeni z Odstavce [L.3] podle néhoz

a

n

IRn] < lan]—L— <1075, kde
1—-gq

Hodnota g zde zavisi na x a ponévadz plati

Ap+1 22n+1 2
= < €N,
an O 2ntg ol pen

pro piipad x = % tedy vezmeme ¢ = %. Snadno pak jiz 1ze ovéiit, ze |Rs| < 1077,
a proto staci vzit pro pozadovanou presnost prvnich pét ¢lent. Z uvedeného
piikladu vidime, Ze pro vypocet funkénich hodnot lze pouzit vice pristupu,
pricemz nékteré z nich mohou byt podstatné vyhodnéjsi. Vyhoda druhého pii-
stupu v tomto ptipadé spociva dale v tom, ze jej 1ze pouzit také tehdy, kdyz
hodnota x presdhne konvergenéni interval, napt. = 5. Pfipomenme, ze In(1 +
x) umime rozvinout pouze pro x € (—1,1]. Argument funkce logaritmus v
In }f—i vsak muze nabyvat libovolné (kladné) hodnoty, pficemz z stile spliuje
pozadované omezeni. Promyslete si to a dopliite detaily u vSech pfedchozich
uvah v tomto prikladu.
Dale se pokuste o néjaké vhodné ptiblizné vyjadieni ¢isla .

’ Piiblizny vypocet integrala. ‘J iz dfive jsme vidéli, ze vypocet urcitych integrala

(coz v nasem piipadé v podstaté vzdy znamenalo nalezen{ primitivni funkce
k integrandu a dosazen{ mez{) muze byt tloha znaéné netrividlni, ¢éi v jistém
smyslu dokonce nemozné (v ptipadé tzv. vyssich transcendentnich funkef).

Pomoci prvnich t¥i ¢lenu piislusného rozvoje chceme piiblizné vypocist napt.
fol ¢~*” dz a odhadnout chybu. Poznamenejme, ze f e dx je vyssi transcen-
dentni funkce. Postupujeme takto:

2 ~ ~ . . .
*" coz lze u¢init velmi snadno,

e NapiSseme si Maclaurinuv rozvoj funkce e~
primo z vyse uvedeného rozvoje funkce e*.

7’ p— 2 o - Vs . ~ 7’ .

e Integral fowe dt, kde z € R, mizeme (diky stejnomérné konvergenci)

psat jako radu, kde jsme ¢len po ¢lenu integrovali puvodni rozvoj a dosta-

neme:
T o 2n+1
42 n X
dt = 1)
/0 ¢ Z( ) (2n+1)-n!
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e Urcity integral pak lze vyjadfit fadou z pfedchoziho bodu, kde klademe
=1

e Ponévadz se jednd o alternujici fadu s klesajicimi ¢leny, podle Odstavce [4:2]
plati, ze velikost chyby pii sou¢tu prvnich t#{ ¢lent je mensi nez absolutni
hodnota &tvrtého clenu, tj. |Rs| < =

e Piibliznd hodnota integralu

v, 1 1
S dr =14 — =0,77
/06 * CRT

je uréena s chybou mensi nez 0,03 (nebot % < 0,03).

Dopliite si vSechny detaily vypoctu.
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