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Nékolik slov na uvod

Tento text tvoii doplnék k ¢dsti pfedmétu Matematickd analyza 2 (partie tykajici
se diferencidlniho poctu vice proménnych). Nevyéerpava absolutné vse, co se na
pojmy a fakta, ptipadné jsou zde detailnéji popsany nékteré vybrané pasaze, coz
nam pak pfi pfednéskach ,usetii ¢as“. V kombinaci s poznamkami z prednések
(kde zejména podrobnéji komentujeme probiranou latku, dopliujeme ji, uvddime
ilustrativni piiklady a diskutujeme) a s pozndmkami z pifslusného cviceni by
tento text mél tvorit postacujici zdroj k piipravé na zkousku. Je samoziejmé
vitdna i samostatnd iniciativa studentu, kdy sami ¢erpaji i z jinych zdroju
(pficemz pozadavky na rozsah znalost{ jsou zfejmé z obsahu textu a predndsek).

Existuje rada dalsich zajimavych a dulezitych témat, kterd se v ramci di-
ferencidlniho poctu funkei vice proménnych bézné probiraji, avSak vy je zde
nenajdete. Vzhledem k celkovému zaméteni studia a s ohledem na ¢asovou do-
taci, muze nds kurs totiz podat pouze velmi struéné ptiblizeni této discipliny.

Budu vdéény kazdému, kdo mne upozorni na nepfesnosti ¢i chyby v textu
Nékteré nepfesnosti — jde vlastné spis o zjednoduseni — jsou ovSem ,zamérné*,
vzhledem k vySe zminénému ,informativnimu® charakteru celého kurzu. N&S
¢asto intuitivni piistup snad i napoméahd snadnéjsimu porozuméni latky.

Brno, 28. listopadu 2013, Pavel Rehdk
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Kapitola 1

Funkce a graf

1.1 Pojem funkce vice proménnych

Redlna funkce vice realnych proménnych je specidlnim piipadem zobrazeni.
Pfestoze na ruznych mistech v tomto textu budeme zmirniovat obecny piipad, tj.
funkci n proménnych, kden € N, n > 2 ¢ n > 1, vétsinu detailnich ivah budeme
provadét pro funkce dvou proménnych. Duvodem je, ze v piipadé funkci dvou
proménnych si umime fadu skute¢nosti velmi nédzorné ptedstavit. Navic toto
omezeni nepiredstavuje az tak vdznou Ujmu na obecnosti. Skutecné, je zde totiz
v mnoha zdsadnich aspektech daleko vétsi kvalitativni skok z teorie funkei jedné
proménné do teorie funkci dvou proménnych, nez pak do dalsich dimenzi, kde
pak situace zustava jiz do jisté miry analogickd. Na rozdily (ale i podobnosti) v
paralelnich teoriich budeme v textu upozornovat.

Definice 1.1. Zobrazeni f : A - R, kde § # A C R", n € N, se nazyvd
realnd funkce n redlnijch proménnych.

Mnozina A je v tomto piipadé definiécnim oborem funkce f. Pokud médme
funkci zaddnu napf. pouze predpisem (tj. nen{ zaddna mnozina A), pak se de-
finiénim oborem rozumi mnozina vSech bodu & € R™, pro néz ma predpis smysl.
Déle v textu budeme z duvodu struénosti nékdy pouzivat pro funkce n promén-
nych zépis f : R™ — R, i kdyZ to nemusi nutné znamenat, ze f je definovana
na celé mnoziné R”.

Zvladnéte nalezeni definiéniho oboru funkce dvou proménnych a jejiho pripad-
ného zobrazeni v roviné.
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1.2 Graf funkce vice proménnych

Definice 1.2. Grafem funkce f : A — R, A C R", mame na mysli mnozinu

Gr(f)={lz1,...,zn,y) ER™ i [z, wy] € Ay = flar, ... 20) )

Je zddouci zvlddnout ndkres grafu (jednoduchych) funkef dvou proménnych. K
ziskani celkem nézorné predstavy nam casto pomohou nésledujici nastroje:

e Rez rovinou y = 0 (tj. ,bokorys®) a fez rovinou z = 0 (tj. ,narys®) a

piipadné | fezy rovinami | s nimi rovnobéznymi.

e | Vrstevnice funkce‘ f na drovni ¢ € R, tj.

fe=A{[z,y] € A: f(z,y) = c}.

Vlastné nejde o nic jiného nez o fez rovinou z = 0 (tj. ,pudorys®) a fezy
rovinami s ni rovnobéznymi.

Pochopitelné nelze dét obecny (a nejlepsi) ndvod, jak se rychle dobrat alespon k
hrubé predstavé o grafu. Kazdd situace je specifickd, a proto je dulezité vyuzivat
i specifickych vlastnosti funkef v konkrétnich pfipadech; zejména je uzitetné (a
to nejen zde) Tesit jisté postacujici mnozstvi typoveé ruznych tloh.
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Limita a spojitost

2.1 Pripravné tvahy

Pojem limity uz zname z teorie funkci jedné redlné proménné i z teorie po-
sloupnosti. Zakladni myslenka limity zustava tatdz, i kdyz vstoupime do vyssi
dimenze. Skuteéné, neni obtizné vydedukovat, ze vlastni limita (tj. L € R)
funkce dvou proménnych ve vlastnim bodé (tj. zo,yo € R) muze byt popsdna
néjak takto: Funkce f m4 limitu L v bodé [z, yol, piSeme

lim x,y) =1L,
(x’y)ﬁ(xo’yo)f( y)

prave kdyz lze zaruéit, aby funkéni hodnoty f(x,y) byly libovolné blizko hodnoté
L pro vSechny body [z, y] dostate¢né blizké bodu [zg, yo], pfitemz jsou od tohoto
bodu ruazné.

Tuto ponékud neformélni definici pozdéji zpresnime a zobecnime, a to tak, ze
bude zahrnovat piipady s libovolnou dimenz{ (pro proménnou) a také piipady,
kdy limita ¢ bod, k némuz se blizime, je vlastni ¢i nevlastni. K tomu je nezbytné

aspon trochu vstiebat pojmy lokoh" a ’vzdélenost ‘ Ve skutecnosti se lze pfi
zavadéni limity dokonce obejit i bez vzdalenosti; to uz bychom vsak vstoupili
na pudu zobrazeni mezi topologickymi prostory, coz je pro nase tcely zbyteéné
a navic to znacné prekracuje ramec textu.

Uvazujme dva body = = [z1,...,2Z,],y = [y1,-..,Ys] € R™. Potom jejich
»bézné chdpanou” (tj. euklidovskou) vzdalenosti go mame na mysli

Q2($,y) = \/(xl - y1)2 +oot (xn - yn)2;

odvod'te si tento vzorec (je to snadné, uZijte Pythagorovu vétu). Jelikoz stan-
dardni soucasti u¢iva na PdF MU bohuzel neni teorie metrickijch prostoru,
zminme pouze strucné, ze tzv. metrika se zavadi axiomaticky a lze ji chapat
jako zobecnéni pojmu vzdalenost. V definici limity pak neni nutno pracovat
prave jen s euklidovskou metrikou (vzdalenosti), ale s jakoukoliv jinou metrikou
(vzdélenosti), kterd je ekvivalentni v tom smyslu, Ze na ni nezdvisi existence ¢i

9
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neexistence limity. Pro uréitost zde uvedme alespoit dvé dalsf z takovych me-
trik, totiz tzv. metriku maximélni, kdy vzddlenost bodu je z = [z1,...,z,] €
Rnay: [yla"'ayn] e R" je

Qoo(may) = max{|x1 - y1|7 RN ‘xn - yn|}7

a tzv. metrikou souctovou, vzdalenost bodu x,y € R™ je

o1(z,y) = [v1 —y1| + - [T — ynl.

S takovym chapanim vzdalenosti se bézné setkdavame, aniz si to uvédomujeme.
Napt. pii prekonavani vzdalenosti v zastavéné oblasti jisté castéji prekonavame
vzddlenost spis ve smyslu sou¢tové metriky nez té euklidovské (totiz pohybujeme
se podél ulic a obchdzime domy). I v ¢isté teoretickych dvahach, jako jsou napi.
ty nase, muze byt snazsi pouzit jinou vhodnou metriku nez euklidovskou, zde
napf. maximalni. To vsak diky ekvivalenci metrik na hlavni myslenku limity
nema zadny vliv. Ekvivalenci zde mame na mysli existenci c1,co € R tak, ze

cr0i(z,y) < 0j(x,y) < cz0i(x,y),

i,j € {1,2,00}, pro kazdé z,y € R™. Promyslete si, jak vypadaji jednotkové
kruznice (pfi n = 2) v téchto metrikdch.
Nyni si osvézme pojem okoli.

Definice 2.1. Okolim (pFesnéji, je-li nutno specifikovat, § okolim) O(a) =
Os(a) vlastniho bodu a = [aq,. .., a,] € R™ mdme na mysli

Os(a) ={x =[z1,...,2,] €R": p(z,a) < §}.

Ryzim okolim P(a) bodu a rozumime mnozinu P(a) = O(a) \ {a}.

Vyraz o(z,a) chdpejme jako vzdélenost bodu z,a ve smyslu libovolné ze ti{
metrik uvedenych vyse. Nevlastnim bodem a = [a1,...,a,] mdme na mysli bod,
kde alespon jedna ze soufadnic ma hodnotu co nebo —oo. Pfi rozsifovani pojmu
okoli pro tyto body pak pouzivame nésledujici myslenku:

Definice 2.2. Okolim nevlastniho bodu |ay,...,an] € (R*)™ rozumime
mnozinu tvofenou kartézskym souc¢inem okoli O(a) s intervaly typu (A4, co)
pro piipad komponenty s hodnotou co a typu (—oo, B), kde a je tieba
chapat jako ,¢ast“ a s vlastnimi komponentami.

Napf.
O([—00,00]) = (=00, 1) X (¢2,00),
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pro néjaka c, co € R, nebo

O(lar,00,a3]) = {[z1, 22, 3] € R® : /(x1 — a1)2 + (z3 — a3)? < 6,25 > A}

pro néjaké 6 > 0, A € R, kde a;,as € R. Experimentujte s okolimi jinych
(ne)vlastnich bodt a to i ve smyslu jinych vyse minénych metrik.

2.2 Definice limity, vlastnosti limity
Nyni jiz 1ze pfesné vyslovit pomérné obecnou definici limity. Dobife si vS§imnéte,

ze jeji zakladni myslenka je v podstaté stejné jako v téch nejjednodussich piipa-
dech, které zname z predchoziho semestru.

Definice 2.3. Funkce f : R™ - R, n € N, mé v bodé¢ a € (R*)" limitu
L € R*, jestlize pro kazdé O(L) existuje P(a) tak, ze pro kazdy bod x €
P(a) N D(f) plati f(z) € O(L). Piseme lim,_,, f(z) = L.

Tato definice je univerzéalni; zahrnuje funkce jedné i vice proménnych, vlastni
i nevlastni limity, limity ve vlastnich i nevlastnich bodech. Specifikaci okoli pro
rizné konkrétni pifpady (napt. n =2, a € R?, L € R, nebo n = 2, a = [00, az),
ag € R, L = —o0, nebo n = 3, a = [a1,00,a3], a1,a2 € R, L = 00) si tyto
limity nadefinujte ponékud nézornéji. Pokuste se téz pocitat (dokazovat) limity
nékterych jednoduchych funkci piimo z definice.

Uvédomte si ’ podstatné rozdily ‘ mezi limitou funkce jedné proménné a funkce

vice (tj. alespont dvou) proménnych.

e Pro urcitost uvazujme limitu ve vlastnim bodé. U funkce f : R — R, se
ke zkoumanému bodu blizime po piimkach, a to pouze ze dvou stran. U
funkce f : R™ — R, n > 2, mame nekonectné mnoho moznosti, jak se blizit
(po pifmkéach, po paraboldch, po libovolnych kiivkdch, ...). Existence
limity v podstaté znamenad, ze nezalezi na cesté, po které se k danému
bodu blizime.

e Dalsim podstatnym rozdilem je, ze neexistuje analogie L’Hospitalova pra-
vidla.

Tyto skute¢nosti zna¢né komplikuji vypocet; pouzivaji se vSemozné upravy
funkce, ruzné pristupy a mnozstvi triki. Pokusme se zminénou nezavislost li-
mity na cesté vysvétlit jesté podrobnéji. Uvazujme mnozinu S C R”™ takovou,
zZe

kazdé okoli O(a) obsahuje nekoneéné mnoho bodi mnoziny S, (2.1)

kde a = [a1,ag, ..., a,]. Napf. libovolnd spojita kiivka prochdzejici bodem a ma
jisté tuto vlastnost, ale také ji ma napf. mnozina {[a1+1/N, ag, ..., a,] : N € N}
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atd. Definujme nyni limitu funkce f v bodé a ve smyslu piiblizovani se v ramci
mnoziny S, tj. limy 4, zes f(2) = L, pfesné jako limitu v pfedchozi definici, kde
pouze misto z € P(a) N D(f) piseme x € P(a) N D(f) N .S. Potom ziejmé plati

:11121 flz)y=L = zﬂl(il’niesf(x) =L (2.2)

pro vSechny mnoziny S spliujici vlastnost To znamend, ze najdeme-li S
takovou, Ze limita na pravé (2.2)) existuje, pfipadné najdeme-li dvé mnoziny
S1,S2 tak, ze limy_yq zes, f(z) = L1 # Lo = limg_,4 ses, f(2), pak nemuze
existovat ani limita na levé strané (2.2]).

Je vsak nutno poznamenat, ze limity funkci vice proménnych maji fadu ana-
logickych vlastnosti, které z teorie funkci jedné proménné. Pokud neni
feceno jinak, mame v nasledujich tvrzenich na mysli vlastni ¢i nevlastni limitu
ve vlastnim ¢i nevlastnim bodé a € (R*)™. Vzhledem k tomu, Ze nase obecna
definice v jistém smyslu kopiruje jednodimenzionélni ptipad, jsou i dukazy nésle-
dujicich tvrzeni obdobné jako v piipadé funkce jedné proménné. Doporucujeme,
abyste si dukazy provedli jako cviceni.

e Funkce f ma v bodé a nejvyse jednu limitu.

e Jestlize lim,,, f(x) = 0 a funkce g je ohrani¢end v néjakém P(a), potom
lim, . f(z)g(x) = 0.

o Jestlize h(x) < f(z) < g(z) v néjakém P(a) a plati lim,_,, h(z) = L =
lim,,, g(z), pak lim,_,, f(z) = L.

e Piedpoklddejme, ze lim,_,, f(x) = L; € R, lim,_,, g(x) = Ly € R. Po-
tom pro kazdd ¢1,ce € R plati lim,_,,(c1 f(z) + cag(x)) = ¢1L1 + caLo,

lim,q(f(z)g(z)) = L1Lo, lim,,.(f(z)/g(z)) = L1/La, kde v piipadé
posledni rovnosti je potfeba navic predpokladat Ly # 0.

o Jestlize existuje lim,_,, f(z) = L € R, pak existuje P(a), v némz je f
ohranicen4.

2.3 Spojitost a vlastnosti spojitych funkci

Definice 2.4. Rekneme, 7ze f je spojitd v bodé a € R™, jestlize existuje
vlastnf limita lim,_,, f(x) = L a plati L = f(a).

Ponévadz spojitost funkce vice proménnych definujeme — stejné jako u funkce
jedné proménné — pomoci limity, plati i analogie nékterych znamych zakladnich
vlastnosti spojitosti:

e Jsou-li f,g spojité v bodé a € R", pak jsou zde spojité i funkce f +
9, fg, f/g, kde v poslednim ptipadé navic predpoklddame g(a) # 0.
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e Jestlize g; jsou spojité v a € R, u; = g;(a), i =1,...,m, a f je spojitd v
[t1, ..., Un], potom je v bodé a spojitd i slozend funkce F(z1,...,2,) =
f(gl(mh e axn)a SRR 7gm(x1a cee 7371'7,))

N&isledujl” analogie vét Bolzanovych a Weierstrassovych ‘ o funkcich spojitych

na intervalu. K tomu potfebujeme pojem spojitosti f na mnoziné M C R"™, ktery
zavadime néasledujicim zpusobem: pro kazdy bod a € M plati

li = .

z—)al,r;lGM f(l‘) f((l)

Vsimnéte si, ze se v limitnim vztahu vyskytuje £ € M; tuto limitu chapeme
ve smyslu modifikované definice uvedené za podminkou ([2.1). Pifslusnd tvrzenf
pro funkce dvou proménnych pak lze formulovat tieba takto:

o (Weierstrassova véta) Necht funkce f : R? — R je spojitd na uzaviené
ohrani¢ené mnoziné M C R2. Pak f nabyva na M své nejmensi a nejvetsi
hodnoty. Dusledkem tohoto tvrzeni je ohrani¢enost f na M.

e (Bolzanova véta) Necht funkce f : R? — R je spojitd na oteviené souvislé
mnoziné M C R2. Necht pro A,B € M plati f(A) # f(B). Pak ke
kazdému &islu k lezicimu mezi hodnotami f(A) a f(B) existuje C' € M tak,
ze f(C) = k. Dusledkem tohoto tvrzenf je, ze za dodateéného predpokladu
f(A)f(B) < 0 existuje C € M s vlastnosti f(C) = 0.

Pfipomeiime, Ze oteviend mnozina M C R? se nazyvé souwvisld, jestlize pro
kazdé dva body X,Y € M existuje kone¢nd posloupnost bodu Xi,..., Xy € M,
X = X1, Xy =Y, takova, ze vSechny tsecky X;X;;1 jsou podmozinami M.
Osvézte si téz pojem otevienych a uzavienych mnozin v R2.
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Kapitola 3

Parcialni derivace

3.1 Definice parcialni derivace, zakladni vlast-
nosti

Jiz v pripadé limity funkce vice proménnych jsme vidéli, ze situace je v jistém
uvazovanému bodu blizit nekoneéné mnoha zpusoby. Proto je logické — v pripadé
derivaci — nejprve studovat situaci, kdy se k uvazovanému bodu blizime ve
sméru soufadnych os. Na jednu z proménnych se divame jako na skute¢nou
proménnou, ostatni proménné povazujeme za konstanty. Tento pfistup vede k
pojmu parcidlni derivace, ktery se v podstaté nijak nelisi od ndm jiz znamé
klasické derivace funkce jedné proménné.

Definice 3.1. Piedpoklddejme, ze funkce f : R?> — R je definovdna v
néjakém O([xo, yo]). Jestlize existuje limita

f(x,y0) — f(0,%0)

lim ,

T—x0 r — X

nazyvéme ji parcidlni derivaci podle proménné x v bodé [zg,yo].
Oznacujeme ji fi (2o, Yo), PHP. f2(%o,Yo), PHP. 2L (20, yo), PEip. — mame-li
z = f(x,y) — lze pouzit tieba z,(xo,v0), ¢i 2, (0, Yo)-

Pozndmka 3.1. (i) Parcidlni derivace je skute¢né ,jobycejnd“ derivace. Oznacime-
li totiz () = f(2,y0), pak fu(zo0,y0) = ¥'(z0).

(ii) Analogicky definujeme parcidlni derivaci podle proménné y v bodeé [z, yo|;
oznacujeme ji fy(zo,yo0), piipadné dalsimi zfejmymi zptisoby.

(iii) Analogicky také definujeme parcidlni derivace funkc{ n proménnych.
Kromé proménné podle které derivujeme, vSe ostatni zafixujeme. Promyslete si

15
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detaily.

(iv) Vyse jsme zminili, ze pii studiu derivace funkef vice proménnych je lo-
gické zacit tim nejjednodussim piipadem, tj. parcidlnimi derivacemi. Ty jsme
ziskali ztizenim defini¢niho oboru na pfimku jdouci uvazovanym bodem a rovno-
béznou se soufadnicovou osou. Zobecnénim parcialnich derivaci jsou tzv. smérové
derivace, které ziskdme zizenim defini¢niho oboru funkce na piimku jdouci
uvazovanym bodem a majici smér daného vektoru. Vzhledem k rozsahu a zamé-
feni kurzu se vsak timto jinak uzite¢nym pojmem nebudeme zabyvat.

Vzhledem k tvrzeni v ¢dsti (i) predchozi pozndmky je ziejmé, ze plati obvykla
pravidla pro derivovani. Pfedpokladejme, ze funkce f, g dvou proménnych maji
parcidlni derivaci podle x na oteviené mnoziné M. Potom jejich soucet, rozdil,
souc¢in a podil ma na M parcidlni derivaci a plati

(f(a:,y) + g(x,y))x = fx(xvy) + gx(a:,y),
(cf(m,y))w :Cfa:(xvy)a ceR,
(f(@,9)9(x,9))z = fo(z,9)9(2,y) + f(2,9)92(2, ),

(f(x,y)) _ [z 9)9(z,y) — f(2,9)92(2, y)
9(z,9) ), 9*(z,y)

, pri pfedpokladu g(x,y) # 0.

Pochopitelné postradd smysl derivovani inverzni funkce. Parcidlni derivace slo-
zenych zobrazeni jsou jiz trochu komplikovanéjsi a jelikoz je v nasem zakladnim
kurzu neupotiebime, nebudeme je zde ani podrobnéji zminovat.

Geometricky vyznam parcidlnich derivaci: Uvazujme funkci f : R? — R,
kterd je spojitd. Hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [zg,yo] odpovidaji
smérnicim tecen vedenych ke kiivkam, které ziskame jako pruseciky plochy
dané grafem funkce f s rovinami y = yp a = = xo.

Lze snadno najit priklady — na rozdil od jednodimenzionéalniho piipadu
— ukazujici, ze existence parcidlnich derivaci funkce f : R?> — R v bodé

nemusf{ | implikovat spojitost . To je vcelku pochopitelné, nebot parcidlni deri-
vace davaji informaci pouze o chovéni ve smérech rovnobéznych se souradnymi

osami, pficemz v jinych smeérech se funkce muze chovat velmi divoce.

3.2 Parcialni derivace vyssich radua

Pro jednoduchost opét uvazujme funkce dvou proménnych.

Definice 3.2. Necht [zg,y0] € D(f.). Jestlize existuje parcialni derivace
funkce f.(x,y) podle proménné = v bodé [zg,yo|, nazyvdme tuto deri-
vaci parcidlni derivaci 2. Tddu podle z funkce f v bodé [z, yo]. Znacime
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2
Ji fee(xo,y0) nebo také %(mo,yo), piipadné jesté jinak, v souladu se
znac¢enim parcialni derivace 1. radu.

Poznadmka 3.2. Analogicky definujeme f,, a také tzv. smiSené parcidlni de-
2

rivace 2. fadu fy, (1ze téZ znalit napf. aaTafy) a fy. Parcidlni derivace N-tého

fadu (N > 3) definujeme jako parcidlni derivace derivaci fddu N — 1.

Pokud zkusime pocitat vsechny mozné parcidlni derivace (zafixovaného) N-
tého fadu u dostatetné rozumné funkce f(x,y), zjistime, ze vysledky jsou si
vzdy rovny (za predpokladu, Zze uvazujeme situace, kde pocet derivaci podle x
a y je stejny). Jinymi slovy, zdleZ{ pouze na tom, kolikrét se derivovalo podle
x a kolikrat podle y, nikoliv na poradi, v jakém se podle téchto proménnych
derivovalo. To nen{ ndhoda, nybrz dusledek (odvozeny indukei) z ndsledujici,
tzv. Schwarzovy (nékdy téz Clairautovy) véty:

Jestlize f m4 spojité parcidlni derivace fqy (20, y0), fy=(Z0, Y0), Pak jsou tyto
derivace zaménné, tj. plati

fmy(x07y0) = fyz(an yo)-

Bez predpokladu spojitosti smiSenych derivaci tato rovnost obecné neplati.

3.3 Tec¢éna rovina

Vzhledem k rozsahu a zaméfeni kurzu se zde nebudeme zabyvat ani dalsim
velmi uzite¢nym pojmem, tzv. totdlnim diferencidlem. Pouze struéné zminme, ze
(totdlni) diferencial mize byt chdpan jako prirustek na teéné nadroviné vedené
ke grafu funkce; lze zde vidét analogii s diferencidlem funkce jedné proménné,
coz je piirtstek na te¢né vedené ke grafu funkce. S pojmem diferencidlu velmi
lzce souvisi pojem te¢né roviny. Pfestoze oba pojmy od sebe v jistém smyslu
nelze oddélit, pokusme se zde aspon hrubé nastinit par informaci o te¢né roviné
(bez dalstho zminovéni pojmu diferencidl).

Uvazujme rovinu v R? o rovnici 2 = Az + By + C, funkci z = f(x,y) se
spojitymi parcidlnimi derivacemi a bod T = [z, yo, f (20, Yo)]- M4-li tato rovina
prochdzet bodem T, musi tento bod vyhovovat rovnici roviny, tj. f(zo,y0) =
Axg + Byy + C, odkud

z = Az — x0) + B(y — vo) + f(z0,Y0)- (3.1)

Chceme-li, aby tato rovnice skutecné reprezentovala te¢nou rovinu v T, pak jeji
prusecik s rovinou y = yo musi byt teénou ke kiivce vzniklé jako prusecik roviny
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y = yo a grafu f. Polozme tedy v y = yo a dostaneme z = f(xg,yo)+A(z—
xo). M&-1i tato rovnice reprezentovat tecnu, pak — jak jiz vime z diferencidlniho
poctu funkei jedné proménné — musi byt A = f,(xo,y0). Podobné dostaneme
B = f,(x0,y0). Rovnice tetné roviny mé tedy tvar

’Z = f(®0,y0) + fz(wo,y0)(x — x0) + fy(%0,Y0) (¥ — Yo)- ‘

Poynamenejme, Ze tato rovina je nejlepsi linedrn{ aproximaci funkce f(z,y) v
okoli bodu [xg, yo].

Dalsimi standardnimi pojmy z diferencidlniho poc¢tu funkce vice proménnych,
které zde vSak z ¢asovych (a snad i jinych) duvodu neprobirdme, jsou napt. kme-
novd funkce (coz lze chapat jako dlohu opacnou k hledani totdlniho diferencidlu)
a Taylorova véta (tj. teorie o aproximaci funkce vice proménnych polynomem
vice proménnych).



Kapitola 4

Extrémy

Hledani extrému zaujimé v diferencidlnim po¢tu vyznacné misto. O uzite¢nosti
teorie extrémalnich 1loh v aplikacich neni tfeba diskutovat.

Nejprve budeme studovat tzv. lokdln{ extrémy (tj. na blize neuréeném okol{
bodu) a poté tzv. globdlni extrémy (tj. na celé, piedem zadané mnoziné). Po-
dobné jako v piipadé funkci jedné proménné i zde budou hrat dulezitou roli
derivace. Pro jednoduchost opét uvazujeme funkce dvou proménnych.

4.1 Lokalni extrémy

Definice 4.1. Rekneme, 7e funkce f dvou proménnych nabyva v bodé
[#0,y0] € R? lokdlniho mazima [lokdlniho minimaj, jestlize existuje
O([xo,yo0]) takové, Ze pro kazdé [z,y] € O([ze, yo]) plati f(x,y) < f(xo,y0)
[f(xay) > f(x()ay())]‘

Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich pro [z,y] # [zo, yo] ostré, mluvime o ostrych
lokalnich maximech a minimech. Pro [ostrd] lokdln{ minima a maxima pouzivame
spoleény termin [ostré] lokdlni extrémy.

Kreslete si ruzné situace a zkoumejte, ve kterych piipadech mohou lokédlni
extrémy nastat. Brzy zjistite, Zze to jsou body, v nichz plati jedna z nasledujicich
podminek:

e obé parcidlni derivace jsou nulové,

e obé parcidlni derivace neexistuji,

e jedna z parcidlnich derivaci neexistuje a druhd je nulova.
Prvni pfipad nés ptrivadi k nasledujici definici.

19
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Definice 4.2. Rekneme, Ze [29,%0] € R? je staciondrnim bodem funkce f,
jestlize v ném existuji obé parcialni derivace a plati

fz(anyO) =0= fy(x()vy())'

Vzhledem k nasemu sledovani je pomérné ziejmé, ze musi platit nasledujici
nutnd podminka existence lokalniho extrému:

Jestlize f ma& v bodé [rg,y0] € R? lokdlni extrém a existujf
fz(xo0,0), fy(xo,y0), pak je tento bod staciondrnim bodem.

Existence stacionarniho bodu, stejné jako existence jiného bodu vyse zminé-
ného typu, nezaruCuje, Zze v ném nutné musi nastat lokdlni extrém. Najdéte
si vhodné protipiiklady. Body uvedenych tiech typu jsou pouze ,podezielé z
existence extrému“. Ponévadz v zddném jiném bodé extrém nastat nemuze, je
vhodné si jako prvni krok nalézt pravé tyto body, které néasledné zkoumame
pomoci dalsich néstroji. Jednim z nich je nasledujici postacujici podminka, v
niz opét vystupuje pojem stacionarniho bodu.

Necht f md v ngjakém O([xg, yo]) spojité parcidlni derivace 2. fddu a necht
[0, Yo] je jeji staciondrni bod. Jestlize

D(xO’QO) = fww(anyO)fyy(x()vyO) - (fmy(x07y0))2 > 0’

pak ma f v [zg,yo] ostry lokdlni extrém. Je-li navic f..(zo,yo0) > 0, jde o
minimum, je-li fz.(zo,y0) < 0, jde o maximum. Jestlize D(xq,yo) < 0, pak
v bodé [zg, yo] lokalni extrém nenastava.

Vyraz pro D(zg,yo) si lze snadno zapamatovat, pokud si uvédomime, zZe
vlastné plati
fea(@0,90)  fay(@o,90)
D(xg,y0) = ’ v
(r0:90) = 7, (@o,00)  Fyy(o,0)

Ponévadz jsme Uspésné opomenuli teorii Taylorovych polynomu pro funkce vice
proménnych, je ponékud obtizné popsat presnéji dukaz uvedené postacujici
podminky. Hlavni myslenka je ovSem podobné jako u funkci jedné proménné.
Pouziva se Tayloruv vzorec s polynomem 1. stupné a zkoumd se rozdil mezi
funkéni hodnotou ve stacionarnim bodé a funkénimi hodnotami v jeho okoli.
Derivace 1. fadu jsou nulové a derivace 2. fadu tedy hraji rozhodujici roli.

V piipadé, ze nastane rovnost D(zo, yo) = 0, pak o existenci extrému v tomto
bodé nelze pomoci druhych derivaci rozhodnout. Pro funkce jedné proménné
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mame k dispozici jednoduché nastroje v fec¢i derivaci vyssich fadu, které mohou
v téchto pripadech pomoci. U funkci vice proménnych v8ak neni aparat vyssich
derivaci v praktickych ptipadech ptilis vhodny. V nékterych ptipadech lze o
existenci lokdlniho extrému rozhodnout vysetfenim lokdlniho chovani funkce
v O([zo,y0]), bez pociténi druhych derivaci. Nelze vsak dédt obecny ndvod; je

jisté vhodné si vsimat specifickych vlastnosti funkci a | vhodné je vyuzivat. ‘ Toto

plati i v pfipadé, kdy vysSetiujeme jiné typy bodu podezielych z extrému nez ty
staciondarni.

4.2 Globalni extrémy

Definice 4.3. Necht M C D(f) C R?. Rekneme, 7e funkce f : R2 — R
nabyvé v bodeé [zg, yo] € M globdlniho mazima [globdlniho minimal, jestlize
pro kazdé [z,y] € M plati f(z,y) < f(zo.y0) [f(x,y) = f(z0,y0)]-

Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich pro [x,y] # [z, yo] ostré, mluvime o ostrych
globédlnich maximech a minimech. Pro [ostrd] globdln{ minima a maxima pouzi-
védme spoleény termin [ostré] globdlni extrémy. Misto terminu globdlni extrém
se Casto pouziva pojem absolutni extrém.

Vsimnéte si podobnosti s definici lokalnich extrému. Ov8em rozdil je ten, ze
nyni porovnavame funkéni hodnoty na celé, predem dané mnoziné M a nikoliv
na néjakém (libovolné malém) blize neuréeném okoli.

Kombinaci dfive uvedené Weierstrassovy véty a trividlni uvahy dostavame
tvrzeni, které lze chapat jako analogii faktu, ze spojitd funkce jedné proménné
nabyva na ohrani¢eném a uzavieném intervalu své nejmensi a nejvétsi hodnoty

bud v bodé lokdlniho extrému lezicim uvniti intervalu nebo v jeho krajnim
bodé.

Jestlize M C R? je uzaviend a ohranicens a f je spojita funkce na M, pak f
nabyva svych globdlnich extrémt bud’ v bodech lokdlnich extrému lezicich
uvnitt M nebo v nékterém hrani¢nim bodé.

Pravé uvedena véta ndm dava prakticky navod, jak hledat globalni extrémy
yrozumnych® funkei na ,rozumnych“ mnozindch. Tim mame na mysli zejména
diferencovatelné funkce na mnozinach, jejichz hranice je po ¢astech tvorena ro-
zumnymi funkcemi (jedné proménné); s takovymi se v praktickych situacich (a
pii nasem zaméfeni) setkdvdme nejcastéji. Postupujeme takto:
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(i) Najdeme staciondrni body uvnitt mnoziny M. Totiz za uvedenych
predpokladu neni mozné, aby lokalni extrémy uvnitf mnoziny byly
jinde nez ve stacionarnich bodech.

(ii) VySetiime funkci na hranici mnoziny a najdeme zde extrémy. Diky
tomu, Ze nyni pracujeme s funkcemi dvou proménnych, je situace
pomérné jednoduchéd; pro funkce vice nez dvou proménnych jde uz
o pomérné slozity problém. Pro lepsi popis problému predpoklddejme
napt., ze M = {[z,y] € R? : a < z < bp1(x) < y < ¢a(z)}.
VysSetiujeme-li nyni funkci f na ¢asti hranice mnoziny M tvorené
grafem funkce i (), € (a,b), pak vlastné hleddme globdln{ extrém
funkce jedné proménné Fy(z) = f(z,¢1(z)) na intervalu x € (a,b);
to vsak jiz umime z ptedchoziho kurzu. Pochopitelné se muze stét,
7ze k popisu hranice potfebujeme vice nez dvé funkce na intervalu,
piipadné téz funkce proménné y. V takovych piipadech vsak postu-
pujeme naprosto obdobné.

(iii) Porovnanim funkénich hodnot v bodech ziskanych v pfedchozich dvou
krocich uréime globalni maximum a globalni minimum. VSimnéte
si, ze zde neni tfeba pouzivat aparat druhych derivaci ¢i néjaky
dalsi néstroj ke zjisfovani lokélnich extrémii, nebot ty spravné hle-
dané body z mnoziny vSech podezielych bodu ziskdme prostym po-
rovnanim.

Kromé hleddni extrému u piimo takto zadanych problému byste méli byt
schopni Fesit i ponékud prakti¢téjsi ulohy, kde je (redlny) problém zadén ,slovné*
a teprve vhodnou ,matematizaci“ jej prevedete v extrémalni ilohu (touto ilohou

zde mdme na mysli hleddn{ extrému, ¢asto globdlnich, funkce dvou proménnych):

| (redlny) problém|

matematizace

| extréméln{ tloha |

Toto prevedeni muze byt ¢asto obtizngjsi nez pak samotné nalezeni extrému.
Pochopitelné nelze pro tyto problémy dat obecny navod. Je potieba propocitat
a Fadné pochopit jisté mnozstvi typové ruznych piikladu.

Existuje jesté fada zajimavych a dulezitych témat, kterd se v ramci dife-
rencialniho poétu funkci vice proménnych bézné probiraji. Kromé jiz zminénych
smérovych derivaci, parcidlnich derivaci slozenych funkci, totalniho diferencidlu,
kmenové funkce, Taylorovy véty a jejich ¢etnych aplikaci, je to jeSté napf. pojem
gradientu, teorie funkci zadanych implicitné, vdzané extrémy (metoda Lagran-
geovych multiplikdtoru) atd. Jak vSak jiz bylo fe¢eno v tivodu, nas kurs m4 za
cil podat pouze velmi stru¢né pfiblizeni této discipliny. Vzhledem k celkovému
zaméfeni studia a s ohledem na ¢asovou dotaci se hloubéji nyni poustét nebu-
deme. Snad nékdy priste ...
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