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Par slov na uvod

Tento text tvori doplnék k predmétu Zaklady matematiky, ktery je nyni jiz
pevnou soucasti vyuky v podzimnim semestru (pro Pedagogické asistenstvi
matematiky pro ZS). Poprvé byl predmét v této formeé realizovan na podzim
r. 2008 jako reakce na vzrustajici potfebu polozeni pevnych a jasnych zékladu
matematiky, nezbytnych pro dalsi studium.

Ponévadz je tento text doplikem, nevycerpava vse, co se na prednaskach
a fakta. V kombinaci s pozndmkami z prednasek (kde zejména podrobnéji
komentujeme probiranou latku, doplnujeme ji, uvadime ilustrativni priklady
a diskutujeme) a s materidlem ze cviceni by mél tvorit postacujici zdroje k
pripravé na zkousku. Je samoziejmé vitana i samostatna iniciativa studenti,
kdy sami ¢erpaji i z jinych zdroju (a téch je skuteéné nepteberné mnozstvi).
Proto (a nejen proto) je kazda kapitola zakoncena odkazy na dalsi vhodnou
literaturu véetné pripadnych komentar.

Text byl prubézné vytvaren zejména béhem prvni vyuky predmétu v se-
mestru podzim 2008 a posléze byl nékolikrat revidovan. Je tieba upozornit
na to, ze jiz jednou vytvotrené partie mohou (a s velkou pravdépodobnosti
budou) dozndvat urcitych zmén i v pozdéjsi dobé — v zdjmu zkvalitnéni textu.

Obsahem tohoto kurzu jsou mimo jiné i velmi dulezité partie matema-
tiky, které svym zpusobem tvoii jeji zakladni kameny (napf. logika a teorie
mnozin). O téchto teoriich lze napsat desitky knih. Nam vsak jde v této
fazi spise o nalezeni vhodného a dostateéné presného matematického jazyka,
ktery bude nezbytny pro potieby dalsiho studia i pro potieby praxe. Vybrali
jsme proto pouze to ,nejzakladnéjsi“, pricemz nas pristup bude velmi ¢asto
neformdalni (intuitivni). Clenéni textu je rovnéz spise pfizpiisobeno nagim
potfebam.

Nové zavadéné a dulezité pojmy budou zpravidla vynaceny kurzivou.

Budu vdéény kazdému, kdo mne upozorni na nepfesnosti ¢i chyby v textu



(nékteré nepresnosti — ¢i spise zjednoduseni — jsou ovSem ,zamérné“ vzhle-
dem k vyse popsanému piistupu).

Brno, 4. z4i{ 2013, Pavel Rehak
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Kapitola 1

Zakladni pojmy matematické
logiky

N4&s piistup k vyrokové a predikatové logice bude intuitivni (neformélni).

1.1 Vyroky, logické spojky, slozené vyroky,
vyrokové formule

Vijrokem rozumime jakékoliv tvrzeni (intuitivné feceno oznamovaci vétu),
které je dostatecné smysluplné, aby bylo mozno Tici, ze je pravdivé nebo
nepravdivé.

Poznamka 1.1. (i) Nemusime byt schopni o pravdivosti rozhodnout. Napf.
,Cesky knize Bofivoj mél 1.1. 880 rymu.“ je vyrok.
(ii) Pravdivym vyrokum je zvykem pfitazovat pravdivostni hodnotu 1, ne-
pravdivym hodnotu 0.
(iii) N&s popis vyroku neni presnd definice. Je to pouhé vymezeni. Axioma-
ticky pristup je ,,presnéjsi“.
Piiklad 1.1. Prsi.” je vyrok. ,Prsi?*“ neni vyrok. ,Kéz by prselo!* neni
vyrok. ,Cislo z je sudé.“ neni vyrok.

Pro snazsi vyjadfovani budeme pouzivat vyrokové proménné A, B, ...,

které zastupuji vyroky.

vvvvvv

vytvéieni se uzivaji logické spojky. Necht A, B jsou vyroky. Potom definujeme
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8 Kapitola 1.

e Negace vyroku A (znac¢ime —A): Vyrok, ktery je pravdivy, pravé kdyz
A je nepravdivy.

e Konjunkce vyroku A, B (zna¢ime A A B): Vyrok, ktery je pravdivy,
praveé kdyz A, B jsou oba (zaroven) pravdivé.

e Disjunkce vyroku A, B (znac¢ime A V B): Vyrok, ktery je pravdivy,
pravé kdyz alespon jeden z vyroku A, B je pravdivy.

e Implikace vyroku B vyrokem A (znaé¢ime A = B): Vyrok, ktery je
pravdivy, pravé kdyz nenastava pripad, ze A je pravdivy a zaroven B
je nepravdivy.

e FEkvivalence vyroku A, B (znacime A < B): Vyrok, ktery je pravdivy,
praveé kdyz A, B jsou oba zaroven pravdivé, anebo oba zaroven neprav-
divé.

Vyrokovou formuli rozumime vyraz vytvoreny z kone¢ného poctu vyrokovych
proménnych, logickych spojek a poptipadé zavorek. (Casto se v literatute
(presnéji) definuje tento pojem rekurzi).

Castym zpusobem vypoctu pravdivostnich hodnot dané formule (v zévislosti
na pravdivostnich hodnotdch proménnych, které se v ni vyskytuji) jsou ta-
bulky pravdivostnich hodnot.

Tautologii nazyvame vyrokovou formuli, jejiz pravdivostni hodnota je 1
pii kazdém ohodnoceni vyrokovych proménnych, které se v ni vyskytuji.

Kontradikci nazyvame vyrokovou formuli, jejiz pravdivostni hodnota je 0
pii kazdém ohodnoceni vyrokovych proménnych, které se v ni vyskytuji.

1.2 Vyrokové formy, kvantifikatory, kvantifi-
kované vyroky

Jestlize se néjaké tvrzeni (obsahujici jednu nebo vice proménnych) stane
vyrokem, dosadime-li za proménné konkrétni hodnoty (konstanty z oboru
proménnych), nazyvame takové tvrzeni wvyrokovou formou. Znaéime V(x)
vyrokovou formu o jedné proménné a V(zy,...,x,) vyrokovou formu o n
proménnych.

Pomoci logickych spojek lze pak vytvaret slozené vyrokové formy.

Dosazeni konstant za proménné do vyrokové formy neni jedinym zpusobem,
jak z ni vytvorit vyroky. Dalsi (vyznamnou) moznosti je tzv. kvantifikace.
Provadime ji pomoci jistych slovnich spojeni zvanych kvantifikdtory:
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e Obecny kvantifikator (znacime V). Jazykovy vyznam: ,pro kazdé“.

e Existencni kvantifikdtor (zna¢ime 3). Jazykovy vyznam: ,existuje (ale-
spon jedno)“.

e Kvantifikdtor jednozna¢né existence (znacime 3!). Jazykovy vyznam:
yexistuje pravé jedno®.

Necht V (z) je vyrokové forma proménné z. Pak pomoci téchto kvantifikdtort
lze vytvorit nasledujici typy zakladnich kvantifikovanych vijroki:

o Vz € M:V(x) (¢teme: ,Pro kazdé x € M plati V(x).*)

e dz € M : V(x) (¢teme: ,Existuje (alespon jedno) z € M, pro které
plati V(z).“)

o Jlz € M : V(x) (Cteme: ,Existuje pravé jedno x € M, pro které plati
V(z).%)

Chceme-li tvorfit vyroky pomoci kvantifikatorti z vyrokové formy vice
proménnych, musime piifadit kvantifikator kazdé proménné.

1.3 Negovani vyroku

Negaci vyroku lze ziskat prediazenim slov ,Neni pravda, ze ... “. Zpravidla
vSak uzivame gramaticky vhodnéjsich tvaru a nasledujicich postupu:

(i) Pfi negovéni jednoduchych nekvantifikovanych vyroku pouzivame dva
zpusoby (uvazujme napi. vyrok ,Cislo 3 je kladné®): zdména ,je“ za
,neni“ (,Cislo 3 nenf kladné“) nebo piipojeni pedpony ne- (,Cislo 3
je nekladné*).

(ii) Pti negovéni slozenych nekvantifikovanych vyroku postupujeme casto
podle tabulky

slozeny vyrok negace
ANB -AV-B
AV B -AN-B
A= B AN-B
A& B (AN-B)V (-ANB)

Zkuste si promyslet, pro¢ volime zrovna tyto zpusoby negace.
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(iii) Negaci jednoduchych nekvantifikovanych vyroku provadime zdménou
kvantifikatoru a negaci vyrokové formy (napt. negaci vyroku Vo € M :
V(z) je vyrok 3z € M : =V (z)). Totéz pravidlo pouzivame u kvantifi-
kovanych vyroku vytvorenych z vyrokové formy o vice proménnych.

(iv) Negovéani slozenych kvantifikovanych vyroku provadime kombinaci pra-
videl uvedenych ve (ii) a (iii).

1.4 Literatura

Existuje velmi mnoho literatury, ze které lze ¢erpat (od skript po odborné
monografie). Pristupy se mohou velmi ligit (od neformdlnich po formadlni,
od ,méné presnych® po precizni). Jak jiz bylo fe¢eno na zac¢atku, pro nase
potieby zékladniho kurzu jsme zvolili ponékud jednodussi (neformalni) pristup,
ktery nam vsak prozatim bohaté postacuje (v nasem piipadé mohou byt — po
jistém rozsifeni obsahu — vhodnymi zdroji napt. [1,4,5]; zde se mé na mysli
ne pouze nas text, ale i obsah prednédsek). Nakonec si dovolim upozornit na
vynikajici knihu [6].

[1] I. Busek, E. Calda, Matematika pro gymnézia. Zakladni poznatky z
matematiky (3. vydani), Prometheus, Praha 2006.

[2] K. Devlin, Jazyk matematiky, Argo, Dokofan, Praha 2002.
[3] E. Fuchs, Teorie mnozin pro ucitele, Masarykova univerzita, Brno 1999.

[4] J . Kuben, P. Sarmanovd, Diferencidlni pocet funkef jedné proménné,
VSB TU Ostrava 2006.

[5] J. Polak, Prehled sttedoskolské matematiky (7. vydéni), Prometheus,
Praha 2000.

[6] A. Sochor, Logika pro vsechny ochotné myslet, Karolinum 2011.
[7] R. Thiele, Matematické dukazy, SNTL, Praha 1986.



Kapitola 2

Matematické dukazy

2.1 Tvary matematickych vét

Matematické véty se objevuji zpravidla v néjakém z néasledujicich tvaru.

(i) Tzv. obecnd véta Nx € M : V(x)“. Piipadné muzeme uvazovat prosté
vétu typu ,Plati V.

(ii) Tzv. existencni véta ,dxr € M : V(x)“ nebo véta o jednoznacné
existenci , 3z € M : V(z)“.

(iii) Velmi ¢asto ma obecnd véta tvar implikace Vo € M : A(x) = B(x)“
(nebo struéné ,A(x) = B(x)“, ptipadné ,A = B*). A se nazyva predpoklad
véty, B se nazyva tuvrzeni véty. A se nazyva postacujici (nebo dostatecnd)
podminka pro B. B se nazyva nutnd podminka pro A.

(iv) Mé-li véta tvar ekvivalence ,A < B casto ji 1ze chapat (dokazovat)
jako dveé véty typu (iii), nebot plati (A < B) & (A = B)A(B = A). Nekdy
mivaji matematické véty také tento tvar: ,Jestlize plati vyrok P, pak vyroky
Ay, ..., A, (n > 2) jsou ekvivalentni“. Potom sta¢i dokazovat A; = As,
Ay = Az, ..., Ay = A, A, = Ap (poradi neni podstatné; dulezité je, aby
se kruh implikaci uzavtel).

2.2 Dukaz primy, dikaz neprimy,
dikaz sporem

(i) Primy dikaz implikace A = B spociva v tom, ze sestavime Fetézec
platnych implikaci A = Ay, Ay = Ay, ..., A, = B. Pfii feSeni ulohy

11



12 Kapitola 2.

typu ,,Dokazte vyrok V.“ kde ,zacédtek fetézce“ neni zndm (ale i v piipadé
dokazovani implikaci), muzeme pomoci jistého rozboru (souvisi s hledanim
myslenky dukazu) hledat néjaky mozny zacatek fetézce, kdy vyjdeme od
hledaného (tedy od tvrzeni) a pomoci fetézce usudku dojdeme k néjakému
vyroku, jehoz pravdivost je ndm zndma (piipadné, dokazujeme-li implikaci,
dojdeme k danému, tedy k predpokladu). Dukaz vyroku V' se pak pokusime
sestrojit jako fetézec obracenych implikaci.

(ii) Neprimy dukaz implikace A = B je zalozen na vztahu (A = B) <
(=B = —A). Tj., piimo dokazujeme implikaci -B = —A.

(iii) Dikaz sporem implikace A = B je zalozen na vztahu (A = B) <
—(A A =B). (Sporem) piedpoklddame soucasnou platnost A a =B a fadou
platnych implikaci pak odvodime spor s nékterym z predpokladu nebo jinym
vyrokem (spor je stav, kdy pro néjakou formuli C' ukédzeme, ze soucasné plati
C a—C).

2.3 Dukazy existence, neexistence
a jednoznacnosti

Existencéni dukazy l1ze vést ptimo ¢ nepiimo.

Pifmy dukaz je bud’ ryze existencni (tj. existence objektu se pifmo dokéze
bez jeho urceni; napf. pomoci néjakého existenéniho principu (Dirichletuv
princip, princip spojitosti apod.)) nebo je konstrukéni (objekt se sestroji).

P#i nepiimém dukazu vyvozujeme spor z predpokladu, ze objekt neexis-
tuje. Podobné jako v pripadé ryze existencniho primého dukazu sice neprimy
dukaz zaruci tesitelnost z hlediska logiky, neddva vsak zpravidla zadné po-
kyny, jak toto fesSeni sestrojit.

Pii dikazu neexistence postupujeme velmi ¢asto sporem.

Pti dukazech jednoznacnosti zpravidla ukazujeme, ze existuje alespon je-
den objekt a soucasné existuje nejvyse jeden objekt (zde velmi casto po-
stupujeme sporem; prepoklddame existenci dvou ruznych objektu, pro které
vyrok plati).

K této i predchozi podkapitole poznamenejme, Ze obecny vyrok nebo
existencni tvrzeni lze vyvratit jiz jedinym piikladem, tzv. protiprikladem.
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2.4 Dukazy matematickou indukci

Pouzivame pro dukazy vét typu
neM={ny,no+1,n0+2,...} CZ:V(n).“

(velmi casto M = N).

Dukaz je zalozen na néasledujicim principu matematické (neboli ipiné)
indukce:

Necht vyrokovd forma V' (n) je definovéna pro kazdé n € M. Dale necht

(I) V(no) je platny vyrok.
(IT) VYn € M: V(n) je platny vyrok = V(n + 1) je platny vyrok.
Potom V'(n) plati pro kazdé n € M.

Poznamka 2.1. (i) Podminka (II) je tzv. indukcni krok, V(n) se v tomto
kroku nazyva indukcéni predpoklad.

(i) Dukaz matematickou indukef se tedy skldda ze dvou kroku: (I) Dukaz
platnosti tvrzeni V(ng). (II) Dukaz indukéniho kroku.

(iii) Lze nalézt i jiné formulace principu matematické indukce. Napft. v
podmince (II) muzeme mit V(ng),V(ng +1),...,V(n) = V(n + 1). Tento
predpoklad je silnéjsi nez v puvodnim principu. Teoreticky jsou ale oba prin-
cipy ekvivalentni. V praxi se vSak vyskytuji problémy, které se mnohem snaze
fesi pomoci této modifikace.

(iv) Pomoci indukce nejenom dokazujeme tvrzeni, ale téz konstruujeme
objekty, ¢i definujeme.

2.5 Literatura

[1] I. Busek, E. Calda, Matematika pro gymnézia. Zakladni poznatky z
matematiky (3. vydani), Prometheus, Praha 2006.

[2] K. Devlin, Jazyk matematiky, Argo, Dokoian, Praha 2002.

[3] J. Polék, Prehled stfedoskolské matematiky (7. vydani), Prometheus,
Praha 2000.

[4] O. Odvérko, E. Calda, J. Sedivy, S. Zidek, Metody feseni matema-
tickych tloh, SPN, Praha 1990.

[5] R. Thiele, Matematické dukazy, SNTL, Praha 1986.
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Kapitola 3

Zaklady teorie mnozin

Upozornujeme, Ze v této partii (jako ostatné i v jinych partiich) se mohou
v ruzné literature pristupy k zavadéni jednotlivych zakladnich pojmu vice ¢i
méné lisit.

3.1 Zakladni pojmy

Mnozinou rozumime soubor (souhrn) navzdjem ruznych (rozlisitelnych) (ma-
tematickych ¢i jinych) objektu. O kazdém objektu musi byt mozné rozhod-
nout, zda do dané mnoziny patii, ¢i nikoliv. Jednotlivé objekty, které patii
do dané mnoziny, se nazyvaji prvky mnoziny.

Mnoziny obvykle (ovSem ne vzdy) znacime velkymi pismeny a prvky
malymi pismeny. Pozor: mnoziny mohou nékdy vystupovat jako prvky jinych
mnozin.

Z&apis a € A znamena, ze a je prvkem mnozZiny A. Zapis a € A znamena,
ze a neni prokem mnozZiny A.

Mnozina je jednoznac¢né urcena svymi prvky. Proto dvé mnoziny, nezavisle
na zpusobu jejich zadani, povazujeme za stejné, praveé kdyz maji stejné prvky
(tzv. extenzionalita). Muzeme tedy psat A=B < (Vex:x € A< x € B).

Existuje tzv. prdzdnd mnoZina, ktera se vyznacuje tim, ze nemd zadné
prvky. Oznacujeme ji symbolem ().

Mnozina, kterd ma konecny pocet prvku (tj. bud je prdzdnd, anebo pocet
jejich prvku je ddn pfirozenym ¢islem), se nazyvé koneénd mnozina. Pocet
prvku konetné mnoziny A oznacujeme symbolem |A| (pozdéji, kdy jistym
zpusobem rozsitime pojem poc¢tu prvku, budeme spiSe pouzivat oznaceni

15
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card A.) Kazda mnozina, kterd neni konecnd, se nazyva nekoneénd mnozina.

Mnozinu lze zadat ruznymi zpusoby, nejcastéji vyctem prvki nebo cha-
rakteristickou vlastnosti. Poznamenejme, ze z extenzionality vyplyva napf.
{a,b} = {b,a}. Déle plati napt. {z,z,y} = {z,y}.

Poznamka 3.1. Pojem mnoziny zde zavedeny je pouze intuitivni a byl
v podobném tvaru (ale téz intuitivné) zaveden G. Cantorem v r. 1872. V
pozdéjsi dobé se vsak ukazalo, ze toto pojeti mnoziny je nevyhovujici. Byly
totiz objeveny tzv. antinomie, neboli paradoxy, které ukazuji jeji spornost.
Jednim z nejzndméjsich paradoxu je tzv. Russeliv paradoz: Piipustme exis-
tenci mnoziny A = {X : X je mnozina, X ¢ X}. Z definice mnoziny A po-
tom vyplyva, ze nemuze platit ani vztah A € A (odtud totiz plyne A € A),
ani vztah A ¢ A (odtud zase naopak plyne A € A). Tyto paradoxy byly
pozdéji odstranény tim, ze teorie mnozin byla vybudovana axiomaticky. Tato
axiomatickd teorie vSak prekracuje ramec nasi uc¢ebni latky:.

Na zakladé této poznamky vidime, ze je potieba opatrnosti pii uvazovani
jakychsi ,univerzalnich souboru* jako ,souboru vSech mnozin“ apod. Tyto
soubory nemohou byt mnozinami.

3.2 Zakladni mnozinové vztahy a operace

O rovnosti mnozin A, B (tj. A = B) jsme se zminili jiz vySe.

Rikéme, ze mnozina A je podmnozina mnoziny B a piseme A C B, pravée
kdyz Vx : © € A = x € B. Vztah C se nazyva mnozinovd inkluze. Jestlize
A C B aA # B, pak tikdme, ze A je vlastni podmnoZina mnoziny B a piSeme
A C B. Jestlize A neni podmnozina mnoziny B, piseme A € B.

Pro libovolné mnoziny A, B, C ziejmé plati A C A, ) C A, (AC BAB C
C)=ACC,A=B < (AC BABCA). Posledni vztah je velmi uziteény
pii dokazovani mnozinovych rovnosti.

Jsou-li A, B mnoziny, pak muzeme utvorit dalsi mnoziny

AUB={z:x€ AVzx € B},
ANB={zx:x€ ANz € B},
A\B={x:z € ANz & B},

které postupné nazyvame sjednocent, prunik a rozdil mnozin A a B. Pozdéji
budeme tyto operace zavadét i na systémech mnozin.



Kapitola 3. 17

Plati fada dulezitych vztahu (dokazte si je), napf.:

AUB=BUA (komutativni zakon)

ANB=BNA (komutativni zdkon)

(AUB)UC = AU (BUC) (asociativni zdkon)
(ANB)NC =AN(BNC) (asociativni zdkon)

A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) (de Morganuv zdkon)
A\ (BNC)=(A\B)U(A\C) (de Morganuv zikon)

Déle je uziteéné si uvédomit nésledujici vztahy (promyslete si, proc plati):

rg AUB S (x € ANz & B)
rgANB &S (¢ AVe ¢ B)
r¢d A\B& (rt ¢ AVzxeEB)

Pro libovolnou mnozinu A definujeme systém vsech podmmnozin mnoZiny
A a oznacujeme jej 24 (piipadné P(A)), tedy 24 = {X : X C A}. Jestlize
|A| = n, potom [24| = 2",

Mnoziny a vztahy mezi nimi lze znédzornovat graficky pomoci tzv. Ven-
novych diagramal.

Dukazy mnozinovych rovnosti a dalsich vztahu Ize provadét vice zpusoby
(ne vSechny jsou vsak vzdy zcela vhodné ¢i korektni):

e Princip neurcitého prvku: Pii dukazu vztahu A C B vezmeme pevny,
ale libovolny prvek x € A a ukazeme, ze x € B.

e Tabulkova metoda: Do tabulky vypisujeme vSechny mozné kombinace
(skupiny) — tiidime prvky podle jejich vztahu ke vstupnim mnozindm
(1 pro ,je prvkem®, 0 pro ,neni prvkem“). V dalsich sloupcich pak
postupné pridavame dalsi potfebné operace dle zadani. Pouzivame v
podstaté podobny ptistup jako u pravdivostnich tabulek ve vyrokovém
poctu.

e Obrdzkovd metoda: Zalozena na pouziti Vennovych diagramu. Zde v
podstaté nejde o korektni dukaz (metoda je totiz vazéna na jednu
konkrétni reprezentaci mnozin pomoci urcitych geometrickych ttvara).
Nicméné Vennovy diagramy velmi dobte slouzi pro ziskani prehledu o
situaci a pro odhad toho, jaky vysledek muzeme ocekavat. Dale jsou
velmi uziteéné (a korektni) pro dikaz toho, ze néjaky vztah neplati —
nalezeni vhodného konkrétniho prikladu.
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3.3 (Ne)usporadané dvojice a kartézsky soucin

Neusporddanou dvogici prvki a, b rozumime mnozinu {a, b} (nezalezi na poradi,
tj. vzdy plati {a,b} = {b,a}). Podobné definujeme neusporddanou n-tici
prvki z1,...,2, (n € Nyn > 2) jako {zy,...,2,}.

Chceme-li uvazovat tzv. usporadanou dvojici (a, b) (tj. dvojici, kde zalezi
na poradi) je prirozené pozadovat platnost vztahu (a,b) = (c¢,d), prave
kdyz a = ¢ a zaroven b = d. Lze ukazat, ze usporadand dvojice defino-
vana nasledujicim zpusobem maé pozadovanou vlastnost. Méjme dany dva
prvky a,b, pficemz nevylu¢ujeme piipad a = b. Usporddanou dvojici (a,b)
definujeme jako (a,b) = {{a},{a,b}}. Je lehké videt, ze (a,a) = {{a}}.
Usporadanou n-tici definujeme indukei takto: (a) = {a}, (a1,...,a,) =
(a1, (as,...,a,)). Lze opét ukazat, ze (a1,...,a,) = (b,...,b,), pravé kdyz
a =by,...,a, =b,.

Jestlize A, B jsou libovolné mnoziny, pak mnozina A x B = {(z,y) :
r € A,x € B} se nazyva kartézsky souc¢in mnozin A, B (v tomto poradi).
Analogicky definujeme A; x -+ x A, = {(a1,...,a,) 1 a; € Aj;i=1,...,n}.
Pro pocet prvku (v piipadé koneénych mnozin A, B) plati |[A x B| = |A|-|B].

Zde jsou nékteré vztahy pro sjednoceni, prunik, rozdil a kartézsky soucin
(dokazte si je):

Ax (BUC)=(AxB)U((AxC(C)
Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)
Ax (B\CO)=(AxB)\(Ax(C)

3.4 Literatura

Jak jiz bylo feceno na zacatku, mohou se v ruzné literatuie pristupy k
zékladnim pojmum vice ¢i méné lisit. Upozornujeme, ze monografie [1] je

blematiku. Rovnéz skripta [4] se budou hodit spiSe v pokrocilejsim kurzu
teorie mnozin v nékterém z dalsich semestriu. Pro naSe potfeby jsou nyni
nejvhodnéjsimi zdroji [2,5,6,8].

[1] B. Balcar, P. Stépanek, Teorie mnozin, Academia, Praha 1986.

[2] J. Be¢var a kol., Seznamujeme se s mnozinami, SNTL, Praha 1982

[3] K. Devlin, Jazyk matematiky, Argo, Dokofan, Praha 2002.
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[4] E. Fuchs, Teorie mnozin pro ucitele, Masarykova univerzita, Brno 1999.

[5] P. Hordk, Zéklady matematiky, PfF' MU Brno (piip. téz starsi vydani
skript Algebra a teoreticka aritmetika od téhoz autora, které je svym
obsahem podobné).

[6] L. Kosméak, Mnozinova algebra, Masarykova univerzita, Brno 1995.

(7] J .vKuben, P. Sarmanova, Diferencidlni pocet funkci jedné proménné,
VSB TU Ostrava 2006.

[8] J. Poldk, Piehled stredogkolské matematiky (7. vydédni), Prometheus,
Praha 2000.
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Kapitola 4

Ciselné obory

4.1 Intuitivni popis a ivodni poznamky

Nase definice ¢iselnych oboru jsou pouze intuitivni (podobné jako nas piistup
k vyrokum ¢ mnozindm). Jejich presnéjsi konstrukce ¢i definice (pficemz
existuje vice ruznych piistupu) jsou ponékud komplikovanéjsi a s nékterymi
se setkate v dalsich semestrech.

e Prirozend ¢isla: N = {1,2,3,...}. Nekdy se do této mnoziny zahrnuje
i 0. My to vsak délat nebudeme. Nékdy se znacéi Ng = NU {0}.

o Celd cisla: Z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... }.

e Raciondlni ¢isla: Q = {z : x = a/b,a,b € Z,b # 0}. Bez Gjmy na
obecnosti lze brat b € N. Pouzijeme-li pro zapis racionédlniho ¢isla zapis,
kde se ve jmenovateli vyskytuje nejmensi mozné kladné ¢islo, pak jsme
jej vyjadrili v tzv. zdkladnim tvaru. Takové vyjadieni je jednoznacné.

e Redlnd c¢isla: R. Neformélné Ize tuto mnozinu vyjadiit nékolika zpusoby.
R se skladd ze dvou disjunktnich podmnozin, totiz Q a I, kde I je
mnozina ¢isel iracionédlnich (nelze je vyjadrit jako podil celych éisel;
alternativné lze Tici, ze iracionalni ¢isla lze zapsat jen takovym dese-
tinnym rozvojem, ktery je nekonecny a neperiodicky). Existuje vza-
jemné jednoznacné prirazeni vSech realnych ¢éisel a vSech bodu libo-
volné piimky. Téz lze Fici, ze redlna ¢isla vyjadiuji délky usecek (pfi
zvolené jednotkové usecce), ¢isla k nim opacéné a nulu. Nékdy se znaci
Rt={zeR:2>0}, R-={zreR:2 <0}
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e Komplexni ¢isla: C = {z : x = a+ ib,a,b € R}, kde 7 je imagindrni
jednotka, pro kterou plati i* = —1, a ddle definujeme (a+bi)+(c+di) =
(a+c)+(b+d)i, (a+bi)(c+di) = (ab—bd)+(ad+bc)i. Téz lze definovat C
jako R x R s ptislusnymi operacemi mezi usporadanymi dvojicemi. Pro
z € C se vyjadreni z = a + bi nazyva algebraicky tvar, kde a je redlnd
cast, b je imaginarni c¢dst. Komplexni c¢isla 1ze geometricky znézornit
jako body v Gaussovée rovine: osa x je redlna osa, osa y je imaginarni
osa.

Plati tyto inkluze
NczcQcRcC.

4.2 Neékteré vybrané vlastnosti cisel

Zakladni operace s ¢isly (séitdni, ndsobeni, umocnovani atd.) a jejich vlast-
nosti zde nebudeme pro jednotlivé ¢iselné obory detailné opakovat. Predpo-
klada se, ze studenti matematickych oboru s timto nemaji problém. Bylo by
fajn, kdyby se mezi ¢tenaii tohoto textu nevyskytovali studenti pouzivajici
priSernosti typu a%b = i + %

Poznamenejme pouze, ze ve vSech uvedenych ¢iselnych oborech je mozno
¢isla scitat a nésobit, pricemz jak scitani, tak nasobeni jsou komutativni,
asociativni a plati distributivni zakon. Navic v Z,Q, R, C ke kazdému ¢éislu
existuje ¢islo opacné, zatimco v N tomu tak neni. Dale v Q, R, C ke kazdému
nenulovému ¢islu existuje c¢islo prevracené, zatimco v N, Z tomu tak neni.
Cisla mnozin N, Z, Q, R lze uspoiddat ,podle velikosti (tzn. zavést symboly
<, <).

Zejména zde uvedeme pojmy a vlastnosti, které nemuseji byt standardné
uvadény na stfednich skolach, a pfitom se nam budou pozdéji velmi hodit.

Zacnéme s pripominkou, ze pro N plati princip uplné indukce: Je-li M C N
takova, ze 1 € M a s kazdym n € M obsahuje mnozina M i ¢islo n + 1, pak
M = N. Lze ukéazat, ze N je nejmensi mnozina (vzhledem k inkluzi) ze vsech
mnozin A C R s vlastnostmi 1 € A a pro kazdé n € A plati n + 1 € A.

Néasledujici pojem zavadime v oboru Z a v budoucnu jej vyuzijeme v
souvislosti s fesenim Diofantickych rovnic, v souvislosti s ekvivalencemi a
rozklady a v souvislosti s koneénymi grupami (a moduldrni aritmetikou).
Nejdiive pripomenme, ze jsou-li a,b € Z, pak tikame, ze a déli b a piseme
alb, jestlize 3z € Z : b = az. Necht m € N je pevné a a,b € Z. Jestlize
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m|(b — a), pak fekneme, ze ¢isla a,b jsou kongruentni podle modulu m a
piseme a = b(modm). Lze ukazat, ze a = b(modm), pravé kdyz a,b ddvaji
po déleni cislem m stejny zbytek, coz je pravé kdyz a, b se 1isi o celociselny
nasobek ¢isla m. Plati ¢ = a(modm), a = b(modm) = b = a(modm),
a = b(modm) A b = ¢(modm) = a = ¢(modm). Jestlize a = b(modm),
¢ = d(modm), pak plati a + ¢ = b+ d(modm), a — ¢ = b — d(modm),
a-c=b-dmodm), a® = b"(modm) pro libovolné n € N. Nelze libovolné
provadeét ,kréceni®, napt. 3-6 = 7-6(mod 8), ale pritom neplati 3 = 7(mod 8).
Plati v8ak toto a - ¢ = b- ¢(modm) A ¢, m jsou nesoudélnd = a = b(modm).

O mnozinach R, I, Q 1ze dokéazat tuto zajimavou vlastnost: Mezi dvéma
ruznymi realnymi ¢isly lezi jak nekonecné mnoho ruznych raciondlnich, tak
i nekonecné mnoho ruznych iracionalnich ¢isel.

Mnozinu R* = RU{o0, —00} (kde 0o, —oco ¢ R a pro libovolné = € R plati
—00 < x < 00) nazyvame rozsirenou mnozinou redlnych c¢isel. V mnoziné
R* definujeme nasledujici operace: z + 0o = oo+ = 00 pro x > —o0,

T+ (—00) = —00+x = —00 pro x < 00, z - (£oo) = oo - = £00 pro
r € RU{oo},z >0, z-(+oo) =200 -2 =Fooproz € RU{—o0},z <0,
£ =2 =0proz € R,|—o00] = oo = oo. Nedefinuji se tyto operace:

00+ (—00), —00+00, 0-(+£o0), +00-0, % a § prox € R*. Intervaly definujeme
takto:

Pro a,b € R*,a < b, je (a,b) ={z € R:a <z < b},
proa,b € Ria <b, je (a,b) ={r € R:a < x < b},
proa € R,b € R* a <b, je (a,b) ={r € R:a <z <b},
proa € R",beR,a<b, je (a,b) ={z €R:a <z <b}.

Ziejmé (—oo0,00) = R. Nékde v literatuie se téz definuje napt. pro a < oo
(a,00) ={x € R*:a < z < oo} atd.

Nésledujici pojmy budou pozdéji diskutovany v souvislosti s tzv. uspora-
danymi mnozinami. My si zde nyni uvedeme specifikace pro pripad mnoziny
R (R*). Nechf M C R*, a,b € R*. Rekneme, Ze b je horni zdvora mnoZiny
M, jestlize Vo € M : x < b. Rekneme, ze a je dolni zdvora mnoziny M,
jestlize Vo € M : z > a. Rekneme, 7e b je mazimum mnoziny M, jestlize
b je horni zdvora mnoziny M a b € M (piseme b = max M). Rekneme,
ze a je minimum mnoziny M, jestlize a je dolni zdvora mnoziny M a a €
M (piseme a = min M). Ozna¢me U(M) mnozinu vsech hornich zavor a
L(M) mnozinu véech dolnich zdvor. Rekneme, 7e b je supremum mnoZiny
M (piseme b = sup M), jestlize b = min U(M). Rekneme, 7e a je infimum



24 Kapitola 4.

mnoZiny M (piseme a = inf M), jestlize a = max L(M). Pro M # () plati
inf M < sup M. Déle plati inf ) = maxR* = oo > —oco = minR* = sup (.
Plati, ze kazda mnozina M C R* ma v R* supremum a infimum. Déle plati,
ze kazda neprazdnd shora ohranicend mnozina M C R ma v R supremum
(ekvivalentné, kazdd neprazdnd zdola ohrani¢end mnozina M C R mé v R
infimum). Tato posledné jmenovand vlastnost mnoziny R (pfi axiomatickém
zavadéni R je to vlastné jeden z axiomu, tzv. tplnost) je velmi vyznamna.
Popularné teceno, tika, ze v R nejsou zadné ,diry*“ ani ,mezery“. Napf.
pro mnozinu Q tato vlastnost neplati. Uvédomte si jaké plati vztahy mezi
infimem a minimem, resp. mezi supremem a maximem.
Nyni si pfipomenime pojem absolutni hodnoty ¢isla a € R:

a jestlize a > 0
|a| =

—a jestlize a < 0.

Plati tzv. trojihelnikovd nerovnost |a + b| < |a| + |b|. Cislo |a — b| (resp.
|b—al|) je rovno vzdélenosti bodu a a b na ¢iselné ose. Zejména v matematické
analyze se nam budou velmi hodit néasledujici souvislosti mezi nerovnostmi s
absolutnimi hodnotami, nerovnostmi bez absolutnich hodnot a intervaly (pro
dand a,b € R,;b > 0), napi. {z e R: |z —a| <b}={reR:a-b< 2z <
a+bt=(a—ba+b),ci{reR: jz—a>b}={reR:z<a—-bVz>
a+b} = (—o00,a —b) U (a+b,00). Podobné pro neostré nerovnosti.
Nakonec uvazujme mnozinu C. Cislo a — bi se nazyvé komplezné sdruzené
k ¢islu z = a+ bi (oznac. z). Absolutni hodnota ¢isla z = a + bi je definovand
vztahem |z| = Va2 + b2 = /2 - Z. Pro goniometrickyj tvar ¢isla z = a + bi
plati z = |z|(cos @ + isiny), kde tzv. argument ¢ (oznac. ¢ = argz) je
tthel urceny (az na celo¢iselny néasobek 27) vztahy cosp = a/|z|, singp =
b/|z|. Hlavni hodnota argumentu ¢isla z je ¢ € (—m, 7) (uréena jednoznacneé).
Necht n € N. Pak n-tou mocninu ésla z € C lze pocitat podle Moivreovy
vety 2" = |z|"(cosng + isinng). Pro n € N a z € C existuje pravé n
ruznych hodnot komplexni n-té odmocniny ¢isla z; ta jsou dana vzorcem
/12][cos(p/n+ 2k /n) +isin(p/n+2kn/n)], k = 0,1,...,n— 1. Zakonéeme
tuto kapitolu zminkou o elegantnim Eulerové vzorci e® = cosx + isinuz,
ktery plati pro kazdé x € R. Specialné pro z = 7 dostaneme ™ + 1 = 0.
Tato zajimavé rovnost dava do souvislosti tfi zakladni aritmetické operace
(soucet, soucin, mocnina) s péti zdkladnimi (nejznaméjsimi) matematickymi
konstantami (e, 7,4, 0, 1). Pfitom se v této rovnosti vyskytuje kazd4 z operaci
i kazd4a z konstant pravé jednou a zadné jiné operace ani jiné konstanty se v
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ni nevyskytuji.

4.3 Literatura
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Kapitola 5

Relace

5.1 Relace mezi mnozinami
Zacéneme definici. Necht A, B jsou mnoziny. Pak libovolnou mnozinu
0CAxB

nazyvame relaci mezi mnozinami A a B (zélezi na poradi). Jestlize (a,b) € o
(resp. (a,b) & p), pak fikdme, Ze prvek a je v relaci g (resp. neni v relaci
0) s prvkem b. Vztah (a,b) € p nékdy strucné zapisujeme jako apb. Misto
(a,b) ¢ o pak nékdy piseme agb.

Poznamka 5.1. Nékdy se pri definovani postupuje ponékud formalnéji: Je-
li M C A x B, pak usporadanou dvojici ¢ = ((A, B), M) nazyvame relaci.
Mnozina M se nazyva grafem.

Relace o = 0 je tzv. prdzdnd relace mezi A, B, relace o = A X B je tzv.
univerzdlni relace mezi A, B.

Poznamka 5.2. Pojem relace mezi A, B tizce souvisi s témito mnozinami.
Necht o je relace mezi A, B a o je relace mezi C, D. Pak relace o a o se sobé
rovnagi (piseme o = o), jestlize o = 0, A = C, B = D. Pfi formélnéjsi definici
by rovnosti A = C, B = D byly jejim pfimym dusledkem.

Necht g je relace mezi A, B. Potom se mnozina Domp = {x € A: Jy €
B tak, ze xpy} nazyvé definicni obor relace o. Mnozina Ranp = {y € B :
Jz € A tak, ze zoy} se nazyva obor hodnot relace o, pripadné obraz relace .
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Pozor: v literatute se 1ze setkat s odlisSnym oznacovanim defini¢niho oboru a
oboru hodnot.

Pro vétsi nazornost si muzeme relace mezi mnozinami znazornovat gra-
ficky: body v roviné (znazornujici prvky mnozin A, B) spojime orientovanou
Sipkou, pravé kdyz jsou v relaci.

Relace lze sklddat v nasledujicim smyslu. Necht o je relace mezi A, B a
o je relace mezi C, D. Pak relace

cgop={(z,y) € Ax C:3be B tak, ze xpb A boy}

(¢ti: o po 0“) se nazyva sloZend relace z relaci o a o (v tomto poradi).
Komutativita (tj. o o 0 = o o p) neplati. Najdéte si vhodny piiklad
(uvédomte si pritom, jaky vztah musi spliovat A, B, C). Asociativita (tj.

7o (0cop) = (Tro0)op pro relaci o mezi A, B, relaci o mezi B,C a re-
laci 7 mezi C, D) plati. Dokazte si ji (rovnost dokazujeme jako mnozinovou
rovnost).

Déle definujeme tzv. inverzni relaci. Necht o je relace mezi A, B. Potom
relace o~ ! mezi B, A definovand vztahem

o' ={(b,a) € Bx A:apb}

se nazyva inverzni relace k relaci o. Jak vypadaji grafickd znazornéni relaci
0077
Ztejmé plati (o7!)~! = p. Dale si dokazte (jako mnoZinovou rovnost), Ze

(cdopo)t=plooc

5.2 Relace na mnoziné

Necht A je mnoZina. Pak libovolnou mnoZinu
0 C A®

nazyvame relaci na mnoziné A. Mnozinu A s relaci ¢ znac¢ime (A, o). Ponévadz
jde o specialni pripad relace mezi A, B, kde A = B, plati vSechny vysledky
predchozi podkapitoly i pro relace na mnoziné.

Poznamka 5.3. Relace o C A2 se téz nékdy nazyva bindrni relace na A. Po-
dobné 1ze definovat n-drni relaci na A jako libovolnou podmnozinu mnoziny
A™ (pro n = 1 tzv. unarni relaci, pro n = 2 bindrni relaci, pro n = 3 tzv.
terndrni relaci). Protoze v8ak zde pracujeme prevazné s bindrnimi relacemi,
mluvime struéné o relacich.
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Pro libovolnou mnozinu A je relace idy = {(z,z) : © € A} nazyvana
identickou nebo diagondlni relaci na A.

Relaci na mnoziné (zejména, je-li kone¢nd) lze znazornit graficky (pomoci
(nejen) uzlového grafu) ¢i tabulkou. Pozdéji uvidime, ze nékteré specidlni
typy relaci je vyhodné znézornovat i jinym zpusobem.

Definujeme tyto zdkladni vlastnosti relaci na mnoziné. Necht (A4, o) je
mnozina s relaci. Rekneme, Ze relace o je

e reflexivni, jestlize: x € A = xox

o symetrickd, jestlize: x,y € AN xoy = yox

e antisymetrickd, jestlize: x,y € A Nxoy ANyoxr = x =1y
e tranzitivni, jestlize: x,y,z € AN xoy N\ yoz = w0z

e uplnd, jestlize: x,y € A = xoy V yox

Promyslete si, jak se tyto vlastnosti (kromé tranzitivity, kde je situace

vvvvvv

v grafu kazdy bod opatfen smyckou a v hlavni diagonale tabulky jsou samé
jednicky atd.

Vyse definované vlastnosti lze charakterizovat i jinym zpusobem (nékdy
v literature jsou nékteré z néasledujicich vztahu — diky ekvivalenci — uzivany
jako definice). Pokuste se ndsledujici ekvivalence dokédzat. Necht (A, o) je
mnozina s relaci. Potom plati:

e o je reflexivni < idy C o

e 0 je symetrickd < o0 C o7}

e 0 je antisymetrickd < oMo' Cidy
e o je tranzitivni < pop C p

e pjetiplnd & pUp =A% A

Zavérem poznamenejme, ze symetrie a antisymetrie se navzajem nevylucuji
(napf. id4). Uplna relace musi byt vzdy reflexivni.
5.3 Literatura
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Kapitola 6

Zobrazeni

6.1 Zakladni pojmy
Necht A, B jsou mnoZiny a f je relace mezi A, B splitujici vlastnost:
pro kazdé x € A existuje pravé jedno y € B tak, ze (x,y) € f. (6.1)

Pak se tato relace nazyva zobrazeni mnoziny A do mnozZiny B. Tuto relaci
obvykle zapisujeme symbolem f : A — B. Poznamenejme, ze Dom f = A.
Misto (z,y) € f piseme f(z) = y, pfiCemz y se nazyva obraz proku z (pii
zobrazeni f) a x se nazyva vzor prvku y (pii zobrazeni f).

Poznamka 6.1. (i) Nékdy se zobrazeni definuje intuitivné jako predpis, ktery
kazdému prvku mnoziny A ptitazuje praveé jeden prvek mnoziny B. Tato defi-
nice véak nemuze byt zcela presnd, nebot pouzivd mlhavého (nedefinovaného)
pojmu ,predpis“. Nové pojmy lze definovat pouze na zdkladeé jiz diive defino-
vanych pojmu. Nas pristup k definici pomoci relace tento problém odstranuje.

(ii) Nekdy se pouziva (obecnéjsiho) pojmu, totiz zobrazeni z mnoziny A
do mnoziny B, kde je nahrazena (obecnéjsi) vlastnosti: pro kazdé x €
A existuje nejvyse jedno y € B tak, ze (x,y) € f.

K zadéni zobrazenf je potfeba zadat mnozinu A (defini¢ni obor), mnozinu
B a predpis (tj. vhodnou relaci) f. Pritom predpis lze zadat ruznymi zpusoby.

V nékterych specidlnich ptipadech uzivame pro pojem zobrazeni jiného
vyrazu: napi. f: A — R, kde A C R se nazyva redlnd funkce (jedné) redlné
proménné nebo f : N — B se nazyva posloupnost (misto f(n) piseme f,)
apod.
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Zobrazeni f : A — B, g: C — D jsou si rovna, pravée kdyz A =C N B =
D A f(z)=g(z) pro kazdé = € A.

Nase definice zobrazeni pripousti A = ) nebo B = (). Je-li A =0 a B
libovolné, pak existuje prave jedno zobrazeni () — B, které se nazyva prdzdné
zobrazend. Je-li A # () a B = (), potom neexistuje zobrazeni A — ().

Pro mnoZinu vsech zobrazeni A — B uzivdme oznaceni B4 = {f|f : A —
B}. Plat{ |A| = n,|B| = m = |B4| = m™ (coz jistym zptisobem odtvodiuje
zavedené oznaceni).

6.2 Injekce, surjekce, bijekce

Pro zobrazeni definujeme nésledujici dulezité vlastnosti. Necht f : A — B je
zobrazeni. Zobrazeni f se nazyva

e injektivni (nebo téz prosté), jestlize kazdy prvek z mnoziny B ma
nejvyse jeden vzor (pii zobrazeni f).

e surjektivni (nebo téz na), jestlize kazdy prvek z mnoziny B m4 alesporn
jeden vzor (pii zobrazeni f).

e bijektivni (nebo téz vzdjemné jednoznacné), jestlize je zdroven injek-
tivni a surjektivni.

Casto fikdme témto zobrazenim struéné injekce, surjekce, bijekce.

Rozmyslete si, jak postupujeme pii dikazu injektivity, resp. surjektivity
zobrazeni.

Jsou-li A, B kone¢né mnoziny, kde |A| = n,|B| = m, potom plati nasledu-
jici ekvivalence: 3 injekce f : A — B < n < m; J surjekce f : A - B <
n > m; 3 bijekce f: A — B < n = m. Pozdéji vyuzijeme zobrazeni (mimo
jiné) k zavedeni a studiu pojmu ,mohutnost mnoziny“ (kde mnozina muze
byt i nekonecnd) a navic budeme schopni se oprostit od predstavy, kterou si
nevédomky ptinasime jiz ze zakladni skoly, a sice, ze pocet prvku mnoziny
je ¢islo. Zaroven uvidime, Ze neni mozné prenaset vSechny vzité (a spravné!)
predstavy o konecnych mnozinach na mnoziny nekonecné.

Nakonec poznamenejme, ze pokud |A| = |B| = m, potom existuje pravé
m! navzajem ruznych bijektivnich zobrazeni.
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6.3 Inverzni a slozené zobrazeni

Nyni budeme specifikovat pojmy, které zname uz z kapitoly o relacich, totiz
inverzi a skladani.

Necht f : A — B je bijekce (uvédomte si, ze inverzni relace k zobrazen{
nenf obecné zobrazeni). Potom definujeme zobrazeni f~! : B — A takto: pro
kazdé y € B klademe f~'(y) = x, kde x € A je vzorem prvku y pfi zobrazen{
f (tj. f(x) = y). Zobrazeni f~! se nazyva inverzni zobrazeni k f.

Ziejmé f~1 je bijekce a (f1)71 = f.

Necht f: A — B ag: B — C jsou zobrazeni. Potom zobrazeni g o f :
A — C [¢ti: ,g po f“] definované predpisem (g o f)(z) = g(f(z)) pro kazdé
x € A se nazyva sloZené zobrazeni (ze zobrazeni f a g, v tomto potadi).

Misto g € B — C lze (obecnéji) uvazovat g : D — C'. Aby vsak v tomto
piipadé bylo skladani mozné, je potieba predpokladat Ran f C D(= Dom g).

Pro sklddani zobrazeni neplati komutativni zakon a plati asociativni zakon.

Pro f: A — B plati foidy = f = idgof. Je-li navic f bijekce, potom
fﬁlof:idA a,foffl =idp.

Pro skladani zobrazeni a vlastnosti injektivity a surjektivity plati nésle-
dujici vztahy (pokuste se je dokézat). Necht f: A — B, g : B — C jsou
zobrazeni. Potom:

f, g jsou injekce = g o f je injekce
f, g jsou surjekce = go f je surjekce
go f jeinjekce = f je injekce
go f je surjekce = g je surjekce
Déle 1ze ukézat (pokuste se o dukaz s vyuzitim vyse uvedenych vysledku)

nésledujici ekvivalenci. Necht f : A — B, g : B — A. Potom go f =
idy A fog=1idp < f,g jsou bijekce A g = f~1.
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Kapitola 7
Usporadani

7.1 Zakladni pojmy

Necht (A, g) je mnozina s relaci. Jestlize ¢ je reflexivni, antisymetrickd a
tranzitivni, pak se tato relace nazyvéa uspordddni (na mnoziné A) a (A, o)
se nazyva usporddand mnozina. Je-li navic ¢ uplna, pak se nazyva linedrni
usporddani (na mnoziné A) a (A, o) se nazyva linedrné uspordadand mnozina
nebo retézec.

Terminologie v teorii usporadani neni jednotna. Nékdy se napi. uziva
nazev cdstecné usporddani misto usporadani a uspordddnim se rozumi linearni
uspotradani. Nékdy se misto linedrni usporadani resp. linedarné uspotradand
mnozina tka uplné uspordadani resp. uplné usporddand mnozina.

Relaci uspoiadani obvykle zna¢ime symbolem < (,mensi nebo rovno“),
pripadné symbolem <. Obecné tento symbol nema nic spoleéného se srovna-
vénim ¢isel podle velikosti (v podstaté je tim v8ak motivovan). Misto z < y
lze psét (podle potieby) y > z. Misto x < y A = # y struéné piseme x < y
(nebo y > ).

Usporadanou mnozinu (A, <) lze ¢asto zndzornovat graficky pomoci tzv.
hasseovského diagramu: prvky mnoziny A znazornime jako body v rovineé,
pricemz je-li z < y, pak bod z nakreslime nize nez bod y. Déle dva body
x,y spojime tseckou pravé tehdy, kdyz z < yafz € Az <2 Az <y
(tj. neexistuje bod mezi x a y). V podstaté jde o zjednoduseny uzlovy graf,
kde jsou vynechany ,zbytecné“ Sipky a orientace sipek. Uvedend konstrukce
nedefinuje jednoznac¢né ,tvar® diagramu. Zname-li hasseovsky diagram, lze z
néj pak relaci < jednoznacné zpétné zrekonstruovat.

35



36 Kapitola 7.

7.2 Vyznacné prvky v usporadanych
mnozinach
Necht (A, <) je usporddand mnozina. Prvek a € A se nazyvé

e nejmendi, jestlize pro kazdé x € A je a < x.

e nejuetsi, jestlize pro kazdé z € A je x < a.

e minimadlni, jestlize neexistuje x € A takové, ze © < a.
e mazximalni, jestlize neexistuje x € A takové, ze a < x.

Prvky x,y € A se nazyvaji srovnatelné, jestlize x < y nebo y < x. V opacném
pripadé se prvky z,y nazyvaji nesrovnatelné.

Vyse definované prvky maji nésledujici ,ocekévatelné“ vlastnosti (po-
kuste se je dokazat): Necht (A, <) je uspofddand mnozina. Potom

(A, <) ma nejvyse jeden nejvétsi a nejvyse jeden nejmensi prvek.

a € A je nejmensi [nejvétsi] prvek = a je minimalni [maximalni] prvek
a zadné dal3i minimélni [maximdlni] prvky v (A, <) neexistuji.

Mnozina (A, <) je linedrné usporddand < kazdé dva prvky z,y € A
jsou srovnatelné.

Necht (A4, <) je fetézec. Potom a € A je minimaln{ [maximélni] < a je
nejmensi [nejvetsi|.

Podobné jako jsme to difve délali v pfipadé (usporddané) mnoziny R
resp. R*, lze i v obecné usporddané mnoziné zavést pojmy jako horni a dolni

zévora, supremum a infimum a studovat jejich vlastnosti. S touto latkou se
vSak podrobnéji setkate pozdéji.
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Relace ekvivalence a rozklady

8.1 Relace ekvivalence

Jestlize (A, o) je mnozina s relaci, ktera je reflexivni, symetrickd a tranzitivni,
pak se tato relace nazyva ekvivalence (na mnoziné A).

Relaci ekvivalence obvykle znacime symbolem ~.

Pozor na terminologii: ekvivalenci téz nazyvame logickou spojku <. Z kon-
textu vsak vzdy bude jasné, kterou ekvivalenci mame na mysli.

Priklad 8.1. (i) Necht A # () je libovolnd mnozina. Potom idy a A x A
jsou relacemi ekvivalence na A. Ozna¢ime-li £(A) mnozinu vsech relaci ekvi-
valence na A, potom (£(A), C) je usporadand mnozina s nejmensim prvkem
ids a nejvétsim prvkem A x A.

(ii) Relace kongruence podle modulu m je relaci ekvivalence na Z.

Plati: o je ekvivalence na A = o~ ! je ekvivalence na A. Dokazte si. Déle lze
napiiklad ukézat, ze prunik libovolného systému ekvivalenci je ekvivalence.

8.2 Rozklady

Necht A # () je libovolnd mnozina. Pak systém M neprazdnych podmnoZin

mnoziny A se nazyva rozklad na mnoziné A, jestlize splnuje tyto podminky:

i) X, Y e MAX #Y = XNnY =0, (ii) Y X = A [pfipomenme,
XeM

ze |J X je sjednoceni vsech mnozin ze systému M]. Prvky systému M se

XEM
nazyvaji tridy rozkladu M.
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Dokazujeme-li, ze M je rozklad na A, pak obvykle ovéfujeme nasledujici
tii podminky (promyslete si, pro¢): (i) X e M = 0 # X C A, (ii)) X, Y e M
aXNY#)=X=Y, i) AC |J X.

Xem

Piiklad 8.2. (i) Dva nejjednodussi typy rozkladu na A # ) jsou M = {{z} :
re At aM={A}

(i) Necht n € N je pevné. Oznacme C; = {x € Z : x = i(modm)},
1 =0,1,...,m—1. Pak mnozina C; se nazyva zbytkovd trida podle modulu m.
Ozna¢me Z,, = {Cy, C1,...,Cp_1}. Potom Z,, je rozklad na Z. Promyslete
si, pro¢ nemuze platit napt. vztah Zz C Z, (i kdyz k platnosti takového
vztahu ,svadi“ definice pomoci zbytkovych t¥id).

8.3 Vztahy mezi ekvivalencemi a rozklady

Z vyse uvedenych ptikladu lze intuitivné vytusit platnost nasledujicich obec-
nych tvrzeni, jejichz presné dukazy lze nalézt v literatute.

Plat{: Necht ~ je relace ekvivalence na A. Pro a € A polozme X, = {x €
Az ~ a}. Potom systém mnozin {X : Ja € A tak, ze X = X,} je rozklad
na mnoziné A. Tento systém oznaCujeme symbolem A/~ a fikdme, ze A/~
je rozklad prislusny ekvivalenci ~.

Priklad 8.3. (i) Necht A # 0 je libovolnd mnozina. a) Jestlize ~= idy,
potom A/~ = {{z}:xz € A}. b) Jestlize ~= A x A, potom A/~= {A}

(ii) Necht A = Z. Jestlize ~ == (kde = je relace kongruence podle mo-
dulu m), potom Z/= = Z,,.

Plati: Necht M je rozklad na A. Pro a,b € A poloZzime a ~, b < 3 tiida
X € M tak, ze a,b € X. Pak relace ~, je relaci ekvivalence na A. Tuto
relaci nazyvame ekvivalence prislusnd rozkladu M.

Priklad 8.4. Necht A # ) je libovolnd mnozina. a) Jestlize M = {{z} : x €
A}, potom ~p=ida. b) Jestlize M = {A}, potom ~ = A x A.

Neni obtizné vysledovat nasledujici fakt: Vyjdeme-li od jisté ekvivalence
na A, utvorime-li rozklad na A, ptrisusny této ekvivalenci a potom utvorime
ekvivalenci na A, pfislusnou tomuto rozkladu, skonc¢ime u puvodni ekvi-
valence, od niz jsme vysli. Podobné, zacneme-li rozkladem, dojdeme pres
prislusnou ekvivalenci opét k puvodnimu rozkladu. Muzeme tedy fici, ze se
timto zpusobem ekvivalence a rozklady vzdjemné urcuji. Presné plati tyto
vztahy: Necht A # ) je libovolnd neprdzdnd mnozina. Potom
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e ~ je ekvivalence na A = ~ =~.
e M jerozklad na A = A/~ = M.

Uvédomte si, ze tato dvé tvrzeni jsou vlastné mnozinové rovnosti a také

se tak dokazuji.
Promyslete si priklady ruznych situaci z bézného zivota, kde se setkavame
s ekvivalencemi a rozklady (aniz si to uvédomujeme).
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Kapitola 9

Realné funkce realné proménné

9.1 Zakladni pojmy

Necht f : A — B je zobrazeni. Jestlize ) # A C R a B = R, pak toto
zobrazeni nazyvame redlnou funkci jedné redlné proménné (dale jen funkc).

Mnozina A se nazyvé definiéni obor funkce f a znaé¢i se D(f). Mnozina
{y € R: 3Jz € D(f) tak, ze y = f(x)} se nazyva obor hodnot funkce f
a znaci se H(f). (Jedna se zfejmé o specidlni pripady vyse definovanych
mnozin Dom f resp. Ran f.)

K zadani funkce je nutné uvést D(f) a pravidlo (predpis), které kazdému
x € D(f) priradi pravé jedno y € H(f).

Casto se ovéem stdva, ze D(f) neni vyslovné uveden. Pak za definicéni
obor pokladdme mnozinu vSech x € R takovych, pro kterda ma dany predpis
,smysl.

Rovnosti funkei f a g mame na mysli toto: f =g < ((D(f) = D(g)) A
vz € D(f) - f(x) = gx))).

Grafem funkce f: D(f) — R rozumime mnozinu bodu {(z, f(r)) € R? :
z € D(f)}

9.2 Zakladni vlastnosti funkci

Funkce f se nazyvé ohranicend (resp. shora ohranicend, resp. zdola ohrani-
cend), je-li H(f) ohranic¢end (resp. shora ohranic¢end, resp. zdola ohranic¢end)
podmnozina mnoziny R. Misto pojmu ,ohranicena” se nékdy uziva pojem
,omezena‘.
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Rekneme, ze funkce f je na mnoziné I C D(f)

o rostouct (resp. klesajict), jestlize w1, 29 € I, 11 < x93 = f(x1) < f(x2)
(resp. f(z1) > f(z2))
o neklesajici (resp. nerostouct), jestlize xy, x5 € I, 1 < 19 = f(z1) <

f(2) (resp. f(z1) > f(x2)).

Funkce f se nazyva monotonni na I, jestlize je zde nerostouci nebo nekle-
sajici. Funkce f se nazyva ryze monotonni na I, jestlize je zde rostouci nebo
klesajici. Evidentné je kazda ryze monotonni funkce také monotonni, ne vsak
naopak.

Funkce f se nazyva sudd (resp. lichd), jestlize plati (i) x € D(f) =
s € D(f), (i) f(—) = f(z) (resp. f(—z) = —f(2)) pro kazdé = € D(f).

Ptimo z definice plyne, ze graf sudé funkce je symetricky podle osy y, graf
liché funkce je symetricky podle pocatku.

Necht p € (0, 00). Rekneme, ze funkce f je periodickd s periodou p (neboli
p-periodickd), jestlize plati (i) x € D(f) = x+p € D(f), (ii) f(x+p) = f(2)
pro kazdé xz € D(f).

Je lehké vidét, ze je-li p perioda funkce f, je np, n € N, téz perioda funkce
f. Tedy mnozina P vsech period periodické funkce je vzdy nekonecna. Pokud
existuje min P, nazyva se nejmensi perioda funkce f (nebo také zdkladni
perioda Ci Tyzi perioda).

9.3 Operace s funkcemi, transformace grafu
Necht f,g jsou funkce. Potom definujeme
o soucet [+ g takto: (f +g)(z) = f(z)+g(x), D(f+g) = D(f) N D(g).
e rozdil [ — g takto: (f —g)(z) = f(z) —g(z), D(f —g) = D(f) N D(g)-

e soucin fg takto: (fg)(z) = f(x) + g(x), D(fg) = D(f) N D(g).

e podil f/g takto: (f/g)(x) = f(x)/g(z), D(f/g) = D(f) N {x € D(g) :
g(z) # 0}.

e mocnina f9 takto: (f9)(z) = f(x)'@), D(f9) = D(g) N {x € D(f) :
f(x) > 0}.
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Je tfeba si uvédomit, ze napt. ve vztahu (f + ¢)(x) = f(x) + g(x) vystupuje
stejny symbol ,+“ v ruznych vyznamech. Na levé strané rovnosti znamena
operaci mezi funkcemi (tj. funkeim f, g je pfifazena funkce f + g) a na pravé
strané ma ,,+“ vyznam souctu dvou redlnych cisel f(z) + g(x). Podobné to
plati i pro ostatni operace.

Nasledujici pojmy slozené funkce a inverzni funkce jsou specidlnimi pripady
vyse uvedenych pojmu slozeného zobrazeni a inverzniho zobrazeni.

Predpoklddejme, ze f,g jsou funkce a H(f) C D(g). Potom definujeme
slozenou funkci g o f (¢ti: ,g po f¢) takto: (go f)(x) = g(f(x)), x € D(f).
Funkci f nazyvame vnitrni slozka, funkci g nazyvame vnéjsi slozka slozené

funkce g o f. Ziejmeé D(go f) = D(f).

Poznamka 9.1. V podstaté neni nezbytné nutné predpokladat H(f) C
D(g). Potom je vsak potieba uvazovat predpis (g o f)(xz) = g(f(z)) pro
x takovd, ze x € D(f) N f(x) € D(g) (k tomu samoziejmé potiebujeme
H(f)N D(g) # 0). V tomto piipadé je D(g o f) obecné pouze ¢dsti D(f).

Operaci skladani lze postupné aplikovat na vice funkei, napf. (ho g o
(@) = hlg(f(2))).

Dokazte si, ze jestlize f, g jsou funkce obé prosté, resp. obé rostouci, resp.
obé sudé, resp. obé liché, pak funkce g o f ma také tuto vlastnost. Je-li f
klesajici a g rostouci, potom go f i fog jsou klesajici. Je-li f sudd a g lich4,
potom go f i f o g jsou sudé.

Ptripomenme, ze f je prosta (injektivni), jestlize plati x1,xo € D(f), x1 #
xy = [f(x1) # f(22).

Necht f je prostd funkce. Funkce f~! se nazyva funkce inverzni k funkci
f, jestlize D(f~') = H(f), (ii) pro kazdé y € D(f~!) plati f~!(y) =z &
f(z)=y.

Poznamenejme, ze f~! existuje pouze, kdyz f je prostd. Déle plati H(f~1) =
D(f), f~! je prostd funkce, (f~1) "' = f, (f Lo f)(z) = z pro kazdé x € D(f)
a(fof™')(z) =z prokazdéx € D(f~') = H(f). Grafy funkei f a f~! jsou (v
téze kartézské soustavé souradnic) navzajem soumérné podly piimky y = z.

Kapitolu zakon¢ime diskusi o jistych ,transformacich grafu funkce“. V
podstaté pujde o sestrojeni grafu funkce pomoci grafu jinych (zndmych)
funkci, které se od puvodni funkce moc ,neodlisuji“. Uvazujeme tedy nasle-
dujicich Sest pifpadi. Necht f je funkce.

o fi:y=—f(x). Grafy funkci f a f; jsou symetrické podle osy z.
o fo:y= f(—x). Grafy funkci f a f5 jsou symetrické podle osy y.
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e f3:y = f(x)+ b, b € R. Posunuti grafu ve sméru osy y: nahoru pro
b > 0, dolu pro b < 0.

e fy:y=f(r—a),ac R Posunuti grafu ve sméru osy z: doprava pro
a > 0, doleva pro a < 0.

e fs:y=kf(x), k € (0,00). Deformace grafu ve sméru osy y: k-ndsobné
,zvetseni® pro k > 1, k-ndsobné ,zmenseni“ pro k € (0, 1).

e fo:y= f(mz), m € (0,00). Deformace grafu ve sméru osy z: 1/m-
nasobné ,zuzeni“ pro m > 1, 1/m-nasobné ,roztazeni“ pro m € (0,1).

Nésledujici obrazky ilustruji transformace grafu funkce.
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9.4 Neékolik prikladu

Na zdvér uved me nékolik pifkladi souvisejicich s tématem této kapitoly.

e Uvazujme piedpisy funkei f: y = 2Inz, g: y = Inz?. Neméame-li zaddny
D(f), D(g), vySetifme, kdy maji predpisy smysl: D(f) = {x € R: z > 0},
D(g) = {x € R: z # 0}. Vsimnéme si, ze f # g, prestoze pro pripustna x
plati 2lnz = In 22.

e Kruznice neni grafem funkce:

Promyslete si, jak je porusena definice zobrazeni. Lze tuto kiivku popsat
vice funkcemi? Jakymi?

e Graf funkce f: y = sgnaz (¢teme: signum), kde f(x) = —1 pro z < 0,
f(0)=0a f(z)=1proz > 0:



46

Kapitola 9.

Plati D(f) = R, H(f) = {—1,0, 1}. Funkce sgn z je neklesajici a ohrani¢ena

na R. Je to funkce lich4.

e Graf funkce f(z) = |z|:

Tato funkce je ohranic¢ena zdola, neohranic¢ena shora. Je to funkce suda.

e Tzv. Dirichletova funkce je definovana takto

-

1 z€Q
0 zel.

(9.1)

Plati D(f) =R, H(f) = {0, 1}. Graf této funkce nejsme schopni nakreslit.

Urcete si mnozinu vSech period této funkce a vSimnéte si, Ze nejmensi

perioda neexistuje.

e Dokazte, ze funkce x/(1 + z*) je ohrani¢end na R.
Dtikaz: Plati (|z| — 1)* > 0, proto 2> + 1 > 2|z| pro kazdé z € R. Odtud
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dostavame
|| < 1 224+1 1

:1+x2_2'x2+1_2

x
1+ 22

pro kazdé x € R. Tedy funkce je ohranicena.

e Pro funkce f(z) = 2% a g(z) = 1 — 2z vytvoite funkci h = (3f + 29)/f a
urcete definiéni obor.
Reseni: Plati
302 +2—4 4 2
h(x):uzg__+;,

22 x

D(h) =R\ {0}.

e Pro funkce f(z) =3 — 2z, g(z) = Inx urcete go f a D(go f).
Reseni: Plati (gof)(z) = g(f(2)) = In(3—2x). Uvédomte si, Ze zde nemame
H(f) C D(f), nebot H(f) =R a D(g) = (0,00). Pottebujeme tedy vzit
x € D(f) tak, aby 3—2x € (0,00), tj. x < 3/2. Tedy D(go f) = (—00,3/2).

e Ovéite, ze funkce f(z) = (x +2)/(z — 3) je prostd a najdéte f~'. Urcete
defini¢ni obory a obory hodnot obou funkci.
Regeni: Ziejmé D(f) = R\ {3}. Vezméme 1, x5 € D(f), 11 # 5. Je lehké
vidét, ze
5(xg — 1)
(.Tl — 3)(132 - 3)

Proto f je prosta. Tedy existuje f~' anavic plati H(f~') = D(f) = R\{3}.
Inverzni funkei ziskdme tak, ze z rovnosti y = (x + 2)/(xz — 3) vyjaiime z,
tj. z = (2+3y)/(y—1). Pieznacenim dostavdme f~*(z) = (2+3z)/(z—1).
Urcime zbyvajic obory: H(f) = D(f~') =R\ {1}.

f(z1) — fa2) = # 0.

e Pomoci transformac{ grafu (zdkladni elementarni) funkce y = x?, nakres-

lete graf funkce f(z) = 2% — 4z + 5.

Reseni: Nejprve provedeme vhodnou tpravu (doplnéni na ¢tverec):
L 1 9
@) =5(@* = 8r+16 —16) +5 = (v — 4)* = 3.

Nyni postupné sestrojime funkce fi, fs, f3, f:
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X

fiy=31@x—-47*-3
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Elementarni funkce

Nejprve poznamenejme, ze definice a terminologie tykajici se nize uvedenych
ttid funkci bohuzel neni v literatuie zdaleka jednotna.

Zdkladnimi elementdrnimi funkcemi mame na mysli polynomy, funkce
raciondalni, exponencialni, logaritmické, mocninné, goniomentrické, cyklome-
trické, hyperbolické a hyperbolometrické.

Elementdrnimi funkcemi mame na mysli funkce, které lze vytvorit ze
zakladnich elementarnich funkci pomoci koneéného poctu operaci scitani,
odcitani, nasobeni, déleni a skladani funkei.

Nekdy také rozlisujeme tzv. algebraické funkce, tj. funkce y = f(x),
které lze vyjadtit pomoci polynomu dvou proménnych P(x,y) = 0. (Nekdy
se ne zcela spravné definuji jako funkce, které lze vytvorit z konstant a z
proménné x koneé¢nym poctem algebraickych operaci, tj. s¢itanim, odéitanim,
nasobenim, délenim a umocinovanim raciondlnim exponentem). Sem tedy
patii zejména polynomy a racionalni funkce. Algebraické funkce se nékdy déle
deéli na raciondlni funkce a iraciondlni funkce (iracionalni funkce jsou zhruba
feceno funkce obsahujici 2™/, kde m,n jsou nesoudélnd). Funkce, kterd
neni algebraickd, se nazyva transcendentni. Ve vyse uvedeném vyctu funkei
mame uvedeny vSechny tzv. elementdrni transcendentni funkce. Transcen-
dentni funkce lze rozdélit na nizsi a vyssi. NiZsi transcendentni funkce dosta-
neme pomoci koneéného poctu operaci scéitani, odc¢itani, nasobeni, déleni a
skladani elementarnich transcendentnich funkei. Existuji vsak i funkce, které
nejsou elementarni (definuji se napf. pomoci integralu ¢i diferencidlnich rov-
nic, ale i jinak). Takové funkce se nazyvaji vyssi transcendentni funkce.

V tomto zédkladnim kurzu se nebudeme zabyvat funkcemi hyperbolickymi,
hyperbolometrickymi a vyssimi transcendentnimi.

49
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10.1 Polynomy a racionalni funkce

Polynomy a racionélni funkce patii k nejjednodussim elementarnim funkcim.
Necht n € NU {0}, ay,as,...,a, € R. Funkce

P(J}) = anl‘n + CLn—ll'n_l + -+ a1r + Qap, T € R,

se nazyva polynom (ptesnéji, redlny polynom; nékdy téz mnohoclen). Cisla
ag, ay, . . ., a, se nazyvaji koeficienty polynomu P. Je-li a,, # 0, nazyva se a,
vedouct koeficient a Cislo n stuperi polynomu P (piseme st P = n).

Poznamka 10.1. (i) Stupen polynomu je tedy nejvyssi mocnina nezndmé s
nenulovym koeficientem.

(ii) Je-li st P = 1, pak P je linedrni polynom, je-li st P = 2, pak P je
kvadraticky polynom, je-li st P = 3, pak P je kubicky polynom. Podle definice
je polynom stupné 0 funkce P(z) = ag # 0 (tj. konstantni nenulova funkce).
Funkce P(x) =0, x € R, je tzv. nulovy polynom, ktery nema prifazen zadny
stupen.

(iii) Nekdy bude ucelné uvazovat P téz jako zobrazeni P : C — C, tj.
x €C, ap,ai,...,a, €C.

Nyni se budeme vénovat otézce nalezeni Feseni rovnice P(z) = 0. Ne-
budeme hledat pouze realné, ale i komplexni kofeny.

Cislo x € C se nazyva koren polynomu P, jestlize P(x) = 0.

Tzv. zdkladni véta algebry 7ikad: Libovolny polynom (s redlnymi nebo kom-
plexnimi koeficienty) stupné alespon jedna ma v mnoziné komplexnich ¢isel
alespon jeden koren.

Neni tézké ukazat, ze kazdy polynom P,(x), st P = n > 1, lze psat ve
tvaru

Po(2) = an(z — 2)" (. — 29)2 -+ (2 — 20)", (10.1)

kde 1, ..., &, jsou navzajem riazné koreny polynomu P,. Cislim ki, ..., km
se 1ikd ndsobnosti kotent x1,...,T,,, pricemz m <n a ki + -+ + k,, = n.
Tvaru fikame rozklad polynomu na soucin korenovych ¢initelu v kom-
plexnim oboru. Linearni polynomy x — x;, ¢ = 1,...,n, nagyvame korenové
¢initele (nebo korenové faktory).

Odtud lze vidét, ze kazdy polynom stupné n m&a v komplexnim oboru
pravé n kotenu, pocitame-li kazdy koten tolikrat, kolik ¢ini jeho nasobnost.

Oznacime-li zq,...,z, vSechny ruzné realné koteny realného polynomu
P,(x),n > 1snasobnostmi ki, . .., ks, a dale, oznacime-li 2+pyz+qy, . . ., 22+
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prT + g vSechny kvadratické trojcleny odpovidajici vSsem navzajem ruznym
dvojicim komplexné sdruzenych neredlnych korenu s ndsobnostmi Iy, ..., [,
pak dostavame

Pu(z) = ap(z—z)" - (z—z) (2 +pra+q)" - (PP +prz+q), (10.2)

coz je tzv. rozklad polynomu v redlném oboru (presnéji rozklad redlného poly-
nomu na soucin ireducibilnich (tj. nerozlozitelnijch) éiniteli v realném oboru).

Rozklady , jsou jednozna¢né az na poradi ¢initelu.

Obecné je tloha nalezeni kofenti obtizny tikol (zejména pti vyssich stupnich).
Pro kofeny kvadratickych polynomu existuje dobte znamy vzorec. Pro vypocet
korenu polynomu tietiho ¢i ¢tvrtého stupné existuji téz jisté vztahy — vypocty
vSak jiz mohou byt pomérné slozité. Bylo ukazéano, ze univerzalni vzorec pro
vypocet kofentu polynomu patého a vyssiho stupné jiz v jistém (,,rozumném*)
smyslu neexistuje. Poznamenejme, ze ¢asto se koreny hledaji pomoci tzv. nu-
merickych metod, pripadné existuji dalsi metody pro jisté specifické pripady.

Piipomeiite si alespont vzorce pro (a 4 b)?, (a & b)?,a® — b% a3 4 b3.

Je lehké vidét, ze jsou-li P, () polynomy, jsou P+Q, P—Q, PQ rovnéz po-
lynomy. Délenim polynomu vsak jiz nemusime dostat polynom, ale obecnéjsi
funkci, kterou nyni zavedeme.

Necht P, @ jsou nenulové polynomy. Funkce

P(x)
Q(x)

se nazyva raciondlni funkce (nebo raciondlni lomend funkce).

Je zfejmé, ze nemusi platit D(R) = R.

Raciondlni funkce R se nazyva ryzi (nebo ryze lomend), jestlize st P <
st @ a neryzi (nebo neryze lomend), jestlize st P > st Q.

Je-li R neryzi, pak lze provést déleni (piislusny algoritmus je znam ze
stredni skoly) a plati

R(z) =

kde S, T jsou polynomy (T je ,zbytek® po déleni), pficemz T muze byt
nulovy. V pripadé, ze T je nenulovy, pak plati st 7" < st Q.

V budoucnu se nauc¢ime rozkladat racionalni funkce na tzv. parcidini
zlomky. Zhruba teceno: puvodni (,komplikovanou®) racionalni funkci na-
hradime souc¢tem ,,jednodussich® racionalnich funkei. Jak také uvidime, tento
rozklad bude hrat dulezitou roli v integralnim poctu, ale i jinde.
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10.2 Funkce exponencialni, logaritmické
a mocninné

Nejprve piipomenme, Ze mocninu a’, které je definovdna pro a € R, a > 0,
a b € R muzeme zavést napt. takto. Nejprve se zavadi a", kde n € N,
jako @™ = a - a---a (Cinitelu je n). Déle, ¢islo x € R, z > 0, pro néz plati
™ = a, nazyvame n-tou odmocninou z ¢isla a a znac¢ime symbolem {/a. Je-li
nyni ¢ € Q, ¢ = m/n, m € Z, n € N, klademe a° = {/a™. Koneéné, je-li
b € R libovolné, klademe a® = lim,,_,o, a®, kde {c,} je libovolna posloupnost
racionélnich ¢isel takova, ze lime, = b (lze ukézat, ze definice je korektni
a vse ,dobte funguje“). Pojem limity by mél byt zndm ze stfedni skoly a
my jej budeme v detailech studovat pozdéji. Alternativné lze zavést obecnou
mocninu jako a® = sup{a®:c < b,c € Q}, kdea>1,bel Jeli 0 <a <1,
pak se pouzije infimum. Pro takto definované mocniny plati obykla pocetni
pravidla a nerovnosti.

Necht a € R, a > 0. Funkce f(z) = a®, x € R, se nazyva exponencidlni
funkce (o zdkladu a).

Piipad a = 1 je trividlni, a proto se omezime na ptipad a # 1. Zakladni
vlastnosti funkce f(z) = a®, a > 0, a # 1, jsou tyto:

e D(f)=R, H(f) = (0,00).
e a>1= fjerostouci, 0 < a < 1= f jeklesajici.

e 11,19 €ER = o™ "2 = ¢"1a™2, ™72 = g™ [a™2, (a™)"2 = a"172,

Dulezitym specidlnim piipadem je tzv. prirozend exponencidlni funkce
f(z) = e*, kde e € I je tzv. Eulerovo éislo, e = lim,,_,»(1 4+ 1/n)" = 2,718.

Graf exponencialni funkce y = a® pro ruzné hodnoty a:
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y=a*,0<a<l1

Videéli jsme, ze pro a # 1 je a® ryze monotonni a tedy prosta. Proto k ni
existuje funkce inverzni.

Necht a € R, a > 0, a # 1. Inverzn{ funkce k funkci f(z) = a” se nazyva
logaritmickd funkce o zdkladu a a znaci se log, x.

Ziejmeé tedy y = log,x < x = a¥. Zakladni vlastnosti funkce f(z) =
log, x jsou tyto:

e D(f)=(0,00), H(f) =R
e a>1= fjerostouci, 0 <a<1= f jeklesajici.

o 11,29 € (0,00) = log,(z122) = log, z1+log, xs, log,(x1/x2) = log, 1—
log, 2, x1 € (0,00), 2 € R = log, 7% = x5 log, x;.

e a,beR, a>0,b>0,a#1%#b= log,x = log,x/log,a pro kazdé
x € (0,00), a® = b*1°8: pro kazdé = € R.

Dilezitym specialnim pripadem je tzv. prirozend logaritmickd funkce Inx =
log, = (znaci se téz lg x nebo log x).

Graf logaritmické funkce y = log, x pro ruzné hodnoty a:
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y=log,x,a>1

o

y=log,x.0=a <1

Necht a € R. Funkee f(z) = 2, z € (0,00), se nazyva mocninnd funkce
(s redlngm exponentem a).

Piipad a = 0 je nezajimavy, nebot 2° = 1 pro vsechna z € (0, 0).
Zakladni vlastnosti funkce f(z) = z% a € R, a # 0, jsou tyto:

o D(f)=(0,00), H(f) = (0,00).
e a >0 = f jerostouci, a < 0 = f je klesajici.

® I1,T2 € (0700) = ($1$2)a = x]x3, (%/@)a = x‘f/x%.

Pro nékteré specidlni hodnoty ¢isla a je D(f) funkce f(z) = x® §irsi nez
interval (0, 00) ve shodé s tim, pro které hodnoty z € R muze byt mocnina
x® definovana. Zejména plati:

e Proae Nje D(f)=R.
e Proac€Z,a<0,je D(f)=(—00,0)U(0,00).

e Proa € Q, c=m/n, meZ,n e N, kde zlomek m/n je v zdkladnim
tvaru, pricemz n je liché: v piipadé m > 0 je D(f) = R; v piipadé
m <0 je D(f) = (—00,0)U (0, 00).
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Uvédomte si, ze pracujeme v R. Jinak bychom s témito vyrazy zachazeli v
C.

Graf mocninné funkce y = 2" pro rizné hodnoty r:

A

¥ Fo= r=1

O0=r=1

10.3 Funkce goniometrické a cyklometrické

Goniometrickymi funkcemi nazyvame nize definované funkce sinx, cosz,
tgx, cotgx. Cykometrickymi funkcemi nazyvame funkce arcsinx, arccosz,
arctg z, arccotg x (jsou to inverze ke goniometrickym funkeim pti prislusném
,zuzeni® jejich definiénich oboru).

Funkce sin x a cos z budeme zavadét jako na stfedni skole (pricemz vsak
budeme pouzivat zatim ne zcela exaktné zavedenou operaci ,nanaseni ob-
louku délky |z| na jednotkovou kruznici®). Pozdéji pozndme i jiné moznosti,
jak tyto funkce zavést formdlné presné (napt. pomoci nekoneénych tad, ¢i
diferencidlnich rovnic).

Necht A je koncovy bod oblouku na jednotkové kruznici, jehoZ pocateéni
bod je (1,0) a jehoz délka je |z|. Pfitom oblouk nandsime na kruznici v
kladném smyslu (proti obéhu hodinovych ruéicek), je-li x > 0, resp. v zaporném
smyslu, je-li z < 0. Pak prvni souradnici bodu A nazyvame cosz (tzv.
kosinus) a druhou soutadnici sinz (tzv. sinus). Déle definujeme tgz =
sinxz/ cosx (tzv. tangens) a cotgx = cosx/sinx (tzv. kotangens).
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Obrazek ilustrujici definici goniometrickych funkei:

Poznamenejme, ze ¢islo 7, jez v itvahach o goniometrickych funkcich hraje
zasadni roli, je polovinou délky jednotkové kruznice. Je znamo, ze m € I a je
transcendentni, tj. neni kofenem zadného polynomu s celo¢iselnymi koefici-
enty.

Uhly budeme nadale métit v mite obloukové, nikoliv stupnové. Pripomen-
me, ze thel 1° v mife stupnové je roven tthlu 7/180 v mife obloukové. Obecné
thel n stupnu ma obloukovou miru nw/180.

Zakladni vlastnosti goniometrickych funkei jsou tyto:

D(sin) = D(cos) = R, D(tg) = R\ {(2k + 1)7/2 : k € Z}, D(cotg) =
R\ {km: k€ Z}.

H(sin) = H(cos) = (—1,1), H(tg) = H(cotg) = R.

Funkce sin x, tg x, cotg x jsou liché, funkce cosz je suda.

Funkce sin z, cos x jsou 2m-periodické, funkce tgx, cotg x jsou m-perio-
dické.
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Cykometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym. Protoze vSak in-
verzni funkci 1ze setrojit pouze k funkci, ktera je prosta, je tfeba patficnym
zpusobem ,,zUzit* definicéni obory ptislusnych goniometrickych funkei.

Inverzni funkce k funkeci sin definované na intervalu (—m/2, 7/2) se znaéci
arcsin (tzv. arkussinus). Inverzni funkce k funkci cos definované na inter-
valu (0,7) se znaci arccos (tzv. arkuskosinus). Inverzni funkce k funkei tg
definované na intervalu (—m/2,7/2) se znaci arctg (tzv. arkustangens). In-
verzni funkce k funkci cotg definované na intervalu (0,7) se znaci arccotg
(tzv. arkuskotangens).

Zakladni vlastnosti cyklometrickych funkei jsou tyto:

e D(arcsin) = D(arccos) = (—1,1), D(arctg) = D(arccotg) = R.

e H(arcsin) = (—n/2,m/2), H(arccos) = (0, m), H(arctg) = (—m/2,7/2),
H (arccotg) = (0, ).

e Funkce arcsinz, arctgx jsou rostouci. Funkce arccos x, arccotgx jsou
klesajici.

e Funkce arcsin z, arctg x jsou liché.

Existuje fada (dulezitych a uzitetnych) vztahu mezi goniometrickymi
funkcemi a mezi cyklometrickymi funkcemi (napi. sin®x + cos?z = 1 atd.).
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pouzitim vhodné literatury si prehlednym zpusobem sepiste alespon ty

nejdulezitéjsi identity. Rovnéz bude uzitetné, pokud si pripomenete hod-
noty goniometrickych a cyklometrickych funkei ve vyznacnych bodech (napf.
sin(m/6) = 1/2 atd.) a vytvorite si ptislusné tabulky.

10.4 Nekolik prikladi

Na zdvér uved me nékolik pifkladi souvisejicich s tématem této kapitoly.

Dokazte: Jestlize a,b € (0,00), a # 1 # b, potom log, x = log, x/log, a
pro kazdé x € (0, 00).

Dukaz: Je-li y = log, x, potom = = a¥. Proto log, x = log, a¥ = ylog, a.
Odtud plyne tvrzeni.

Urcéete D(f) funkce f(x) = log 1 i—jrg Jaky je definiéni obor zdénlivé stejné
funkce g(z) = log%(x —-3) — log%(:c + 3) (vime totiz, ze pro ,piipustna”
1, T2 plati log, I =log, z1 — log, z2).

Reseni: Potfebujeme i—jr‘; > 0, a proto D(f) = (—o0,—3) U (3,00). Déle
ziejmé plati D(g) = (3,00).

Promyslete si skuteény vztah mezi f a g.

Nakreslete graf funkce f(z) = |2sin2z]|.
Navod: Pouzijte transformace grafu funkce a postupné sestrojte sin z, sin 2z,
2sin 2z, f(x).

Dokazte, ze arcsinz + arccosz = m/2 pro kazdé = € (—1,1), vite-li, ze
cos(m/2 —x) =sinx.

Dikaz: Ozna¢me y = arcsinz. Potom y € (—n/2,7/2) a siny = z. Ze
vztaht mezi goniometrickymi funkcemi plyne cos(mw/2 — y) = siny = «,
pticemz w/2 —y € (0,7) a m/2 —y = arccos x. Odtud arcsin z + arccos x =
y+m/2—y=m/2.

Urcete D(f) funkce

Resen{: Mus{ platit
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Odtud jiz snadno dostavame D(f) = (3,4).
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