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Pavel Řehák

(verze 29. ledna 2013)



2



Několik slov na úvod

Tento text tvoř́ı doplněk k části předmětu Matematická analýza 3 (partie týka-
j́ıćı se nekonečných řad). Nevyčerpává absolutně vše, co se na přednáškách
prob́ırá. Sṕı̌se se snaž́ı stručně a přehledně zachytit nejd̊uležitěǰśı pojmy a fakta,
př́ıpadně jsou zde detailněji popsány některé vybrané pasáže, což nám pak při
přednáškách ”̌setř́ı čas.“ V kombinaci s poznámkami z přednášek (kde zejména
podrobněji komentujeme prob́ıranou látku, doplňujeme ji, uvád́ıme ilustrativńı
př́ıklady a diskutujeme) a s poznámkami z př́ıslušného cvičeńı by tento text
měl tvořit postačuj́ıćı zdroj k př́ıpravě na zkoušku. Je samozřejmě v́ıtána i
samostatná iniciativa student̊u, kdy sami čerpaj́ı i z jiných zdroj̊u (přičemž
požadavky na rozsah znalost́ı jsou zřejmé z obsahu textu a přednášek).

Existuje řada daľśıch zaj́ımavých a d̊uležitých témat, která se v rámci teorie
nekonečných řad běžně prob́ıraj́ı, avšak vy je zde nenajdete. Vzhledem k celkové-
mu zaměřeńı studia a s ohledem na časovou dotaci, může náš kurs totiž podat
pouze velmi stručné přibĺıžeńı této discipĺıny.

Budu vděčný každému, kdo mne upozorńı na nepřesnosti či chyby v textu
Některé nepřesnosti — jde vlastně sṕı̌s o zjednodušeńı — jsou ovšem ”záměrné“,
vzhledem k výše zmı́něnému ”informativńımu“ charakteru celého kurzu. Náš
často intuitivńı př́ıstup snad i napomáhá snadněǰśımu porozuměńı látky.

Brno, 29. ledna 2013, Pavel Řehák
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2.1 Srovnávaćı kritérium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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6 Mocninné řady 25
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Kapitola 1

Základńı pojmy

1.1 Posloupnost, řada, konvergence

Nejdř́ıve připomeňme, že posloupnost reálných č́ısel {an} je zobrazeńı

a : N→ R.

Jiné označeńı pro posloupnost je např. {an}∞n=1, nebo (an). Nekonečnou řadu
definujeme následovně.

Uvažujme posloupnost {an}. Potom výraz

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·

nazýváme nekonečnou č́ıselnou řadou (nebo jen stručně řadou) a
označujeme jej

∞∑
n=1

an

(
př́ıpadně

∑
n∈N

an nebo
∑

an

)

Zaj́ımáme se o součty a vlastnosti řad. Abychom mohli dát právě defino-
vaným výraz̊um dobrý smysl, zavád́ıme tzv. posloupnost částečných součt̊u
{sn}, která se definuje jako:

s1 = a1, s2 = a1 + a2, . . . , sn = a1 + a2 + · · ·+ an, . . . .

U posloupnost́ı částečných součt̊u pak rozlǐsujeme jejich limitńı chováńı:

• Existuje-li vlastńı limita limn→∞ sn = s, pak ř́ıkáme, že řada
∑∞

n=1 an

konverguje.
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8 Kapitola 1

• Neexistuje-li vlastńı limita limn→∞ sn, pak ř́ıkáme, že
∑∞

n=1 an diverguje,
přičemž zde rozlǐsujeme tři př́ıpady:

◦ Jestliže limn→∞ sn =∞, pak ř́ıkáme, že řada určitě diverguje k ∞.
◦ Jestliže limn→∞ sn = −∞, pak ř́ıkáme, že řada určitě diverguje k −∞.
◦ Jestliže limn→∞ sn neexistuje, pak ř́ıkáme, že řada osciluje.

Vyjádř́ıme-li an jako an = sn − sn−1 a provedeme-li limitńı přechod, pak
okamžitě dostáváme tzv. nutnou podmı́nku konvergence:

Jestliže
∑∞

n=1 an konverguje, potom limn→∞ an = 0.

Odtud obdrž́ıme jednoduché kritérium pro divergenci: Jestliže limn→∞ an

neexistuje, nebo limn→∞ an 6= 0, pak
∑∞

n=1 an diverguje.

Bezprostředně z definice plyne i následuj́ıćı tvrzeńı.

Necht’ m ∈ N. Potom
∑∞

n=1 an konverguje, právě když
∑∞

n=m+1 an konver-
guje.

Proto lze tvrdit, že na konvergenci resp. divergenci řady nemá vliv chováńı
konečného počtu člen̊u. Zároveň máme motivaci pro definici: Pokud nějaký
předpoklad nemuśı být splněn pro konečný počet člen̊u, ř́ıkáme, že plat́ı pro
skoro všechna n. To však neńı nic jiného, než že plat́ı od jistého indexu poč́ına-

je.

1.2 Některé triky použ́ıvané při součtech řad

Obecně je problém nalezeńı součtu (konvergentńı) řady velmi obt́ıžný až v pod-
statě nemožný; neexistuje žádný univerzálńı návod. Existuj́ı však situace, které
jsme schopni uspokojivě a někdy i překvapivě snadno řesit. My si zde uvedeme
alespoň některé z nich.

• Rozpoznáme-li, že řada má tvar
∑∞

n=1 aq
n−1, kde a 6= 0, q 6= 0, pak se jedná

o geometrickou řadu, která konverguje v př́ıpadě, kdy pro kvocient plat́ı
|q| < 1, a má součet

∞∑
n=1

aqn−1 =
a

1− q
.

Odvod’te si tuto skutečnost. Napovězme, že stač́ı uvažovat dva pomocné
částečné součty s̃n = 1 + q+ · · ·+ qn−1 a qs̃n = q+ q2 · · ·+ qn, které od sebe
odečtete. Rovněž diskutujte, jaké typy divergence mohou nastat v závislosti
na hodnotě kvocientu.
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• Př́ıpad, kdy n-tý člen řady je vhodným algebraickým součtem výraz̊u na
n závislých, nebo se dá na takový součet upravit. Touto ”vhodnost́ı“ máme
na mysli situaci, kdy se v n-tém částečném součtu ”většina“ sč́ıtanc̊u zruš́ı
d́ıky opačným znaménk̊um a posunutému indexu a zbyde pouze zafixovaný
počet sč́ıtanc̊u (tj. maj́ıćı stejný počet člen̊u pro libovolný částečný součet).
Typickou takovou řadou je např.

∑(√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n
)
, jej́ı součet

je 1 −
√

2. Někdy tato vlastnost neńı na prvńı pohled patrná a je potřeba
úpravy (často, ale ne vždy, najde využit́ı rozklad v parciálńı zlomky), např.∑

1
n(n+2) . Odvod’te si s detaily součty obou uvedených řad.

• Řady typu ∑
anbn,

kde {an} je aritmetická posloupnost a {bn} je geometrická posloupnost s
kvocientem |q| < 1. Využ́ıváme toho, že pro n-tý částečný součet {sn} plat́ı

(1− q)sn =sn − qsn

= ”fixńı počet člen̊u závislých na n“ +
+ ”n-tý částečný součet geometrické řady.“

Např. řadu
∑

2n−1
2n lze takto pohodlně seč́ıst. Pokuste se o to; mělo by vyj́ıt

s = 3.

• Některé řady lze vidět jako lineárńı kombinaci jednodušš́ıch řad. Jak uvid́ı-
me později, konvergentńı řady se skutečně chovaj́ı lineárně. Sečtěte např. řadu∑

6n−3+4·3−n
2n . Nápověda: řadu lze napsat jako lineárńı kombinaci jisté geo-

metrické řady a řady, kterou jsme uvedli v předchoźım odstavci. Pro součet
plat́ı s = 9 + 4

5 .

1.3 Operace s č́ıselnými řadami

Následuj́ıćı vlastnosti lze poměrně jednoduše dokázat s použit́ım př́ıslušných
posloupnost́ı částečných součt̊u a operacemi na jejich limitách.

• Součet. Jestliže
∑
an,
∑
bn jsou konvergentńı řady a

∑
an = A,

∑
bn =

B, potom
∑

(an + bn) je konvergentńı a plat́ı∑
(an + bn) = A+B.

Najděte př́ıklad ukazuj́ıćı, že tvrzeńı o konvergenci nelze obrátit.

• Analogie distributivńıho zákona. Jestliže
∑
an konverguje, pak pro libo-

volné C ∈ R konverguje též
∑
Can a plat́ı∑
Can = C

∑
an.

Tvrzeńı o konvergenci lze pro C 6= 0 obrátit.
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• Linearita. Dvě předchoźı vlastnosti lze chápat jako aditivitu resp. ho-
mogenitu. S použit́ım indukce lze pak provést rozš́ı̌reńı, kde uvažujeme
libovolnou lineárńı kombinaci.

• Analogie asociativńıho zákona. Necht’
∑∞

n=1 an je konvergentńı řada a
necht’ {nk} je rostoućı posloupnost přirozených č́ısel. Položme n0 = 0 a
pro k ∈ N označme bk = ank−1+1 + ank−1+2 + · · · + ank . Potom řada∑∞

k=1 bk konverguje a plat́ı

∞∑
k=1

bk =
∞∑

n=1

an.

• Analogie komutativńıho zákona. Na tomto mı́stě by mohl čtenář očeká-
vat nějaké tvrzeńı o přerovnáváńı člen̊u řady. Poněvadž však analogie ko-
mutativńıho zákona pro konvergentńı řady obecně neplat́ı a k jeho plat-
nosti je potřeba silněǰśı vlastnosti, totiž tzv. absolutńı konvergence, zfor-
mulujeme př́ıslušné tvrzeńı později.



Kapitola 2

Kritéria konvergence pro
řady s nezápornými členy

V této kapitole uvažujeme řady typu
∑
an, kde an ≥ 0 pro všechna n ∈ N.

Poněvadž posloupnost částečných součt̊u je neklesaj́ıćı, je
∑
an konvergentńı

nebo určitě divergentńı k ∞. Promyslete si, proč by stačilo předpokládat nezá-
pornost pro skoro všechny členy řady (tj. pro velká n). Z d̊uvodu formálńı
jednoduchosti ji však předpokládáme pro všechny členy. Je též zřejmé, že uve-
dená kritéria lze snadno modifikovat, nahrad́ıme-li předpoklad nezápornosti
předpokladem nekladnosti.

2.1 Srovnávaćı kritérium

Manipulaćı s př́ıslušnými posloupnostmi částečných součt̊u lze snadno dokázat
následuj́ıćı intuitivńı kritérium.

Předpokládejme, že an ≤ bn pro skoro všechna n ∈ N. Potom∑
bn konverguje ⇒

∑
an konveguje;∑

an diverguje ⇒
∑

bn diveguje.

Poznámka . (i) Typickými řadami vhodnými pro srovnávaćı účely jsou např.
geometrická řada

∑
aqn−1 nebo řada

∑
1

nα . S použit́ım ńıže diskutovaného
aparátu (Odstavec 2.6) určete, pro které hodnoty parametru α řada diver-
guje resp. konverguje. Tyto řady lze v př́ıpadě nutnosti modifikovat např. ve
smyslu

∑
1

(n+C)α , kde C je nějaká konstanta. Všimněte si, že zachováńı konver-
gence či divergence — přidáme-li konstantu C — je snadným d̊usledkem využit́ı
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12 Kapitola 2

neměnnosti konvergence resp. divergence těchto řad při změně konečně mnoha
člen̊u a př́ıpadné aplikaci srovnávaćıho kritéria.

(ii) Pochopitelně nemůže existovat řada, která by sloužila jako univerzálńı
majoranta (tj. řada s větš́ımi nebo rovnými členy) či minoranta (tj. řada s
menš́ımi nebo rovnými členy) pro každou řadu.

2.2 Limitńı srovnávaćı kritérium

Následuj́ıćı kritérium srovnává členy řad v limitě. V d̊ukazu se použ́ıvá předcho-
źıho srovnávaćıho kritéria. Pro členy řady, které se ocitaj́ı ve jmenovateli, poža-
dujeme kladnost.

Necht’ existuje limn→∞
an
bn

= L ∈ 〈0,∞) ∪ {∞}. Potom

L <∞,
∑

bn konverguje ⇒
∑

an konveguje;

L > 0,
∑

bn diverguje ⇒
∑

an diverguje.

2.3 Odmocninové kritérium — Cauchyovo

Následuj́ıćı kritérium má dvě verze, nelimitńı a limitńı. Důkaz je založen na
srovnáńı zkoumané řady s jistou konverguj́ıćı geometrickou řadou, resp. na
vyšetřeńı nutné podmı́nky konvergence.

(i) Nelimitńı verze:

n
√
an ≤ q < 1 pro skoro všechna n ∈ N⇒

∑
an konverguje;

n
√
an ≥ 1 pro nekonečně mnoho n ∈ N⇒

∑
an diverguje.

(ii) Limitńı verze: Necht’ existuje limn→∞ n
√
an = q ∈ 〈0,∞)∪ {∞}. Potom

q < 1⇒
∑

an konverguje;

q > 1⇒
∑

an diverguje.

Poznámka. Nastane-li q = 1, nelze o konvergenci řady t́ımto kritériem rozhod-
nout.
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2.4 Pod́ılové kritérium — d’Alembertovo

Následuj́ıćı kritérium je do velké mı́ry podobné předchoźımu. Má také dvě verze,
nelimitńı a limitńı. Důkaz je opět založen na srovnáńı zkoumané řady s jistou
konverguj́ıćı geometrickou řadou, resp. na vyšetřeńı nutné podmı́nky konver-
gence. Zde předpokládáme, že členy an jsou kladné.

(i) Nelimitńı verze:

an+1

an
≤ q < 1 pro skoro všechna n ∈ N⇒

∑
an konverguje;

an+1

an
≥ 1 pro skoro všechna n ∈ N⇒

∑
an diverguje.

(ii) Limitńı verze: Necht’ existuje limn→∞
an+1
an

= q ∈ 〈0,∞) ∪ {∞}. Potom

q < 1⇒
∑

an konverguje;

q > 1⇒
∑

an diverguje.

Poznámka. Nastane-li q = 1, nelze o konvergenci řady t́ımto kritériem rozhod-
nout.

2.5 Srovnáńı účinnosti odmocninového a pod́ı-
lového kritéria

Lze dokázat, že

odmocninové kritérium je účinněǰśı než pod́ılové kritérium.

To plyne z toho, že:

• plat́ı následuj́ıćı nerovnosti

lim inf
n→∞

an+1

an
≤ lim inf

n→∞
n
√
an

≤ lim sup
n→∞

n
√
an

≤ lim sup
n→∞

an+1

an
;

• existuje řada splňuj́ıćı postačuj́ıćı podmı́nku pro konvergenci z odmocni-
nového kritéria, avšak nikoliv z pod́ılového kritéria.
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Zejména plat́ı, že můžeme-li o konvergenci (či divergenci) rozhodnout pod́ılovým
kritériem, pak můžeme rozhodnout i odmocninovým kritériem.

Existuje celá řada daľśıch (a jemněǰśıch) kritéríı. Žádné z nich však neńı
univerzálńı v tom smyslu, že bychom podle něj mohli rozhodnout o konvergenci
(divergenci) libovolné řady.

2.6 Integrálńı kritérium

Vzhledem k definićım Riemannova integrálu a nevlastńıho integrálu na neomeze-
ném intervalu neńı překvapuj́ıćı, že existuje úzká souvislost mezi nekonečnými
řadami a nevlastńımi integrály.

Uvažujme funkci f definovanou na 〈1,∞), která je zde nezáporná a neros-
toućı. Dále necht’ f(n) = an pro n ∈ N (př́ıpadně pro skoro všechna n).
Potom ∑

an konverguje ⇔
∫ ∞

1

f(x) dx.

Nakreslete si obrázek ilustruj́ıćı situaci např. při volbě an = 1
n .



Kapitola 3

(Ne)absolutně konvergentńı
řady

Nyńı se vrát́ıme k řadám, kde členy mohou nabývat libovolných reálných (klad-
ných i záporných) hodnot. Začneme d̊uležitým speciálńım př́ıpadem, kdy členy
stř́ıdaj́ı znaménka.

3.1 Alternuj́ıćı řady

Řada
∑
an se nazývá alternuj́ıćı, právě když plat́ı sgn an+1 = − sgn an pro

všechna n ∈ N.

Vylouč́ıme-li řadu s nulovými členy, lze každou alternuj́ıćı řadu psát ve tvaru

∞∑
n=1

(−1)n−1an nebo
∞∑

n=1

(−1)nan,

kde an > 0 pro všechna n ∈ N.
Již v́ıme, že plat́ı nutná podmı́nka konvergence. Následuj́ıćı tzv. Leibnizovo

kritérium tvrd́ı, že za jistých podmı́nek je pro alternuj́ıćı řady i podmı́nkou
postačuj́ıćı.

Necht’ {an} je nerostoućı posloupnost kladných č́ısel. Potom

∞∑
n=1

(−1)n−1an konverguje ⇔ lim
n→∞

an = 0.

15



16 Kapitola 3

Nebudeme provádět detilńı d̊ukaz tohoto kritéria. Je však užitečné popsat si
základńı myšlenku. Pokuste se i o jej́ı grafické znázorněńı. Nejdř́ıve na č́ıselnou
osu naneseme s1 = a1. Hodnotu s2 dostaneme odečteńım a2, je tedy nalevo
od s1. K nalezeńı s3 nyńı potřebujeme přič́ıst a3, které je menš́ı než a2, a je
tedy s3 mezi s1 a s2. Pokračujeme-li t́ımto zp̊usobem, vid́ıme, že posloupnost
částečných součt̊u osciluje zpět a dopředu. Poněvadž an jde monotonně k nule,
každý následuj́ıćı krok je menš́ı a menš́ı. Částečné součty se sudým indexem jsou
rostoućı a částečné součty s lichým indexem jsou klesaj́ıćı. Nyńı již neńı těžké
uvěřit, že oba konverguj́ı k č́ıslu s, které je součtem alternuj́ıćı řady.

3.2 Absolutńı konvergence

S použit́ım předchoźıho kritéria neńı obt́ıžné naj́ıt konvergentńı alternuj́ıćı řadu∑∞
n=1(−1)n−1an s an > 0 takovou, že

∑∞
n=1 an diverguje; najděte ji. Tato

skutečnost nás může motivovat k definici následuj́ıćıch pojmů.

Řekneme, že řada
∑
an konverguje absolutně, jestliže konverguje

∑
|an|.

Jestliže
∑
an konverguje a

∑
|an| diverguje, ř́ıkáme, že řada

∑
an konver-

guje neabsolutně.

Poznámka . (i) Konvergence řady
∑
|an| implikuje konvergenci řady

∑
an.

Skutečně, stač́ı si uvědomit, že plat́ı 0 ≤ an + |an| ≤ 2|an|. Jestliže
∑
|an|

konverguje, pak i
∑

2|an| konverguje a podle srovnávaćıho kritéria konverguje
i
∑

(an + |an|). Potom∑
an =

∑
(an + |an|)−

∑
|an|

je rozd́ıl dvou konvergentńıch řad a proto je konvergentńı. Opak (tj., že kon-

vergence řady
∑
an implikuje konvergenci řady

∑
|an|) však obecně neplat́ı ;

najděte vhodný protipř́ıklad.
(ii) Při určováńı absolutńı konvergence lze použ́ıt kritéria z předchoźı kapi-

toly, nebot’
∑
|an| má nezáporné členy. Existuj́ı i kritéria konvergence pro řady

s libovolnými členy. Ty však prob́ırat nebudeme.

3.3 Přerovnáváńı řad

Jak jsme již dř́ıve naznačili, pro platnost analogie komutativńıho zákona nestač́ı
pouhá konvergence. Tou správnou vlastnost́ı je až absolutńı konvergence. Nej-
dř́ıve si však vysvětĺıme, co máme na mysli tzv. přerovnáńım řady

∑
an. Je to

řada ∑
akn , kde {kn} je permutace množiny N.

Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.
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Jestliže
∑
an konverguje absolutně, pak absolutně konverguje i řada

přerovnaná
∑
akn a plat́ı

∑
akn =

∑
an.

Velmi zaj́ımavě se při přerovnáváńı chovaj́ı neabsolutně konvegrentńı řady.
Tzv. Riemannova věta (jej́ıž d̊ukaz je již trochu pracněǰśı) nám ř́ıká, že tyto
řady jsou vzhledem k přerovnáváńı značně ”labilńı.“

Necht’
∑
an je neabsolutně konvergentńı a s ∈ R je libovolné. Potom existuj́ı

taková přerovnáńı
∑
akn ,

∑
apn ,

∑
aqn řady

∑
an, že

•
∑
akn = s;

•
∑
apn určitě diverguje;

•
∑
aqn osciluje.
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Kapitola 4

Numerické aspekty součtu
řad

Jak jsme se již zmı́nili, přesné určeńı součtu konvergentńı řady může být velmi
obt́ıžný problém. Situace se však může zjednodušit, použijeme-li ”numerický
př́ıstup“, kdy nám stač́ı nalézt součet alespoň přibližně — ovšem při zachováńı
jisté přesnosti — za pomoćı konečného počtu člen̊u, přičemž se snaž́ıme určit
velikost chyby. Tato myšlenka je založena na skutečnosti, že součet konvergentńı
řady s =

∑∞
n=1 an lze psát ve tvaru

s = sn +Rn,

kde sn = a1+a2+· · ·+an je n-tý částečný součet řady aRn = an+1+an+2+· · · je
tzv. zbytek po n-tém členu. Poněvadž Rn vlastně udává velikost chyby, primárně
nám p̊ujde o nalezeńı odhad̊u pro velikost zbytku |Rn|. To provedeme pro tři
speciálńı typy řad. Aplikace budou zmı́něny v kapitole o mocninných řadách,
předevš́ım při přibližném vyjadřováńı funkčńıch hodnot a integrál̊u.

4.1 Odhad součtu alternuj́ıćı řady

Necht’ {an} je nerostoućı posloupnost kladných č́ısel taková, že
limn→∞ an = 0. Potom plat́ı

|Rn| < an+1.

V d̊ukazu hraje d̊uležitou roli (dř́ıve zmı́něná) Leibnizova věta a jej́ı d̊ukaz.

19
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4.2 Odhad součtu pomoćı geometrické řady

Necht’
∑
an je č́ıselná řada, pro kterou plat́ı∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≤ q < 1pro všechna n ∈ N.

Potom
|Rn| ≤ |an|

q

1− q
.

Důkaz je založen na následuj́ıćıch vztaźıch

|Rn| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

an+k

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=1

|an+k| ≤
∞∑

k=1

|an|qk = |an|q
∞∑

k=0

qk = |an|
q

1− q
,

kde nerovnost |an+k| ≤ |an|qk lze indukćı odvodit z předpokladu.

4.3 Integrálńı odhad

Necht’
∑
an je konvergentńı řada s nezápornými členy a an = f(n), kde f

je nezáporná a nerostoućı funkce na intervalu [1,∞). Potom

Rn ≤
∫ ∞

n

f(x) dx.

V d̊ukazu hraje d̊uležitou roli nerovnost an+1 ≤
∫ n+1

n
f(x) dx. Celá situace

má též názornou geometrickou interpretaci. Pokuste se ji zobrazit např. pro
posloupnost an = 1

n2 .
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Funkčńı posloupnosti a řady

V této kapitole se budeme věnovat objekt̊um, které lze chápat jako jisté zobecně-
ńı č́ıselných posloupnost́ı a řad. Nyńı mı́sto posloupnosti č́ısel uvažujeme po-
sloupnost reálných funkćı {fn(x)} definovaných na nějaké množině, např. inter-
valu I. Mluv́ıme pak o funkčńı posloupnosti nebo posloupnosti funkćı. Tedy je
to zobrazeńı, které každému n ∈ N přǐrad́ı funkci fn : I → R. Chceme-li popsat
intuitivńı představu posloupnosti {fn(x)} bĺıž́ıćı se k nějaké funkci f(x), nab́ıźı
se využ́ıt́ı faktu, že při zafixovaném x0 ∈ I je {fn(x0)} č́ıselnou posloupnost́ı. V
př́ıpadě, že tato konverguje, jej́ı limita bude funkčńı hodnotou limitńı funkce v
x0. Tzv. bodovou konvergenci zavád́ıme takto:

Funkčńı posloupnost {fn(x)} bodově konverguje k funkci f na intervalu I,
jestliže konverguje v každém bodě x ∈ I (tj. pro každé x ∈ I konverguje
č́ıselná posloupnost {fn(x)}). Ṕı̌seme limn→∞ fn(x) = f(x) na I nebo fn →
f na I.

Uvažujeme-li {fn(x)} definovanou na intervalu I, potom symbol

∞∑
n=1

fn(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x) + · · ·

nazýváme nekonečnou řadou funkćı (nebo funkčńı řadou). T́ımto symbolem
máme vlastně na mysli tzv. posloupnost částečných součt̊u {sn(x)}, kde sn(x) =
f1(x) + · · ·+ fn(x), n ∈ N.

Bodovou konvergenci funkčńı řady
∑∞

n=1 fn(x) na intervalu I (zcela v
souladu s očekáváńım) definujeme jako bodovou konvergenci posloupnosti
částečných součt̊u na I; funkci s(x) = limn→∞ sn(x) pak nazýváme součtem
řady

∑∞
n=1 fn(x).
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Bodová konvergence posloupnosti funkćı, resp. řady funkćı, pochopitelně
záviśı na intervalu, na kterém konvergenci vyšetřujeme.

Největš́ı množinu (vzhledem k množinové inkluzi), na ńıž posloupnost
funkćı, resp. řada funkćı, bodově konverguje, nazýváme oborem konvergence
poslounosti funkćı, resp. řady funkćı.

Bodová konvergence má bohužel ten nedostatek, že obecně nepřenáš́ı něk-
teré d̊uležité vlastnosti funkćı na jejich limitu, resp. součet. Typickým př́ıkladem
je posloupnost {xn}, která bodově konverguje na intervalu 〈0, 1〉. Sami si určete
f(x) = limn→∞ xn a všimněte si, že zat́ımco xn jsou funkce spojité na 〈0, 1〉
pro každé n ∈ N, tak limitńı funkce f(x) tuto vlastnost nemá. Podobně nelze
např. tvrdit, že je možné ”beztrestně“ zaměňovat pořad́ı integrace a limity, př́ıp.
derivace a limity, př́ıp. integrace a sumace, př́ıp. derivace a sumace.

T́ımto jsme źıskali dobrou motivaci k zavedeńı silněǰśıho typu konvergence,
totiž tzv. stejnoměrné konvergence.

Řekneme, že posloupnost funkćı {fn(x)} konverguje stejnoměrně k funkci
f(x) na intervalu I, jestliže pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro
všechna n ∈ N, n ≥ n0, a všechna x ∈ I plat́ı |fn(x) − f(x)| < ε. Ṕı̌seme
fn ⇒ f na I.

Chceme-li provést srovnáńı bodové a stejnoměrné konvergence, je rozumné
nejdř́ıve přeformulovat jejich definice do následuj́ıćıho tvaru:
◦ Bodová konvergence (fn → f na I):

(∀x ∈ I)(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(|fn(x)− f(x)| < ε).

◦ Stejnoměrná konvergence (fn ⇒ f na I):

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀x ∈ I)(∀n ≥ n0)(|fn(x)− f(x)| < ε).

Všimněte si, jak se ”pouze“ změnilo pořad́ı kvantifikátor̊u. V prvńım př́ıpadě
n0 záviśı na ε a x, kdežto v druhém př́ıpadě je n0 závislé pouze na ε. Odtud
př́ımo plyne

fn ⇒ f na I ⇒ fn → f na I.

Opačná implikace však neplat́ı. Pokuste se též o geometrické znázorněńı bodové
resp. stejnoměrné konvergence. Zejména si všimněte, že v př́ıpadě stejnoměrné
konvergence od jistého indexu n0 všechny daľśı členy posloupnosti lež́ı v ”ep-
silonovém pásu“, tj. mezi grafy funkćı f + ε a f − ε na I; tohle nemůže být
evidentně splněno např. u posloupnosti {xn} na 〈0, 1〉.

Stejnoměrnou konvergenci řady funkćı
∑∞

n=1 fn(x) na I definujeme (v soula-
du s očekáváńım) jako stejnoměrnou konvergenci posloupnosti jejich částečných
součt̊u.
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5.1 Kritéria stejnoměrné konvergence

Je velmi jednoduché vysledovat následuj́ıćı nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku; jde
vlastně o upravený ”přepis definice“.

Necht’ {fn(x)} je posloupnost funkćı na I a

an = sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ I}.

Potom plat́ı
fn ⇒ f na I ⇔ lim

n→∞
an = 0.

Následuj́ıćı (tzv. Weierstrassovo kritérium) umožňuje poměrně snadnou de-
tekci stejnoměrné konvergence funkčńı řady za předpokladu, že př́ıslušnou funk-
čńı posloupnost lze odhadnout vhodnou č́ıselnou posloupnost́ı.

Necht’ {fn(x)} je posloupnost funkćı na I. Dále necht’ existuje posloupnost
nezáporných č́ısel {an} taková, že řada

∑
an konverguje a plat́ı

|fn(x)| ≤ an pro všechna x ∈ I a n ∈ N.

Potom
∑
fn(x) konverguje stejnoměrně na intervalu I.

Existuj́ı i daľśı (silněǰśı, avšak komplikovaněǰśı) kritéria pro zjǐst’ováńı stej-
noměrné konvergence řad, které si však nebudeme uvádět.

5.2 Vlastnosti stejnoměrně konvergentńıch po-
sloupnost́ı a řad funkćı

Jak již bylo naznačeno výše, při bodové konvergenci funkčńı posloupnosti resp.
řady se na limitńı funkci resp. součet nemusej́ı přenášet některé d̊uležité vlast-
nosti. Stejnoměrná konvergence tento nedostatek poněkud napravuje.

Důležité vlastnosti stejnoměrně konvergentńıch funkčńıch posloupnost́ı jsou
shrnuty v následuj́ıćım tvrzeńı.

◦ Jestliže fn ⇒ f na I a fn(x) jsou spojité na I, potom je i f(x) spojitá
na I.
◦ Jestliže fn ⇒ f na 〈a, b〉 a fn(x) jsou integrovatelné na 〈a, b〉, potom je i
f(x) integrovatelná na 〈a, b〉 a plat́ı∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

a

(
lim

n→∞
fn(x)

)
dx = lim

n→∞

∫ b

a

fn(x) dx.
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◦ Bud’ {fn(x)} posloupnost funkćı, které maj́ı na otevřeném intervalu I
derivaci. Necht’ {fn(x)} konverguje na I a {f ′n(x)} stejnoměrně konveguje
na I. Pak funkce f(x) = limn→∞ fn(x) má na I derivaci a plat́ı

f ′(x) =
(

lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′n(x).

Nyńı zformulujeme analogická tvrzeńı pro stejnoměrně konvergentńı funkčńı
řady.

◦ Jestliže fn(x) jsou spojité na I, řada
∑
fn(x) konverguje stejnoměrně na

I a má součet s(x), potom je i s(x) spojitá na I.
◦ Jestliže fn(x) jsou integrovatelné na 〈a, b〉,

∑
fn(x) stejnoměrně konver-

guje na 〈a, b〉 a má součet s(x), potom je i s(x) integrovatelná na 〈a, b〉 a
plat́ı ∫ b

a

s(x) dx =
∫ b

a

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x) dx.

◦ Bud’ {fn(x)} posloupnost funkćı, které maj́ı na otevřeném intervalu I
derivaci. Necht’

∑
fn(x) konverguje na I a

∑
f ′n(x) stejnoměrně konveguje

na I. Pak funkce s(x) =
∑
fn(x) má na I derivaci a plat́ı

s′(x) =

( ∞∑
n=1

fn(x)

)′
=
∞∑

n=1

f ′n(x).
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Mocninné řady

Velmi d̊uležitým př́ıpadem funkčńı řady je tzv. mocninná řada.

Bud’ {an} posloupnost reálných č́ısel, x0 libovolné reálné č́ıslo. Mocninnou
řadou (nebo též potenčńı řadou) se středem v bodě x0 a koeficienty an

rozumı́me řadu funkćı tvaru
∞∑

n=0

an(x− x0)n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + · · ·+ an(x− x0)n + · · · .

Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že středem mocninné řady je počá-
tek, tedy č́ıslo 0. Na tento př́ıpad lze totiž snadno převést jakoukoliv řadu se
středem v x0 pomoćı substituce y = x− x0.

Jak uvid́ıme v následuj́ıch úvahách, oborem konvergence mocninné řady mo-
hou být pouze množiny ”jednoduchého“ tvaru. Začněme s tvrzeńım, jehož d̊ukaz
— v př́ıpadě existence limn→∞

n
√
|an| — využ́ıvá odmocninového kritéria k

vyšetřeńı absolutńı konvergence č́ıselné řady
∑
cn, kde cn = anx

n. My sice ńıže
máme poněkud slabš́ı předpoklad, ovšem d̊ukaz by byl obdobný.

Uvažujme mocninnou řadu
∑
anx

n. Necht’

a = lim sup
n→∞

n
√
|an|.

◦ Jestliže a = 0, potom řada absolutně konverguje pro všechna x ∈ R;
ř́ıkáme, že řada vždy konverguje.
◦ Jestliže a =∞, potom řada diverguje pro všechna x 6= 0; ř́ıkáme, že řada
vždy diverguje.
◦ Jestliže 0 < a < ∞, potom řada absolutně konverguje pro |x| < 1/a a
diverguje pro |x| > 1/a.
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Vzhledem k právě uvedenému tvrzeńı zavád́ıme tzv. poloměr konvergence r
následuj́ıćım zp̊usobem:

r =


∞ pro a = 0,
0 pro a =∞,
1
a pro a ∈ (0,∞).

O poloměru konvergence hovoř́ıme zvláště v tom třet́ım (jaksi smysluplněǰśım)
př́ıpadě, pro nějž máme několik daľśıch poznámek. Interval (−r, r) nazýváme
konvergenčńı interval. Chováńı řady v krajńıch bodech konvergenčńıho inter-
valu je třeba vyšetřit zvlášt’, protože záviśı na tvaru mocninné řady. Jinými
slovy, nelze obecně ř́ıci, zda v těchto bodech řada konverguje či diverguje.
Oborem konvergence mocninné řady (která vždy nekonverguje), je proto kon-

vergenčńı interval s př́ıpadnými jeho krajńımi body, pokud v nich řada konver-
guje.

Jestliže existuje limn→∞
n
√
|an| = a, pak má mocninná řada

∑
anx

n poloměr
konvergence

r =
1

limn→∞
n
√
|an|

,

přičemž klademe r =∞, je-li a = 0, a r = 0, je-li a =∞.
Ze vztah̊u uvedených v Odstavci 2.5 plyne, že v př́ıpadě existence limity

limn→∞

∣∣∣an+1
an

∣∣∣ plat́ı

r = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ .
6.1 Vlastnosti mocninných řad

Jak jsme již dř́ıve viděli, kĺıčovou roli u funkcionálńıch řad hraje stejnoměrná
konvergence. Dı́ky speciálńımu tvaru mocninné řady je situace u mocninných
řad poměrně jednoduchá. Předně plat́ı:

Jestliže r > 0 je poloměr konvergence řady
∑
anx

n, pak tato řada ste-
jnoměrně konverguje na každém uzavřeném podintervalu 〈−R,R〉 intervalu
(−r, r).

Důsledkem tohoto faktu jsou následuj́ıćı vlastnosti (všude předpokládáme,
že
∑
anx

n má poloměr konvergence r > 0).

◦ Součet řady je spojitá funkce na intervalu (−r, r).
◦ Pro všechna x ∈ (−r, r) plat́ı∫ x

0

( ∞∑
n=0

ant
n

)
dt =

∞∑
n=0

∫ ∞
0

ant
ndt =

∞∑
n=0

an
xn+1

n+ 1
,
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přičemž mocninná řada na pravé straně má stejný poloměr konvergence r.
◦ Pro libovolný interval 〈a, b〉 ⊂ (−r, r) plat́ı∫ b

a

( ∞∑
n=0

anx
n

)
dx =

∞∑
n=0

∫ b

a

anx
ndx =

∞∑
n=0

an
bn+1

n+ 1
−
∞∑

n=0

an
an+1

n+ 1
.

◦ Pro všechna x ∈ (−r, r) plat́ı( ∞∑
n=0

anx
n

)′
=
∞∑

n=0

(anx
ndx)′ =

∞∑
n=0

nanx
n−1,

přičemž mocninná řada na pravé straně má stejný poloměr konvergence r.

6.2 Taylorova řada

Předchoźı úvahy lze mimo jiné velmi efektivně využ́ıt při řešeńı úlohy typu:

”Je dána mocninná řada. Určete jej́ı součet.“

Nyńı se budeme zabývat úlohou opačnou:

”Je dána funkce. Rozviňte ji do mocninné řady.“

Též uvid́ıme, že tato teorie má četné aplikace.
Nejdř́ıve připomeňme jeden z d̊uležitých výsledk̊u diferenciálńıho počtu (tzv.

Taylorovu větu). Jestliže funkce f má derivace až do řádu n + 1 v intervalu
I = 〈x, x0〉 nebo v I = 〈x0, x〉, potom

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n +Rn(x), (6.1)

kde Rn je tzv. Taylor̊uv zbytek, který lze vyjádřit např. jako

Rn(x) =
(x− x0)(n+1)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ),

kde ξ ∈ I, x 6= ξ 6= x0. Je zde použita obvyklá konvence f (0) = f a 0! = 1.
Výraz v (6.1) nás motivuje k definici tzv. Taylorovy řady.

Necht’ funkce f má v bodě x0 derivace všech řád̊u. Mocninnou řadu
∞∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n

nazýváme Taylorovou řadou funkce f v bodě x0. Je-li x0 = 0, pak hovoř́ıme
o Maclaurinově řadě.
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O Taylorově řadě funkce f plat́ı následuj́ıćı d̊uležitá sledováńı.

◦ Obecně nemuśı platit, že součet Taylorovy řady funkce f je roven této
funkci. Jak však dále uvid́ıme, existuj́ı podmı́nky, za kterých rovnost plat́ı.

◦ Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka. Vzhledem k tomu, že Taylor̊uv polynom lze
chápat jako n-tý částečný součet, neboli jako rozd́ıl f(x)−Rn(x), je následuj́ıćı
tvrzeńı evidentńı. Předpokládejme, že funkce f má v bodě x0 derivace všech
řád̊u. Pak plat́ı rovnost

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n (6.2)

na intervalu I obsahuj́ıćım bod x0 právě tehdy, když pro posloupnost {Rn(x)}
Taylorových zbytk̊u plat́ı

lim
n→∞

Rn(x)

pro všechna x ∈ I.

◦ Dále se dá ukázat, že lze-li funkci f na nějakém intervalu, jehož vnitřńım
bodem je x0, rozvést do mocninné řady se středem x0, pak je takový rozvoj
pouze jediný a je současně Taylorovým rozvojem funkce f .

◦ Postačuj́ıćı podmı́nka. Předpokládejme, že funkce f má na otevřeném in-
tervalu I derivace všech řád̊u a existuje k ∈ (0,∞) tak, že |f (n)(x)| ≤ k pro
všechna n ∈ N a všechna x ∈ I (tzv. stejnoměrná ohraničenost posloupnosti
{f (n)}). Potom Taylorova řada funkce f v libovolném bodě x0 ∈ I konverguje
k f , tj. plat́ı (6.2).

Důkaz je snadný: máme odhad

|Rn(x)| ≤ k

(n+ 1)!
|x− x0|n+1

(tato nerovnost bývá někdy nazývána Taylorovou nerovnost́ı a může mı́t značné
využit́ı např. při aproximaci funkćı). Řada sestavená z posloupnosti na pravé
straně odhadu konverguje (ověřte např. pod́ılovým kritériem). Dı́ky nutné pod-
mı́nce konvergence č́ıselné řady pak tato posloupnost jde v limitě do nuly a jde
tedy do nuly i posloupnost Taylorových zbytk̊u.

Nyńı si uved’me, jak vypadaj́ı

Maclaurinovy rozvoje některých elementárńıch funkćı.

Odvozeńı si jako cvičeńı proved’te sami. Zároveň si uvědomte, že zde vlastně
máme alternativńı definice známých funkćı, nyńı pomoćı ”polynomů nekoneč-
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ných stupň̊u“.

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, x ∈ R,

sinx =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
, x ∈ R,

cosx =
∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
, x ∈ R,

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1x
n

n
, x ∈ (−1, 1],

(1 + x)a =
∞∑

n=0

(
a

n

)
xn, x ∈ (−1, 1),

kde a ∈ R a (
a

n

)
=
a(a− 1)(a− 2) · · · (a− n+ 1)

n!

je binomický koeficient. Řada z posledńıho rozvoje se nazývá binomická řada.
Jej́ım speciálńım př́ıpadem (pro a = n ∈ N) je známá binomická věta

(1 + x)n = 1 +
(
n

1

)
x+

(
n

2

)
x2 + · · ·+

(
n

n

)
xn,

kde se binomické koeficienty redukuj́ı na známá kombinačńı č́ısla. Při volbě
a = −1 dostáváme

(−1
k

)
= (−1)k a binomická řada se stává geometrickou řadou.

6.3 Aplikace mocninných řad

Použit́ı teorie mocninných řad je velmi široké, např.: přibližný výpočet funkčńıch
hodnot, přibližný výpočet integrál̊u, výpočet limit, či řešeńı diferenciálńıch rov-
nic. My zde stručně naznač́ıme alespoň prvńı dvě z těchto aplikaćı.

Přibližný výpočet funkčńıch hodnot. Např. chtějme spoč́ıst ln 2 s chybou men-
š́ı než 10−5. Teorie mocninných řad nám umožňuje, abychom k tomu použili
pouze konečný počet dat a pouze standardńı aritmetické operace, což je z num-
erického hlediska kĺıčové. Připomeňme, že mocninnou řadu lze totiž chápat jako

”polynom nekonečného stupně.“ Nejprve použijeme rozvoj funkce ln(1+x), kde
klademe x = 1. Potom

ln 2 = 1− 1
2

+
1
3
− 1

4
+ · · ·

a podle Odstavce 4.2 je chyba |Rn| < 1
n+1 . Je tedy potřeba seč́ıst aspoň 100 000

člen̊u této řady, abychom dosáhli požadované přesnosti. Nyńı použijeme rozvoj
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funkce ln 1+x
1−x . Uvědomı́me-li si, že

ln
1 + x

1− x
= ln(1 + x)− ln(1− x),

je snadné odvodit

ln
1 + x

1− x
= 2

∞∑
n=1

x2n−1

2n− 1
,

x ∈ (−1, 1). Chceme-li poč́ıtat ln 2, pak je třeba zvolit x = 1
3 . Pro odhad chyby

použijeme tvrzeńı z Odstavce 4.3, podle něhož

|Rn| ≤ |an|
q

1− q
< 10−5, kde

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≤ q < 1.

Hodnota q zde záviśı na x a poněvadž plat́ı

an+1

an
= x2 2n+ 1

2n+ 3
≤ x2 pro n ∈ N,

pro př́ıpad x = 1
3 tedy vezmeme q = 1

9 . Snadno pak již lze ověřit, že |R5| < 10−5,
a proto stač́ı vźıt pro požadovanou přesnost prvńıch pět člen̊u. Z uvedeného
př́ıkladu vid́ıme, že pro výpočet funkčńıch hodnot lze použ́ıt v́ıce př́ıstup̊u,
přičemž některé z nich mohou být podstatně výhodněǰśı. Výhoda druhého př́ı-
stupu v tomto př́ıpadě spoč́ıvá dále v tom, že jej lze použ́ıt také tehdy, když
hodnota x přesáhne konvergenčńı interval, např. x = 5. Připomeňme, že ln(1 +
x) umı́me rozvinout pouze pro x ∈ (−1, 1]. Argument funkce logaritmus v
ln 1+x

1−x však může nabývat libovolné (kladné) hodnoty, přičemž x stále splňuje
požadované omezeńı. Promyslete si to a doplňte detaily u všech předchoźıch
úvah v tomto př́ıkladu.

Dále se pokuste o nějaké vhodné přibližné vyjádřeńı č́ısla π.

Přibližný výpočet integrál̊u. Již dř́ıve jsme viděli, že výpočet určitých integrál̊u
(což v našem př́ıpadě v podstatě vždy znamenalo nalezeńı primitivńı funkce
k integrandu a dosazeńı meźı) může být úloha značně netriviálńı, či v jistém
smyslu dokonce nemožná (v př́ıpadě tzv. vyšš́ıch transcendentńıch funkćı).

Pomoćı prvńıch tř́ı člen̊u př́ıslušného rozvoje chceme přibližně vypoč́ıst např.∫ 1

0
e−x2

dx a odhadnout chybu. Poznamenejme, že
∫
e−x2

dx je vyšš́ı transcen-
dentńı funkce. Postupujeme takto:

• Naṕı̌seme si Maclaurin̊uv rozvoj funkce e−x2
, což lze učinit velmi snadno,

př́ımo z výše uvedeného rozvoje funkce ex.
• Integrál

∫ x

0
e−t2dt, kde x ∈ R, můžeme (d́ıky stejnoměrné konvergenci)

psát jako řadu, kde jsme člen po členu integrovali p̊uvodńı rozvoj a dosta-
neme: ∫ x

0

e−t2dt =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1) · n!
.
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• Určitý integrál pak lze vyjádřit řadou z předchoźıho bodu, kde klademe
x = 1.

• Poněvadž se jedná o alternuj́ıćı řadu s klesaj́ıćımi členy, podle Odstavce 4.2
plat́ı, že velikost chyby při součtu prvńıch tř́ı člen̊u je menš́ı než absolutńı
hodnota čtvrtého členu, tj. |R3| < 1

7·3! .
• Přibližná hodnota integrálu∫ 1

0

e−x2
dx .= 1− 1

3
+

1
10

.= 0, 77

je určena s chybou menš́ı než 0, 03 (nebot’ 1
7·3! < 0, 03).

Doplňte si všechny detaily výpočtu.
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[4] J. Stewart, Calculus, Concepts and Contexts, Brooks/Cole Pub Co., 2000.

[5] T. Šalát, Nekonečné rady, Academia 1974.
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