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Il semble donc que les sommes
de Riemann-Stieltjes aient encore
un bel avenir devant elles en cal-
cul intégral, et qu’elles pourront
réserver encore, dans les mains
d’habiles analystes, d'igressantes
surprises.”

Jean Mawhin
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Predmluva

Tato publikace je vlastn pokr&ovanim monografieétefana SchwabikaInte-
grace v R (Kurzweilova teorie)f46] vénova® teorii integélu pres jednoroz-
mérre intervaly. V £to monografick ucebnici se autorovi podgo vysvétlit nejen
klasicke pojmy Newtonova i Riemannova intédm, ale i integalu McShaneova a
prede\éim Kurzweilova. Popré byl takSirokemu okruhwuteskch Eterérll (véetrg
studend fakult s matematicko-fyz&inim zan&erim) pfedlazen ucelei vyklad
jednoho z nejuzavargjSich prispavkll Cesleé matematiky do pokladnice &towe
matematiky: soctove definice neabsoluénkonvergentino integalu. Tato defi-

Thomas Joannes Stieltjes Jaroslav Kurzweil Stefan Schwabik

nice ralezi Jaroslavu Kurzweilovi a popévji uvedl v piaci publikova v roce
1957 vcasopise Czechoslovak Mathematical Journal (28])[ Novy integial,
ktery se dnes ve $to\e matematic& literatife na®va integal Kurzweilliv, resp.
integial Kurzweilliv-Henstockiv (nezvisle na J. Kurzweilovi publikoval definici
analogicleho integalu v roce 1960 specialista v teorii intédu Ralph Henstock
ze Spojebho k@alovsty), se od & doby ulazal kyt velice inspirativim nejen pro
teorii integ@lu (zahrnuje klasicgka dolde zramé pojmy Riemannova a Newtonova
integralu VCetrg jejich nevlastith modifikad¢ a obiznéji zvladnutel@ integaly
Lebesguév a Perrodv), ale i pro teorii diferenéilnich a integalnich rovnic.
Z hlediska metodickho diraz kladeg na Kurzweillv integial umaznil S. Schwa-
bikovi soustedit se na neabsolwrkonvergentnintegialy, kteie ve sta§i metodice
teorie integalu byly pova&ovany za velmi olizné vys\etlitelne. Kurzweiliv po-
jem integalu je totZ ekvivalentm s integalem Perronoym, ktery je neabsoluté
konvergentn Jeho definice ffitom zdanlivé ttmé& mechanicky ,,kopuje” defi-
nici Riemannovu, ktex je pro studenta nejijatelnéjSi svou razornosta wraznou
geometrickou interpretacPrave srovran s Riemannovou definiosSak ukazuije,
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6 PREDMLUVA

jak dimyslra je jej nerapadid, ale g@itom velmi (¢inna Kurzweilova modifi-
kace. Velkou yhodou je roveéz ten rys Kurzweilova inte@lu, Ze nepdtebuje
zobecrri na nevlasthintegraly — plat pro ngj totiz véta Hakeova typu (tj.&ta o
limitnim pfechodu vzhledem k m@n integ@lu).

V integralech Riemanna¥, Newtonoe, Lebesguea¥, Perronog, Kurzwei-
lové se integruje danfunkce vzhledem k identi€funkci. Nekteg fyzikalni
problemy si\sak vynutily roZiferi pojmu integalu na integal, ve kteém se daa
funkce integruje vzhledem k funkci, kiememus byt obecré identita. Popr&
se takoy integral vyskytl ve slavem Stieltjeso@ pojed@an [57] z let 1894-5,
vénovai@m souvislostem konvergenieezovch zlomki a probému, jak popsat
rozlozern hmoty na hmota Use&ce, jsou-li zamy VSechny momentyéto Use&ky
prirozenychfadl.

Integraly tohoto typu jsou odetdoby nagvany Stieltjesovy intedaly a integal
funkce f (integrand vzhledem k funkciy (integrator) pres intervalja, b] se od &
doby zndi f;’f dg. K rliznym modifikaém definice, kteg Casem vznikly, se pak
pridavaj zpravidla jména autal téchto modifikat Brzy se objevily integaly: Ri-
emaniiv-Stieltjesiv, Perroiiv-Stieltjesiv ¢i Lebesguév-Stieltjegiv. Dakim vy-
znamrym impulsem, ktey obratil pozornost ke Stieltjesovu integu, byl funda-
mentlni RiesZiv vysledek z roku 1909 (vi[0]) o tom, Ze k&dy spojity linearri
funkcional na prostoru spojjch funkd mtze byt vyjadien pomot Stieltjesova
integralu. Vzapet, v roce 1910, doizal H. Lebesgue (viz3[]), Ze pro spojitou
funkci f a funkci g s kon€nou variat Ize pomo¢ vhodré substituce vygdit
Stieltjesiv integil jako Lebesgugv integ@l tvaru fa”(b) flw(t)) h(t)dt, kde
v(x) je variace funkceg na intervalu[a,z|, w je zobec®ra inverzin funkce
K v, w(t)=inf{s€[a,b]:v(s)=t} pro tela,b], a h(t)=dg(w(t))/dt pro
S.v.t € [a,v(b)]. H. Lebesgue takto dogpk pojmu Lebesgueova-Stieltjesova in-
tegralu funkcef vzhledem key. Nékolik let po Rieszog wsledku se v roce 1912
objevuije Stieltje8v integial take v monografii O. Perron&g)]. V dalSich zhruba
dvou desetiléth byl Stieltjesiv integél a jeho modifikace f@dnétem kadan
fady wznamrych osobnostteorie funké: W. H. Young (E5], 1914), C.J. de la
Vallée Poussin 0], 1917), E. B. Van Vleck $1],1917), T. H. Hildebrandt (1],
1917), L.C. Young 3], 1927 a [54],1936), A.J. Ward 2], 1936) a dad.
V roce 1933 enoval S. Saks ve gvslavie monografii 2] integralu Lebes-
gueovu-Stieltjiesovu a funkm s kon€nou variat celou kapitolu. Do dr&ich
dnll nasly integély Stieltjesova typsiroké uplatréri v mnoha oblastech: nap
v teorii kfivkovych integalll, teorii pravépodobnosti, teorii hystereze, teorii
funkcioralné-diferencalnich, zobecgnych diferencalnich rovnic ap. Historii te-
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orie integalu je vBnovanarada monograifi Neri mi vSak zramo,ze by se Bkte&a

z nich \&novala zevrubgji historii Stieltjesova inted@u. Existuje dokonce i zna-
menié dlko v &estiné ,Maly priivodce histoii integralu“ autortl S. Schwabika
a P.Sarmanog, kteg je nyri diky Cesle digitalni matematick knihovié volngé
pristupré na internetuZel, ani sem se Stieltjés integ@l nevésel. Pro znalce
francoutiny gfipomdime alespn historickou esej36] J. Mawhina.

Vzhledem k omezetmu gidéleremu rozsahu nemot8tefan Schwabik do
sve monografie zahrnoutfipozere zobecen Kurzweilova pojmu integalu na
Stieltjesovy integaly, & jsme v €& dok& wz méli ,,Kurzweilovu teorii“ Stieltjesova
integralu v nasich spolénych pradch (viz nag. [55]) vénovarych zobecinym di-
ferencalnim rovnidm do zn&né miry zpracowanu a fiipravenu. Je mou cadost
navazat na jeho p@in a doplnit jeho monografii o teorii Stieltiesova intalyr
s dirazem na Kurzweilovu definici aghtei jeji aplikace. Wklad v t&to knize
je rozcelen do 8 kapitol. Vuvodn kapitole jsou strné popsany dvé z mnoha
motivad pro studium Stieltiesova integiu: probBm momerit a Kivkove in-
tegraly. Zavedeno je tuéé zakladn zn&eri zavazré pro celou knihu. D&l tfi
kapitoly jsou gipravre a poskytujpfehled o vlastnostecfiit funkd, se ktegmi
se v &to knize nejasgji pracuje: funkce s kordmou variac funkce absoluté
spojite a funkce regulovan Rozé&hla pata kapitola je €novana klasickm de-
finicim Riemannova-Stieltjesova intédun a vlastnostem takto definovarh in-
tegralt. Jadrem ced knihy je pak kapitola 6 &ovara definici Stieltjesova in-
tegr@alu v Kurzweilowe smyslu. Jsou tu demonstéw gednosti éto definiceSife
tfidy funkd integrovatelgch v tomto smysluSiroka Skala vlastnosttakto defino-
vareho integalu, nag. platnost velmi obegrch vét o limitnim pfechodu etrg
Hakeovy \ety, o integraci per-partes aanych formach substituce. Vagérenych
dvou kapito&ch jsou popany rekteg vybrare aplikace ve funkcicani anafyze a
v teorii zobecenych diferencalnich rovnic.

Samozejmé bylo by ma@no pokr&ovat dhle. Podstatnogast zde vylaere
teorie Kurzweilova-Stieltjesova inte@u je m@&no gerést i na integraci v abs-
traktrich prostorech (viz30]-[53] a[37]). Vyznamré uplatrén nactaz Kurzwei-
[Gv-Stieltjesiv integial v dnes velmi poparri teorii dynamickch syséml na
,,casoychskalach“ neboli ,,time scalestésk terminologie se dosud neakla),
viz [56] a [3§]. To je vSak & hudba budoucnosti a détb publikace seiinic vic
nevejde. | tak jéjstavajci rozsah yrazré pgrevySuje rozsah pvodre planovary.

Predkladarym textem bychad tale porékud zaplinil shvajci mezeru Cesle
literatufe. V drutem dlu Integralniho pcttu Vojtécha Jartka (viz [15]) jsou vé-
novany dwé kapitoly (Il a X) wkladu teorie integalu Lebesgueova-Stieltjesova,
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ktery ovS8em vy aduje znénou porci znalo$to teorii miry a gfitom je méné
obecry nez integial Kurzweilliv-Stieltjesiv. CeB monumerdlni a zakladatelsk
dilo Vojtécha Jarika bylo pavé zfistupréno na webojch sténkachCesle di-
gitalni matematick knihovnya miize tedy poslozit cteraftim k ugesrén nékte-
rych zde pouze nazgarych souvislogts teori miry. Peékny, ale striény Gvod
do teorie Riemannova-Stieltjesova intelyr je obsden €2 v dnes j¢ v podstat
nedostupiich skriptech/17] J. Krale o teorii potendilu z roku 1965. Podrolén
je o riznych formach Stieltjesova integtu pojedi@no v dnes j, bohizel, take
tézko dostupfich skriptech'81] J. LukeSe. Jefieba take zninit rozsahly trakit
J. Mdaika [35] z roku 1952, ktey mél zejmreéna Asadin vyznam pro propagaci
Perronova i Perronova-Stieltjesova intalgrv naich krajch. (Talé on je nym
dostupry na stankachCesle digitalni matematick knihovny)

Pokud jde o cizojazinou literaturu, mohu dopogit ¢teréfim zajmajicim
se o dali souvislosti v amci klasicle teorie monografiill] T. H. Hildebrandta
a tale nerapadnou, ale modegrpojatou monografii R. M. McLeod®4)] z roku
1981 zahrnugi dokonce i Kurzweiliv-Stieltjesiv integial. DaBi podréty miize
Cterdr najit také v monografch A. N. Kolmogorova a S. V. Fomind.§], E. Sche-
chtera §13], W. Rudina #1] nebo skriptech J. Lukee a J. Maho [33]. Dvé
naracné monografied5] a [26] J. Kurzweila z let 2000 a 2002&novar topo-
logickym probEmlim souvisdcim s integrat se stieltjesovsk integrace fmo
nedofkaji. Integialy a zobecéré diferencalni rovnice studova@ v Kurzwei-
lové nejnoejsi monografii P7] vSak zahrnjKurzweilliv-Stieltjesiv integél i
linearn zobec®@ré rovnice, kteymi se zavame v kapitchch 6 a 8 &éto knihy.
Vynikajicim dophkem €to publikace bude, kro&jiz zminéré Schwabikovy mo-
nografie [6], take jeho dadi monografie 45 vénovam specalné zobecBnym
diferencalnim rovnidm.

Tento text vznikal po @kolik let jako ponticka pro posluchze whbérovych
predréSek na Firodovedecle fakulé Palackho univerzity v Olomouci vamci
vyuky matematick anayzy. Jsem vécenKated'e matematic& anal/zy a aplikat
matematiky Pirodovedecle fakulty Palackho univerzityza to,Ze mi uma@nu-
je tyto predrésky konat, a studetin rnékolika ratnikll za to,Zze bez viditel@ho
reptari mé predréSky nad®vovali. Kniha by néla byt srozumitelid vSem, kdo
absolvovali akladri kursy matematick a funkciomlni anafzy. Ve wkladu se
sn&im vyhybat teorii niry, jak je to jen mdnée. Nicmere ti, ktgi maji aspa
zakladri znalosti o éto oblasti, budou mvyhodu pi porozurnén néktefym (vice-
mére okrajowym) paszim této knihy.

Zavéerem edmluvy chci poékovat za velkou pomoc ym vzacnym kolegim
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Jaroslavu Kurzweilovi, Irefy Ractiinkove, Antorinu Slavkovi, Jifimu Sremrovi

a Ivo VrkoCovi, ktgi podrobré piecetli rukopis tohoto textu a pomohli mi od-
stranit mnole nedostatky a vyl&it vyklad. Text byl vy@zen v sysgmu LaTeX s
vyuzitim néktefch prvkl stylu vyvinugho v Instituto de Gincias Materaticas

e de Computego Universidade ded& Paulo v 8o Carlos v Bratti. Za jeho
poskytnut dékuji kolegyrim Giselle Antunes Monteiro a Jaqueline Godoy Me:-
squita.



10

PREDMLUVA




Umluvy a oznacen

() N je mncina @irozenychcisel(mezi rez nezahrnujeme nuluR je mndzi-

(ii)

(iii)

na realnych&isel R™ je prostor ré@lnych m-vektori (m-tic realnych cisel).
Je-li zeR™, jeho ity prvek zndime x;. PiSemexr = (z;),_,  nebo,

nehroi-li nedorozungri, = = (z;). Norma vIR™ je defino\ana fedpisem
= (T, ER™ = 2l = Zm

{xe A: B(x)} znd&i, jak je zvykem, mniinu VSech prvkl  mnaziny A,
které vyhovuj podmince B(x).

Pro da®@ mnainy P, ¢ symbolemP \ () zn&ime mnainu

P\Q={zxeP:x¢Q}.
Jak je zvykem,P C Q znameR, ze P je podmndina mnainy @ (kazdy
prvek mnainy P je t€z prvkem mndainy Q). Nehroi-li nedorozunén,
piSeme{x, } misto{z, € R:n €N}, resp. nmisto {z,€ R:n=1,2,...,m}.
ReknemeZe posloupnos{z,} je prost, jestlize se v hzadry prvek neo-
pakuje (zy, # x,, jestlize k #n).

Je-li—oo <a<b< oo, pak|a,b] zn&i uzaveny interval {t c R : a<t< b}
a(a,b) jeotevenyinterval {t c R : a <t < b}. Odpovidajici polouzavené,
resp.polootevenré intervaly zn&ime [a,b) a (a,b]. Ve vSech &chto -
padech nagvamea, b krajni body intervalu. Jestte a =b € R, fikame,ze
interval [a,b]| degenerujena jednobodovou mrainu, a pSeme|a, b|=[al.
Je-li I interval (uzavery, resp. otekery, resp. polootekeny) s krajrimi
body a, b, zn&ime symbolem | = |b — a| jeho celku (|[a]| = 0).

Konetnou mndinu bodl o = {0¢,0y,...,0,} intervalu [a,b] nazveme

délerim intervalya, b], jestlize plat a =0y <0y < - -+ <0, =b. Mnozinu
vSech @leri intervalu [a, b] zn&ime 2]a, b].

Je-lio € 2[a, b], pak, nebude-li uvedeno jinak, budeme jeho elementy zn
Cit 0, |o| je delka nejdediho z €chto podintervai av (o) je potet podin-
tervall [0;_1, ;] generovajich célerim o, tj.

Ty =b @ lo|= _max (0, ~0;1) Pro o €2la,b]

11



12 UMLUVY A OZNA CENi

Jestlze o’ O o, pakfikame,ze o’ je zjemrén o.

(iv) Proda AcR zn&ime A" = max{A,0} a A~ = max{—A,0}. (Pfipo-
mehme,ze plat AT+ A~ =|A] a AT — A~ = A pro kazdé AcR.) Dale

1 kdyz A>0,
sign(A) =< —1 kdyz A<0,
0 kdyz A=0.

(v) Pro danou mnkinu M C R symbolemy,, zn&ime jej charakteristickou
funkci, tj. funkci R — {0, 1} definovanou fedpisem

0 1 pro t e M,
Xt = 0 prot¢M.

(vi) Supremum (resp. infimum) mamy M zna&ime sup M (resp.inf M).
Pokudm = sup M € M (m= inf M € M) (. m je maximum (resp. mi-
nimum) mnainy M), piseme & m = max M (resp.m = min M). Je-li
M mnazina Vsech hodnotF'(x) néjakeho zobrazeénF, kde pronénra x
probdha mn&inu B (M ={F(x):xz € B}), piSeme & sup F(z). Po-

r€B
dobre pravidlo plati pro infimum, resp. maximum, resp. minimum.

(vii) Zapis f:[a,b] —R zname®d, Ze funkce f je defino\dna pro kadé
x € [a,b] akada jej hodnotaf(x) je (kon€né) realné Cislo. Pro libovolré
funkce f :[a,b] =R ag:[a,b] = R arealnéCislo A definujeme

f+g:ze€la,b] — f(z)+g(x) aXf:xe€la,b] — X f(z).

(viii) Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R zn&ime

Ifll = sup [f(2)]

z € [a,b]
(Neri-li funkce f ohranteré na intervalua, b|, pak osem|| f|| = c0.)
(ix) Je-li {x,,} nekoné&na posloupnost @nych Cisel, ktea ma limitu

lim z, = A€cRU{—o0} U {0},

n—oo
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(x)

(xi)

piseme & zkracer x,, — A.

Podobe, jestlze posloupnost funkc{ f,,} konverguje k funkcif stejno-
mérreé naintervalya, b], tfj. lim || f,—f||=0, piSeme&Z f, = f na[a,b].

Jestlze f:]a,b] =R, t€a,b) ase(a,b] ajestlze existuj konené jed-
nostrang limity lim f(r) a lim f(7), pak zn&ime

T—1+ T—8—

f+) = Tim f(7), f(s—)= lim f(7),

ATF(t) = f(t+) = f(t),  ATf(s) = f(s) = f(s—),
Af(z) = flz+) — f(z—) pro z€(a,b).

Zpravidla podivame rasleduici tmluvu:

fla=) = fla), [f(b+)=f(b), A" f(a)=ATf(b)=0.

Cla,b] je prostor rélnych funkd spojitych na intervalufa, b] s normou
definovanou pedpisem

Il = sup [f(z)] pro feCla,b].

z € [a,b]

IL'[a,b] je prostor ralnych funkd lebesgueovsky integrovatéich na in-
tervalu[a, b] s rovnost

f=g€la,b] <= f(x)=g(z) pros.v.x€la,b]

a normou definovanouedpisem

b
1l =/ f@)de pro feL![ab].

Prostor vektoroych funkd zobrazuicich interval[a, b| do Banachova pro-
storuY a spojifch nafa,b] zn&ime C([a,b],Y). Podobiy viznam na
symbolLL!([a, b],Y) i analogiclke symboly pro da& prostory funkg, které
v textu zavedeme.
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(xii)

(xiii)

(xiv)

(xv)

Je-li M podmnaina Banachova prostor, pak symbolemA/ zna&ime
jeji uzaver v prostoruX. Lin (M) je mncdtina \sech konénych linearrich

kombinad prvkdi M, tj. mnazina vsech prvié z € M tvaruz=» _ c¢; z;,
j=1
kdemeN, ¢,c9,...,cne€R axy, xo, ..., 2, € M.

Mnozinu vsech spojich linearrich zobrazenBanachova prostorX do
Banachova prostorly zn&ime #(X,Y). Je-li X =Y, piSeme jednodieji
2(X) misto #(X,X). Specalne #(R™,R") je prostor ré@lnych matic
typu m x n neboli m x n-matic a.#(R™,R) je prostor sloupcaoych m-
vektorl, ktery ztotaziujeme s prostoreriR™.

Je-li Ae #(R™ R"), pak jej element vi-temfadku aj-tem sloupci zna-

.....

......

1 kdyz i=j
I = (61]) i=1,...,n, kdeel‘7 — dyf /L Z,
h 70 kdyz i#j.
Norma v.Z(R™ R") je definovana fedpisem

n

Specalré prox € R™ = #(R™, R) mame|z| = _ |a;|, coz souhlass bo-
=1

dem (i). Dale |A| = sup {|Az|: |z| <1}, tj. takto zaveded norma matice

souhlas s opeatorovou normou vz (R™ R™) (vzhledem k norré v R”

z bodu (i)).

V omezer nife, |eC pfece jen se to atas zé byt vyhodre, & nutre, powi-
vame standardrogické symboly. Nafiklad
We>03>0:(AANB) = C¢

zname®l

.,pro k&dé « >0 existuje 6 >0 takowg, ze plat-li souCasre A i B, pak
plaf také C'*.



Kapitola 1

Uvod

1.1 Obsah rovinnych Gtvar i a momenty

Je zramo (viz nap. kapitolu | v [4€]), Zze hodnota klasi&ho Riemannova in-

tegralu/ f(z) dz nez&porre a spojié funkce f pres interval ohraiery [a,b]

je rovna obsahatvaru M ohrantereho v roviré s osamix, y kfivkou y= f(z)
apimkami y=0, r=a a x=>0. Ktomuto pozian nas vede asleduici Gvaha:
Zvolme v intervalu(a, b] body oy, 01, . .., 0y, tak, aby platilo

a=0¢g<o01<-<0o,=0>b

Mnozinu bodi {cg, 1, ...,0,} S tmito viastnostmi budeme nazat déleri in-
tervalu [a,b] a zn&it o. Dale v k&dem intervalufo;_1,0;], 7=1,2,...,m,
vyberme ®jaky bod ¢;. Tomuto bodu budemgkat znatka intervalu[o;_1, o;].
Vektor (£1,&s,...,&n) € R™ nazvemevektor zn&ek déleri o a ozn&ime ho
symbolemé¢. Plochalitvaru M se da @ibli Zné nahradit soétem ploch obdlnik{
vytvorenych nadis&€kami[o;_1, 0;] S W5kou f(¢;), tj. souttem

S(.&) =>_ f(&)[o;— oja). (1.1)

j=1

Jak naznéuji pfiloZere obiazky, fesnost aproximace budetlepsi, ¢im jemrgj-
Si bude @leni intervalu [a,b] na podintervaly[o;_q,0,]. Lze dCelavat, Ze (i
vhodreé definovaém limitnim procesu zalberem na zjemovari déleri intervalu
se soity S(o, &) (nezvisle na vol odpovdajicich vektofl zna&ek) neomezen
blizi k néjalkemu ré&lnémucislu S(M), které se rova plasremu obsahuiitvaru
M. Prozatm se spokojme s intuitiinpfedstavou o taka@m limitnim procesu.
Poz@ji ho popSeme exaktsji. Jeho ysledkem je pojem Riemannova intalr
funkce f pres interval[a,b] (neboli ,,oda do b“), ktery se zn& symbolem
b

/f(x)dx a definuje takze plat

:/abf(:v) dz

15
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a=0g S o1& 0 & 03 éro0 &5 o5=b as00é1 01 L02E303 & 04 5 05 & 06 &7 07 &g 0 Eo 0910 T10=D

Riemannovy intedalni soltty

Podobieho typu je illoha uEgit staticky momentrovinnych a prostoroych
Utvaiti. Omezme se na ohraeinoulse&ku [a, b] leZici na reédlné oseR. Vime,
Ze statick moment hmotého boduz € [a,b] 0 hmo& p vzhledem k p@atku
je dan wWrazem|z| u. Je-li hmotalse&Eky soustedena do konéného pdtu bodi
x; €la,b], i=1,2,...,n, pfiCenz hmota bodur; se rovid p;, pak static mo-

mentUse&ky [a, b] vzhledem k pdatku je roven sottu Z || s
i=1

V obecrem gipad, kdy hmotdis&ky nen soustedena do konéného p@&tu
bodl, uvazujeme takto:

Méjme cano cleri o ={0y,01,...,0,} intervalu [a,b] a nechtpro kazde
j=1,2,...,mje & zna&kaintervalul; = [0;_1, 0,]. Nechtpro kazdé = € [a, b]
zn&i p(x) hmotulUse&ky [a, z]. Potom je Zejmeé u(o;) — p(oj—1) hmota po-
dintervalu I, pro kazdé j=1,2,..., m. Pfedstavujme size hmota kadeho ta-
kového podintervalu je soustEna do bodu jeho zBy. Statickl momentuse&ky
I; je tedy giblizné roven yrazu |¢;| [u(o;) — p(o;—1)] a statick moment ced
Use&ky [a,b] mlzeme aproximovat sétem

S(o,&) = Z &5l (o) — ploj-1)]. (1.2)

Opét mizeme @ekavat,ze (iblizeri ke skut€né hodnoé statickkho momentu
bude tm lepsi, ¢im jemrgjsi bude aleri o, tj. €&im vice bude rit prvki. Je vidt,

Ze pokud se i vhodré definici limitiho procesu satty (1.2) blizi k néjakemu

Cislu S, bude se totdislo rovnat statickmu momentuwis&€ky [a,b] vzhledem
k pocatku. Zn&ime

5 = / 2] d[ja(a)
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a wrazu na prag stra® budemdikat Stieltjesiv integiél funkce vzhledem k:
pres interval[a, b]. Na misté funkcex € [a,b] — |z| mlZze byt ovéem talke libo-

volna ,,rozumA“ funkce f definova na intervalu[a,b]. MlZzeme tedy takto
b

urCit take moment setnénosti Us&ky [a,b] jako /x2 d[u(x)] a obece

b
momentk-tehofadu jako [ |z|" d[pu(z)].

a

1.2 KF¥ivkov é integraly

KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU
Necht ¢ je spoji€e zobrazehuzawerého a ohrariereho intervalua, b] do
tfirozmérreho vektoroeho prostoruR?®. Mnozina bodl

(t) = (p1(t), p2(t), p3(t)) € R?,

kdet probihainterval(a, b], se nagvacestav R? definova naintervalua, b] a
zn&ime ji také symbolemy. Délkou cestyy rozunime celku kiivky definovaré
grafem{y(t):t € [a,b]} funkcep a zn&ime ji symbolemA(y; [a, b]).

Bud ¢ cesta VR? definovaa na intervalula, b], jejiz delka je konéna.
Pfedpokhdejme dle,Ze zobrazeny : [a,b]—R? je prosé. Fedstavme size ¢
jedrata f(x) € R je jeho hustota v baelz. Hmotacasti diatu odpowdaijici inter-
valu [c,d] C [a, b] je tedy @iblizné vyjadienacislem f(¢(&)) A(p; [c, d]), kde &
je néjaky bod intervalulc, d|.

Nechto = {09, 01,...,0,} je dleriintervalula,b] a& = (&, &, ..., &) j€
vektor jeho znéek, tj. &; € [oj_1,0;] proj=1,2,...,m.

Polazmev(t) = A(y; [a, t]) prot € [a, b]. Potom soGet

D (@) (o) = v(oj1)]

7j=1
aproximuje hmotu cého datu. Ot je [irozere ocCekavat,ze tato aproximace
bude tm presrgjsi, ¢im bude @len jemngjsi. Vede-li takow limitni proces k jed-
noznd&neé urcere limitni veli¢iné M, bude tato veliina rovna hmat ceEho déatu
a budeme p=t

b
M:/fds nebo tale Mz/ f(p) do.
© a
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Prvrii symbol se nagva kfivkowy integral prvniho druhufunkce f podel cesty
o, zaimco druly symbol Fedstavuje ekvivalentrpojem Stieltjesova intedlu
skakrn funkce f(¢) vzhledem ke skalrni funkci v(t) = A(y; [a, t]).

KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU
Mé&jme hmotg bod, ktef se pohybuje po cebty a v okanziku t€ [a,b] se
nactaz v bode ¢(t). Dale necht

f: ZBGQOCR?) - f(l’) = (fl(l’),fg(l‘),fg(l’))ERS

je silové vektorow pole vIR3. Potom f(y(t)) € R? je vektor $ly, ktera na tento
hmotny bod plisol v Caset.

Nechto = {09, 01,...,0,} je dlerintervalu(a,b] a&€ = (&1, &, ..., &n) j€
vektor jeho znéek. Potom skalrn soltin

F(&) - [elog) = (o)) =Y fule(&)) [en(os) — erloj-1)]

predstavuje pici, kterou vykoa sla f((¢;)), posune-li se & hmotry bod z bo-
du ¢(o,-1) do bodup(c;). SolLet

m

D> F@&) - [elos) = elo—)] =YD fiule(€)) [enloy) — erloj_1)]

j=1 k=1 j=1

tedy aproximuje paci, kterou vykoa silowe pole f pfi pfesunu daého hmotého
bodu po cest p od okanziku ¢t = a do okanziku ¢ =b. Jestlze se hodnoty&chto
SolEtll budou i zjemhovari déleri ¢ ,,libovolng blizit* k néjake jednoznané
urcere limitni hodnog, bude tato hodnota rovna velikostiape, kterou vykoa
silové pole f pfi pfesunu daého hmotého bodu po ceéty od okanZiku t =a
do okanziku ¢ =b. Budeme ji znait

b
/f nebo tale /f )dy = fi(p) g
k= 1“

Prvi symbol se nagva kfivkowy integial druneého druhuvektorowe funkce f

pockl cesty o, zafmco druly symbol Fedstavuje ekvivalentrpojem Stieltje-
sova integalu (slozerg) vektoroe funkce f () : [a,b] — R3 vzhledem k vekto-
rovée funkciy : [a,b] — R3.



Kapitola 2

Funkce s kon€nou variaci

V této kapitole definujeme variaci funkce a odune Zkladn vlastnosti fidy
funkdi, ktere maj kone&nou variaci na deédm uzaverém a konéném intervalu.
Funkce s konénou variat jsou witeCné v cek fadé fyzikalnich a technicich
probleml, v teorii pravépodobnosti, teorii Fouriergeh fad, v diferendalnich
rovnicich a v da$ich oblastech matematiky.

2.1 Definice a Akladni vlastnosti

Necht —oo < a <b< co. Pflipomeaime, &lerimi intervalu [a,b] nazvame ko-
netné mnainy bodi o = {0y, 04,...,0,,} intervalua, b] takowe, ze

a=o0g<0o1< - <0,=>b

a symbol 2[a,b] zn&&i mnazinu vSech @leri intervalu [a,b]. Dale elementy
déleri o € 7[a,b] jsou zpravidla znéeny symbolys;, v(o)=m,
oue)=b a |o|= max )(O‘j—Uj_l) pro o € 2[a,b].
j 2., v(o
Jestlze o’ D o, pakfikame,ze o’ je zjemrén o.
2.1 Definice.Pro danou funkcif : [a,b] — R a céleri o intervalu[a,b] definu-
jeme
v(o)

V(f,o)=> [f(o;)— floj1)| a var f= w V(f.o).
j=1 oc a,

Je-li a=b, definujeme valt f =var® f =0. Veli¢inu var f nazvamevariace
funkcef naintervalula,b]. Je-li var’ f < oo, fikame,ze funkcef makone&nou
variacina [a, b]. Mnozinu funkd s kon&nou variatna [a, b] zn&ime BV |[a, b].

Geometricly vyznam pojmu variaceam (ibliZi nasleduici tvrzen, zpravidla
naz/vane DRUHA JORDANOVA VETA. DFfive né& ji budeme formulovat, fjpomen-
me, jak se definuje&lka Kivky, ktera je zadna jako graf spoji funkce f na
intervalu [a, b]:

19



20 FUNKCE S KONECNOU VARIACI

Pro k&dé celeri o intervalu[a,b] je soet

ZJ —o50) + (floy) = flo;1)".

roven cklce lome kKivky prolozere body [0, f(0;)],7=0,1,...,m, leZicimi
na grafu funkcef. Délka grafuA(f;[a,b]) funkce f na intervalufa,b] se pak
definuje jako

A(fila,b]) = sup A(f,0).
o€ PDab]
2.2 \Véta(DRUHA JORDANOVA VETA). Necht f je spojita na [a, b]. Potom na
jeji graf na intervalu [a,b] koné&nou celku pavé tehdy, kdy f ma kon€nou
variaci na intervalu[a, b].
DUkaz. Poudijeme nerovnosti

6] < Va2 + 2 < |al+ 4], (2.1)

které plai pro libovolra realnaCisla o, 5. (Odvodme je odmocarim trivialnich
nerovnost 5% < o?+ 32 < (|a|+ |3])?.) Pro libovolré celeri o € 2[a,b] mame
podle 2.1)

<> (05— 010) + (flo) = fl01))* = A(foo)

<> (03— 0im) + (o)) = Flo,)]] = (b= @)+ V(f.0)

neboli
V(f.o) <A(fo) SV(fio)+(b—a)
Pfechodem k supremu dostaneme nerovnosti
var, f < A(f;[a,b]) < varg f+ (b~ a),

ze ktefch tvrzen véty okanzité plyne. O
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2.3 Aiklad. Bud f funkce spojia na intervalula,b] a tako, ze pro kade
z € (a,b) plat |f'(z)] <M < oo, kde M nezvid na .

Podle \ety o stedri hodnog tedy plat | f(y) — f(x)| < M |y — x| proSechna
z,y € [a,b]. Pro k&dé celeri o intervalu[a,b] tedy mame

v(o)
V(f,O')SM [O'j—O'j_l} :M[b—a].
1

q

J
Vidime,zekazda funkce spoji na intervalu|a, b], kterd ma na jeho vnitku (a, b)
ohrani€enou derivaci, & kon€nou variaci
Jestlze je navc |f’| riemannovsky integrovatednna intervaluja, b] (na [i-
klad f’ je spojita na(a, b)), mlizeme variaci funkce na intervalufa, b] presré
urcit. Plaf totiz

b
var f = (R) [ 17'(o)] 22

kde na pra@ stram@ je Riemandv integél. Dlikaz tohoto tvrzenpochopitel@
predpokhda znalost Riemannova intedu.
Bud dano e > 0. Pfedpoklad o existenci a kotisé hodnoé Riemannova in-
b

teg@lu (R)/ |f'(x)| dz znameaR, Ze existujed > 0 takowe, ze

)Zu ()] (05— 05 1) — /\f )| < 2 2.3)

plati pro kazde celeri o intervalu [a,b] takow, Ze |o| < § a kazdy vybér bodi
¢, takowch, ze

§€lojr,05] proj=1,2,....v(o). (2.4)

Na druhou stranu, podle definice variace existatje 2 [a, b] takow, Ze |o| < §
a

vart f > V(f, o) >var’ f— %‘ (2.5)
Podle \ety o stedri hodnog existuj body ¢;, j=1.2,...,v(o), sphujici (2.4)
a takoe, ze

v(o)

Z|f 5] U]—l)-
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Odtud podle 2.3) a (2.5) dostivame,ze plat

var /|f )| dz

< var, f V(] |+ﬂ§ju &)l (0101~ m) [ 17|

<fif_;
2 2 7

Vzhledem k tomuze ¢ > 0 bylo libovolng, to znamea, ze plat (2.2).
2.4 Cviceni. (i) Dokazte,ze pro libovolnou spojitou funkcf plati

((varg f)2 + (b — a)2> 2 <A(f,[a,b]) <vart f+(b—a).

(i) Urtete vaf f a odhadite celku grafu funkcef, jestlize

a) f(z)=sin’z, a=0, b=,
b) f(x)=2® —32z+4, a=0, b=2,
C) f(x)=cos x+x sinx, a=0, b=2m.

2.5 Pozramka. Z definicel2.1 je zZfejmé, Ze pro kadou funkci f : [a,b] — R
je var’ f > 0. Dale je-li dano libovolre céleri p € 7[a,b], pak plat

var’ f = sup V(f,o). (2.6)

ooOp

To plyne z rekolika elemerdérrich pozoroan: Zapre, prot@e
{(V(f.0):0€2(a,b] a oop}c{V(f,0):0eab]},

musd byt sup V(f, o) <var’ f.
oDp
Dale dky trojahelrikové nerovnosti pro libovola dve clen o, o’ intervalu
la,b] takowa, ze o’ D o, afunkci f:[a,b] = R, mameV (f, o) <V (f,o’).
Konetré, je-li o€ 2[a,b] libovolné a o'=ocUp, pak o' Dp a tedy
V(f,o)<V(f,o'). Toznamea,ze prokade de {V(f,o):0 € 2[a,b]} exis-
tued €e{V(f,o):0€2[a,b] a oD p} takow,zed <d’, atedy

var’ f< sup V(f,0o).

oDp

Plaf tedy 2.6).
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2.6 Cviceni. Dokazte rasleduici vlastnosti variace a funks koné&nou variat
(i) Je-li [¢,d] C [a,b], pak pro k&dou funkcif : [a,b] — R plati

|f(d) = f(e)] < var f <var, f.

(i) var’ f=deR

= (V€>O do.€%[a,b]:0D0. = d—aﬁV(f,a’)ﬁd).

(i) varl f=o00 <= (VK>0 Jog€2[a,b]:V(f,Dk)>K).

(iv) Jestlze pro funkcif : [a,b]—R existujeL € R takow,ze
[f(x) = f(y)| < L]z —y| plati provSechnar,y € [a,b],

pak var’ f<L(b—a).
(V takovem fipace fikame,ze f splhujeLipschitzovu podimkuna [a, b],
nebo &z, ze jelipschitzovsk na [a, b].)

2.7 Fiklad. Necht

{ 0 proz =0,

fw) = T sin(g) prox € (0,2].

VSimréme size f(z) =0 pravé kdyz = =0 nebox = % pro réjake k€ N a pro
x €(0,2] plaf

. . 2
T prave kdyz © =y, =——, ke NU{0},
_ 4k+1
1= ave kdyz 2 keN
— I = = .
T prave Kayz x = z; i _1 S
Proda neN a dlerd o"={0, y,, zpn, - - -, Y1, 21, 2} dostaneme

V(f,0") =1£(0) = fua)l+ D[ Fn-1) = Fz)| + D 1) — £(z)]

n

=y + Zn: (Y14 21) + Z (yr + 21)

k=1 k=1
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Je ziamo,ze Y~ — =oo. Tudiz lim V(f,0") = 0o avag f = c.

1 my
k n—oo

1

Snadno mizeme uéit variaci monobnrich funkd.

2.8 Véta. Pro kazdou funkcif monobnri na [a, b] plati var® f = |f(b) — f(a)|.
Dlkaz. Je-lif nerostoutnala,b] ao € Z[a,b], pak

V(f.0) =D [f(o51) = f())]

= [f(a) = flo)] + [f(o1) = f(o2)] + -
+[f(om—2) — f(am_l)} + [flom_2) — f(b)]

ti. var’ f=f(a) =|f(b) — f(a)|.
Podobi@ bychom uhzall,zeje-ll f neklesdici na [a, b], pak
var, f=f(b) =|f(b) = f(a)]. O

2.9 Cvicen. Dokazteze funkce f:[a,b] =R ma kon&nou variaci nala, b|
prave tehdy, kdy existuje tako& neklesdgi funkce ¢ nala,b], ze

[f(x) = f(y)l < e(x) —(y) proz,ye€la,b], y<w.

2.10 Hiklady. (i) Prikladem jednodudhfunkce, kted nen@d ohrantenou de-
rivaci na intervalu|0, 1] (a tudz tvrzen z prikladul2.3 (i) nezar&uje, ze
ma kon&€nou variaci nd0, 1]) je f(x)=+/z. Protce je alef rostoug, je
var} f =1 podle \&ty2.&

(i) Konetnou variaci mohou ii funkce nespoji, jak ukazuje fiklad
0 je-li z=0,
fle)=q¢1 L .
z je-sli z€(0,1] a w€(535,%] prorgjake keN.

Tato funkce je ejmé definovaa a neklesafi na intervalu |0, 1]. Podle
véty2.8je tedy vag, f =1.
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2.11 \eta. Pro kazcé c € [a, b] a kazdou funkcif : [a,b] — R plati
var’ f = var¢ f +var’ f.

D U kaz. Butte dany funkcef :[a,b] =R abodce [a,b]. Pokudc=a nebo
c=>b, je tvrzen véty trivialni. Nechttedy c € (a, b).

Necht o ={a,c,b} a nechito je libovolné cBleri intervalu [a, b] takowe, Zze
o Do. Paknut@ c € o. Déleri o Ize tudZ rozctlit na cBleri o’ intervalu [a, ¢
a eleri o” intervalu [c,b], fj. o=0'Uo”, kde o' € Z2[a,c] a 0" € 2[c,b].
Ztejmeé pak talke plai

V(f,o)=V(f,o)+V(f,a"). (2.7)
Podle pozamky2.5 dostvame tedy

var’ f = sup V(f,a) <vart f+var’ f.

ooOe&

Na druhou stranu pro kaa dve celeri o’ € 2[a,c] ao” € 2[c,b] je jejich sjed-
nocen o =o' Uo” délerim intervalu[a, b] a plat opét (2.7). Odtud plyneze

var f+var’ f = sup  V(f, o)+ sup V(f,e") <var® f.
o' € Dasc) o€ D]

Tim je dikaz ety hotov. O
2.12 Hiklad. Bud danon € N. Vysetujme funkci

0 pro0<z <2,
Jal@) = T sin(z) proi <z <2
X

Jej derivace
0 pro0 <z <1

! —
fal@) = sin(ﬁ) — T cos (z) prol >z <2

x X x

je ohranterana(0, 1) ana(:,2). Zfejme je var/™ f, = 0. Podle fikladu?2.3 (i)
je dale varf/n fn <oo. Véta2.11tedy implikuje, ze je talke varf, <oo pro
kazde n € N.
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Na mnainé BV [a, b] jsou Firozerym zplisobem defincany operacedtari
a rasobenskabrem (vizUmluvy a ozn&enri (x)). Funkci identicky nulovou na
la, b] nazveme nuloym prvkem mndiny BV [a, b]. Nasleduici tvrzen je Zfejmé.

2.13 Lemma. Pro libovolré dwé funkcef, f>: [a,b] — R arealnécislo ¢ plati
var’ (fi+ fo) <var’ fi4+var’ f, a var’ (cf,) = |c|var® fi. (2.8)
Dale var? f =0 tehdy a jen tehdy, kdyf je konstanthna [a, b].
Steti si totiz uvedomit,ze pro kadé celeri o € 2[a, b] plat
Vit foo)<V(f,o)+V(fao) a Vicf,o)=[c|V(f o)
a daleze je-li var f=0, mud pro ka&dé z € (a,b] platit | f(x) — f(a)| =0.

2.14 \eta. f € BV|a, b] tehdy a jen tehdy, kayexistuj funkcef; a f» neklesdici
na [a,b] atakoe,ze plat f(x) = fi(z) — fo(x) pro kazce x € [a, b].

D Ukaz. Jestie f, a f, jsou neklesagi na [a,b] a f=f1 — f», pak podle
vety2.8maji f; i f, konenou variaci nda, b] a podle£.8) je také var f <oo.

St&i tedy dolkazat,ze pro kadou funkci f € BV|[a, b] existuj funkce f; a f,
neklesdici na [a, b] a takoe,ze f = f; — fo.

Nechttedy f € BV[a,b]. Polazme
filz)=var; f a fo(z) = fi(z) - f(z) pro z€la,b].
Necht z,y € [a,b] a y > 2. Potom podle @ty 2.11je fi(y)= fi(z)+var’ f, a
protaze variace je ¥dy neaporra, znamea to, ze funkce f; je neklesdgi na
[a,b]. Déle podle ety 2.11mame

foly) = fi(x) +varl f— f(y)

fa(y) = falx) = vary f = (f(y) = f(x)) =2 0

(viz cviceri2.6(i)). To znamea, Ze funkcef, je také neklesdgi na[a, b] a dikaz
je hotov. O
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2.15 Cvieri. Necht f € BV|a, b]. Dokazte,Ze ok funkce

(0 pro r=a,
v(o)

sup Y (flo;) = f(oj1))" pro x € (a,b]

(o€ D la,x] j=1

0 pro z=a,
v(o)

sup Y (f(o;) = f(oj-1))" pro x € (a,b]

| o€ Dlax]

j=1
jsou neklesagi a neaporre naja, b| a plat

f(x) = fa)+p(x) —n(z) a varf=p(z)+n(z) prozea,b]
2.16 Disledek. Pro kazdou funkcif s kon€nou variaé na [a,b] a pro \Sechna
t€la,b) ase(a,b] existuj kon&né limity

f(t+) = lim f(r) a f(s—)= lim f(7)

T—t+ T—85—

(tj. f mlze nitv [a,b] pouze nespojitosti priho druhu).*
D Ukaz. Podle &ty2.14Zmlzeme fedpokhdat,ze f je neklesdgi na [a,b].
Pro k&dé x € [a,b] je f(a) < f(z) < f(b), atudZ plaf také

fla) < sup f(z) < f(b) prokade sec(a,b]

z € [a,s)
a
fla) < inf [(r) < f(b) prokaide t€la.b)
x e (t,
Ukazemeze
ft+) = iI(lfb] f(z), Jjestlize t€la,b) (2.9)
€ (¢,

Ozn&med = ir(1fb] f(z) azvolme libovol@ ¢ > 0. Potom podle definice infima
T € (¢,

existuje t' € (t,b] takowe, Ze je d< f(t') <d+e. Vzhledem k mondinnosti

IRikame, e bodz je bodem nespojitosti 1. druhu funkge jestlize existuj koneiné limity

f(z=), f(z+), pricent f(z—) # f(z+)
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funkce f odtud plyneze nerovnostl < f(x) <d+¢ plafi pro kazde = < (t,t'].
Dokazali jsme tedy vztal(9).

Podobi@ bychom ukzali,Ze plat také

f(s—=)= sup f(x), Jjestlize s€ (a,b]. (2.10)

z € [a,s)

2.2 Prostor funkci s konenou variac

Podle lemmati2.13kazda linearn kombinace funktcs kon&€nou variacma talé
kon&nou variaci. Z toho plyn€e mnaina BV |a, b] je linearri prostor. UléZe-
me, ze i vhodreé zvoleré normé seBV|a, b] stane lin@rim normovagm pro-
storem.

2.17 \eta. BV|a, b] je linearni normovary prostor vzhledem k nomérdefinovaa
predpisem

I fllzv = |f(a)| +varg f pro f€BVla,b]. (2.11)

Dlkaz. BV[a,b] je linearn prostor podle lemmaté.13 Dale pro kadou
funkci f:[a,b] = R akadé x € [a,b] plat

F@)] < 1f @)+ /() = f(@)] < |f(a)|+var’ f pro z€a,b].
(Rozmyslete si, protomu tak je.) Tuik
£l < [ fllev < oo pro f€BV. (2.12)
Podle lemmati2.13relace

If+gllev <[ fllev + llgllsv @ llcfllev = || || fllsv (2.13)

plati pro vSechny funkcef, g € BV|[a,b] a kazdé realné Cislo ¢ € R.

Konetré, jestlze || fllzv = 0, mud byt f(a)=0 a varl f=0 Podle lem-
matu2.13je tedy f(z) = f(a) =0 nala,b], tj. f je nulow prvek BV [a, b].

Dokazali jsme tedyze rovnost2.11) definuje normu n@8V a, b]. a

2.18 Pozramka. Nerovnost2.12) implikuje, Ze k&da funkce, kted ma ohrani-
¢enou variaci nda, b| je také ohranteré naja, b].
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Podle ety 2.17 je BV|a,b] linearri normovary prostor vzhledem k norén
definovaeé gredpisem/2.11). Nyni dokézeme,ze BV |a, b] je Banaclliv prostor
vzhledem k&to norng. Toto tvrzenumaznuje poivan metod funkcioalni ana-
Iyzy pri praci s funkcemi s kon@nou variat Nejprve ale ipomeime Bolzanovu-
Weierstral3ovu &tu, kterou budeme p@tbovat.

2.19 \eta (BoLzZANO-WEIERSTRAR). Z kazde ohrantere posloupnosti r@al-
nychcisel Ize vybrat konvergeritpodposloupnost.

2.20 \eta. BV|[a,b] je Banacliiv prostor.

Dlkaz. Zlyva dokazatze BV |a, b] je Uplny, tj. Ze ka&da posloupnost cauchy-
ovska v BV([a,b] ma v BV[a,b] limitu. Necht {f,} C BV|a,b] je posloupnost
cauchyovsk v BV|[a, b]. Potom plait

Ve>0 dn,.:
(2.14)
n,m 2ne = |fo(2) = fu(@)] < || fo = finllv < e proz€la,b]. }

a) Podle2.14) je pro k&dé x € [a,b] posloupnost r@inych Cisel { f,,(x)} cau-
chyovsla. Pro kadé x € [a, b] tedy existuje konéna limita

Tim f,(z) = f(x).

b) Nechtje dano libovolre ¢ >0 a nechtn. €N je urteno podrimkou 2.14).
Potom pro kddé z € [a,b] mame tale

F@) = fu(@)] = lim |ful@) = fu(2)] <,
atudz pro k&de n >n. akadé x € [a,b] plaf

[f (@) = ful@)] < [f(2) = fo (@) + [fo (2) = ful2)] < 2e.

To ovSem znamem, Zze
lim ||f — full =0
n—oo

neboli posloupnosf f,,} konverguje kf stejnonérré nala,b].

c) PodleP.13 a (2.19) existujen; € N takowe, ze

vart £, < |\l fallev < || fonlley + 1 pron >n,.
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Ciselra posloupnostvar® f,} je tedy ohrariera. Podle Bolzanovy-Weierstra-
Rovy Bty z ri Ize vybrat podposloupnogivar® f,, : k € N}, pro kterou plait

Jim var® f, = d < oo,

t.
Ve>0 ereN:<k2k€aae@[a,b] — V(fnk,o-)<d+s)

Ve>0 Voe2a,b]:V(f,o)=lim V(f,,0) <d+e.

k—o0

Odtud ossem & plyne,ze je

varl f = sup V(f,o)<d<oo, ti. feBV|a,b].
o€ PDlab]

d) Podle .14 tedy pro ka&de ¢ > 0 existujen. € N takow, ze
n,m>n. = V(fy — fm, o) <var’ (f, — fm) <eproo € 2[a,b].
Tudiz, je-li m > n., pak pro k&dé o € 2[a, b] plat

V(f = fm o) = lim V(f, = fu,0)<ec neboli vat (f — fum) <e.

To ov8em znamem, Zze lim ||f — f.| v = 0, cOZ zbyvalo jeS© dokazat. O
m—0o0

2.3 Konecna variace a spojitost

Podle disledku2.16mohou nit funkce s konénou variatnespojitosti pouze prv-
niho druhu. Potvejme se nyhtrochu podrobaji na vlastnosti funkics kon€&nou
variad souvisejci se spojitost

2.21 \fta. Kazda funkce f € BV [a, b] ma nejWse spdetreé mnoho bod nespo-
jitosti na intervalu|[a, b].

D Uk az plyne z dsledku2.16a z rasleduiciho lemmatu. O

2.22 Lemma.Necht.J C R je oteveny interval,f : J — R a M je mn&ina bod
nespoijitosti 1. druhu funkcé¢ v J. Potom M je nejyySe spletra.
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Dlukaz. a) Ozname

M*={zeJ: flat)# f(x)}, M ={xel]:flz=)#f(z)}

Mf={zeM*: f(x)< f(z+)}, M ={ze M™: f(x)> f(z+)}.

PotomjeM =M+t UM~ a M+ =M, UM,*. Uspdadejme mnainu P racio-
nalnich cisel do posloupnostP = {r,}. (Uvédomte si 8ak,ze mn@inu P nelze
uspdadat ,,podle velikosti“, tj. tak aby platile, < r,,; pro kazde k€ N.)

Necht r znati zobrazef ktere kazdemu z € M," prifad prvni (pfi darém uspo-
fadan mnaziny P) raciorélni Cislo, kteé lezi vintervalu (f(x), f(z+)). Presrgji

receno,

r(z)=rj <= r;€(f(z), fz+)) a{ri,ra, .m0 (f(2), f24)) = 0.
Dale pro kadé ¢ € P ozn&me symbolenr_;(q) jeho vzor @i zobrazei r, tj.
roi(q) = {z e M| :r(z) =q}.
Mame

M = U r_1(q).

qgeP
Ukazeme-li tedyze k&da mnainar_i(q), g € P je spc&etra, budeme it sou-
casre talke dokazano,ze i mnaina M;" je spdetra.
Nechtje tedy cano libovolre ¢ € P. Vzhledem k definici mnainy M, a zob-

razen r pro kazdé x € r_,(q) existujed(z) > 0 takowe, ze

r<y<z+i(z) = f(y)>r(z).
Jsou-lizy, xo €7_1(q) takova, ze x1<xs ar(ry) =r(x2) = q, pak mus platit

(.Z'l, 1+ 5(%1)) N (302, To + (5(1}2)) = @
Vskutku, kdyby byloz; <z <21 + §(z1), bylo by &Z (vzhledem k definicb)

q=r(z1) <f(z2) <r(z2) = ¢,

coz neri mozné. Sysém intervall {(z,z +d(z)), z €r_1(q)} je tedy disjunkti
Kazdemu x € r_1(q) lze tedy gifadit jediré racior@lni Cislo p € (z,x +4(x)) a
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tim definovat pro& zobrazenr_,(¢) do P. To znamea, Ze pro kade ¢ € P je
mnazinar_;(q) spaetra.

b) Prot@e M) ={zeJ: — f(z)< — f(z+)}, mlzeme podit ¢ast a) tohoto
dlikazu k dikazu spéetnosti mnainy M, ™.

c) Kon&re, M~ ={zxeJ: f(—x)# f(—x+)}, takze podleCasi a)-b) tohoto
diikazu je tak M~ spdietra mnaina. O

2.23 Pozramka. Kli€owm argumentem pro platnost lemmatil2 je tvrzen:
Kazdy disjunktni sysém intervall v R je spdetry. Dllkaz tohoto tvrzenje v na-
Sem dikazu lemmati2.22obs&en.

Necht f € BV][a,b] a
v(xz)=var;f pro z€la,b]. (2.15)
Podle dikazu &ty 2.1Z4vime, Zze funkcev a v — f jsou neklesagi na [a,b].

Ukazeme nyin, Ze funkcev ,,kopruje” spojitost funkcef.

2.24 Lemma. Necht f €e BV[a,b] a v:[a,b] — R je definoana vztahen(2.15).
Potom je f spojita v bo@® x € [a,b) zprava pave tehdy, kdy je v tomto bod
spojita zprava i funkcev. Podobré, f je spojih v bo® z € (a,b] zleva pave
tehdy, kd¥ je v tomto bod spojit zleva i funkcey.

Dlkaz. a)Nechtr € (a,b] a f(z—) = f(z). Bud danoe > 0. Zvolme § > 0
tak, aby platilo

If(z)— f(t)| < = prokede te (z — 6, a].

2
Zvolme ler o ={0g,01,...,0n} € Z]a, z] tak, aby platilo
v(z)=V(f,o) < % a opm_1€(r—0,7).
Mame |(z) — f(7n-1)| < 5, atedy

@) = 3 1F(05) ~ Flo ) < 1) — flom )|+ 5 <=

Odtud snadno odvarhe,Ze plat v(x) — v(0,,—1) <e. Prot@e v je neklesdgi na
la,b], dos&ivame dle

v(x)—wv(t) <e prokadé te (o, 1,z
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Tim je dokazana spoijitost zleva funkce.

b) Podobg dolézeme,ze funkcev je spojita zprava v kadem bo@ x € [a, b),
ve kteeém je zprava spogt funkce f.

c) Pravdivost zvajicich implikad plyne okanzité z nerovnost
[f (@) = f(y)] < Jv(z) —v(y)|
platnych pro \8echnae, y € [a, b] (viz cviCeri 2.6 (i)). O

Z nasleduiciho tvrzen vyplyne, Ze soiet absolutith hodnot skol funkce
s kon&€nou variactje vzdy kon€&ny.

2.25 \&ta. Necht f € BV|[a,b]| a nechit D={s;} je prost posloupnost bad
zintervalu(a, b). Potom

A F(a)] + Z (I8 Fs)l +187 f(s0)] ) + A" F(B)] < vars f. (2.16)
Dukaz. a) Pedpokhdejme nejprveze f je neklesdpi. Potom
A F(a)|+ Z (18% F ()| +1A7F ()] ) +147 £0)]

= A" f(a) +2Af sk)+ AT f(b).

NechtneN aogy,0y,...,0,.1 jsou body intervalya, b] takowg, ze

a=00<01< <0, <0pi1=0b

{op:k=0,...n+1} ={a} U{sp:k=1,...,n}U{b}.
Zvolme dalet,, k=1,2,...,n+ 1, tak, aby platilo
a<t <o <ty<oy<- <o, <th <0

Potom je

0 < AT f(a) < f(t) — f(a), 0 < ATF(b) < f(D) = ftns1)
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OSAf(Ok)Sf(tk—H)_f(tk) prOk:LQv"'an

Tudiz
ATf(a)+ ) Af(sk) + A7 f(0) = ATf(a)+ ) Af(ow) + A f(b)
k=1 k=1
< (f(t +Z F(trr1) = F(&) + (F(b) = ftnt1))

= [(b) = f(a).

Pro libovolre n € N tedy mame
A*f(a) + ZAf sk) +ATF(0) < f(b) — f(a) = varg f.
Nerovnost2.16) tedy plat pro kazdou funkci f neklesdici na [a, b].

b) Nyni necht f je libovolna funkce s konénou varia€na [a, b] a nechtfunkce
p a n jsou definoany jako ve c\ieri 2.15 Potom f = f(a) +p — n,

ATf(t) = ATp(t) — ATn(t), A7 f(s) = Ap(s) = A™n(s),
[ATf(t)] = ATp(t )+A+ (1) a |A7f(s)] = A7p(s)+ A n(s)

prot€[a,b), s € (a,b]. Podle prvia €asti dikazu name

Atpla)+ Y (Ap(se) +A7p(se)) +A7p(5) < p(0)

Atn(a)+ Y <A+n(sk) n A—n<sk)) + A () < n(b).
k=1
Se&teme-li tyto nerovnosti, dostaneme

A% f(a) \+Z(|Nf SOIHA™ f(s0)]) + 147 F(5)] < p(b) +n(b) = var, f.

|
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2.26 Pozramka. Necht f:[a,b] — R ma koné€nou variaci a nechinnazina D

jejich bodi nespoijitosti v(a, b) je nekonéna. Podle &ty2.21 existuje vajemré

jednozn@né zobrazenk € N — s, € D takow, ze D = {s;}. Takowch zobra-
zen je ovsem nekonéné mnoho. Podleéty 2.25je vSakfada

o0

> (18t f (sl + 17 (1))

k=1
(absolut®) konvergentna jeji solwtet neavis na voll® uspdadan mnaziny D.
Protaze proz € (a,b) je (\A#f(x)\ + |A—f(x)]> # 0 pouze tehdy, kd¥ = € D,
ma tedy smysl definovat

> (1At @I+ 1A @) = 3 (1A sl + 1A f(s0)]), (227)
z € (a,b) k=1
kde {s:} je libovolna prosé posloupnost badz (a, b) takova,ze D = {s; }. Ana-
logicky budeme rozut i symbolim > " resp. > resp. > .
z € [a,b) (a,b] z € [ab]
Vétu2.25muzeme nyipreformulovat do asleduici podoby.
2.27 Disledek. Pro k&dou funkci f € BV|a, b| plat
D IATf@)+ Y AT f(w)| < var f. (2.18)

x € [a,b) z € (a,b]

2.4 Derivace funkcd s konenou variaci

Nyni se budeme &novat vlastnostem funks kon&nou variacvzhledem k deri-
vovan. Nejprve gipomdime pojem mnbin s nulovou rirou.

2.28 Definice.Mnozina M C R manulovou niru (u(M) = 0), kdyz ke k&dému
e > 0 existuje nejySe spadetry sysem otevenych intervall 7;, j € N, takow, ze

McGJj a ) |L]<e.

j=1 j=1
ReknemeZze rgjaka vlastnost platskoro \Bude(s.v.) na intervalua, b], jestlize

existuje mndina M C [a, b] nulove miry tako\a, Ze tato vlastnost plapro kazdé
zrela,b]\ M.
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2.29 Cvicen. Dokazte,ze plat:
(1) Kazda spaetra mn@ina S C R ma nulovou riru.

(i) Sjednocenspdaetre mnoha mniin nuloe niry ma nulovou riru.

2.30 \eta (LEBESGUEOVA VETA O DERIVACI MONOTONNI FUNKCE). Kazda
funkce f, definova@ a monobnri na intervalu [a,b], m& kon€&nou derivaci
f/(z) pros.v.x € [a,b].

Dikaz \ety2.30je rozsahly, technicky komplikovaf a do zn&né miry za-
visly na pojmech, ktdér se do tohoto textu nevejdou. Prakaz odkazujeme na
ucebnice, kte? obsahujdiikladny prehled €to tematiky (viz nap [15, véta 84],
[16, véta VI.1.2], B3, Theorem 22.5]).

2.31 Pozramka. Specalné vzhledem k @te2.14 méa kazda funkce f € BV |a, b]
kone&nou derivaci skoro 3ude na intervalda, b|. Je dokonce zmmo (viz \e-
tu'3.10), Ze derivace funkics kon€nou variacjsou lebesgueovsky integrovatéln
ALE Il Obecr@ neplai pro kazdou funkci f € BV|[a, b| zdanlivée gfirozera rov-
nost

fla) = s = [ f'®d proselab]

Existuiji totiz funkce f € BV|a, b] nekonstanthna [a, b] a takowe,ze f'=0 s.v.
nala,b).

2.32 Definice.Funkce f € BV|a, b] se nagvasingulrni, jestlize f'(x) =0 pro
S.V.z € [a,b].

2.5 Skokowe funkce

Nejjednod&Sim prfikladem nekonstantoh singuarrich funkd jsou funkce typu
(%) = X[a,q(), kde c € (a,b). Jejich zobecarim jsou fidy jednoduckch sko-
kowch funkt (anglicky step functiong resp.skokoych funkt (anglicky break
functiong.

2.33 Definice.(i) Funkce f:[a,b] =R je jednoduch (t&z kon€na) skoko&a
funkce nala, b], jestlize existuje 8leri o € 2[a,b] takowe, Ze na kadem jeho
dilcim otewerém intervalu(o;_,,0;) je f konstantih Mnozinu jednoducfich
skokowch funkd na intervalu[a, b] zn&ime S|a, b].
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(i) Funkce f:[a,b] — R je skokowa funkce nda, b], jestlize bucko f je jedno-
ducha skokowa funkce, nebo existuy, ¢y, d € R, prosé posloupnost s} C (a,b)
a posloupnost{c,} CR a {d,}CR takow, ze plat

[e.o]

S exl + ) (229
k=1
a
= ¢+ Co X(ap) () + s.0] () i X5 +d
flz)=c Co X( b ;(%X kb] kX| k,b}(‘@) X[b}(x) (2.20)
proz € [a, b].

Mnozinu skokoych funkd na intervalufa, b] zn&ime B|a, b].

2.34 Cvicen. Dokazte,ze plat:
(i) f€Sla,b] prave tehdy, kdy existuf m € N, ¢, ¢g, d € R, mnaziny
{ep:k=1,2,....m}CR, {dy:k=1,2,..., m}CR

aprosamnaina{s;:k=1,2,...,m} C (a,b) takoe,ze plat
f() = c+coXp)(@ +Z (CkX (sx.6) (€ +de[5k,b](I)) +d X

pro z € [a, b].

(i) feBla,b] prave tehdy, kdg budto f €S|a,b], nebo existljceR, po-
sloupnosti{c;} CR, {d;} CR a prost posloupnos{s;} C [a,b] takog,
zeplat (2.19 a

r)=c+ Y o+ Y dp pro z€la,b], (2.21)

a<sp<x a<sp<z

kde sodtove symboly majsmysl zavedgnv poziamce2.26 (tj. v prvni
sune se §ita ples \Bechny indexyk, pro ktee s; € (a,z], a ve drul@
se gita pres \Bechny indexyk, pro ktegé s; € [a,x)). POZOR na jema
rozdly mezi posloupnostm{s; }, {cx}, {dx} zde av definicR.32
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(iii) Pro kazdou funkcif € B[a, b] tvaru (2.2]) plati

flz=)=c+ Z cr + Z di, jestlize x € (a,b]

a<sp<z a<sp<x

flz+)=c+ Z Crp + Z di, jestlize x € [a,b).

a<sp<x a<sp<z

(Jak bude vypadat vgi¥eri jednostrangich limit funkd z B[a, b], vyjde-
me-li z tvaru 2.20) ?)

2.35 \eta. Pro kazdou skokovou funkdi € B[a, b] plati
varl, f = |A (@) + Y (IATf@)|+1A7f@)]) +|AF(B)] < o0. (2:22)
z € (a,b)

Specalné S[a,b] C Bla,b] CBV|a,b].
DUkaz. JelifeSla,b], je tvrzen véty Zejme. Hedpokhdejme tedyze
f€Bla,b]\S[a,b] je vyjadena ve tvarud.21) ze cveri [2.34(ii).

a) Prolibovol x,y € [a, ], x <y, mame

f@) = F@) < D e+ D ldi-

e<s,<y e<s,<y

Pro k&dé celeri o intervalu[a,b] tedy plat

v(o) 00
o)< 3om( Xl D Jdil) < 37 (el +1d).
j=1 k=1

Uj,1§8k<0j O’j71<5k§0'j

Odtud plyne podle4.19), ze
var, f < " (Jex| + |di]) < o, (2.23)
k=1

tj. f€BV]a,b].

b) Na druhou stranu, podle @ari2.34(iii) snadno odvoine,ze plat

A+f(8k) =cC, a Aif(8k> =d pro kazde k € N. (224)
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MUzeme tedy potit take disledek?.27, podle ktegého plat obracera nerovnost
Z el + |di]) < var) f
k=1

a uzavit tak dikaz \éty. |

Je-li f jednoducha skokowa funkce naja, b], pak Zejmeé plat f'(x)=0 pro
kazdé x € [a,b] \ M, kde M C [a, b] je néjaka kon€na (nebo tak pazdra) mno-
zina. Jednoduchskokoe funkce nda, b] jsou tedy singurn na [a, b]. Ukaze-
me, Ze dokonce k&da skokowa funkce naja, b] je singubrri na [a,b]. K tomu
budeme pdebovat rasleduici tvrzeri znamé ze akladl matematick anayzy
jakomala Fubinova eta

2.36 \Veta(MALA FUBINIOVA). NecHt{fk} je posloupnost funkaeklesaicich
na [a,b| atakow, zefada f(z ka konverguje pro kace z € [a, b].
Potom f(z ka < oo pro s.v.aze [a,b].

Dlkaz. a) Ozneme

gr(x) = fu(x) = fr(a) a g(z) = f(x) - f(a) prokeN a z€a,b]

Potom jsou echny funkcey, gx, k € N, nezaporre a neklesagi na[a,b]. Podle
veéty2.30pro kadé k € N existuje mndina Dy, C [a, b] nulové miry takoa, ze
funkce g, méa kon&€nou derivacig ;. (z) pro ka&dé = € [a, b] \ Dy. Podob® exis-
tuje kon€na derivaceg’(x) pro k&dée = € [a,b]\ D, kde D C [a,b] ma talé

nulovou niru. Ozn&ime-li tedy U =D U U Dy, mlizeme shrnoutze existuj

k=1
kon&né derivaceg’(z), g (z), k€N, pro ka&dé z € [a,b]\ U. Podle Cvte-
ni 2.29(ii) ma ovsem tale mna@ina U nulovou niru.
Pro libovolrd z € [a,b] \ U a & € [a, b] takowa, ze £ # =, mame

- 9x(§) — gr() - 9(&§) —g(x)
Z —x - ft—x

Protaze k&dy sCitanec v suré na lee stra® je neklesagi, plyne odtudze

) —gr(x) _ g(§) —g(=)
—Z: —x = E—x
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plati pro libovolra z € [a,b]\ U, & €[a,b]\ {z} aneN. Limitnim pfechodem
¢ — x dostaneme

s (z) = Zg,’f(x) <g(x) proz€la,b]\U a neN.

Diky tomu,ze g;(x) > 0 proz € [a,b] \ U a k €N, je posloupnos{s’ } nekle-
sajci a ohranteranafa, b]. Pro k&dé x € [a,b] \ U tedy existuje konéna limita

lim s, (x) = Y gi(x) < ¢'(x), (2.25)
k=1

tj. Fadaz g;.(z) konverguje pro s.vz € [a, b].
k=1

, . . . . 1
b) Z drute strany, pro kadé ¢ € N existujen, takowe,ze 0 < g(b) — s,,(b) < =

20
Protze g i s,, jsou neklesagi nafa,b], zname@ to,Ze je take
1
0<g(x)—sp,(x)< 5
atudz
o [e’s) 1
0< Z (g(x) - Snz(x)) < Z? =1 pro zé€la,b].
=1 =1

Podletasti a), kde uvaujeme posloupnosfg(z) — s,,(z)} misto {g;}, dosé-

vame odtudze iFadaZ (¢'(z)—s,,(x)) je konvergenthpro s.v. z € [a,b].
/=1

Specalré, mus platit Jim (s),,(x) —¢'(x)) =0 pros.v.z € [a, b]. Toto by ovéem

nemohlo iyt pravda, kdyby nerovnost 2(25) byla osta. Plat tedy rovnosti

f@) = (f(z) = f(a))' = g'(2) = Y gilx)

=3 (fle) — @) = Y fila) prosv.zefa,d].

Tim je dikaz dokoigen. O
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2.37 \ta. Kazda skoko@ funkce ndla, b| je singubirni na [a, b].
DUkaz. Nechtf €Bla,b]\ S[a,b], c€R, posloupnosti{c,} CR a{d,} CR
a prosé posloupnosD = {s; } C [a, b] jsou takoe, Ze plat (2.19 a (2.2]). De-
finujme prok € N
0, kdyz a <z < sy,
vg(x) = |d|, kdyz == sy,
|Ck|+|dk|7 kdy2 Sk<{L'§b

Kazda funkceuy, je neklesdgi nafa,b] a vi(x)=0 pro x # s;. Dale

D vl = > e+ D |kl prox€la,b].

a<lsp<z a<sp<z

Protaze podle®.2) fady Y " |e;l a Y _ |dy| konvergujprokazdé x € [a, b],
a<sp<z a<sp<z
je funkce

v() = ()
k=1
definovad pro k&dé = € [a, b] a podle &ty 2,36 plaf

o0

v'(z) = Zv;(aj) =0 pros.v.z€a,b].

k=1

Protaze pro \Bechnaz, y € [a, b] takowa, ze x # y, zfejmé plai

@S| o))
T — o r—y

9

<

plyne odsudze talé f'(z)=0 prox ¢ D.
V pfipacg, ze f € Sla, b], je tvrzen véty evidentin O

2.38 Pozramka. Priklad funkce, kted je spojifi, neklesagi a singuarri na da-
ném intervalu, je uveden \ilj, V.9, cvicer 4].
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2.6 Jordantv rozklad funkce s kon&nou variad
2.39 \eta. Kazdou funkcif € BV|a, b] |ze vypdrit jako soltet f = f; + fo na
la,b], kde f; € BV [a,b]NCla,b] a fs € Bla,b].

Je-li f=fi+fo, kde f,€Cla,b]NBV]a,b] a f€Bla,b], jiny takow

rozklad, potom jsou funkcg — f; a f» — f» konstanthna [a, b].

DUkaz. a) Oznéame symbolemD mnazinu bodi nespojitosti funkcef,
t]. D={sx€la,b]:k€eK}, kde K={1,2,...,m} pro rejakt m € N. nebo
K =N. Definujme

@)= Y A f(si)+ > ATf(si) pro z€[a,b]. (2.26)

a<sp<z a<lsp<x

Potom podle dsledku2.27 plafi

S TATf@)+ > AT f(x)| < varl f
) (a,b]

x € [a,b

a podle definic2.33(ii) je tedy f» € Bla, b]. Analogicky jako ve cvieri[2.34(iii)
(viz téZ (2.24)) dostaneme

folt+)= > A7f(si)+ Y Atf(sy) protela,b)

a<sp<t a<sp<t

fols=)= D A f(se)+ Y, AVf(si)) pro se(a,b]

a<sp<s a<sp<s

Snadno tedy o&ime, ze

At fo(t) = AT f(t) prote]a,b), }
(2.27)
A~ fo(s) = A~ f(s) prose(a,b].

Tudiz

((f(t+) = fo(t4) — (@) — fo(t)) = ATF(t) — AT fo(t) =0

(F(5) = fa(s)) = (f(s=) = fa(s—)) = A" f(s) = A~ fols) = 0.
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Funkcef; = f — f, je tedy spojia nafa,b] a f = fi + f> na[a,b].
b) Necht f = f, + f2, kde f, € C[a,b]NBV[a,b] a f» €Bla,b]. Potom

(f(t4) = fo(t4)) = (f(8) = fo(8)) = AT (1) = A* o) = 0

(f(s) = fa(s)) = (f(s5=) = fals=)) = A" f(s) = A fo(s) =0

plati pro vSechnat € [a,b) a s € [a,b). Vzhledem k2.27) dostvame,ze plat

AT ()= AT fo(t) = ATF(t) @ A fo(s) = A fa(s) =A™ f(s)
prot e [a,b), s € (a,b]. Odtud podle definicg.33(ii) (viz cviteri2.34(ii), (2.27)
a (2.29) plyne,ze

fa@)=c+ > ATf(s)+ Y Atf(si) prozela,b],

a<sp<z a<lsp<x
kde c € R miize byt libovolné. Rozdl f, — f>= fala) — };(a) je tedy konstantn
nala,b). O

2.40 Pozramka. Podle \ety2.391ze kazdou funkci s konénou variat rozlozit
na soiet funkce spoji a funkce skoko¥. Takow rozklad se nagva Jordariiv
rozkladfunkce s konénou variat

2.41 Definice.Kazdou funkci f, pfifazenou kf podle \ety2.39naz/vamesko-
kova Castfunkce f. Rozdl f — f, naz/vamespojita castfunkce f. Skokovou,
resp. spojitolcast funkcef znatime obvykle f B, resp. €.

Nasleduici lemmatko se am bude hodit v kapitole 5.

2.42 Lemma.Necht f € BV[a,b], D= {s;} je jeji mnazina bodi nespoijitosti v
intervalu [a, b]. ProneN a x € [a, b] definujme

fRa)= D AT f(s)+ Y ATf(s)

a<sp<x a<sp<x
a
)= > A flsi)+ > AT f(se).
a<sp<x a<sp<x
k<n k<n

Potom jef.B € S[a, b] pro kazde n € N a plafi
lim var’ (f8 —fB) =o. (2.28)

n—oo
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DlUkaz. Zejmeéje fBecS|a,b] pro ka&de n e N. V pfipac, Ze mndina D
je kon€na, je fB = fB nala,b] pro dostaténé velka n a tvrzen lemmatu je
trivialni. Predpokhdejme tedyze D je nekonéna. Potom

FE=fE= > A f(s)+ > ATf(si)

a<sp<z a<sp<z
k>n k>n

a podle ety2.35dostaneme

var, (f8—f2)< N IATfs)l+ D AT (sl (2.29)
o

Podle disledku2.27je vyraz na prag stra@ nerovnosti2.29 zbytek absoluté
konvergentinfady, kte ovsem konverguje K pfi n — oo. Plaf tudiz (2.29. O

2.43 Hiklad. Vratme se j&té k funkdm

0 prox =0,
x sin(z) prox > 0.
T

Z prikladu2.12 vime, Ze vag f,, < oo pro k&de n € N. Snadno o&ime, ze
{f.} konverguje kf stejnon&rré nal0,2| a gfitom podle @ikladu2.7 f nemé
kone&nou variaci ng0, 2].

2.7 Bodova konvergence

Podle fikladu2.43stejnonérra konvergence posloupnosti funlsckon&nou va-
riaci nemus$steCit k tomu, aby jejlimita méla tale kon€nou variaci. Z asleduici
véty VSak uvidme, Ze stejnordrna ohrangenost variaictlenl daré posloupnosti
uz zar\&i, ze dokonce jéjpodova limita kon&nou variaci nha. (Pomotargument
powzitych v pfikladu [2.7 ovéfte, Ze pro posloupnost funkd f,,} z prikladli2.12

al2.43plat, ze lim var] f, =oc a sup varg f, = 00.)
n=eo neN
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2.44 \Eta. Nechtpro funkci f : [a,b] — R existuje posloupnost funkg f,,} ta-
ko, ze

var’ f, <x<oo proneN, a lim f,(z)= f(x) prox€la,b].

n—oo

Potom je tak var? f < .
Dlkaz. Prokade cgleri o € 2[a,b] plaf

V(f,o)= lim V(f,, o)<,
atudz je tale var f <. O
2.45 Cviceri. Necht
27%  kdyz z =17 progjake k e N,
flz) =

0  proostatih z € [0,1].

Dokazte,ze f € BVI0, 1].

Nyni zformulujeme a do&Zeme Hellyovu @tu, kted bude @iteCna nag. pro
dikaz tolni spojitosti rektefch opeatortl definovagch na prostoruBVia, b].
Hellyova \etafika, Ze z kade posloupnosti funkcse stejnorérré ohrantenou
variad Ize vybrat posloupnost bodékonverguici k funkci s kon€nou variatc

2.46 \Eta(HELLYOVA V ETA O VYBERU). Necht{f,} CBV[a,b], »€R,
| fu(a)| < 3¢ a var’ f, < s provsechnan € N.

Potom existujfunkce f € BV[a, b] a podposloupnosf f,, : k € N} posloupnosti
{fn} takog,Ze plat

1f(a)] <5, varlf<sx a klim Jo, () = f(z) pro x€la,bl.

V dlikazu vyizijeme rasleduici dvé tvrzen.
Tvrzeni 1. Necht

|fa(z)] < M < oo nala,b] provsechnaneN.

Potom pro kadou spéetnou mnainu P C [a, b] posloupnost f,,} obsahuje pod-
posloupnost f,,,: k € N} takovou,ze

klim fr,(p) €R provSechna € P.
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DlOkaz. NechtP={p,}. Mame |f,.(pr)| < M < oo pro 8echnan, k € N.
Podle Bolzanovy-Weierstral3ovyety pak existuj posloupnost{n,,:k €N} a
g1 € R tak, ze

Jim fo (p1) = @1
Podobr existuj { f,,,:k €N} C{fn,, :k€N} ag cR takow,ze
kh—>r£lo fnk,z(p2) = {2 ER» pﬁéen«E take kh—>rgo fnk,z (pl) =q €< R.

Takto pro k&dé j € NN (1, 00) najdeme posloupnosti

{fnk,j Dk GN} - {fnk,jq tk GN}

acislag; € R tak,ze bude platit
klim frwe(Pe) =qe€R  prokadelc{1,2,...,j}.
Pola@zme f,, = fn,, pro k€ N. Potom

klggo fo.(pj) =q;€R projeN. -
Tvrzeni 2. Pfedpokhdejme,ze \sechny funkcef,,, n €N, jsou neklesagi na
la,b] a ze existujeM € (0,00) takowe, ze || f,|| < M pro kazde n € N. Potom
existuj podposloupnost f,,, : keN} posloupnosti{f,,} a funkce f:[a,b]—R
neklesdici na [a, b| takowe, ze plat

]Clim fo.(x) = f(z) pro z€la,bl.

Dlkaz.NechtP = (PN (a,b))Ula]U[b] je mncZinaraciolnich&isel z inter-
valu (a,b) doplréra o bodya,b. Mnozina P je spc&etra a [a,b]\ P C (a,b).
Podle tvrzenl existuj podposloupnos{n; } C N a zobrazeny: P — R takow,
ze

lim o (p) = ¢(p) PpropePp.

k—o0
Ziejmé o(p’) < p(p”) pro Sechnap’,p” € P takowa, ze p’ <p"”. Dale defi-
nujme

¢(r)= sup (p)proz € (a,b)\ P.

p€PNla,xz)
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Potomy je definovaa a neklesagi nafa,b] a

p(x)= lim o(p) proze(a,b)\ P,
ppEP

Ukazeme ze v k&dem bo@ z, € (a, b), ve kteem je funkcep spojita, plat

lim f,, (z0) = ¢(x0). (2.30)

k—o0
Vskutku, nechtie danoe > 0. Potom existuje). > 0 takow, ze
To— 0. <x<xp+I. = p(r0) —e<p(r) <p(x) +e.
Zvolime-li v € PN (zg — 6., z9) ar” € PN (xg, zo + J:), bude platit
p(r0) — e < () < p(xo) < @(r") < p(x0) +e.

Dale zvolmek, tak, aby bylo

p(r') —e < fu, () < () +¢

o(r'") —e < fu, (r") < p(r") +e
pro kazdé k > k.. Potom pro kdde k > k. dostaneme tak
p(r0) =28 < p(r') —e < fu, (') < fu, (20)
< fa(17) < (") + & < p(xo) + 26

cili plati (2.30).
Dokazali jsme tedyze je-li Q mnazina bodi nespoijitosti funkcep v (a, b),
pak

lim f,, (z) =¢(z) prozela,b]\Q.

k—o0

Podle \ety2.21 je mnazina () spatetra. MUzeme tedy poit jeSte jednou tvr-
zen 1 a dolazat tak existenci vybr@&posloupnosti

{fr, €N} C{fn, :kEN},
ktera ma limitu ¢ (x) € R pro kazdé « € (). Definujeme-li tedy

oy { plo), kdyz z€la,b]\Q,
U(w), kdyz weQ,
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lim fo, () = f(z) prowea,b],

a prot@e funkce, ktef je na intervalda, b] bodovou limitou posloupnosti funkc
neklesdicich naja, b], je take neklesagi, tvrzeri 2 je dokazano. O
Dikaz véty2.46

Pro k&deneN ax € [a,b] polozme

gn(ZL’) =var; f, a hn(x) = gn(x) _fn(x)

Mame f,, = g, — h,, a \Sechny funkcey,,, h, jsou neklesagi na [a,b] (viz cvi-
cenn2.15. Dale

lgnll < varg fo <5 @ [[hall < [ full +llgnll <25 proneN.

Podle tvrzen2 existuj funkce g, h € BV|[a, b| a posloupnosf{n,} C N takowe,
ze

klim gn,(x) =g(x) a lim h,, (z) =h(z) prokadez e a,b].

k—oo

Ozn&me f = g — h. Potom je

lim f, (2) = lim (gu, (2) = oy () = gl) = h(z) = f(2)
pro kazde x € [a,b]. ZFejmeé je |f(a)| <. Konetné, podle ety 2.44 je take
var® f < . Tim je dikaz dokogen. O

Vyklad v teto kapitole se dpal o monografie V. Jaika Diferencélni pocet Il |14,
Kapitola V] a Integralni pocet Il [15, Kapitola V] a dale o odstavec 1.6 v monografii
T. H. Hildebrandtda heory of Integratiorf11] a o kapitolu Xl v monografiié. Schwabika
Integrace VR (Kurzweilova teori¢ [46)], viz té€Z kapitolu VI.2 v monografii A. N. Kol-
mogorova a S. V. Fomindaklady teorie funkica funkcioralni analyzy. V téchto mono-
grafich Ize €2 nakzt i rekteé daki podrobnosti.



Kapitola 3

Absolutné spojite funkce

Specalnim pfipadem funkt s kon€nou variac jsou funkce absoluh spojig,
které lzce souviss Lebesgueovou tedintegralu a jsou doke zramy z Caratbo-
doryovy teorie ob§ejnych diferencalnich rovnic. Integaly, kte se v éto kapi-
tole vyskytuj, jsou integaly Lebesgueovy.

3.1 Definice a Akladni vlastnosti

3.1 Definice.Funkcef : [a,b] — R je absolutr@ spojit na intervalula, b], jestli-
Ze ke kademue > 0 existujed > 0 takowe, ze pro kady konetny sysém intervall
{la;,b;]:7 =1,2,,...,m} sphujici

a<ap<bi<ag<by<---<bp_1<a,<b,<b a Z(bj—aj)<(5 (31)
j=1

plaf

m

> 1f (b)) = flay)| <. (3.2)

j=1

Mnozinu funkd absolut@ spojiych nafa, b] zn&ime ACla, b].

3.2 Cviceni. Dokazte tvrzei:

Kazda lipschitzovsé funkce na intervalya,b] (viz cvicer 2.€ (iv)) je na
tomto intervalu absolutspojii. Spedlné je-li derivacef’ funkcef spojita na
la,b]*, pak f je absoluti® spojii na [a, b].

3.3 Véta. Je-li f absolutré spoji nafa,b] a [c,d] C [a,b], pak je f absolutré
spojitaina [c, d].

Je-lia<ec<b a f je absolut@ spojiti na [a,c]|i [c,b], pak je f absolutr@

spojita na [a, b].

Y. f’ je spojii na (a,b), existuj konene limity f’(a+):tlim+f’(t),

Fo=)= lim f'() & f'(a)=f"(a+) af'(b)=1"(b-)

49



50 ABSOLUTNE SPOJIE FUNKCE

Dlkaz. Prvintvrzer je evidenti.

Predpokhdejmeze f € ACla,c] a f € AC[c,b] a bud danoe > 0. MUzeme
zvolit § > 0 tak, aby platilo

D 1FB) = flay)l <

j=1
pro kazdy syseém intervall {[a;, 5;]:7 = 1,2,,...,m} takow, Ze

a<on <[ <as<Bo..<PBm1<om<fBm<c a Z —a;) <0 (3.3)

a solwtasre

P €

D_IF0) = fl)l < 5

7j=1
pro kazdy syseém intervall {[v;,d;]:5 = 1,2,,...,p} takowy, ze

p
<N <O <Y<y <O <Y< <b a Yy (5;—v) <6 (3.4)
j=1

Nyni, méjme sysém intervall {[a;,b;]:j =1,2,,...,n} takow, zZe

a<ay<by<ay<by...<b,1<a,<b,<b a » (bj—a;)<6. (3.5)
j=1

Smime edpokbdat,ze ¢ nelei v zadrem z intervall (a;,b;), j=1,2,...,n
(Kdyby totiz bylo ¢ € (ax, b,) pro rejake k€ {1,2,...,n}, rOZCé|I|I bychom in-
terval [ay, bx| na sjednoceinay, c] U [c, by] a now sysfem by ot sphoval (3.5).)
Mlzeme tedy rozélit dary sysem {[a;,b;]:7 =1,2,,...,n} na sysemy

{[Oéj,ﬁj]Ij:l,Z,,...,m} a {[’}/j,(sj}Ij:l,z,,...,p}

splhuijici (3.3 a (3.4). Sou“:etz |f(bj) — f(a;)| se tedy rozpa@ina dva sokty,
j=1
Z nichz kazdy je mers nez g Tudiz 37 £ (b)) — flay)| <. 0
j=1
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3.4 Fiklad. Podle cvEeri 3.2 je kazda funkce, kteda ma spojitou derivaci na
[a,b], absolut®@ spojitinaja, b]|. Jednoduchm pfikladem absolut@& spojié funk-
ce nafa, b|, ktera nend spojitou derivaci nda, b), je nag. funkce

a+0b ]
2 )

b
b—x pro:z:e[%,b],

r—a proz € [a,

flx) =

1b] a [+ ], a tedy podle
vety3.3také nafa, b].

3.5 Pozramka. Jestlze f: [a,b] — R, KCN ajestlze pro ka&dé ¢ > 0 existuje
0 >0 takow, ze

STIAB) — flay) <« (3.6)
jeK
plaf pro kazdy (nikoliv nutné koné€ny) sysém intervall {[«;, 5;] C [a,b]: j € K},
splhujici
(0, B)) N (e, Br) =0 pro j#k a Y (B —a;) <4, (3.7)
jekK

pak je funkcef : [a,b] — R samoZejmé absoluté spoji nafa, b].

V nasleduicim lemmatu ukzeme,ze plat i obracera implikace. Pozname-
nejme jé&te, Ze podle lemmatii.22je kazdy syseém intervall sphujici (3.7) nej-
vySe spaetny.

3.6 Lemma. Je-li f € ACla,b], pak pro k&dé £ >0 existujed >0 takoe, ze
nerovnost(3.6) plati pro libovolny (pfipadré nekonény) sysém podinterval in-
tervalu [a, b]

{loy, Bj] Cla,b]:j €K}
splhujici (3.7).
D U k az. Fedpokhdejmeze f € AC[a,b|. Zfejmeé st&i dokazat tvrzehlem-
matu pro fipad,ze K=N. Nechtje dano >0 a nechtd >0 je urteno de-
finici 3.1 pro £/2 na nist . Necht {[a;, 3;]:j €N} je sysém podinterval
Vv [a,b] spihujici (3.7). Potom pro kadé m € N mame

D —a)<d atedy 30If(4)  flay)] < -

Jj=1
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Odtud
ZM %l—hmZIfﬁj flapl <5 <=

Tim je dikaz dokoken. O

3.7 Veéta. Kazda funkce absoluth spojii na intervalu|a, b] ma na tomto inter-
valu kon€nou variaci.

Dl kaz. Nechtf € AC[a,b]. Zvolme ¢ > 0 tak, aby platilo

m

Y1) = flapl < 1

J=1

pro kazdy koneny sysém intervall {[a;,b;]:j=1,2,,...,m} sphujici (3.J).
Dale zvolme éleri {xg,z1,...,z;} intervalula, b] tak, aby platilo

O<ax;—x;1 <0 prokadei=1,2,...,k.

Potom pro kdde i =1,2, ...,k akade cleri o' ={af,od,...,al, } intervalu
[lL‘i_l, JZZ] mame
Z(Of; - 042‘—1) =z; — T <9,
j=1
atudz (podle \ety2.11)
k
var’;f:Zvar Z sup V(f, o') <k < .
=1 =1 0169[731 1 1‘1} O

3.8 Veta. Jestlze f, g € ACla, b], pak talke
1fl, f+g, fg, max{f, g}, min{f,g}€ACla,b].

Je-li navic | f(z)

la,b], pak tale % € ACla, b].
Dlkaz. Nechtf, g AC[a,b].
a) Pro libovolrt. z, y € [a, b] pla | f(x)| < |f(z) — f(y)| +|f(y)|. Tudiz

f(x) = F)| = |If(@)] — [F )]
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PVCAIRVICATI Z|f 6;) —

Odtud okarzité plyne,ze tale | f| € ACla, b].
b) Druké a tefi tvrzer, tj. f + g€ ACla,b] a f g € AC|a, b], plynou z nerovno$t

|(f(2) +g(2)) = (f(¥) + 9] < [f(2) = FY)| + l9(z) — 9(y)|

|f(x) g(z) — f(y) 9| < Il lg(x) — gw)] + llgll [ f(x) — f(y)l.

c) Protcze pro libovolré x € [a,b] mame

(f(2)+ g(2) +1f(z) - g()])

N —

max{f(z),g(x)} =

min{f(2), o()} = 5 (£() + (&) = 11 (&) — 9(a)]).
plafi v diisledku a) a b) tak

max{ f, g} € ACla,b] a min{f, g} € ACla,b].

d) Kon&ne, je-li nanc |f(x)| >0 pro x € [a,b], pak existujey >0 takowe, ze
|f(z)| > u plat pro x € [a, b], a tudZ take

1 1 |f(x) — f(y)]
flx)  fly)l — I '

: A |

Nyni uz je snadi ukazat,ze 7 € ACla, b]. O
3.9 Veéta. Funkcef : [a,b] —R je absolut®@ spojit na intervalu[a, b| prave teh-
dy, kdy existuj funkce f; a f, neklesédici a absolut@ spojie na[a, b] a takowe,
ze f=f1 — fo naintervalula, b].
Dlkaz. a) Nechtf=f, — fo na[a,b], kde fi, f» jsou absoluté spojie a
neklesdici na [a, b]. Pak podle @ty3.8je také f absolut® spojit nafa, b].

b) Necht f € AC[a,b]. Podle \&t3.7a2.14existuj funkce f;, f, neklesaici
nala,b] takow,ze f = f, — f». Podle dikazu \&ty2.142muzeme poldit

filz) =varg | a fo(x) = fi(z) — f(x) prox € la,b].
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Vzhledem k &t [3.€ stei dokazat,ze f; je absolut@ spojiti naja,b]. Pfedpo-
kladejmeze je chnoe >0, a nechtd > 0 je takog, ze

17 = Fa))] < 3

plat pro kazdy sysém intervall {[a;,b;]:7 = 1,2,,...,m} spiujici (3.J).

Necht [a;, 3;], j=1,2,...,n, je libovolny syseém intervall sphujici (3.3),
v némz m=n. Pro kade j=1,2,...,n zvolme @&leri o’ ={0y,07,...,07,
intervalu [«;, 8;]. Potom

n

S5 (= o) =3 5 — o) <

j=1 i=1 Jj=1

atudz
SV = DN |fd) — el < 5.
j=1 j=1 i=1

Odtud & plyne,ze

n

> (A(B) = filay) Zvarf’ff—z( swp V(f.0))) <2 <.

j=1 j=1 oi€D[a;,5]

Tim je dikaz ety dokorgen. O

3.2 Absolutné spoijité funkce a Lebesguav integral

Pfipomeime, Ze podle ety 2.30 kazda funkce s konénou variac na intervalu
la,b] mé& pro s.v.x € [a,b] kon&nou derivacif '(z). Podle \ety[3.7 ma tedy stej-
nou vlastnost i kada funkce, ktea je absoluté spojitinaja, b|. Ve zbyvajici casti
teto kapitoly gfipomeneme ékte€ dabi zakladn vlastnosti derivaicfunkd abso-
lutné spojif/ch a souvislost mezi absolutspojitost a neutitym Lebesgueoym
integialem. V gipadech, kdy seitkazy nebo jejichtasti ofraji o teorii miry
v rozsahu pesahticim ramec tohoto textu, itkazy, resp. jejich fsluSré ¢asti
neuwadme a pouze odkazujeme na dostupnou literaturu. lategr se v tomto
odstavci rozurnintegral Lebesguév.
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Podle rasleduici véty jsou derivace funks kon€nou variac(a tedy tm sgse
i funkci absolut@ spojifch) lebesgueovsky integrovatélnlej dilkaz podstata
vyuZivatady poznatk teorie mry a Lebesgueovy integrace, kéese nevejdou do
tohoto textu. Praiplny diikaz tedy odkazujeme ndiplusnou literaturu (viz nap
[15, véta 91], [LG, véta VI.4.1], resp.33, Theorem 22.7]).

3.10 Veta. Ma-li funkce f:[a,b] — R kon&nou variaci nala,b], pak je jej
derivacef’ lebesgueovsky integrovatélna [a, b].

Je-li navic f neklesdici na [a, b], pak plai nerovnost
b
0< [ f/@)de < 10) - fla) (3.8)

Nyni ukdzeme ze neugity integral integrovatelé funkce je absolutnspoijify.

3.11 \&ta. Jestlzege L' [a,b] a f(x) :/ g(t)dt pro z € [a, b], pak je funkce

f absolutré spojit na intervalufa, b).
Dikaz. NechtgeL'[a,b]. Bud danoe > 0. Potom existujej > 0 takowe, ze

m bj
Z/ lg(z)|dz < e
=174

plafi pro kazdy sysem intervall {[a;, b;] C[a,b]:j=1,2,...,m} sphujici (3.1)
(viz nag. [16, véta V.5.5] nebol15, véta 51] — tato vlastnost se obvykle yaa
absolutm spojitost Lebesgueova inteédu).

Mame tedy
mn i bj b
IRCENOIES I AFOLTED oY FUICTES
j=1 j=1 74 j=1"74;
To znamea, ze f € AC[a, b]. O

3.12 Cvieri. Dokazte, ze funkce f(z)=/]z| je absoluté spoji na inter-
valu [—1, 1], pfiCen% f nenr lipschitzovsk na[—1,1]. (Navod: f je na[—1,1]
neucitym Lebesgueoum integélem lebesgueovsky integrovatelfunkce a sou-
casre f'(0—)=—c0 a f/(0+) =00.)
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Dalsi tvrzeri se §ka derivovari neugitych integall integrovatelgich funkd.
3.13 \eta. Jestlzege L' [a,b] a

f(:v):/xg(t)dt pro z € [a, b,

potom f'(x) = g(z) pros.v.z € [a, b].
D O k az se opa ofadu Vsledki teorie niry, které nejsou do tohoto textu

zalazeny. Odkazujeme tedyerére na dikazy nap. v [16, véta VI1.3.1] nebo33,
Theorem 23.4]. O

Nechtje dana funkcey € L' [a, b]. Podle \&t3.11a3.13je jeji neukity Lebe-
sguelv integ@l f absolut®@ spoji§ na[a,b] aplaf f'=g s.v. naja,b]. Chceme
ukazat,ze f je absolut@ spojiti naja, b] tehdy a jen tehdy, kdy f je neutitym
integralem réjaké lebesgueovsky integrovatélfunkce. Pro tlkaz takoeho tvr-
zen je klicove nasleduici tvrzen zname jako Rieszovo lemma.

3.14 Lemma(RIESZ). Necht f € Cla,b] a
E={x€(a,b): 3¢ € (x,b] takowe,ze f(&) > f(x)}.

Potom je mndina E otevena a je sjednoceim nej\yse spdetrého systmu po
dvou disjunktich otevenych intervall (ay, by), pficent pro ka&dy z nich plat
flar) < f(br).

D Uk az jezalden mj. na zaméem faktu,Zze k&da nepazdra oteVera mn@ina
je sjednocemm nejwSe sp@etreho systmu po dvou disjunkfich otewenych in-
tervall (viz nap. [14, véta 69]). Podrobj dilkaz Rieszova lemmatu Ize @at
nag. v monografii [L6] v odstavci VI.1.2 ¥nova@m dikazu Lebesgueovyéty
o derivaci funkce s kor@ou variat (nase \eta2.30). O

3.15 Pozramka. Zobecrén Rieszova lemmatu nafipad, kdy funkcef miize
byt jen regulovag, bylo dolazano v 46, lemma XII11.3.5].

3.16 Lemma. Jestlze f € AC[a, b] je neklesdfi na [a,b] a f'(x) = 0 pro s.v.
x € [a,b], pak f je konstanthna [a, b].
D & kaz. Vzhledem ke &/monobnnosti funkcef zobrazuje intervala,b] na
interval [f(a), f(b)]. Dokézeme ze f(a) = f(b).

Nechtje danos > 0 a nechtd > 0 prislusi k tomutos podle lemmatiB.€.
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Ozn&me Z mnazinu VSechz € [a, b], pro kteé plai f'(xz)=0. Podle fed-
pokladu n& jeji doplrék [a, b] \ Z nulovou miru (x([a,b]\ Z) =0). To znamea,
ze existuje konény nebo spobetry sysém {(c;, ;) : j € K} spliujici (3.7) a

[a,b]\ Z C 'U (05, 5).

Obraz f([a,b] \ Z) mnaziny [a,b]\ Z je tedy obsaen ve sjednocémtevenych
intervall {(f(o;), f(3;)):j € K}. Protze podle lemmat(3.6 plat (3.6), plyne
odtud,Zze mna@ina f([a,b] \ Z) ma nulovou niru, tj.

u(f([a, 0]\ Z)) = 0. (3.9)
Nyni, nechtz € Z. Potom jef'(x) =0. Pro da® ¢ tedy existujeA >0 takowe,
Ze

f(t) — fz)

” < e prokade t takowe,ze 0 < |t — z| < A.
— X

Odtud plyneze
ex — f(zr) <et— f(t) plat prokade t e (x,z+ A).

Podle Rieszova lemmafii14 které powijeme na funkcie x — f(z) na nist#
f(x), je tedy mndina Z obsaena ve sjednocéhkon&ného nebo spietreho
sysému disjunktich intervall {(ay, by)Cla,b]: k € K}, pficent plaf

gay — f(ak) <eb, — f(bk) pro kazde ke K
neboli

f(br) — flag) < e(by —ax) prokadek ek,

atudz
Z [f(or) — flar)] < Z (b —ax] < e(b—a).
keK keK

Odtud & vidime,Ze mna@ina f(Z) ma také nulovou niru, tj.

u(f(2)) = 0. (3.10)

Podle 8.9 a (3.10 ma interval [f(a), f(b)] = f(Z)U (f([a,b]\ Z)) nulovou
délku, tj. (vzhledem k monéinnosti funkcef) mame f(a)= f(x)= f(b) pro
kazdeé x € (a, b). O
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3.17 \eta. Funkcef :[a,b] — R je absolut® spojit. na [a, b] pravé tehdy, kdy

F(@) - f(a) = / “g)dt  pro zefa,b] (3.11)

pro néjakou funkcig € L'[a, b]. Potom jef’ = g s.v. naja, b].
Dlkaz. a) NechyelL'[a,b] a

f(:c):f(a)+/xg(t)dt pro x € [a, b].

Potom podle gty 3.11je f absolut@ spojitinala,b] a podle ety3.13je f'=g
s.v. naja, b].

b) Predpokhdejme zprvuze funkcef € ACla,b]| je neklesdyi na [a,b]. Podle
vet3.7a3.10je f'€L'[a,b]. Polazme

h(z) = /x f'(t)dt a g(x)= f(x) —h(x) pro z¢€la,b].

Uk&Zeme ze talé funkceg je neklesdri na [a, b]. Vskutku, podle @ty'3.10pro
libovolné bodyx, y € [a, b] takow, Ze <y, mame
-4mm]

9(y) —glx) = (f(y) — My)) — (f(
= (f(y) — f(2)) —/

Dale podle ety3.11je funkce h absolut®@ spoji nafa,b] a podle ety 3.13
je h'=f’s.v.nala,b]. Toznamea,ze g'=(f — h)'=0 s.v. nala,b]. Podle
lemmatu3.16je proto funkceg konstantina [a, b]. Mame tedy

g(x) = f(x) = h(x) = f(a) = h(a) = f(a) pro z€]a,b]

neboli

) — h(x))
f'(t)ydt > 0.

f(a) = £(a) + bia) = f@)+ [ F'dt pro z€ab]

atudz (3.1]) plati pro kazdou funkci f € AC|a, b], ktera je neklesagi na [a, b].
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V obecrem gdipace f € ACla,b] existuj podle ety 3.9 funkce f;, fo abso-
lutné spojie na[a,b], neklesdici na [a,b] a takow, ze f=f; — f, na[a,b].
Mame tedy

f(@) = filz) = fola /f m ﬁ /f m
+/ f'(t)ydt pro x€a,b].

Dilkaz je dokoien. O

3.18 Cvicen. (i) Dokazte rasleduici tvrzen:
Jestlze f € ACla, b], pakje f'=0 s.v. nafa, b] tehdy a jen tehdy, kayf
je konstantnna [a, b]. (Srovnejte s pozzamkou2.31.)

(i) Je zramo,Ze je-li f absolut®@ spojit naja,b] a v(x)=var f, pak plat
= |f'| s.v.nala, b] (viz [15, Véta 118]). Na aklace tohoto faktu dokzte,
b

ze vab f = / |f'(x)| dz pro kazdou funkci f absolut@ spojitou na
la,b]. ’

3.3 Lebesguelv rozklad funkci s koneEnou variaci

Vime jiz (viz vétul2.39a pozramku2.40), Ze k&dou funkci s konénou variacna
la,b] mUzeme rozldit na sodet funkce spoji a funkce skoka¥ resp. na roztl
dvou funkaé neklesaicich naja, b] (viz vétu2.14). Dalsi moznost rozkladu funkic
s kon€nou variat nalizi nasleduici véta.

3.19 \éta(LEBESGUHIV ROZKLAD FUNKCE S KONECNOU VARIACH). Pro kaz-
dou funkcif € BV|a, b] existuj absolutré spojis funkce f A, singularni spoijita
funkce f S¢ a skokow funkcef B takowe, ze

f=r"+ 1%+ 8 nala,b].
Jestlze f = f1 + fo + f3, kde funkcef, je absolut®@ spojita na [a, b], funkce

f» je singubrni a spojita na [a,b] a funkce f; je skoko@ funkce naja,b], pak
jsou funkcef A€ — f,, fS¢— f, a fB — f; konstantina [a, b].
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D b kaz. a)Podle &ty 2.39 existuje skoko@ funkce fB takowa, ze funkce
€= f— fB je spojitanala, b], avzhledem k &#©3.10je ' € L'[a, b]. Polazme

) = /mf’(ﬂdt a %) = f%) — F*(x) proze [a.b].

Podle \Bty2.37je (fB)’=0 s.v. nafa,b] a podle &ty 3.13mame (fA°)’ = f’
s.v. naja, b]. To znamea, ze

(f5) ' =f"= (") = (f®)'=0s.v.naa,b].

b) Necht f = f1+ fo+ f3, kde f; € AC[a, b], f» je singubirni a spoji nafa,b] a
f3€Bla,b]. Podle #ty2.39jsou rozdly (fA°+ f5€) — (fi+f.) af®—fs
konstantina [a,b]. Prot@e fA¢ + fS¢+ fB = f, + f, + f3, znamea to, ze
existujec € R tak,ze (fA°+ f5°) — (fi+ fo) = f3 — f® = c. Tudiz

(fAC_fl):C—(fSC—fQ) a (fAC—f1>,=0 s.v. nafa, b).

Protcze ok funkce fA° i f, jsou absoluté spojie na intervalula, b], plyne
odtud podle @ty3.17(viz t&€Z cviCeri3.18), Ze take rozdl fA° — f, je konstantn
nala,b]. Tim jsme dokofili dlkaz. 0

3.20 Definice.Jestlze f € BV|[a, b], pak funkcef A, resp.fSC, resp.fB z véty
3.19nazyvameabsolutré spojit cast resp.spojita singubrni ¢ast resp.skokoa
Castfunkce f.

3.21 Cvien. Dokazte rasleduici tvrzeri: Pro kazdou funkcif € BV[a,b| a
kazce x € [a,b] plati

F2(2) — £7%(a) = / o

Kapitolu uzaveme jété jedrim dophkem k \&te3.19

3.22 \eta. Je-li f € BV|[a,b] neklesdici na [a, b], pak jsou neklesgi na [a, b]
i funkce fA°, £SC a fB z \ety3.19.

D Ok az. NechtfeBVia,b] je neklesdci na [a,b] a funkce fAC,
f3€, fB jsou difazeny funkcif podle ety 3.19. Dale necht{s,} je mndina
bodl nespojitosti funkcef a z, y je libovolna dvojice bod z [a, b] takowa, Ze
<.
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Protaze f je neklesdgi na[a,b], mame
ATf(t) >0 a A f(s) >0pro tea,b), s€(a,b],

a proto

FRW) = fB@) = > A f(s)+ D>, ATf(si) >0

r<sp <y <5<y

Skokowa Cast B funkce f je tedy neklesdgi na [a, b].

Ozna&me dale symboleny spojitoucast funkcef, tji. g= f — fB. Podle di-
sledku2.27mame

FBy) = fB(x) < varlf = f(y) — f(@),

atudz

Spojita cast funkcef je tedy neklesagi na [a, b].
Pros.v.t €a,b] je

f’(t) — lim f(S)—f(t)

s—t s—t

eR.

Protd’e je f neklesaici naa, b], plati f'(¢) >0 pro s.v.t € [a,b]. Podle dikazu
veéty3.19tedy dostaneme

F) =) = [ 50 de >0, jakmite 1. yelat] ar<y

To znamea, ze f/€ je neklesdfi na|a, b].
Podle \&ty2.37je (fB)’=0 s.v. na|a,b], a tudz

g =f" —(f®'=f" sv.naa,b]

Odtud pouzitim (3.8) a dikazu \éty3.190dvodme, Ze plat

o(y) — 9(2) z/yg%t)dt:/yf’<t>dt=fAC<y>—f’*C<x>
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neboli
F3%y) — [3%) = (9(y) — F2°(y) — (g(x) — fA(
= (g(y) — g(x)) = (f*°(y) — f2(

Spojita singuéirni ¢ast f5C funkce f je tedy tale neklesdgi na [a,b]. Tim je
diikaz dokogen. O

=
N~—

> 0.

&
N~—
|

Dalsi podrobnosti o funkich absolut@ spojiych Ize naézt v monografch V. Jarrka Di-
ferencalni poCetll [[14, v.9], Integralni poCetll [[15, v.5], A. N. Kolmogorova a S. V. Fo-
mina Zaklady teorie funkica funkciorlni analyzy[16, Sec. 33.2] &. Schwabikdnte-
grace VR (Kurzweilova teorig¢ [46, XIl1.4] a ve skriptech B3] J. Lukese a J. M&ho
Measure and Integral



Kapitola 4

Regulovare funkce

4.1 Definice.Funkcef :[a,b] — R se nagvaregulovara na [a,b], jestlize pro
kazde t € (a,b] a kadeé s € [a,b) existuj kon&né limity

f(t=) = lim f(7) a f(s+) = lim f(7),

T—t— T—8+
tj. ma-li funkce f naintervalu[a, b] nespojitosti nejySel. druhu Mnozinu funk-
ci regulovarych naja, b] zn&ime G|a, b].
4.2 Pozramka. Zfejmeé plat BV|a,b]UCla,b] C Gla,b], Gla,b]\ Cla,b] #0
a Gla,b]\BV[a,b] #0.
Nasleduici tvrzen plyne okanZité z lemmati2.22.

4.3 Véta. Kazda funkce regulovaina [a,b] manaa, b| nejyyse spdetré mno-
ho bodi nespojitosti. O

4.4 \/éta. Jestlze posloupnostf,,} regulovarych funkgkonverguje stejnoérné
na intervalu|a, b] k funkci f, potom f € G|a, b].

Dlkaz. Nechtr € [a,b) anecht{z;} C (z,b] je libovolna posloupnost takéy
ze x, >z pro VechnakeN a z;, — 2 pro k— oo. Necht je dano libovolré
e>0. Zvolmeny e N a ky € N tak, aby platilo

IS g o
Hf_fnoH < g a ’fno(xk)_fn()(x@” < 5 prO\’SEChndﬂ,ngo-
Potom budeme ihpro vSechnak, ¢ > k

|f(zr) = f(z0)]
< ’f(xk) - fno(xk)’ + ’fn()(xk:) - fno(‘rf” + ’f(xf) - f?m(mf)’ <ég,

tj. existuje konéna limita f(z+) = klim f(zx). Podobm@ bychom ukzali,ze pro
kazdeé x € (a, b] existuje konéna limita f(xz—). O

Pfipomeime si nyin nékolik pojmil z matematick anayzy.

63



64 REGULOVANE FUNKCE

4.5 Definice.Necht KC N. Sysém J ={J,.: k€ K} podmnain J, intervalu

[a,b] se nagva pokryf intervalu [a,b], jestlize [a,b]= | ] Ji. Reknemeze
keK

sysem J je otewené pokryt intervalu [a, b], jestlize jsou ¥echny jeho prvky

otewere mnainy v [a, b]. (Intervaly typu[a, ¢) a (d, b], kdec € (a,b] ad € [a, b)

jsou otevere v|a, b].) Jestlze réjaka cast M pokryti 7 intervalu [a, b] je sama

take jeho pokryim, fikame,ze M je podpokrytm pokryti 7.

Fundamerdlni vyznam v matematice anasleduici tvrzeri. Jeho dikaz Ize
nakezt nap. v [14, véta 70]. (fipome&ime osem ze interval(a, b| pfedpokbdame
stale ohranteny.)

4.6 Véta(HEINOVA-BORELOVA VETA). Z libovolného oteveneho pokrytinter-
valu [a, b] 1ze vybrat jeho korié podpokryit

4.7 Definice.Pro funkci f : [a,b] — R, interval J C [a,b] a cBleri o € 2]a, b]
definujeme

wy(f) = sup [f(z) = f(2")] @ we(f) = max we, (/)

= i=1,2,....m

Cislo ws(f) byva nazvanomodul oscilace funkcg na intervaluJ.
Stezejrim tvrzenm této kapitoly je @sleduici véta.
4.8 Veta. Nasleduijci tfi tvrzen jsou ekvivalentn
(i) feGla,b].

(i) Existuje posloupnostf,} C S[a,b] (jednoduckch skokoych funkg), kte-
ra konverguje stejnoémeé k f na[a, b].

(i) Pro kazce e >0 existuje @&leri o € 2[a, ] takowe,zew,(f) <e.

Dlkaz. a) Implikace (i) (i) je dokazana \etou4.4.
b) Predpokbdejmeze plat (i), a nechtje dano libovolré ¢ > 0. Potom pro kade
x € [a,b] existujed(z) > 0 takow, Ze plat

x — 0(z) >a provsechnar € (a,b], z+4d(x)<bprovsechna € [a,b)

Waa+s(@) () <& we-sm)0)(f) <€ 4.1)
Wia—s(2)w)([) <& Waa+tsw)(f) <e provsechna: e (a,b).
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Intervaly [a,a+d(a)), (x—0d(z),z+0(x)), x €(a,b), (b—3(b),b] tvori otev-
feré pokryi intervalu [a, b], ze kteEho Ize podle Heinovy-Borelovyaty 4.6 vy-
brat pokryt kon&ne, tj. kon&ny sysém intervall

[0, xo + d(x0)), (s —0(x;), xi +0(x;)), i=1,2,...,m—1, (X, — (), Tm ],

takow, ze a=zrg<x1< -+ <z, =b @

m—1

(20, zo+0(x0)) U U (x;—0(x;), xi4+0(x;)) U (2 —0(xp), T | = [a, b].

=1
Zvolmeo;, i=1,2,...,m, tak, aby platilo
g; € (ZE7 — (5(1’,‘),[@;1 +(5(ZEZ_1)) N (xi_l,xi) pro 7= 1, 2, ce, M.
aozndme o = {xo,01,21,...,Tym_1,0m, T, ;. Podle @.1) mame

Wai—8(zs),20) () <E B Wiaj oy (f) <€

proi=1,2,...,m a j7=0,1,...m—1. Tudiz

w($0701)(f> S w($07$0+5(a)) (f) < 87 w(a'mab) (f) S w($nL_6(I'rrz,)7$m)<f) < 87
w(Ui,Ii)(f) < w(ﬂﬁiﬂs(ﬂﬂi)wi)(f) <g, w(xiyﬂwl)(f) < w(xi7$i+6(xi))(f) <e

proi=1,2,....m, tj. we(f) <e.
c) Predpokhdejme ze plat (iii). Necht je danoe > 0 a necht
o={00,01,...,0m} €2]a,b]

je céleri [a,b] takow, Ze w,(f) < . Pro kade i€ {1,2,...,m} zvolme libo-
volné &; € (0;_1, 0;) a definujme

{ f(x) pro z €o,
f(&)  pro z€(oi1,0).

Prok&dé x € [a,b] mame|f(z) — g.(z)| <e, atudz take || f — g|| <e. Jestlze
tedy pro kade n € N definujemef, = gi,,, bude f,, € S{a, b] proka&zde neN a
fn=2f naja,b] pron—oo. a

4.9 Disledek. Kazda funkce regulovana [a, b] je na [a, b] ohranicera.
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Dlkaz. Podle tvrzen(iii) z véty 4.8 existuje @&leri o ={0g,01,...,0.,}
intervalu [a, b] takow, ze

O'jfl +O'j

Fal< (P

)| +1 proze(o;_1,05),j€{1,2,...,m}.

Odtud plyneze | f(z)| < M pro Bechnaz € [a, b], kde

M = max {| (@ 1O, [FEEED) +1,1f(0)] =12, m} < o0,
O

4.10 Disledek. Nechit f € Ga,b] a
O e
fw) = {;& tji i:?a’,b]. *.3)

Potom ol@ funkcef [ fjsou regulova@ nafa,b] a

flxz—) = f(z—), kdyz z € (a,b], f(z+)= f(z+), kdyz x € [a,b), (4.4)

~

fla=) = f(e=), kdyz x € (a,b], f(a+) = f(a+), kdyz x € [a,b), (4.5)

D0 kaz. Buddanoe>0. Vzhledem k ekvivalenci tvrzeén(i) a (i) z vé-
ty 4.8 existuje @leri o ={0y,01,...,0,} intervalu [a,b] takow, Ze nerovnost

|f(t)— f(s)] <§ plati, jakmile jet, s € (c;_1,0;) pro rgjake j € {1,2,...,m}.
Specalné,

€

F(t40) = fls+0)| < 5
plati pro kazde j € {1,2,...,m}, kazdou dvojicit, s € [0;_1,0;) akade 6>0
takowe,zet+0,s+d € (0j_1,0;). Prokade je{1,2,...,m} akadou dvojici

t,s €loj_1,0;) tedy plat take

F(t4) = f(s+)] = Jim |f(t40) — f(s+0)| < 5 <=
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neboli

~t —J(s)| <e
|f(t) = f(s)] 4.6)
prokadeje{1,2,...,,m} akadou dvojicit, s € [o;_1, ;).

Podob®@ bychom ukzali,ze plat

~

ft —f(s)| <e
|f(t) = f(s)] 4.7
prokadeje{1,2,...,,m} akadou dvojicit, s € (c;_1, 0;].

Odtud, vzhledem k ekvivalenci tvrze() a (iii) z vety4.€, plyne,ze ok funkce
f 1 f jsouregulovaé nala,b].

Bud dano libovolré z € [a, b). Existuje pawe jeden indexj € {1,2,...,,m}
takowy, ze x € [0;_1, ;). Potom v disledku tvrzen(4.6) mame

F(8) = fa+)| = |F(t) = f(x)| <e prokadete (z,0;),

tj. lim, .., f(t) = f(z+) a plai tedy drule z tvrzem obsaerych v (4.4).

Analogicky, nechtr € (a,b]. Pak existuje pavé jednoj € {1,2,...,,m} ta-
kove,zex € (0j_1,04]. Nechtt e (0;_1,2) a 0<d < min{z —t,t —o;_1}. Po-
tomxz —6,t+0 € (0;_1,0;) apodle definiceéeri o plat

o =0) = ft+6)| < 5.

To znameaA, ze

[f(z—=) = f(O)] = lim [f(z—06)— f(t+0)| <e

6—0+

neboli f(x—) = f(x—). Plaf tedy plat tedy i prvri tvrzeri z (4.4).
Analogicky bychom do&zali vztahy4.5). O

4.11 Disledek. Pro kazcé ¢ > 0 existuje nejySe konéné mnohar € [a, b] tako-
vych,ze plat
AT f(x)| > e nebo |A™f(z)|>e.



68 REGULOVANE FUNKCE

DUkaz. Podle tvrzeniii) z vétyl4.8 ke kazdemu e > 0 mlizeme ndf déleri
o ={09,01,...,0,} intervalu[a, b] takow, ze

[f(x) = f(y)l<e proz,ye(oj,05), j€{1,2,...,m}.

Specalne |ATf(x)| =|f(z+) - f(z)| <e a A f(z)| = |f(z)— f(z—)[ <e pro
v8echnar € [a,b] \ o. Plaf tedy tvrzetohoto disledku. O

4.12 \eta. Gla,b] je Banacliiv prostor vzhledem k noém||f|lc = ||f]| =
SUPg € [a,b] | f(x)].

D & kaz. Pedpokhdejmeze posloupnost f,,} CGla, b] je cauchyovsh v pro-
storuGla, b]. Jako vEastech a) a b)ltkazu \ety2.20miizeme dokzat ze existuje
funkce f : [a,b] — R takowa,ze lim Il fn— fl| =0. Podle ety4.4je f € Gla,b]
a tim je veta dolazana. o O

4.13 Pozramky. (i) Podle definice2.33 (i) je f €Sla,b] prave tehdy, kdy
existuje eleri o intervalu [a,b] takow, ze f je konstantin na k&dem
podintervalu(o;_;, 0;). Kazda funkce zS|a, b| je kon€na linearri kom-
binace funkc tvaru X(0) @ Xprl; kde («, 3) miize byt libovolny podin-
terval v [a,b] a 7 mlze byt libovolny bod v [a,b]. Plai ovsem x(, 5 =
X(a,b] — X[8,6] Pro libovolra o, B € [a,b], a <3 @ X[ = X[rp] — X(rb] PIO
kazde 7 € [a,b).

Tudiz f €Sla,b] tehdy a jen tehdy, kdy f je kon€na linéarn kombinace
charakteristiciich funkd intervall [7,b], (7,b], 7 €[a,b] a charakteris-
tické funkce jednobod@ho intervalu[b], tj.

S[CL)b] = Lin(X[T,b]7 X(7,b] TE [a7b)7 X[b]>>

kde Lin (M) zn&i linearri obal mnainy ). Podob@ bychom ukzali,ze
je take

Sla,b] :Lin<x[w], X[a,r)s T € (a,b], X[a)

(i) MnozinaS|a, b] je,vzhledem k ekvivalenci tvrzeéfi) a (ii) z véty 4.8 hust
v G[a,b], tj. Sla,b] = Gla,b], kde S[a, b] zn&i uzavér Sia,b] v G|a, b].

4.14 Cvieni. Necht h(x) =1, je-li x = 1/k pro réjake k€N a h(z)=0 pro
ostatn x € [0, 1]. Rozhodte, zda je funkcé regulova@ nalo0, 1].
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4.15 Lemma. Necht{f,} C G[a,b] a f, = f na|a,b]. Potom plat téz
folz=)= f(z—) a fu(z+)= f(z+) nala,b],
kde f(a—) = f(a), f(b+)=f() @ fula—)= fu(a), falb+)=fu(b) prOnEN.
Dlkaz. ProneN polazme
_ fo(z+), kdyZ z€[a,b),
fn(x) = v
fulb),  kdyz z=b

~ [ [(z+), kdyz x€la,b),
f(x)_{ £(b), kdyz z=b.

Podle disledku4.10jsou &echny funkcef, ﬁ, n €N, regulova® na|a, b].
Bud danoe > 0. Existujen. € N takow, ze je | f,(t) — f(t)| < g pro kazdée
n>n. akadeét € [a,b]. Odtud limitnm pfechodemt — x+ dostanemeze pro

kazde x € [a,b) a kazde n>n. plaf take
Fa@) = J(@)] = Jim |10 = F@)] <e,
tj.
lim ||f. — f]| =0 neboli f,(z+)= f(z+) nala,b].
Podobm@ bychom ukzali,ze plati f,(z—) = f(z—) nala,b]. O

Ve zbyvajici Casti kapitoly uvedemeékolik tvrzen, kterd budou pozéi (zej-
ména v kapitchch6 al7) uzitetna. Nejprve shrnemetlsledky lemmatigt. 15 pro
nékte dilezite podmndiny prostoruGla, b).

4.16 Disledky. Mnoziny

Gila,b] = {f €Gla,b]: f(z—) = f(z) prox € (a,b)}, )
Gila,b] = {f €Gla,b]: f(x—) = f(x) proz € (a,b]},
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(z+) = f(z) prox € (a,b)},
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(z+) = f(x) proz € [a,b)}, (4.8)
Gregla,b] = {f €Gla,b]: f(z—) + f(z+) =2 f(x) prox € (a,b)},
Gregla, b] = {f €Gla,b]: f(a+) = f(a), F(b=)=f(D)

flz=)+ f(z+) =2 f(z) proz € (a,b)} )
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jsou uzaveré v G|a, b], a tudz jsou to tak Banachovy prostory vzhledem k ope-
racim a norn@ indukovagim zG|a, b|.

4.17 Pozramka. Jestlze regulovaa funkce f spliuje na intervalu(a,b) pod-
minku f(z—)+f(z+)=2 f(z), fikame,ze f je regularni na (a,b). O funkdch

z prostoruGyegla, b] pakfikame,ze jsou regurn na uzaverém intervalufa, b].

4.18 Lemma.

GLla,b]NS[a,b] = G [a,b], Gula,b]NSla,b] = Gyla,b],

Grla,b]NS[a,b] = Ggrla,b], Ggla,b] N Sla,b] = Ggla, b],

Gregla, 0] N S[a, b] = Gregla, b].  Gregla, b] NS[a, b] = Gregla, b].

D O kaz. Dolazeme pouze pnira posledntvrzeri. Zbyvajici vztahy se dozou
analogicky.
a) Necht f € G[a,b] ae>0. Podle \ty4.8 (i) existuje ¢ € S[a, b] takowg, ze

[f(@) — (@) <|If —¢l <e prozela,b]. (4.9)
Dale pro kadé z € (a, b) existujed(x) > 0 takowe,zex — j(z)>a a

[f(z) = f@O)] = [f(e=) = f{O)] <& prote(z—i(z) )
Pro k&dé = € (a,b) ate (v — i(z), z] tedy mame

[o(z) — ()] < lo(z) = f(2)] + [f(2) = FO+ [f(E) — ()] < e,
tj.

o(z) — p(z—)[ < 3e.
Polazme

_ () pro = =a nebox =",

Pla) = { o(x—) pro z € (a, b).
Potomy € G [a,b] NS]a, b],

[f() = ()] = |f(x) = p(z)| <&, kdyzz=anebor=b,
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() = ()]
< [f(2) = o(@)] +[o(z) — p(z=)| <4e, kdyzz€(a,b).

Odtud & plyne,ze mn@ina G [a,b]NS[a, b] je husav G [a,b].

oz
(

b) Necht f € Gregla, b]. Nechtje danoe >0 a funkcey €Sla,b] je tako\a, ze
plat (4.9). Potom musbyt take

[f(z—) —p(z—)| <e prozelab), }
a (4.10)
|f(z+) —p(z+)| <e proxe(a,bl.
Polazme
90<a>7 kdy2 Tr=a,
P(x) = %((p(:c—l—) + <p(a:—)>, kdyz x € (a,b), (4.11)
©o(b), kdyz = =b.
Potomg € S[a, b] N G egla, b]. Dale vzhledem k4.10) a (4.11),
f(2) = @(2)] = |5 [flat) + fa=)] = 5 [p(a+) +p(z-)]]
< 3 (If@+) = elah)] + [ fla=) = pla-)]) <
kdyz x € (a,b). Konetné, podle4.9) a (4.11) mame
[f(z) —@(z)| = [f(z) —e(z)| <e, kdyz z=anebor=b.
Odtud & plyne,ze plat Gegla, b] N Sla, b] = Gregla, b]. O

4.19 Lemma.

9 5 X[r] +X(Tvb}7 TE (CL, b)7 X[b})v

1
1, » 5 XIr] + X(rp), TE (a,b)>-
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D Ukaz. Prvintvrzeri je obsaeno v pozamce4.13(i). Dokazeme j&t& naj.
predposlednz uvedegch relag.

Nechttedy f € S[a, b] N Gregla, b]. Potom existjj

meN, cg,¢1,...,Cne1 ER aa':{cro,al,...,am}eﬁ[a,b]

takow, ze
Co, kdyz x=a,
i) ¢, kdyz z € (0j_1,0;) prorgjake j=1,2,...,m,
€Tr) =
StoEl - kdyz x=o0; proréjaké j =1,2,...,m—1,
Cm+1, kdy2 l':b,
tj.

f( )_COXa] +ZCJXUJ 1,0]) )
- (4.12)
<Z ¢j+Cjp XM](Q:)) + Cm1Xp) () Pro € [a, b).
7=1

Pravou stranu vztahi4(12) miizeme upravit takto

m—1
J = ¢0Xjap) — 0 X(ap] + Z G X(oj—1,0] — Z € Xlog,b] = Gm Xt}
j=1 =1
m—1 m—1
+3 Z ¢j Xlo;] F 3 Z Cj+1 Xoy] T Cmt1 X
j=1 J=1
m m—1
= €0 X[ab] = €0 X(ab] T D & X161 = D & (Xoy) + Xioy )
j=1 =1
m—1 m—1
F 3D Xio) 5 Y Gt Xioy) F (st — ) Xy
j=1 J=1
m—1 m—1
= €0 Xfab) — 0 X(ab] + D G+1 Xoy] = D € X(oyb]
=0 =1
m—1 m—1

_%Z ]XUJ +3 ZC]+1XUJ]+<Cm+1 C )X[b}

7j=1 7j=1
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m—1
= coXfap] + (€1 — €0) X(@p) + Y _(Cjs1 — ¢;) <X(0j7b] + %Maﬂ)
j=1

+ (Cm-l—l - Cm) X[b]

= dOX[a,b] + dl X(a,b] + Z dj <X(U]’71,b} + %X[Uj,1}> + dm—l—l X[b]
7j=2
kde
do = ¢y, dj:Cj—Cj_l pro j=1,2,... m+1. (413)

Mame tedyf € Lin(l, X(ab]» 3 X[r] + X(rp]» T € (a, D), X[lﬂ)- Navic vztahy ¢.13
urCuji vzajemreé jednoznanou korespondenci mezi vektofyy, c1, . . ., Cim, Cmt1)
a (d(), dl, R ,dm, derl)' Tudiz

. 1
Greg[a7 b] N S[CL7 b] = L1H<17 X(a,b]> 5 X[7] + X(b T € (CL, b)a X[b]) .

DalSi podrobnostiykajici se regulovagjch funkd Ize najt zejmena v monografivolterra
Stieltjes-Integral Equationgl2, sec.3] Ch. Wniga UZziteCné specalni dodatky (nap.
charakterizace prekompakth mn@in v prostoruG|a, b|, zobecn Hellyovy
véty o Whbeéru) jsou obszeny tale v piaci D. Fraikowe [6].
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Kapitola 5

Riemanniv-Stieltjestiv integral

Odpoed na réktee Glohy zninéreé v Gvodri kapitole cava integal Riemaniiv-
Stieltjeslv, ktery je pfirozerym zobecgrim zramého integalu Riemannova.

5.1 Definice a Akladni vlastnosti

Pfipomaime (vizUmluvy a oznéer (iii)), Ze mnd@inu o= {0y, 01, ...,0,} bo-
db intervalu[a, b] nazzvamedélerim intervalu|a, b], jestlize plat

a=o0g<0o1< - <0,=0>h
Mnozinu VSech @leri intervalu [a, b] zn&ime 2 [a, b],

o= _max (05— 05)

av(o) je potet podinterval generovajch dlerim o (zde v(o) = m). Rikame,
Ze o’ jezjemrén o, jestlizeo’ Do
5.1 Definice.Dvojici (o,&) € 2[a,b] x R*(®) nazvemenaterym cleriminter-
valu [a, b], jestlize plat

oj-1<&<0; provsechng =1,2,...,v(0o).
7]a,b] je mnazina Vsech znéerych celeri intervalu [a, b]. Rikame tak, Ze &
je zn&kapodintervalujo;_1,0; ] a £ je vektor znéek
Pro da cleri o € 2[a,b] zna&ime symbolemr (o) mnazinu Vdech¢ € R¥(@)
takowech, ze (o, &) € 7|a, b].

Abychom zabanili zaméré s elementy mrion p,o,... Ci vektoti £, 7,. ..,
budeme posloupnostiéter, resp. znéernych céleri zapisovat jako ndp {o"},
resp.(p",m"). Zaména s mocninami zde zajeshehrok

5.2 Definice.Pro da® funkcef, g:[a,b] — R azn&ere Bleri (o, &) intervalu
la,b] definujeme

v(o)

Stag(o, & (a,b]):=> f(&)[g(o;) — g(o1)]-

j=1

75
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Nebude-li hrozit nedorozuém, budeme pat kratce S(o, &; [a, b)), resp.S(o, &)
misto Sya (0, &; [a, b]).

5.3 Definice.Necht f, g:[a,b] — R.
(i) Reknemeze existujeRiemaniiv-Stieltiesiv (§) -integral (kratce(d) RS-inte-
gral) funkce f vzhledem k funkcig

b b
) [ f@)dlg(w)) (znime ez (5) [ 1 do)
a ma hodnotu/ € R, jestlize

Ve>04d6>0:
(5.1)

((a,g)ey[a,b] a yo—y<5) — [S(c, &)~ | <<

(i) Reknemeze existujeRiemanfiv- Stieltjedv (o)-integral (kratce(o) RS-in-
tegral) funkce f vzhledem k funkcig

b b
@) [ ) digla)] (znime €z (o) [ fdo)
a ma hodnotu/ € R, jestlize

Ve>03do.€ 2]a,b]:
((a,ﬁ)eﬂ[a,b] a 0'30'5> — |9(0,8&) — | <e. } (5.2)

(iii) Jestlize c € [a, b] afunkcef, g jsou definoany v boe ¢, klademe

6 [ 1dg = (o) [ fdg=0.

b /; [ a b

Existuje-li integal (5)/ fdg, pak definujeme{é)/ fdg= —(6)/f dg a exis-
a b

b a b “
tuje-li integial (a)/ fdg, definujeme(a)/ fdg= —(a)/f dg.
a b a

5.4 Pozramka. Pojem (§) RS-integélu odpovda plivodri Stieltjiesoe definici,
zafimco (o) RS-integél byva rekdy nagvan €z Mooreliv-Pollardiv integral.

Klasicky Riemantiv integiél je specalnim pfipadem(§) RS-integalu, pokud
g(x)=z prox € [a,bl.
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Vyskytne-li se v ktefych tvrzench pojem RS-inte@l bez rozlgen, zda se
jedra o (0) RS-integél Ci o (o) RS-integél, bude to znamenake da® tvrzen
plaii pro oba pojmy. V takoych a da$ich pfipadech, kdy nehrénedorozurén,
také negfipojujeme symboly(d) Ci (o) k symbolim integalti. Funkcef v in-

b
tegralu / f dg se nagvaintegrand zaimco funkceg se nagvaintegrator.

5.5 CviCen. Dokazte,ze pro oba typy RS-integlu plat:

b
(i) je-li funkce g konstantinna [a, b], pak/ fdg = 0 pro libovolnou funkci
f definovanou nda, b], ’

b

(i) je-li funkce f konstantina [a,b], pak/ fdg = f(a)[g(b) — g(a)] pro

libovolnou funkcig definovanou nda, b].a

Z definice5.3 také snadno usounhe, ze (§) RS-integal je speclnim pfipa-
dem (¢0) RS-integalu.

b b

5.6 Veta. Je-li (5)/ fdg=1€eR, pak plaf také (0)/ fdg=1.
Dlkaz. Prokada de cleri o',0" € 7a,b] takoa, ze " je zjemrén o,
plat |o”| <|o’|. Véta je tedy imym disledkem definicg&.3. O

5.7 Pozramka. Budiz dano libovolre 5, > 0. Potom v definic/5.1 (i) mizeme
podninku (5.1) nahradit @sleduici trochu zeslabenou podnkou

Ve>035€(0,0): |
((U,E)Eﬂ[a,b] a |a’|<5) — |S(0, &) — 1| <. (5.1)

Podobi, je-li dano oy € Z[a, b], mizeme v definicb.3 (i) podminku (5.2) na-
hradit podninkou

Ve>03do.€%[a,b]:
(5.2)

o.Dop a ((0',5) € 7la,b] aO'Dcr€> = |S(0,€) — I|<e.
5.8 Cviceni. Rozmyslete si podrolin pra plaf tvrzen uveder v pozramces. 7.

5.9 Hiklad. Nechta= —1, b=1a

0, kdyz z<0, 1, kdyz x <0,
flx) =

. a g(z) = .
1, kdyz x>0 0, kdyz x>0.
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Polazme oy ={—1,0,1}. Potom pro kadée celeri o € #2|—1, 1], které je zjem-
nénm o, (atedy0 e o), akade € € 7(o) mame

S(o,€) = f(&) [9(0) = g(on-1)] + [ (&k+1) [9(0k11) — 9(0)] = 0,

kdeO:O'k, fk c [0'1671,0}, €k+1 € [O,O’k+1] atedy

f(&) =0 a g(ok1) — g(0)=0.

1
Vzhledem ke drué¢asti pozamky5.7 vidime, ze (a)/ fdg=0.
—1
Na druhou stranu, pro kdé zn&ere cleri (o, &) intervalu [—1, 1] takow,
ze0¢ o, t. o1 <0<o, pro rejake k € N, plaf
07 kdy2 gk < 07
S(0,8) = f(&) [9(or) — glow-1)] = = f(&) = — .
1, kdyZ &; > 0.

1
Odtud je Zejme, ze (5)/ f dg nenfize existovat.
—1

Nasleduici dvé lemmata platpro oba typy RS-inte@ill a jsou gimymi du-
sledky definices. 3

b
5.10 Lemma. (i) Jestlze existuje integfﬂ/ fdg, pak plat

b
[ 1dd| < ls1vart s

b
(i) Jestlze naic g € BV([a, b] a existuje integil/ f(z)d|var? g], pak plaf

b b
[ 14| < [[156)] dlvarzg] < 17 vart .

5.11 Pozramka. Uvidime pozaji (viz disledek5.42), Ze je-li f ohrantera na

b
[a,b], pak pro oba typy RS-integlli plaf, Ze z existence inte’gtu/ fdg uz

b
plyne,Ze take integal / f(z)d|var? g] existuje.
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5.12 Lemma.Necht f, f1, f2, g, g1, g2: [a,b] — R a nechtexistuj integraly :

/abfl dg, /abfz dg, /abf dg: a /abf dgo.

Potom pro libovol@ ¢, c; € R plati

b b b
/(lelJFCsz)dg:Cl/f1d9+02/f2d9

b b b
/fd[0191+0292]:C1/fd91+02/fd92- 0

5.13 Cvicen. (i) Dokazte lemmat&.10a5.12
Dokazte, ze rasleduici tvrzeri plati pro oba typy RS-inte@il:

(i) Jestlze g:[a,b] — R je neklesdgi na [a,b] a f:[a,b] =R je takoi, ze

b
existuje integal / fdg, pak

(,inf, 7(@) lo) =gta)] < [ 1o < (s £@) o(b) — g(a]

z € [a,b] z € [a,b]

(i) Definicek.3 je korektn v tom smysluze ucuje hodnotu intedlu jedno-
zn&nre. JinakieCeno, jestlte I; ¢ R a I, € R sphuji (5.1) (s 11, resp. I,
na niste I), pak musbyt I, =1, (a podob pro(5.2)).

Oba pojmy RS-inte@lu pfedstavuj jakesi zobecare limity posloupnosti inte-
gralnich so@tl S(o, &) vzhledem k znéerym délerim. Neg‘ekvagp tedy,Ze plat
nasleduici tvrzeri analogicla klasicle Bolzanoe- Cauchyo@ podnnce.

5.14 \eta(BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA ).
b
Pro dare funkcef, g:[a,b] = R existuje(é)/ f dg prave tehdy, kd¥ je spléna
nasledujci podninka ‘
Ve>036.>0:

(“’75)’(5@69[@7“7 lol<d. a |?f|<5e) (5.3)
— [S(0,¢) — S(5,€)| <e.
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b
Podobré integél (a)/ f dg existuje pave tehdy, kdy plaf

Ve>03do.€ 2]a,b]:

((0:€). (.8 e 7labl o50. a 5o0.) (5.4)
= |S(0,&) — S(7,8)| <e.

D U k az. Nutnost spkri uvederych podninek pro existenci fislusnych in-

tegialll je Z'ejma z definiceb. 3
DokaZzeme ze podninka (5.4) zarltuje existenci inte@ilu (o / fdg. Necht
tedy plat (5.4). Potom existuje posloupnogtc™”, ")} znaterych cleri inter-

valu [a,b] takowa, ze

1S(e, &) — S(o*, &%) < % prokadeo >o* a £cr(o) (5.5)

a [fitom solcasre
o co’ a |S(a* e") - S(at &) <% prokazdekeN a (> k. (5.6)

Posloupnost{S(a*, £)} je cauchyovsi posloupnost &nych Cisel a existuje
tedy ralnéCislo I € R takowe, ze

lim S(o*, &%) =

k—o0

Nyni, nechitje danos > 0. Zvolme k. tak, aby bylo sotasré

1 € b ok 3
— < - E7)—I| < - 5.7

Potom, dky (5.5) a (5.7), odvodme, ze
S(0,&) — 1] < |S(0,€) — S(o™, ") +|S(o™, &%) — I| < ¢

b
plafi pro kazde o D o*: a £ €7(o). Toznamea, ze [ = (a)/ fdg.

Podob® bychom dokzali, Ze podninka 5.3) implikuje existenci integalu

(®Avd9 -
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5.15 Cviceri. (i) Dokazte vetu5.14pro (§) RS-integaly.

(i) Dokazte,ze podninky (5.3), resp. b.4) jsou ekvivalentns podmnkami :

3\

Ve>03d0.>0:
(0.6, (0" €") € 7[a,b], |0’ <., 0" D ') (5.3)
— [S(c’,&') — S(0”,€")| <¢ )
resp.
Ve>03o.€2[a,b]: )
((0’, £'),(0",&") e 7a,b], 0" D0’ D o—a) (5.4')

— |S(J/,€/)—S(O'”,£”)| <

J
(Navod: nechto, p € 72[a,b] ac’ =0 Up, pako’ € Z2[a,b], 6’ Do, a'Dp a
}S(O’,g) - S(pa 77)‘ < ‘S<0-7£) - S(O’l,€/>‘ + ‘5(0/75/) - S<p7 77)|

pro libovolma ¢ e 7(o), net(p) at' er(a’).)
Nasleduici véta je gimym disledkem &ty5.14 Plaf ve stejem zrén pro

oba typy RS-integxlll.
b

5.16 \eta. Jestlze existuje inte@l | fdg ajestlize]c,d] C [a,b], pak existuje

d
také integél / fdg.

a

b
D U k a z. Fedpokhdejme,ze integal (a)/ f dg existuje. Podle &ty 5.14
existuje @leri o. € 2[a, b| takowe, ze ’
1S(0.§) = S(e’,&")| < e (5.8)

plati pro VSechna zngera Bleri (o0,&), (0/,&’) € 7 [a,b] tako\a, Zze o Do, a
o' D .. Vzhledem k tvrzehobsaerem v poziamce5.7, miizeme edpokhdat,
ze {c,d} C o. amizeme tedy rozlbit o. tak, Ze bude

o.=p Up.Up", kdep™ € 7[a,c|, p.€ 7c,d], p" € 2[d,b].

Nyni, nechitp, p’ € 7[c,d], pDp., p'Dp. @ (p,n), (p', M) € 7 [c,d]. Defi-
nujme

o=p UpUp' ., m=Mm ,nn")ad=p Up'Up", (n ,n',n"),
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kde n~,n™ jsou takoe vektory,ze (p~,n") € T [a,c] a (p*,n") € T[d,b].
Ziejméje (0,&),(0',€') € T [a,b], o Do, 0/ DO,

S(e,6) =S(p~,n")+S(p,n)+S(p",n")
S(e',&")=S(p~,n)+S(p',n')+S(p",n").

Podle £.6) tedy mame|S(p,n) — S(p’,n')| = |S( £)—S(o',¢')] <e aodtud
podle ety 5.14 plyne existence integfu ( / fdg. Dlkaz tvrzei véty pro

(0) RS-integél se provede analogicky a je ponéoftteréri jako cviceri. a

5.17 Cvicen. Dokazte vetu5.16pro () RS-integaly.

Take nasleduici tvrzen platfi ve stejré podol@ pro oba typy RS-integfu.

5.18 \eta. Jestlze existuje integd / fdg a cela,b], pak existdj také in-

tegraly/fdga/fdg aplau/fdg /fdg+/ fdg.

DlUkaz. Je-lic=a neboc=b, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, ).
b

Dale fedpokhdejmeze existuje intedl (o) / f dg. Potom existence integk

c b
(0)/ fdga (0)/ f dg je zariena etou5. 16

Necht ¢ > 0. Zvolme zn&era leri (¢’,¢') € 7 [a,c] a (6”,£") € 7 [c, b]
tak, aby platilo

—/acfdg’+‘50'” " —/bfdg‘
/fdg‘<5 > (5.9)

kde o = aUa’”G@[ab} a = ¢ er(o).

J
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Ziejme plaf S(o, &) = S(a”,&") + S(a”, ¢"). Tudiz

b c b

fdg—/ fdg—/ fdg’

0.€)|+|5(0,€) = S(0",€) — S(o".€")

—1—‘5( /fdg‘ ‘Sa" ) /fdg‘<€

Protdze ¢ > 0 bylo libovolrné, dikaz je dokoien. O
5.19 Cviceri. Rozmyslete si, prbz existence integil

/abfdg, /acfdg, /bedg

plyne existence zi&@rych cleri (o/,¢') € 7 [a,c] a (o”,&") € 7 [c,b] tako-
vych, ze plat (5.9).

Implikace obacera ke tvrzemnvéty5.18se pro(o) RSintegél dokéze snadno.

5.20 \eta. Jestlzec e [a, b] a jestlize existujintegraly

@) fdg a 12=<a>/cbfdg,

b
pak existuje tak integal [ = (a)/ fdgaplat I=1+ L.

Dlkaz. Buddanoe > 0. Zvolme cBleri o’ € Z[a,c] aa” € 7|c,b] tak, aby
platilo

|S(o’,&") — 11| < e pro (¢/,&") € 7 [a, ] takow,Ze o' Do,

|S(a”,&") — I| < e pro (6", &") € 7 [c,b] takow,ze o” Do

Nyni, nechto. =0’ U o. Protcze cc o., kazde zn&ere ckleri (o, &) inter-
valu [a, b] sphujici o > o. mizeme rozélit

o = O_IUO_I/ a E- — (5/’5//)
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tak, ze bude platit
(6',¢" e Ta,d, (6", &) eT[c,b], o' Dol a o"Dol.

Navic S(o,&)=S5(c",&")+ S(o”,&"). Vzhledem k definicio’ a o, tedy pro
kazde (o,&) € 7 |a,b], kde o D o., mame

1S(0,&) — (L + )| < [S(0', &) — 1| +|S(a”,¢&") — L] < 2,

tj. dokazali jsme tvrzenvéty. O

5.21 Pozramka. Aby mohlo platit analogic& tvrzen také pro (6) RS-integal, je
tfeba gidat predpoklad o pseudoaditigétfunkd f, g v boce ¢, viz cvicen 5.34

Pro existenci(§) RS-integalu mame tak rasleduici pfirozenou aépe 0éfi-
telnou nutnou a postajici podminku.
b

5.22 \eta. Pro daré funkcef, ¢g:[a,b] — R integrél (5)/ f dg existuje pave
tehdy, kdg pro k&dou posloupnosf(o™,£")} C 7 [a, b] azna“:erych celeri in-
tervalu [a, b] takovou,ze lim |o"| =0, mé posloupnosfS(a™, £")} kon&nou
limitu.
D U k a z. Nutnost uvedénpodninky je Zejma. Zbyva dokazat jej postai-
telnost.

Pfedpokbdejme tedyze limita lim S(o",£") existuje (a je konénd) pro
kazdou posloupnosf(c™,£")} C 7 [a, b] takovou,ze lim |o"|=0.

Necht existuj dvé posloupnosti zri@nych ®leri {(o",£")} C 7 [a,b] a
{(6",€)} C 7 [a,b] takowe,Ze  lim,_..c |0"| = lim,_« |6"|=0 a
lim S(6™, &) =IcR a lim S(&",€)=1€cR.

n—oo

Sestavme nyimovou posloupnost
~1 <1 —9 2
[S(p", 0"} = {S(c",€),5(",€),5(c%€),8(".€).... }

Podle n&eho fledpokladu ra také posloupnost{S(p™,n")} konenou limitu
J €R, aprot@e obsahuje abposloupnosti

{S(e",€")} a {S(@E",€)},
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mus platit / = I = J. To znamea, 7e hodnota limity

I'= lim S(e",&")

n—oo

nezvid na voltg posloupnostf{ (o™, £")} zn&erych celeri intervalu [a, b], pro
kterou plat lim |o"|=0.
Nyni, necht{(e",£")} C 7 [a, b] je libovolna posloupnost takéy ze
lim " =0, lim S(e", &")=1€cR,
b
a necht(é)/ fdg+# 1. Pak existujes > 0 takow, ze pro kadé k € N Ize najt
(o™, &™) € 7 [a,b], proréz plai |o™| < 1/k a [S(a™, &™) — I| > 2. Nadli
jsme podposloupnost{ (o™, £"*): k€ N} C 7 [a,b] posloupnosti {(c", £")}

takovou,ze klim o™ | =0 a @fitom neplat khm S(o™, &™) =1. To je ale spor
b
s na&im predpokladem. Platedy (5)/ fdg = I. Dlkaz \Bty je dokoten. O

Nyni nazn&ime, jakou roli hrdj v teorii Stieltiesova integdu ohrantere
funkce. Nasleduici tvrzeri plati pro oba typy RS-intedl.
b

5.23 \ta. Nechtexistuje integal / f dg. Potom je budo ¢ konstantina [a, b],

nebo je f ohranicerd na mnairé [a,b]\ A, kde A zn&i sjednocehvSech po-
dintervalll [a, b] otewenych v[a, b], na ktefych je funkcey konstantin *
Dl kaz. Podle &ty5.6 stfi dokazat tvrzenvéty pro (o) integil.

Necht g neri konstantina[a,b] a f ner ohrantera naB ={a,b]\ A. Pak
je mncdina B nep#ézdra a existuje posloupnogt:,, } C B tako\a, ze

lim |f(x,)| = oc.

n—oo

Necht z* je libovolny hromadiy bod posloupnost{z,,} v intervalu[a,b]. Pfed-
pokladejme,ze z* € (a,b]. Potom alespd jedna z mnain {z,,} N[a,x*) nebo
{z,} N (z*,b] (v pfipack, Ze je z* < b) mud mit nekon€né mnoho prvk. Necht

1 Otewerym podintervalem Via, b] zde rozunime take ce¥ interval [a,b] a intervaly tvaru
[a,c), (d,b], kdec€ (a,b] ade [a,b) mohou yt libovolné.
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je to nagiklad mnaina {z, } N [a, z*). Potom ntizeme z posloupnosfiz, } vy-
brat rostout podposloupnos{z,, } C [a,z*) takovou,ze plat lim z,, = z* a
k—o00

klim | f (2, )| =oco. Specalné pro kade K > 0 existujek, € N takow, ze

| f(zn,)|>K prokazde p > k. (5.10)
Na druhou stranu, podleév5.14 a5.16 existuje @&lerd o* intervalu [a, 2*|
takow, ze je

|S(a, &) — S(o,¢)] < 1 (5.11)

pro Viechna znizera leri (o, £), (&, €) intervalu [a, 2*] tako\, ze je o O o*
ao>o*. Nechto*={79,71,...,Tm}

Protae {z,, } NA=0 a z,, € (1,-1,2*) pro vdechnak dostaténé vella,
nen g konstantnna (7,,_1,z*). Existuje tedy bod* € (7,,,_1, z*) takowy, Ze je
g(t") # g(").

Nyni, necht o;=7; proj=1,2,...,m —1, o, =t*, o1 = 2* @
02{007017"'a0m+1}-

Potomo € 2[a,x*] a o Do*. Dale nechté = (£1,&,...,&ny1) je libovolny
vektor zn&ek takoy, ze (o,&) € 7[a,z*] a nechtky,eN je takow, ze plat
(5.10 pro

1
foneéné, zvolmepg ko tak, abyz,,, EN(t*,x*), apoldmeos =o, Emﬂ =T, a
E=(&,8, . &m, Eme). Potom(a,€) € T[a,z*] a 6:3 o*.
Pro takto konstruovanro&ifera Blen (o, &), (o, &) intervalu [a, z*| plaf
15(5,8) — S(0,€)| = [ f(&mi1) = Fln,)| lg(x™) — g(t")]
> (If (@n,| = 1f (Ema1)l) lg(z") — g(£)]
> (K = |f(&ms1)]) l9(=") — g(t")] = 1,

K= f(&mer) |+

coz je ve sporu sH.1]).

Podob®@ bychom dovedli ke sporud@dpokladze f neri ohrantera naB, i
v pfipadech, kdy mnzina {z,,} N [a, z*) ma kon€né mnoho prvk neboz* =a.
O
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5.24 Poziamka. (i) Necht f e Gla,b], o € (a,b), ¢, deER a g(z)=c pro
x € |a,0),9(xo) =(c+d)/2,g9(x)=d pro z € (zo,d]. Dale necht f:[a,b] >R
ma jednostran@limity f(zo—), f(zo+) €R.

Pro n € N uvazujme posloupnostéleri {o"} intervalu [a,b]| takowch, ze
|o”| — 0, priCent pro k&de n € N existujek,, pro ktee plat o} _, <xo <o}, .
Dale nechtvektory zn&ek 8™, ™ a (" jsou takow, Zze pro kadé n € N plaf

(6",0"), (6",n"), (e",¢") € 7[a, b],

Op, =g, o, 1 < <x9 @ 29 < <0y
Potom dostanemeS(o™,0") = f(xo) (d—c), S(e™,n")=f(n;)(d—c) a
S(a",¢") = f(¢,) (d—c) pro kade n e N. Tudiz

lim S(e",0") = f(xo) (d—c¢), lim S(e",n") = f(zo—)(d—c),

n—oo n—oo

lim S(e",¢")) = f(wot) (d—c).

n—o0

Odtud plyneze k tomu, aby kada posloupnost (o™, £") takowa, ze
(o™, &") e 7]a,b] a |o"|—0,

konvergovala pro» — oo k néjaké koné€né (a jednoznéné urtere) hodnog I, je
nutré, aby platilo

bud  g(zo—)=c=g(wg) =d=g(vo+), nebo f(zo—)=f(xo)=f(0+).

b
Vzhledem k &t 5.22 Ize tedy @ekavat, ze pro existenci integiu (5)/f dg
bude nuté, aby funkcef a g nengly zadry spole€ny bod nespojitosti. ‘
(i) Nyni, necht o, € 2[a,b] je libovolné céleri obsahdiici x,. Pro k&dé jeho
zjemreni o potom existujek = k(o) takowk, ze xy = o,. Mame

() + 1060 55

(Floo) + £(6) 55, jestize &y =g <&,

(F(Gn) + f(ao)) ©5 . Jestize gy <=5,
kf(ZE()) (d — C), jestliie gk—l =To= gk

jestlize &,y < xo <&,
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Bude-li tedy funkcef regulovai nala, b], bude mndina Q hromadiych bodi
mnaziny {S(o,&):(0,£) € 7 [a,b]ac Doy} nejwsettytbodowa:

d—rc d—rc
Q = {(f(@o=) + flao)) 5= (f(w0) + Flao+)) 5

2
(Fleom) + 1) T35 2 £ S5
d—c b

) 2 f(l’o)
kde B =A%tg(xg) =A"g(zo). Pro existenci integlu (0)/ fdg je ovsem
nutré, aby se mrzina Q redukovala na jednobodovou mitiou. Snadno nakb-
neme,ze toto nastane aveé tehdy, kdy pro funkcef a g bude platit soGasré

AT f(w9) ATg(zo) =0 a A™ f(wg) A" g(x0) =0.

5.2 Podminka pseudoaditivity a jeji dlsledky

Podrobji vyjasnit vajemry vztah mezi(§) RS a(o) RS-integélem umani po-
jem pseudoaditivity

5.25 Definice.Reknemeze funkce f, g: la,b] = R sphuji v bod® z € (a,b)
podninku pseudoaditivity, jesttie

pro kazdé £ > 0 existujed. > 0 takow, ze je-li )
8',6"€(0,9,), E€z—0",a4+0"], ¢’ € [x—d",x] Al € [x, x+0"],
pak plat (PA)

£(&) [9(z +6") — g(z—d")] = f(§") [9(x) — g(2—0")]
— (€M) gz +0") —g(@)]| <e. )

5.26 Pozriamka. Pouziti podminky (PA) miize byt nékdy pohodlgjsi, pokud ji
preformulujeme do asleduici ekvivalenti podoby:

pro kazdé £ > 0 existujed. > 0 takowe, Ze je-li
¥ € (x—b. ), 2" €(v,x+6:), {€la’, 2], ' el2!,x]al” €[z, 2"],
pak plat

£ lgla”)—g(a)] —F(€") [g(a)—g(a")] — F(€") [g(a") —g(a)]| <.
5.27 Hiklad. Necht
f(w)={(1)’ kayz 2 <0, g@:{L kdyz <0,

(PA)

kdyZz x>0
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ar<0<z2” e, 2", &ela,00 ag” €|0,2"]. Potom

F(©) lg(=") = g(a)] = f(€) [9(0) — g(a)] = F(£") [9(=") — g(0)]]
= |£) - f(€| =1

vzdy, kdyz bude¢ <0 a¢” > 0. Vidime, ze funkcef, g nesphuji podrinku (PA)
v bock 0.

5.28 Lemma.Jestlize funkcef, g : [a,b] — R spliuji v boc x € (a, b) podminku
pseudoaditivity, pak alespgedna z funkic f, ¢ je v bo@ = spojita.

Na druhou stranu, je-li jedna z funk¢, ¢ spojita v bo@® = a druhé je ohrani-
Cera na jeho okdl pak funkcef, ¢g spihuji podmnku pseudoaditivity v baxdz.
DOkaz. a) Nechtf, g sphuji podninku (PA)) pseudoaditivity v bod z.
Dosadme-li ¢ = ¢’, dostaneme

Ve>039.>0:
(xle (x —b.,2), 2" €(x,x+0.), ' el x], "€ [g;)f’])
— |f(&) = f(€")]]9(a")—g(z)| <e.

Odtud je Zejmé, Zze nefirli funkce g v bode x spojita zprava, musbyt v bode x
spojita funkce f. Podobi&, poldime-liv (PA) ¢ = ¢”, dokdzeme,ze nefirli g
spojita zleva va, mus byt f spojitav z.

b) Necht
€(a,b), ¥ €la,x), 2" €(z,b], €2, 2], ¢'ela’,x] a "€z, 2"].
Potom

(&) g’ ) 9(@")] = (") g(x) = g(a")] = F(§") [9(a") — g()]]

= [(f(¢ fé’)( (z)— g(sc’>)—(< " £(€)) (g(a’ ) g(x))]
< |f(&) = f(€N]]9(x) |+!f ") — f(©)]|g(2") — g(z)]
< (1£() = f(@)|+ | f(z ) \g — g(2)|

(
+(1f(€") - (x)|+|f($) &) |9(z") — g(2)].

Odtud & plyne,ze plat i druhé tvrzen lemmatu. O



90 RIEMANN OV-STIELTIESUV INTEGRAL

b
5.29 Lemma. Necht f, g:[a,b] — R a nechtexistuje integal (5)/ fdg. Po-

tom dvojicef, g splhuje v k&dem bo@ z € (a,b) podminku pseudéladitivity.
b
D 0 k az. Fedpokhdejme ze integal (5)/ f dg existuje a pitom v néjakem

bock z € (a,b) neplat (PA)). To znamea, 2eaexistujee > () takow, Ze pro kadée
0 >0 Ize najt body

¥ e(x—0d,x), " €(x,x+9), neld’,2"], n’ elz’,z] a n"elx,a"]
takow, ze
|F() [9(&") = g(a")] = f(n') [9(x)—g(z")] = F(0") [9(z") — g(x)]| > &. (5.12)

Bud dano libovolre 6> 0. Necht (o, &) € 2[a, b] je takow,zev(o)=m, |o| <
aprorgjake k€ {1,2,....m} je o)1 =2’ <wx <z" =0y a§ = n. Definujme
oc=0oU {l’} a € = (gla s 76’6—1’ 77/777/17£k+1a s 7§m) Podle \612) mame

1S(0,€) — S(a,8)]
= | (&) [9(on) — g(o3-1)]
— f@') [9(x)—g(or-1)] = F(0") lg(ow) — g(=)]|
= [f(mlg(a")—g(@")]—f (') [g(x)—g(2")]—f (") [9(z") ~g(2)]| > e.
To znamea, Ze nem splréna podrmka (5.3’), a tué podle \ety'5.14 a cvice-

b
ni 5.15(ii) neexistuje integal (5)/ fdg. O

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty5.14a lemmatb.28a5.29

b
5.30 \eta. Necht f, g:[a,b] — R a nechtexistuje integal (6)/ f dg. Potom
v kazdem bo@ = € (a, b) je alespad jedna z funkic f, g spoijita. ’

Vime,ze (0)RS-integél je specalnim pfipadem (o) RS-integalu (viz vé-
tu5.6). Na druhou stranu, jak @ke rasleduici véta, pojem pseudoaditivityam
poskytuje ma@nost objasnit i vztah mezénito integaly v opa&ném sne@ru.

b
5.31 \eta. Necht f, g: [a,b] — R. Pak integél (5)/f dg existuje paveé tehdy,

b
kdyz existuje intedl (0)/ f dg afunkcef, ¢g splhuji podninku pseudoaditivity

v kazcem bo@ z € (a, b)

a
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b

Dlkaz. Hedpokhdejme nejprveie existuje(d)/ f dg. Podle \éty5.6 potom
b a

existujei(o) | f dg amastejnou hodnotu. &le podle lemmatt.29musd funkce

f,g splﬁovatcbodninku pseudoaditivity v kedem boet x € (a, b). St&i tedy do-

b
kazat,ze kdyz existuje integal (a)/ f dg afunkcef, g sphuji podninku pseu-

b
doaditivity v kazdém boe = € (a, b), pak existuje i intedl (6)/ fdg.

b
Predpokhdejme tedyze integal (a)/ fdg=1 existuje aze funkce f, ¢

spihuji podninku pseudoaditivity v Kedem bod = € (a,b). Nechtje danoe >0

a nechtdéleri o. ={so, s1,..., 5.} € 2[a,b] je takowe,Zer >2 a plat
|S(p,m)—1I| <e, jakmile pD>o. a ner(p). (5.13)
Ozn&me
O :=min{s; —s;_1:1=1,2,...,7r}. (5.14)

Protaze funkce f, g splhuji podminku pseudoaditivity nga, b), nutré existuje
d. € (0,9,) takowk,ze prokade i=1,2,...,r—1 plaf

|£(€) lg(s?) — g(s7)] \
= f(€) [9(s:) = 9(s)] = F(€") [9(s) = g(s)]] < - i 7
oro (5.15)
Sge(si_émsi)? 8;—’6(81',31-—&—55),
56[5275;/]7 5/6[8;731']7 5/,6[31'732/]' J

Necht (o,¢&) € 7 [a,b], o ={00,01,...,0m} & |o| <.
Podle 6.19) je prokade j € {1,2,...,m} mndina(o;_1,0;) No. bud jed-
nobodow, nebo pazdra. Necht

U, je mnazina €chj € {1,2,...,m}, prokte@ (o;_1,0;) No.=0,
UQZ{LQ,...,TI’L}\Ul.

Potom pro kadé j € U, existuje pave jednoi(j) € {1,2,...,r — 1} takow, ze
sij) € (0j-1,0;). Pctet prvik mnaziny U, tedy nefivétsi nez r — 1.
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Polazme nyn p = o Uo.. Potom
lp| < 6. < d. (5.16)
a pro ka&dé j € U, existuje pave jednok(j) € {1,2,...,v(p)} takow,ze
oGy -15 ()] = o1, 05 ], (5.17)
Pokudj € U,, pak existuje pave jednol(j) € {1,2,...,v(p) — 1} takow, ze
Pe(i)—1 = 051, Peg) = Si(4)> PeG)+1 = 0j- (5.18)
Zvolme vektorn tak, aby bylo(p,n) € 7[a,b] a

Mk(j) = gj, kdy2 je Ul, (519)
a porovnejme inte@ini soltty S(o, &) a S(p,n). Mame
o.8) = > [(&)lgloy) —gloj-)]+ D [(&)gloy) — gloj-)].
JjeUy JjeEUs
NechtV, = {k(j):j €U} aVo={1,2,...,v(p)}\ V4. Pak podle’.17)—(5.19
= f(m) 9(pr-1 +Z f(ne) lg(por) — 9(pr—1)]
keVy ke Vs
= flmg — glpr-+>_ () — 9(pr-1)]
jel; ke Vo
=>_ f(&)9(o3) = 9(j-1)
jelr
O [f 9(pei) —9(Peiiy—)]+f (Megiy+1) [9(peciy+1) —9(pes))]
jeUs
=) f(&) l9(o5) — g(05-1)]
jelh
O [f 9(siiy) — 9(oi-)] + f (eyn) [9(o) — g(si))]-
Jje U2
Tudiz
S(a.6) = S(p,m) = Y (&) [9(0;) — g(o-1)]
Jje U2

> [Fo)g(sin)=9(o; )+ F (i) lo(o) =g (si)]]

jeUs
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je U2

= f(&) 9(05) — g(oj-1)]
= Fe)) [9(siz)) — g(oj—0)] = fey1) [9(05) — 9(si))]-

Pfipomeime,ze vzhledem k%.16) a (5.18 mame

i1, kde

[Uj—l,Uj]C(Sz — 0¢, Si(5) +9.), & €loj-1, 04l

Nes) € [Uj—lu Si(j)]a Nei)+1 € [Sz‘(j), Uﬂ-

Podle £.15) je tedy |W;| < % pro kazdé j € U,, a tudz (take dky tomu, ze
r—
pocet element mnaziny U, neri vétSi nez r — 1) dosivame,ze

1S(a,&) = S(p.m)| < > [W)| <e.

JjeU2
Konetné, vzhledem k%.139) a vzhledem k definicp, plat

}S(Uas)_[‘ < }S(Uaf)_S@ﬂ?)‘ﬂL‘S(Pa”?)—]‘ <2e.
b
Dokazali jsme tedyze (5)/ fdg=1. O

5.32 Disledek.Necht (a)/l}" dg =1 €R anechtv kazdem boe intervalu(a, b)
je alesp@ jedna z funklcf,a :[a,b] — R spojita a druta je ohrantera na jeho
okoli. Potom je tak ( /f dg=1.

D Uk az. Podle lemmatt.28 spiiuji funkce f, g podninku pseudoadltlwty

v kazdem boe x € (a,b), a tudz podle \ety'5.31 existuje take (9) /f dg a plat

) [1d9=(0) [ ds. .

5.33 Pozramka. Specalré jestlze g(z) =x a f je ohranteré nala,b] (tj. pro
b b

Riemaniilv integél), jsou definice intedl (5)/ f(z)dz a (a)/ f(z)dz

ekvivalentn. ’ ’
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5.34 Cvien. Dokazte tvrzef:
Necht c € [a, b], / fdg=IeR a / fdg=1,cR anechtf, g spl-

nuji podmnku pseudoaditivity v. Potom integél 7 =(0) / f dg existuje a plat

I=5L+1.
(Navod: vyuijte vety5.20a5.31)

5.3 Absolutni integrovatelnost

Nyni uvedeme da&l potfebry pomocry pojem.
5.35 Definice.Necht—oco <c<d<oo a f, g:[c,d] —R. Potom definujeme

Sragle,d] = {[Stag(p.m) — Sraglp’.n"): (p.m). (p',m") € 7 [c.d]}

w (Srag;le,d]) =sup Gya,le, d].

Plat nasleduici modifikace Bolzanoych-Cauchyoych podnnek.
5.36 \eta. Necht f, g:[a,b] — R. Potom:

b
(i) Integral (5)/f dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdplaf

Ve>030.>0:
v(o)
(a € Z[a,b] a o] <55> — Zw (Stag;loj_1,05]) <e. (5.20)
j=1
b
(ii) Integral (0)/f d g existuje tehdy a jen tehdy, Kdplaf
Ve>0do.€2]a,b]:
(5.21)

(o)
(ae@[a,b] aO'DO'E) = Zw(Sngﬁ[Ujbej]) <E.
j=1
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DUkaz. a) UkZeme,ze podninka (5.20) je ekvivalenti s Bolzanovou-
Cauchyovou podimkou pro existenc{d) RS-integalu.

«) Predpokbdejme,ze plat (5.9. Necht £> 0 je dano,s=2/2 a nechtd. je

ur€eno podrimkou 5.3). Méjme cleri o intervalu [a,b] takow, ze |o| < ..

Ozn&me m=v(o) a pro kade je{1,2,...,m} vyberme znaera celeri

(07,89, (o7, E)eﬂ[a] 1,0; ] tak, aby platllo

0 (S7ag[05-1,05]) < Spag(o?, &) — Spa,(6, &) + % (5.22)
Definujme
p:U :U € E?"'7€m> a ﬁ:(gl’g27"'7’ém)'
=1 =1
Potom

(p,m) € 7 [a,b], (p,1) € 7 [a,b], |p| < alp| <de.

Tudiz podle 6£.3) a (5.22) dosevame

E w (Spagiloj-1,05]) < E : Siag( OJ — Staglo 75])"‘_}
i=1

m
J=1

= Stag(p;m) — Spag(p,m) +e <2e=¢

Protaze £ > 0 mohlo byt libovolné, plyne odtudze podninka 5.20) je splréna.
3) Pro dikaz obacere implikace pedpokhdejme ze plat (5.20). Dokdzeme ze
potom je spl&éna podrinka (5.3").

Méjmee > 0. Necht §. je urteno podrimkou (5.20) a zn&era cleri (o, £),
(&, €) intervalu [a,b] jsou takow, Ze |o| < d. a & D o. Ozn&me m=uv(o).
Pak pro kdde j € {1,2,...,m} existuje(a?,¢’) € 7]o;_1,0;] takow, ze

U =(¢€,... &M
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Diky predpokladu®.20) a s gihlédnutm k (5.35 dostaneme
Srag(0,€) = Stae(a,8)]

< D 1) l9(05) = 9(05-1)] = Spagle’, €)]

<> w(Spagilojr.0]) <e.

j=1
Plat tedy (5.3)).

b) Analogicky by se dokzala ekvivalence podmky (5.21) s Bolzanovou-Cau-
chyovou podrinkou pro existenc{c) RS-integalu. Podrob# diikaz je ponechn
Cterdéfi jako cviceni. O
5.37 Cviceni. Dokazte tvrzemvéty5.36pro (o) RS-integéaly.

5.38 Lemma.Necht f, g:[a,b] =R a [c,d] C [a,b]. Potom

wWiea)(F)19(d) = g(e)] < w (Sgagile d]) < wea)(f) varg g. (5.23)
DlOkaz. a) Nechto=p={c,d}, &, nelc,d] a &€=(&),n=(n
(0.€),(p,m) € Zle.d] al|f(&) — f(n)]|g(d) — g(c)| € Sray([e, d] a

Wie (f) [g(d) — g(c)] < sup Gpagle,d] = w (Spay; e, d]).

b) Nadruhou stranu, jestk (p,n), (7,60) € 7[c,d] a poldime-lic=p UT,
bude o€ 2[c,d] a

). Potom
tud

v(o)

[Sraglom) = Spas(m.0)| = |2 (£0) = (8)) lg() — 9(o51)]

1

<

kde 7]2- =, KAYZ [0j_1,0;] C [pr—1,px] @ 9; =0, Kdyz [0,_1,0;] C[Th_1, Tkl
Odtud doshvame dhle

|Stag(pim) = Sag(T,0)] Z |f () = F(0))] |9(o;) — g(oj-1)]

< Wiea) () Vg, o) < wiea)(f) vard g,
neboli
w (Siag;le,d]) = sup Gya le, d] < wiea)(f)vard g.
Dokazali jsme platnost nerovnagb.23). O
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5.39 Poziamka. Je-li varl g = oo, pak je osem druld z nerovnostv (5.23
trivialni.

Nasleduici tvrzer poskytuje dadi nutré a postéujici podninky pro existenci
obou typl RS-integall.
5.40 \eta. Necht f:[a,b] = R, g€ BV]a,b] a v(z)=var® g pro z € [a, b]. Po-
tom:

b b
(i) Integral (0)/fdg existuje tehdy a jen tehdy, Kdlgxistuje intedl (0)/fdv.
b
(i) Je-li f ohraniteré na [a,b], pak integél (5)/ f dg existuje tehdy a jen

b
tehdy, kd¥ existuje intedal (6)/ fduo.

Dukaz. a) Prokadyinterval [c,d] C [a,b] mame vaf v=v(d) —v(c). Tudiz
podle lemmatib.38mug platit

v(o) v(o)
Zw[ajfl,aj}(f) [v(0y) = v(oj-1)] = Zw (Sfaviloj-1,04])

pro libovolré céleri o € #[a, b]. Podle lemmatib.3&tedy dale doshvame

v(o) v(o)
w(Sragloj1,05]) D wp,_0(f) vary g
J=1 j=1
v(o) v(o)
= Wy o) () [v(05) = v(05-1)] = D w (Spaviloj1,05]).
Jj=1 j=1
Nerovnost
V(O’) y(a-)
(Stagilog-1,05]) < D w(Srawiloj-1,05])
J=1 j=1

tedy plat pro kazdé céleri o € 2[a, b]. Pomodé véty5.36nyni uz snadno dodze-

me, Zze z existence mtegm/ f dv plyne existence integtu f dg (ato pro

oba typy RS-intedilu).
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b
b) Predpokbdejmeze existuje intedtl (o) / fdg. Dokazeme ze pak existuje

b
také integal (0)/ fdv.
Bud danoc > 0. Podle \ety5.36existuje @ler o. € 7[a, b] takowe, ze

v(o)

> w(Siagiloj1.05]) <e (5.24)

j=1
plati pro kazdé jeho zjem@ni o O o.. Zfejmé mizeme & predpokhdat,ze talke
O<var’ g—V(g,o)<e (5.25)

plafi pro kazde cBleri o takow,ze o D o.. (ZdUvodréte!)
Nechto € Z[a,b] a o D o.. Potom podle lemmaitf.38mame

v(o) v(o)
D w(Sraviloj1,05]) <D Wy e (f) varg g
j=1 i=1

a dale, podle£.24), (5.25 a lemmatib.38

v(o) v(o)
ZW (SfAv§ [Uj—h 0j ]) < Zw[ojflyaj}(f> [g(aj) - g(aj—l)}

(o)
+ Zw[ﬂjflﬂjl(f) (varggj_l g — [g(Uj) - g(gj—l)])
<&+ wap(f) (var, g—V(g,0)) < e(l+was(f))-

b
Podle \ety5.36 mlizeme tedy uzait, Ze existuje inted (a)/ fdo.
c) Zbyva dokazat,ze je-lifunkcef ohranteranala, b, pak z existence integlu

b b
(6)/ f dg plyne,ze existuje tak integal (6)/ fdveR.
a a b
Nechtje tedy f ohrantera nala, b] a nechtexistuje integal (6)/ fdg. Po-

b
tom podle &t5.6 a5.30existuje(a)/ f dg afunkcef, g nemaj spol€ny bod
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nespojitosti v(a, b). Dale podle lemmati.24také funkce f, v nemaj spol&ny
bod nespoijitosti v(a,b). Konetné, prot@e podlecasti b) tohoto dkazu exis-
b

b
tuje integal (0)/ f duv, existence integiu (5)/ f dv plyne z disledku5.32.

(Protaze
g €BV]a,b], jsou funkceg i v ohrantere nala,b].) O

b
5.41 \&ta. Necht f:[a,b] = R, g € BV[a, b] a existuje integz’nl/ f dg. Potom

existuje tak |nteg|al/ |f]dg.

DOkaz. Podle&ty2.14a lemmatlb.12se nmizeme omezit naffipad,ze g
je neklesdgi na [a,b]. Potom je vaf g = g(d) — g(c) pro libovolra c,d € [a, b]
takova, ze ¢ < d. Podle lemmatib.38tedy pro libovole céleri o € 2[a, b] plaf

v(o)
Z (Stagloj-1,04]) Zw[oj 1(7]] ( )_g(gjfl)}
=1

v(o) v(o)

Zu) SmAg, Oj— 1,03 Zw[zn 1,04] |f| ( ) (Uj—l)}‘

Na druhou stranu,fejme
1f (@) = fW)l| <|f(z) = f(y)| prolibovolra z,y € [a, b].

Mame tedywi. 4)(| f]) < wieq)(f) pro libovolry interval [c, d| C [a, b]. Tudiz

v(o) v(
Z (S\fIAgﬂ Oj— 170] Zwaj 1,0] |f| 9(o ) (Uj—l)}
7=1

v(o)
< Wiy o () [9003) = g(o5-1)] =D w (Spags loj-1.05)).
j=1 j=1
Tvrzen véty nyn uz plyne okandité z ety 5.36 O

Prfimym diisledkem lemmata.10a vet5.40a5.41 je nasleduici tvrzeri.

5.42 Disledek.Necht f:[a,b] =R, g€ BV]a,b] av(x)=var® g pro z € [a, b].
Potom:
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b b
(i) Jestlze existuje integ (a)/ [ dg, pak existuje tad (a)/ |f] dv a plafi
b b
‘(U)/fdg’ < (o)/ |f]dv < ||f]|var® g.

b
(i) Jestlize existuje integ (5)/ f dg afunkcef je ohranteranala,b], pak

b
existuje tak integaél (6)/ |f| dv a plaf

‘(5)/:1‘“ dg| < (5)/ab!f| dv < |/ var, g.

5.4 Substituce

V8echna tvrzertohoto odstavce plate stejriem zrén pro oba typy RS-inte@iu.
Zatneme ddim dusledkem definicg.35

b
5.43 Lemma. Jestlze existuje integd / fdg a (o,€) je libovolré zn&ere

a

déleri intervalu [a, b], pak plai

b v(o)
[1d9-50.6] <> 0(Spasilor.a) (5.26)
a j=1

Dlkaz. Oznamem=v(o). Bud danoes > 0. Nezavisle na tom, o jaktyp

RS-integalu se jeda, nlizeme zvolit znéere cleri (o, &) € .7 [a, b] tak, aby
bylooe Do a

/abfdg—S(a',g)‘ < e.

Protaze o je zjemrérim o, miizeme ho rozélit tak, Ze bude

=)', kdeg’€2[o; 1,0,] proj=12,...,m.

m
J=1
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Podobig €= (£ ,& ,...,&), kde € jsou realné vektory takoe, e

&, &)e7[0,_1,0;] Proj=1,2,...,m.

Mame tedy

b
[ 1da=50.0)

<

[1d5-56.8]+ |56.8 - s(0.9)

<e+ Y &) lgloy) — gloj)] - S8
j=1
<et Y w(Spagiloj1,05)).
j=1
Protaze > 0 bylo libovolné, znamea to, ze plat (5.26). O

b
5.44 Disledek. Jestlize integél/ f dg existuje ajc, d] C [a,b], pak pro kade
€ € e, d] plati '

| = 1€ latd) - )] < w (Sasile.a):

Nasleduici specalni forma &ty o substituci je tai disledkem lemmat&.43

5.45 \eta (SuBSTITUCE). Necht f, g, h:[a,b] — R, pficent f je ohrantera

b
naintervalu|a,b] a integtz’il/ g dh existuje. Potom jeden z intégti

/abf(x)d[/azgdh] a /abfgdh

existuje (nd kon€nou hodnotu) pavé tehdy, kd¥ existuje i ten drufn V takoem
pripadce pak plat

/abf(x)d[/:gdh} :/:fgdh. (5.27)
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b
D0 kaz. Nejprve siSimmnéme,ze z existence integm/ g dh plyne,ze funkce

w:x € la,b] — w(x) :/xgdh

je defino\ana na cé@m intervalufa, b] a ma kon€né hodnoty pro kadé = € [a, b]
(viz vétu5.16). Pro libovolre zn&ere cEleri (o, £) intervalu [a, b] mame

0,8) — Siaw(o,§)|
(o) v(o)

(&) 9(&) (o) = h(o;-1)] = Y f(&) [w(oy) — w(oj-1)]

1 7=1

&) [o(6) (o) = hioy] = [ gan

< |1/l (ZU 9(6) [h(o) h(0j1>]/j19dh) |

Podle disledku5.44dosivame dle

[Stgan(o

J
u(

3,

<.
||

v(o)

|Stean(0,€) = Saw(e, &) <IFID w (Sean;[0j-1,05]).

j=1

Odtud podle ®ty5.36 uz plyne relaceq.27). (Pres\edite se,ze dikaz opravdu
umite dokorgit.) O

Polazime-li ve VBt 5.45 h(t) =t, dostaneme &sleduici tvrzen.
5.46 Disledek.Je-li f ohrantera nala,b], g:[a,b] — R je riemannovsky in-

tegrovatel@ naja,b| a p(x) :/ g(t) dt, pak jeden z integdll

a

[rav a [1wowa

existuje pave tehdy, kdy existuje i ten druf. V takovem @ipace pak plait

[rv= 1) 5001
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5.47 \eta(DRUHA O sUBSTITUCI). Pfedpokhdejmeze funkces: [a, 3] — R je
ryze mondinni a spojia na [«, 5] a zobrazuje[«, 5] na interval [a,b]. Potom
pro libovolré funkcef, g:[a,b] — R plati:

b B
existuje-li / f(z)d[g(z)], existuje tak / f(9(x)) dlg(e())]

/ 1o / e (5.28)

kde ,,+" plati, je-li ¢ rostoué a ,,-“ plati, je-li ¢ klesajci.

D U kaz. Fedpokhdejme nafiklad,ze ¢ je klesajci. Potomb=¢ () aa=¢(3).
Pro dai zn&ere kleri (o, &) intervalu [«, 5] polozme

pu(cr)szgb(gj) a Ny(o)- ¢(£j) proj:l,Q,...,y(a).

Potom <p7 TI)7 P= {p07 P1y--- 7/01/(0')}7 n= (7717 M2, 77711(0')) je zn&ere ckeleri
intervalu [a, b]. PiSemep = ¢(o) a n = ¢(&). Zfejme, je-li o D o', pak je
také ¢(o) D ¢(o’). Podobm®, prot@e ¢ je stejnongrré spojit na o, f], plaf
|p(o)| — 0, jakmile |o| — 0. Navic

v(o) v(p)

> F6E)) [9(03) — g(bloj)] = =Y fm) [9(ps) — 9(pj1)]

j=1 i=1

plat pro kazdé (o, &) € 7o, §]. Ted uz zajise kazdy Cterdr, ktery pozorré pro-
studoval etSinu dikazl této kapitoly, samostaéndokorti dlikaz rovnosti$.2¢)
pro oba integaly (vCetrgé pfipadu,ze ¢ je nerostoun. O

Dalsi variantou \ety o substituci je asledujci véta. Jdjdikaz mizeme pone-
chatcter#ri jako cviceri.
5.48 \Eta. Nechtfunkce¢: [a,b] — [¢(a), #(b)] je rostoué a spojita na [a, b],

P [p(a),p(b)] — [a,b] je inverza k ¢ a necht f: [a,b] — R. Pak existuje-li je-
den z integalll

b b(b)
o) [ f@dz @) [ r@)die)

¢(a)

existuje i ten druf a plaf rovnost
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b ¢(b)
@[ fe)de=() [ i) dlu).

¢(a)
5.49 Cvken. Dokazte wetu5.4& Zformulujte a dokate analogick tvrzen pro
(0) RS-integaly.

5.5 Integrace per-partes

Nasleduici tvrzeri je zobecgrim véty o integraci per-partes pro Riemannin-
tegral. Plat ve stejriem zrén pro oba typy RS-inte@lu.

5.50 \eta(VETA O INTEGRACI PERPARTES). Existuje-li jeden z integlli

/fdg, /gdf,

existuje i druly a plaf

/fdg+/gdf=fwmw»—ﬂ@gm> (5.29)

Dlkaz. a) Buddano libovolre zn&ere cBleri (o, &) intervalu[a, b]. Pola&zme
m=v(o). Pfeorganizoanim ¢lenl v sol&tu Sya (o, €) dostaneme

Sng( &) = f(&)[g(o1) — g(a)] + f(&2) [9(02) — g(o1)]
A+ f(6m) [9(0) — g(om-1)]
= f(a)g(a) [f(&) — f(a)]g(a) — [f(&) — flo1)] g(o1)
flo) = f(&)]glor) =+ = [f(&m) = flom-1)] g(Om-1)

neboli

Syaglo. &) = f(b) g(b) — f(a) g(a) — Seas(e’,€"), (5.30)
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kde
o' ={a,&,01,&,00,...,0m1, &m, b},
5/ - (a)0-170-170-2a0-27 s 70-m—170-m—17b))

(0/,&') € 7]a,b] a o' jezjemrénim o. (Stane-liseze; =o0;_1, resp.§; =o;
pro réjake j, musme oem tyto body¢, v o’ a jim odpovdajci body v £’
vynechat.)

b
b) PFedpokhdejme ze existuje intedl (0)/ gdf.

Bud danoes > 0. Zvolme cBleri o. € 2[a, b] tak, aby pro kadeé jeho zjema-
ni o’ a\sechna fisluSra zn&era célen (o/,¢’) € 7 [a, b] platilo

Seas(o’, &) —(0)/abgdf‘ <e.

Podle £.30) pro kazdé o D o. a [Fislusré zn&ere klen (o, &) plat

b

&aﬁ@&%aﬂ@ﬂ®+fwnmﬂ+0ﬂ/gdf
- <a>/gdf—SgAf<a’,£’>,
kdeo’' Do Do., atudz
b
S1a4(0:) = F(B)g(b) + fla) g(a) + (o) [ 9]

<eE.

= () [ 95 - Spaste )

b
Odtud plyne existence integu (a)/ fdg arelace$.29. To, Ze z existence
b a

b
integralu (a)/ f dg plyne existence integtu (a)/ gdf aplat rovnost 6.29),
by se dokazovalo analogicky. ‘

c) Tvrzern véty pro (9) RS-integaly plyne ze vztahuH.3() podobré jako v drul@
casti dikazu pro(o)RS-integély a detailn diikaz mizeme nechatteréfi jako
cvicer. 0
5.51 Cvicen. Dokazte etu5.50pro (6) RS-integaly.
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5.6 Stejnomérna konvergence a existence integiu

AZ na\etub.55a cviceni 5.56 vSechna tvrzentohoto odstavce plate stejiem

znén pro oba typy RS-integiu.

5.52 \&ta. Nechtg€BV|a,b], f:[a,b]—R je ohrantera a nechtposloupnost
b

funkd f,:[a,b]—R, n€N, je takow, Ze integél / fndg existuje pro kace

neN a

Tim [[f, — fll = 0. (5.31)

b
Potom existuje ta@<integlél/ fdg aplat

n—oo

b b
lim [ f,dyg :/ fdg. (5.32)

DlUkaz. a) Jesthie je vaf g =0, pak podle lemmatd.13mus byt g konstanti
nala,b] atvrzen véty je evidentn Predpokbdejme tedyze var g > 0.

Nechtje danocs > 0. Vzhledem k pedpokladu’$.31) miizeme zvolitn, € N
tak, aby platilo

£
varl g

nzn. = (- fll<

) a (Ifl<fl+1). (5.33)
Dale za naich g'edpoklad je podle lemmat.10(i)
b
[ 52ds] < fullvartg < (171 + vart g

pron > n.. Mlzeme tedy vybrat rostouiposloupnosfn;} CN al € R tak, aby
platilo

b
khm/fnk dg=1.

Specalré existujek. € N takowe, ze

b
/ Jn, dg — I] <e. (5.34)

ng. > Ne a
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Dale nechto. je takowe cBleri intervalu [a, b], Ze

<(a,£)€9[a,b] a 030'5> )ank NG /fnk dg‘ < ¢ (5.35)

Prot@ze je ny. >n. (viz (5.39), plyne z £.33, Ze pro kadé zn&ere celeri
(0,&), kde o je zjemrénim o, plaf

Siag(0,€) = Sp,_agla, &) <|If = fu, |varhg <.

Vzhledem k 6.34)—(5.35) tedy doshvame
‘Sng(O',é) - ]| < |Sng(0-’€) - ankEAg(0-7€>‘

+ ‘anksAg(G,é)—/abfnks dg) +

pro ke&zdé zn&ere kleri (o, &), kde o D o.. Odtud okanzité plyne,ze plat

/abfdgzl.

Konetné, prot@e podle lemmab.10a5.12mame

b b
}/ fndg—/fdg! <\l — 1]l (var’ g).

rovnost 6.32) nyni plyne z gredpokladu'%.31). Dlikaz byl proveden prgo) RS-
integial.

b) Dlkaz pro(§)RS-integaly je analogicl a ponechvame ho jako cvieri. O
5.53 Cviceni. Dokazte tvrzemvéty5.52pro (§) RS-integaly.

5.54 \&ta. Necht f € C[a,b] a g € BV|a, b]. Potom existujoba integaly

/abfdg a /abgdf.

DUkaz. Vzhledem ke &am2.14 5.6 a5.50 a lemmatub.12 stati dokazat
b
existenci integalu (5)/ f dg pro gfipad,ze g je neklesdgi na[a, b].
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Nechtje tedy f spojita nafa, b], g neklesdici na[a,b] ae >0 je dano.

b
Je-lig(b) =g(a), pak g je nutré konstanthna [a, b], a tudz (5)/ fdg=0. Bez

Ujmy na obecnosti izeme tedy pedpokhdat,ze g(b) — g(a) ~0. Dale VyWZi-
jeme tohoze k&da funkce spoji na kompaktim intervalu je na tomto intervalu
take stejnong@rré spojit.. Existuje tedy. > 0 takow, Zze

|f(x) = fy)] < 9(0) — g(a) } (5.36)

pro\Sechnar, y € [a, b] takova, ze |z — y| < J..

Méjme d& zn&era Bleri (o,€), (o', &) intervalu [a, b] takowa, ze |o| < 6. a

o' D o. Ukdzemeze plat |S(o,&) — S(o/,€’)| < e. Podle \ety5.14to uz bude
b

znamenatze existuje(é)/ fdg. (Viz také cviceri 5.15(ii).)

a

Necht v(o) =m. Ozn&me prvky éleri o’ a slazky vektoru¢ '’ tak, ze bude

o = {00, o1, .. .,01111_1, 01,02, . O, O N O'm} ,
€/: (5117 Ty grlzﬁéfa SRR 5?7 cre é;nm)

Potom

S(e.&) =>_ f(&)lg(o) — glom)] =D f(&) D lglad) = g(ol )]

j=1 j=1 i=1

a .

(€)= S(a”, € < DD (&) = F(EDg(o)) - glal-))],

j=1 i=1

kde klademer) =0, 1 agj =o; proj=1,2,...,m. Protdze

& — &l < |o| < 4. provsechng € {1,2,...,m}aie{1,2,...,n;},

odvodme pomocnerovnosti.36) vztah
nj

|5(e,€) = S(a’,€7)] < Z )]

j:l =1

= [g() — glo)] = _
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5.55 \Veta. (i) Jestlze f € BV]a,b] je zleva spoji na intervalu (a,b], pak
pro kazdou funkcig € G[a,b] zprava spojitou na intervalda, b) existuj
oba integaly

o[ fag a (o) / odf.

(i) Jestlze f € BV]a,b] je zprava spoji na intervalu[a, b), pak pro k&dou
funkci g € Gla, b] zleva spojitou na intervalda, b| existuj oba integély

0 [ 14 a @) gar

D U k az. Oky vét o integraci per-partes §a/5.50) stai v obou Fipadech
b
dokazat existenci inte@tu (a)/ gdf.

Necht g € G[a,b] je zprava spojé na intervalufa, b), tj. g€ G gla,b] (viz
(4.9). Podle lemmat.18al4.19mame

Grla,b] = Grla,b] NS[a,b] = Lin(xprs), 7 € [a,]).

b
Podle lemmath.12 a vety5.52tedy st&i dokazat,ze integal (a)/ gdf exis-

tuje jestlze g = x(,) pro réjake 7 € [a, b).

b
Je-li g = X[a), N€bOliT=0a a g=1 nala,b], pak (0)/ gdf=f()— f(a)
(viz cviceri 5.5 (ii)). Pfedpokhdejme tedyze 7 € (a,b] a 5: X[-»]- DOkéZeme,
Ze je
b
@[ 9df =1t 1) (5.37)

Podle pozamky5.7 se mizeme omezit na zara Bleri (o, £) intervalu [a, b],

kterd obsahujbod 7. Pro k&dé takoe zn&ere celeri (o, &) ozn&me symbo-
lem k(o) tenindexk € {1,2,...,v(o)}, pro ktely plat 7= oy. (Takowy index
existuje \zdy pravé jeden.) Potom proSechna tato@eri dostvame

fb) = f(7) jeli Euoy <7,
5(07 E) = o
f0) = floney-1)  je-li §poy =7
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(o)~ (£(b) ~ () { O LSO 5 3
| N \f(T) = f(oko)-1)]  je-li &uoy =T '

Diky spojitosti funkcef v boce 7 zleva mizeme zvolit @leri o. € Z[a,b] ob-
sahujci bod = a tako\, Ze plat

(1) = floner1)| <
pro libovolré jeho zjemen o. Vzhledem k|6.39 to znamea, Ze pak bude platit
1S(o,&)—(f(b) = f(1))| < e provdechngo, &) € 7 [a,b] takovg, Zeo D o-..
Odtud plyneze plat (5.37). Dokazali jsme tedy tvrzar(i).
Druhé tvrzen by se dokazovalo podokn O

5.56 Cvicen. (i) Proobatypy RS-integiu dokate:
Jestlze f: [a,b] — R méa kon&nou variaci naja, b| a je spojit. na [a, b],
b

pak integél/ fdg existuje pro kadou funkcig regulovanou nda, b].

(i) Provedte podrobsy diikaz tvrzei (i) veéty5.55

5.57 Pozramka. Pfipomaime j&t bez dikazu jeden ze zAamych zajmawch
exister€nich wsledki. Dokazal ho v roce 1936 jeden z klagilteorie integrace
L. C. Young (viz B4)).

Jestlze funkcef : [a,b] =R a g:[a,b] — R sphuji podninky
[f@)=fy) < K|z —y|* a |g(x)—g(y)| < Llz—y|® pro z,y€a,b],

b
kde K, L €[0,00), a, 8 € (0,00), a+ 3> 1, pak existuje inted (6)/ f dg.

5.7 Bodova konvergence
b
Dilkaz \éty o konvergenci posloupnosti intétji’l/ fndg, ve ktee by nebyla

Ul - - e ’ a 1 ’ e
nutra stejnor@érra konvergencef,, = f, nam usnadnzaveden Darbouxoych
horrich a dolrich integall.
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5.58 Definice.Necht g: [a,b] — R je neklesdgi na [a,b]. Pro libovolre céleri
o intervalu[a,b] afunkci f : [a,b] — R polozme

v(o)

ngg(U') = Z ( sup f(ﬁ)) l9(oj) — g(oj-1)]

z€[0j-1,04]

) —
v(o)
S jaglo) = Z (xe[(ijnifw‘] f(@))[9(05) — g(0j-1)]
a definujme
“rb
/fdg = inf {gmg(a):aeg[a,b]}
a

/abfdg:sup {ﬁng(a):O'e@[a,b]}.

“rb b
Veliéiny/f dg resp./f d g naz/vame horni, resp. dolfiintegral f vzhledem
ke g. ‘ ‘

5.59 Lemma.Nechtg: [a,b] — R je neklesdginafa,b] a f: [a,b] — R. Potom
plati

/abfdg:/;fdg:IGR (5.39)

b
prave tehdy, kd¥ (a)/ fdg=1.

Dlkaz. a) Pedpokhdejmeze plat (5.39. Protdze g je neklesdpi, plyne
prfimo z definiceb.58 Ze

S fag(o) <Spayo,6) < ngg(o') prooc € Z[a,b] a€ € 7(o),

o0 — <§ 7129(8) = S jag(0) @ Spay(d) < ngg(U))
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Pomod téchto Akladrich fakil neri obfizné owit (provedte !), Ze pro kade
k €N existuje @&leri o* € 7[a, b] takowg, Ze nerovnosti
1

_ 1
I—E<§ng(0k)§5ng( &) < Spa <k)<I+E

1

plati pro kazde £* € 7(o*). Pro da ¢ > 0 zvolme k. > - a pol&me o, = o,
g

Potom bude pro ke o D 0. a & € 7(0o) platit

I—e<S(c*) < S(o) < S(o,8) <S(o) <S(o™) < I+e.
b
Odtud plyne rovnos(a)/ fdg=1.

b
b) Predpokhdejme nyn Ze existuje(a)/fd ¢g. Bud danos> 0. Podle \éty5.14
existuje @&leri o takowe, ze nerovnostSya 4(o, &) — Syay(o,n)| < % neboli

v(o)
€

‘Z (f(&) = f(ny)) [g(o) = 9(03'71)]‘ <3

j=1
plat pro jakakoliv ¢, 17 € 7(o). Plechodem k supreém a infinfim na kadem
intervalu [o,_+, 0;] Ziskame nerovnost

0< Sraglo) —Ssaglo)

v(o)

= Z ( sup f(x) — inf f(:)ﬁ)) [Q(O'j) - Q(O'j—l)} <

=1 z€loj-1.04] z€[oj-1,05]

l\DI(‘f)

b b

Odtud dosﬁvéme/f dg < Sya,lo) <§ng(a)—|—€§/f dg+e akon&né
b b -

take Og/f dg —/f dg <e. Prot@ze € > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze je

b b
/f dg :/f dg. Podle prvin ¢asti dikazu tedy pldt(5.39). O

5.60 Pozramka. Jestlze fdg /f dg = I € R, byva jejich spoléna hodnota

I nazZvanaDarbouxiv- Stleltjeav integél. Lemmab.59¥ika, ze tento intedal je
ekvivalentn se (o) RS-integalem.
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Nyni dokdzeme de hlavn véty tohoto odstavce: Osgoodovatu o domino-
varé konvergenci a Hellyovuatu o konvergenci. Gbtyto ety plaf ve stejiem
znéri pro oba typy RS-inte@il.

5.61 Veta (OSGOODOVA KONVERGENCNI VETA). Predpokhdejme,ze funkce
f:la,b] = R aposloupnos{ f,,} funkd definovafgch na|a,b] spluji

lim folx)=f(z) a |fu(z)]<M<oco pro x€la,b] a neN. (5.40)

b b
Dale nechtfunkceg € BV |a, b] je takoa, ze integr'aly/ fdg a / fndg exis-
tuji pro libovolré n € N. Potom ‘ ‘

n—oo

lim fn dg /bf dg. (5.41)

b
DUkaz. a) Podle l‘hisledku5.42integrél/ |fu(x) — f(z)|d|var? g] existuje
pro k&zdé n € N a plat nerovnost ‘

- / f(x)dlg / fua) — f(z)| dvart g). (5.42)

Sti tedy dolazat,ze tvrzem véty plat, jestlize funkcef,, jsou neaporre, f =0
a g je neklesdri. K tomu potebujeme asleduici tvrzeri znamé z teorie mnain
jako Arzekhovo lemma. Jeholkaz Ize nazti nag. v [11, lemma 11.15.8].

Lemma. (ARzELA). Necht{{J,;}:k€N, je€ U} je posloupnost kordeych
mnain podintervall [a, b] takovych,ze pro kade k € N jsou intervaly z mnkiny
{Jrj:j € Uy} navAajem disjunktha

> |Jkjl>C >0 prokazde keN.

JEU

Potom existuj posloupnosti indek {k,} a {j,} takow, ze j, € Uy, pro kazce
/eN a ﬂ J]%jg?é@.

leN
b) Predpokbdejme tedyze g je neklesdginala,b] a{f,} je posloupnost funkc
definovarych nala, b] a takowch, ze

lim f,(x) =0 a 0<f,(z)<M<oo proz€la,b] aneN.

n—oo
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Dokézeme,ze mus platit

b
lim fn dg=0. (5.43)
DUkaz provedeme sporem. Néd¢htly neplait(5.43). Potom, vzhledem k lemmatu
5.59 existuj € >0 arostoucposloupnosfn,} takowe,ze

b
/fnk dg > ¢ provsechnak € N.

Vzhledem k definicb.58to znamea, ze pro kadée k € N existujeo* € 2|a, b]
takow, ze S i(o*) >¢, kde zn&ime S (") =S ;, a4(c*). Polazme j&t
my=v(c¥) a ¢p;= inf fnk( ) prokeN a je{l,2,...,mg}. Pro

xe[aj 1 J

dare >0 ozn&me U, mnazinu indexXd j takowch, ze ¢, >n,
zaimco V;, ={1,2,...,my} \ Uy. Zfejmé

MY [g(af) = glof-)l+n Y [9(of) = glo_y)] > e

neboli
M Z )] > e —nlgb) — g(a)).
3 9 .
Pro n:m dostanemez — g( Bl >3 > 0 neboli

JeU
> gl > ﬁ > 0, kde Ji; =[g(c%_,), g(c¥)] pro j € Uy. Podle Arzehova
JjEeUg
lemmatu tedy existiljbod y, a posloupnosti{k,} a {j,} takow, ze j, € Uy,
pro kazde (€N a y, € ﬂ Jr,jo- TO ZNnamea, ze 1y, € [g(o” a5 1), g(aj’?;f)] pro
leN

kazde ¢ € N. Protaze g je neklesdfi na|a, b], existuje pavé jeden bodry€ [a, b]
takowy, ze

Yo € [9(zo—), g(xo+) ], 0 € [ Ojp— 170;?] a jo €Uy, prokade (€N,
Podle definice mn&in U}, to znamea, ze f,, (zo) >n pro kade (€N. To ale
neri mozné vzhledem k fedpokladulim f,(z) = 0. Plaf tedy 5.43).
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c) Podlecasti b) tohoto dkazu a lemmatt.59mame
b b
i [ 17,(0) ~ f(o)] divars g] = lim [ 1, () djvar; g]

= lim fn() dig(z)] =0,

n—oo

atudz ze vztahu%.42) bezprostedre vyplyva, ze plat take

b
lim fndg /fdg.

n—oo

Tim je djkaz dokogen. O
b
Dalsi véta o konvergenci posloupnosti intatir {/ f dgn} je dophkem
k vétt Osgoodog. Z jejho dikazu bude izjme, ze plat ﬁro oba integaly.

5.62 \eta (HELLYOVA V ETA O KONVERGENCI). Nechtfunkceg:[a,b] =R a
posloupnost g, } C BV|a, b] jsou takoe, ze

lim g,(z) = g(z) prox €a,b] a var® g, < v < occ.

b b
Potomvart g <~ a lim / fdg, :/ f dg plati pro kazdou funkcif spojitou

na[a,b].
DUOkaz. Nechtf je spojita nala, b} Podle \éty2.44 je varl g <~ apodle

véty5.54existuj vsechnylntegily/ fdg,, neN, a/ f dg.Bud danoe > 0.

Ze spojitosti funkcef nala,b] plyne Ze existujeo = {0p, 01,...,0m} € Z[a,b]
takowe, ze pro kadeé j € {1,2,...,m} plaf

f(@) = f(y)] < 5 pro vsechnyz, y € [0, 1, 0; . (5.44)

Pro ka&de n € N mame

/Uf aJ/dgn

-y | )= se) digao)

§.
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/ F(2) d[gn()] = Sy g, (0, €)
-y / 7 (F@) — £(0,)) d]gala))

kde &€= (01,09,...,0,). Pomog (5.44) a lemmatib.10tedy doshvame

9
) dgn(z) — Stag. (o ‘<—ZV3%19§§7=3
Podob® odvodme i analogickou nerovnost s furikg na nist g,,, tj.

~ Sya.€)| <

Wl ™

Protdze g, () — g(z) pro kadeé x € [a, b], snadno o&ime take rovnost
lim | Sy g, (07,€) = Spag(o. §)] = 0.

Existuje tedyn, € N takow, ze

™

|Sfag.(0,€) — Spaglo,&)| << pron>n,.

w

Pomodé posledich tfi nerovnostkon&né dostaneme pre > n,

b b b
fdgn _/fdg‘ S fdgn_Sngn(a>€)‘

b
+‘Sngn(0',€) Sng ’—F’Sng E) —/fdg‘ < €.
b b
Plaf tedy lim/fdgn:/fdg. -

5.8 Dalsi véty o existenci integalu

Nejprve pomotvét5.36a5.40a lemmatub.38 upfesrime pohled na roli ohra-
nicerych funkd v teorii Stieltjesova integiu, ktey nam poskytla @ta5.23 Na-
sledujci tvrzeri plati pro oba typy RS-integ@il.
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b
5.63 \eta. Necht f:[a,b] =R, g€BV][a,b] a necHtexistuje/ f dg. Potom

je budto funkce f ohranicera na intervalu|a, b], nebo existujeakortﬁmy sysém
bodl «;, B; € [a, b], i=1,2,. ..k, takowch,ze plat

(i) a<ar<fi<a<f<---<ap<f b,

(i) funkceg je na k&dem intervalu[o,, 5;], i1 =1,2,. .., k, konstanti,

k
(iii) funkcef je ohraniera na mnding [a,b]\ | Jlev, 3.
=1

b
Dlkaz. a) Pedpokhdejmeze existuje intedal (a)/f dg aze funkcef nen
a b

ohranteré naa, b]. Potom podle &ty5.40existuje tale integél (a)/f dv, kde
v(z)=vartg pro x € [a,b]. Podle \ety5.36a lemmatub.38tedy exi%tuje dleri
o€ %[a,b] takow, ze

v(o) v(o)
> Wiy () [0(07) = v(oj)] = Y w(Sravi[oj-1,05]) < L.
j=1

1

q

<.
Il

Specalré pro kadé j=1,2,...,v(o) mud platit

Wio;_1,0,(f) [v(0) —v(oj1)] < 1. (5.45)

Neri-li f ohranteré na intervaluo,_;, 0;], pak je oBem

o)) = s @)~ f@")] = o

II,ZL'” S [Uj—lyoj]

a (5.45 muze platit jenom tehdy, kdybude0 = v(o;) — v(o;_1) = varg:_ g.
Podle lemmati2.13to znamea, Ze funkceg mud byt konstanti na intervalu
[0;_1,0;]. Nyni, nechitJ je mnaina \Bech interval [s,_;,0,], na ktegch je
funkce f neohraniera (a tedy funkcey konstanti), a nechtk je potet prvKi
této mnainy. Dlkaz dokoiGime, ozn&ime-li krajri body intervall z J symboly
o, B, 1=1,2,..., k, tak, aby byly usptadany jako v podrince (i) a sotasre

platilo 3= {[os, 3] :i=1,2,...,k}.
b

b
b) Jestlze existuje(é)/f dg, pak podle ety5.€ existuje tale (a)/f dg atvr-

zen véty plyne z prvin Easti dikazu. O
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b
5.64 Pozramka. Protaze hodnota inte@gdu | fdg se nezrén, jestlize libo-

volné poznérime hodnotu funkcef na intervcélech na ktgch je ¢ konstantin,

vidime z \ety5.63 Ze jestlze mtegal/ f dg existuje, pak Zdy miizeme nd

funkci f ohrantenou nda, b] atakovou,ze/ fdg /fdg

b
5.65 \eta. Jestlize integél [ fdg existuje pro kadou funkcif spojitou na

a
la,b], pak g m& kon€nou variaci naja, b].
Dilkaz se ofra o rasleduici dvé pomoca tvrzen.
[ee)

Tvrzeni 1. Je-li a, >0 pro véechnaneN a ) a, =00, pak existuje po-
n=1

sloupnost{c,} tako\a, ze plat

¢, >0 provéechnmeN, lim ¢, =0 a ch a, = oo. (5.46)
n=1

Dlkaz. Posloupnosts,} ={ Z ar} je neklesdyi a plaf

k=1
lim s, = oo. (5.47)

n—oo

Specalné pro dostaténé velkd n (n >ny) budes,, > 0. Mlzeme tuik definovat

1 pron < ng,
Cp = 1
— Pro n > ny.
Sn
Ztejmeé je ¢, > 0 pro ka&dé neN a lim,, .., ¢, = 0. Na druhou stranu, pro
libovolna m,n € N, m >n>ng mame

m m a 1 m St
k=n k=n k=n
<L . 1 .
Vzhledem k6.47) pro kazdé n € N existujem,, 2 tj.
Smny,

Cr Q —.
k Uk 9
k=n



STIELTIESUV INTEGRAL 119

To ov8em zname, Ze mus platit (5.46). O
Tvrzeni 2. Nechtg:[a,b] =R, x5 € (a,b] @

vari®g = oo pro kazde z € [a, xo). (5.48)

Potom existuje rostoldiposloupnostx,} bodi v [a, z,) takowa, ze

lim z, = 2o a Z l9(xs1) — g(xg)| = 0. (5.49)

k—o0
k=1

Dlkaz. a) Nejprve dolazeme ze plat
sup{varyg:z € (y,29)} = oo pro kadeé y € [a, xo). (5.50)
Predpokbdejme opak. Nechedy existui M € [0,00) ay € [a, zy) takow, ze
sup{var,g:z € (y, 7o)} < M. (5.51)

Polzme M = M + lg(xo) — g(y)|. Potom, vzhledem k49, existuje @&leri
Y=10<y1 < -+ <ym=x intervalu [y, x¢] takow,ze

Z 19(y;) — g(yj—1)| > 3 M.

Protcze je

—~

19(20) = 9(Ym-1)| < |9(z0) — g(W)| + 19(¥) — 9(Yym—1)| < M,

mame

3

19(y;) — 9(yj—1)| > 2 M,
1

j
atedy vapm—1g>2 J\7, coz je ve sporu s4.51). Plaf tedy 5.50).

() Zkonstruujeme hledanou posloupnost. Paie «; = a a zvolmeu; € (a, xo)
tak, aby platilou; >z —1 a var2g > 1. Mame-li bodyuy, us, ..., u, € [a, 29)

. 1 .
takowe, ze plat u, € (ug_1,x0) N (g — E—_l’xo) a var g>1, pak najdeme
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. 1
upy1 tak, aby platilouy; € (ug, o) N (zo — 7 zp) a var,t'g>1. Posloupnost

{u,} je Z'ejmeé rostouca
elim Uy = Tp. (5.52)

Podle definice variace, pro k& (€N existuje @&leri o‘= {0}, 0t,... 0" }

» Yy

intervalu [uy, ugy1] takowe, ze plat

my

> lglaf) — glof )] > 1.

j=1
Potom

[e'e] my

> (D19l — glol)l) =

(=1 j=1

Precislujme nyn prvky mnazin o, ¢ € N, do posloupnost{z;,} tak, aby platilo

1 =o0. (5.53)

1

o

14

Tht1 :U§+1 je-li $k:O'§ a j<m@—1

a
Tpt1 = (Tg+1 je-li T = O—fng—l'
Vzhledem k6.52) a (5.53 ma posloupnos{z;} pozadovag vlastnosti. O

D U kaz véty5.65 Vzhledem k &t5.6 se mizeme omezit ndo ) RS-integal.

Pfedpokbhdejme,ze vaf g=oo. Diky Heinow-Boreloe &t o kon€nem
pokryfi (viz vétu4.€) a vete2.11 vime, ze funkceg: [a,b] — R ma kon&nou
variaci nafa, b] pravé tehdy, kdy plat

Ve e(a,b] 36,€ (0,2 —a): vari_; g < oo
a (5.54)

Va€la,b) 35 € (0,b—x): varr%2g < cc.

Predpokladze val g= oo znamea,ze existujer, € [a, b] takowe, ze proz = z
neri splréna jedna z podmek 5.54). Necht tedy napiklad z, € (a,b] je ta-
kové, ze plat (5.49). Podle tvrzen?2 tedy existuje rostoiposloupnost z;,} bod
V (a, () takoa,ze

k—o0

lim z, =29 a Z |9(@r11) — g(x1)| = 00,
k=1
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Dale podle tvrzenl existuje posloupnosic; } kladnych Cisel takow, Ze plat

li = - = 0.
Jim ¢y, 0 a ;CHQ(%H) g(zy)| = o0

Polazme

0 pro x < xy, resp.x > o, resp.c € {x;}32,,

M=\ asign(oton) (o) pro a=ge: = ST

a ve zlyvajicich bodech intervalja, b| dodefinujme funkcif linearreé a tak, aby
byla spoji. nala, b]. Pro takto definovanou funkdi: [a,b] — R plaf

Z f fk $k+1 - g(a:k)] = 0.

Specalné pro kade M > 0 existuje Ny, € N takow, ze

Ny

Zfék 9(xr1) — glar)] > M.

Pro da@ M > (0 ozn&me

GM:{aﬂxl?x?? <. .,xNM,.fCNM+1,b}, €M: (a’aflvf% .. '7£NM?b)'
Potom je(op,&y) € 7 [a,b] a

Ny

S(ou, En) = Z F(&) [9(Try1) — g(aw)] > M.

k=1

(Pfipomeaime si,ze f(a)= f(b)=0.) To ale znamea, ze integal ( /fdg

nentize nit kone&nou hodnotu.

Neri-li splnéna drula z podninek v (5.54), tj. existuje x, € [a, b) takowk, Ze
var; g=oo pro kadeé x € (z, b, je tfeba msto tvrzei 2 pouZit jeho vhodnou
Upravu. O

5.66 Cvicen. Zformulujte a dokdte analogii tvrzen2 pofebnou k dokoter
diikazu \ety5.65 jestlize existujex, € [a, b) takowe, Ze var, g=oo pro kazde
x € (xo, b].
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b
5.67 \eta. Necht f € G[a,b] a nechtintegral /f dg existuje pro kadou

a

kon&nou skokovou funkgi. Potom f je spojita na [a, b].

D Ukaz. Oftse nizeme omezit naloc)RS-integal. Nechit z, € (a,b),
¢, dER, c+d+#0 a nechtfunkce g:[a,b] =R je definovana podobé jako
v pozramceb.24 tj.

c+d

g(‘r) - CX[a,xo)(x) + T X[xo](‘r) + dX(a:o,b]('x) pro x € [CL, b]

b
Podle pozamky 5.24 miize integal (a)/ f dg existovat pouze tehdy, kdy

f(zo—) = f(z0) = f(zo+). Podobr@ bycﬁom dokzali, ze f musd byt spojita
i v bodé a zprava a v bod b zleva. O

5.9 Veéty o stedni hodnoté

Véty tohoto odstavce pliate stejiem zrén pro oba typy RS-inte@iu.
5.68 \éta (0 STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g neklesdici na
la,b], pak existujex, € [a, b] takowe, ze

/fdng@@www—mwy (5.55)

b
DOk az. \Wtabh.54 zarltuje existenci inte@iu/ fdg v obou smyslech.

Protaze je g neklesaici na[a, b], pro kazdé zn&ere Bleri (0,€) € 7 [a,b] plat

m [g(b) — g(a)] < S(o,€&) < M[g(b) — g(a)],

kde m= min, ¢ (o) f(x) @ M= max, cqp) f(x). Podobr jako i dikazu lem-
matu5.10plyne odtudze plat také

b
wnmw—gmng/fngAumw—gm»

Dale protde f je spojifa, nalyva vBech hodnot z intervallim, M]. Specalné
existujez, € [a, b] takow, Ze plat (5.55). O
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5.69 \éta (DRUHA O STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g nekle-
sajici na [a, b], pak existujer, € [a, b] takoe, Ze

b zo b
/ f(2) g(x) dz = g(a) / Fe) i+ o) / f(x) dr. (5.56)

Dl kaz. Funkcef je riemannovsky integrovateédmala, b]. Polazme

= /m f(t)dt prozea,b].

Potom podle &ty o substituci (&@ta’5.45 a disledek5.4€), véty o integraci per-
partes (eta5.50) a vety o stedri hodnog (veta5.68) existujex, € [a, b] tak, ze

/f dx—/bgdh:h(b)g(b)—/abhdg
= ([ rar) oo ([ rar) o) - oo

a

) / " fw) do+g(b) / b f(@) do

Plaf tedy (5.56). O

5.10 Dalsi integraly Stieltjesova typu

Budte dany funkcef, g:[a,b] =R a cleri o intervalu[a,b]. Polazme

9(0;) = g(oj-1)],

v(o) ) oi1
U):Zf(aj)+2f( ]—)[ (

Scr(o Zf 0j-1) —9(oj-1)];

V(U)

Scr(o Zf ;) [g(o;) — g(oj-1)].
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Dosadme-li do definicés.3 Sy (o), resp.Scr(o), resp.Scr(o) misto S(o, &),
dostaneme peack integaly sttedovy resp.levy Cauchyav, resp.pravy Cauchyiv.
Podle z@isobu limitriho procesu se &em rozl§uj (§) nebo (o) varianty. Je
zfejmé, Ze \Bechny zobetuji pfislusrné RS-integaly, pokud jde offidy integro-
vatelnych funkd. Ne vzdy V8ak Zistanou zachany sechny vlastnosti RS-integ-
ralli. Na griklad pro stedovy integial neplat obdoba ety5.450 substituci. \fce
podrobnostize najt v odstavci 11.19 monografi€lfl] T. H. Hildebrandta.

5.11 CvicCen na zaver

Neri-li uvedeno jinak, v asleduicich cvicerich provede diskusi o existenci,ip-
padré uitete hodnotu pro Kaly typ Stieltiesova integdu z €to kapitoly, tj pro
integaly (6)RS, (o) RS, stedow, levy Cauchyiv a pray Cauchyiv.

(i) Nechtg(z)= sin x proz € [0, 7]. Ur€ete hodnotu inte@wu/ zd[g(z)].
0

(i) Nechtg(x)= exp(|z|) pro z € [—1, 1]. UrCete hodnotu integiu

) [ wdigo))

1
0 pro z€l0,3),
(i) Nechtg(z)=¢c proaz=1,
d pro ze(3,1].
1
Zkoumeijte existenci a hodnotu intédm / f dg pro tizreé funkce f v za-
vislosti nac, d. ’
. , 0 0, 0 <0,
(iv) Necht f(z)= Pro-o= g(x) = Pro
1 pro x>0, 1 pro z>0.
Zkoumeijte existenci a hodnotu intédi

1 0 1 1 0 1
/gdf,/ gdf>/ gdf,/ gdg,/ gdg,/gdg
-1 -1 0 -1 -1 0

5 o L z prozel0,1i],
(v) UrCete hodnotu inte@fu (6)/0$ [g(z)], kde g(x) = {

8 |=

proz € (3,1].
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(vi) Definujte exakt@ kfivkovy integral prvriho druhu zrimény v odstavc(l1.?
a formulujte jeho akladn vlastnosti, kteé plynou z ¥t obsderych v €to
kapitole.

V této kapitole jsme&erpali z kapitoly Il Hildebrandtovy monografid 1], ve ktegé je
maozno najt i dalsi informace.
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Kapitola 6

Kurzweil Gv-Stieltjestiv integral

Riemaniiv-Stieltjesiv integ@l ma Siroké uplatréni vdude, kde je mino omezit
se na situace, kdy integrand a int@gr nemdjspolé&€né body nespoijitosti (nebo,
v pfipace (o) RS-integalu, neexistujbody, ve kteych by ote funkce nély ne-
spojitost na steja stra®). Pro rékteg aplikace (naip v teorii hystereze a zin
pochazejcich varig&nich nerovnostech, viZ], [21] a [22)]) je vSakzadoud mit
k dispozici integal Stieltjesova typu, ktérsi nevynucuje&adra omezenna spoji-
tost integrovafich a integrdjcich funkd. Ukazuje seze integal, ktery této pote-
bé nejépe vyhovujeje integial, ktery budeme nagvat Kurzweiliv-Stieltjesiv.
Jeho yhodnost nespiiva jen v jeho obecnosti, al&# i v relativii jednodu-
chosti jeho definice i odvozéeho vlastnost Navzdory 8mto gednostem mu
v monograficle literatife nebylo doposudénowano tolik pozornosti, kolik by
si zasloail. Pokud je mi z&amo, str@éné pojed@ari o tomto integalu lze nait
v kapitole 24 Schechterovy monografi€d] z roku 1997 (tam je nawan Hen-
stocKiv-Stieltjesiv integél). Podrobgji se imto integalem zalva McLeodova
monografie'84] z roku 1980, kde je ngwangauge integral,,gauge“=, kalibr").
Jaroslav Kurzweil potil tento integal jiz v roce 1958 (viz29)) jako specalni
pfipad zobecéreho nelin@rriho integélu, ktefy definoval ve s& fundamerélini
praci [28 z roku 1957 i vySefovan spojitt zAvislostifeSen nelinearrich di-
ferencalnich rovnic obsahigich Diracovu distribuci. Bhem sedmdég/ch let
minuleho stoleit byl jiZ termin Kurzweilliv-Stieltjesiv integél (nebo Perroiv-
Stieljeslv integial podle Kurzweilovy definice)&né powivan v praéch zalyva-
jicich se zobedgnymi linearnmi diferencalnimi rovnicemi (viz nap. [47] nebo
[55] a prace tam citova®).

Cilem teto kapitoly je fpedlazit co nejucelegjsi teorii Kurzweilova-Stieltje-
sova integalu.

6.1 Definice a Akladni vlastnosti
6.1 Definice.Kazda kladra funkces : [a,b] — (0,00) se nagvakalibr na inter-
valu [a, b]. Mnozinu kalibii na[a, b] zna&ime ¢|a, b].

Je-li § kalibr nala,b], feknemegze zn&ere celeri (o, &) intervalu [a,b] je

127
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)-jemrg, jestlize plat

01,051 C (& — (&), +0(8;)) provsechng =1,2,...,v(0).

(85 [a,b]) zn&i mnazinu VSech §-jemnych zn&erych celeri intervalu [a, b].
Nehroi-li nedorozungn, powivame kradi znaer «(6).

Méjme funkcef, g:[a,b] — R azn&eré dBlen (o,&) € 7 [a,b]. Potom de-
finujeme jako v kapitol® integralni soltet

v(o)

S5(0,€) (= Srag(0,6)=Spay(0,& [a.b])) =Y f(&) [9(05) — g(05-1)].

j=1
6.2 Definice.Necht f, ¢:[a,b] — R a I € R. Reknemeze existujekurzweikiv-

b
Stieltjesiv integél (KS-integléI)/ f(z)d[g(z)] a ma hodnotu!l € R, jestlize

Ves0 Héaeg[a,b]:«a,ﬁ)eﬂ(ée)) — ‘1—5(0,5)‘ <e  (6.1)

Jestlze g(z) = x, pak nmisto o KS-integalu mluvime o KH-integalu (Kurzwei-

b
IUv-Henstockiv integal) a znai"lme/ f(x) dz. Budeme vydivat &7 zkracerg
b b “
znetert | 1dg=[ (o) dlgfo))
¢ ¢ b a b a
Existuje-li integél/f dg, klademe fdg:—/f dg. Dale/f dg=0.
a b a a

Tato definice je korekfrdiky nasledujcim dvema lemmaitm.

6.3 Lemma (CousiN). Pro kazdy kalibr § € #[a,b] je mn&ina «/(§) vSech
d-jemrych zn&erych ler intervalu [a, b] neprazdra.

DlOkaz. MEjme kalibré € ¢[a, b]. Ozn&me M mnazinu \Sechc € (a, b], pro
néz je mnaina </ (9; [a, c|) nepézdra.

Necht c= min{a + d(a),b}, o ={a,c} a &= (a). Protae jed(a) >0, ma-
mece (a,b] a(o,€&) € (5;]a,c]), tj. c€ M. Mnozina M je tedy nepazdra, a
proto d = sup M > —oo.

Ukazeme dle,ze d lezi v mnaziné M. Protaze je §(d) > 0, plyne z definice
supremagze existujec € (d — 6(d), d| N M. Tudiz existuje tak J6-jemré zn&ere
déleri (o’,¢’) intervalu [a,c]. Necht c<d. (V opaném gipack je trivialné
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d=ce M.)Polezmeo =o' U{d} a€&=(£’,d). Potom(o,&) € 7 [a,d], apro-
toze je[c,d] C (d — §(d),d+d(d)), zname@d to tale, ze (o, &) € «7(0; [a, d)), tj.
de M.

Je-lid=b, jsme s dikazem hotovi. Redpokhdejmeze jed < b. Zvolme libo-
volné (6", ¢") e 7 |a,d] a~y € (d,d+6(d)) N (d,b). (Takowe ~ existuje, protde
je 6(d)>0.) Mame tedy[d,~] C (d—d(d), d+d(d)), a proto (a” U{~}, (¢, d))
je J-jemré zn&ere célen intervalu [a, ], tj. v € M. Protdte jey > d, dostva-
me tak spor s definicd = sup M. Plaf tedy d = sup M =b a dikaz lemmatu je
dokorten. a

b
6.4 Lemma. Hodnotaintegalu/ f dg je podmnkou(6.1) urCena jednoznane.

D Uk az. Fedpokhdejmeze existui I, [, € R, I, # I,, takow, ze plat (6.1),
kam dosatine I =I;, i=1,2. Pol&Zme& = 3 |, — I,|. Pak existujjkalibry 4, a
52 tak,ie

|S(o,€) — I| < € prokade (o,&) € (d1), (6.2)

|S(o,&) — L] <€ prokade (o,&) € 7(9s) (6.3)

Polame d(z) = min{d;(x), d2(z)} pro z € [a, b]. Potom je Zejme o také kalibr
aplat «7(5) C.7(01) Ne7(d7). Prokade (o, &) € «7(§) tedy mame

2e=[L—Db|=[L-S5(0,§)+5(c(&) — I
< | = 8(0,8)[+5(0,8) — L] < 2¢.

ProtaZze toto nenmozne, mug byt 1, = I. O
Nebude-li uvedeno jinak, bude nit v nasledujicim textu symbol integralu
vzdy smysl KS-integralu.

6.5 Pozramka. Nechtd, §y € ¢[a,b] ad < dy na|a,b]. Potom jew(6) C <7 ().

Je-li tedy spl@na réjaké podninka pro Bechna(o, &) € «7(dy), tim sgdSe je spl-
néna i pro ¥echna(o, £) € «#(§). Tudiz, mame-li can kalibr §, € [a, b], mize-
me se v definicb.Z omezit na kalibrys., pro kteé je 5. < §y naa,b].

Take pro existenci KS-inte@tu plat podninka Bolzanova-Cauchyova typu.

6.6 Véta (BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA). Necht f, g:[a,b] —R.
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b
Potom integal / f dg existuje pave tehdy, kdy plaf

Ve>0 3. €%[a,b]:
(6.4)
(0.6, (0. &) e (s.)) = |5(0.8) - S(o", )] <.

b
DUkaz. a) Existuje-li integad/ fdg = IR, pak, podle definicé.2,
pro kazdé ¢ > 0 existuje kalibrd, es;[a,b] takow, ze je |S(a,§) — I| <5 pro
vSechna(o, &) € «7(0.). Pro k&dou dvojici(a, &), (o/,&’) € #7().) tedy mame
1S(0. &) = S(a",&")| < [S(e,8) — 1| +]S(0",&") = I| <e.
Plaf tedy (6.4).

b) Predpokhdejme nyh Ze je spl@na podrinka (6.4). Bud danoe > 0. Podle
(6.4) mtizeme zvolit kalibrs, tak, aby
!/ / €
S(e.€) - S(o”.€")] < 5 (65)

platilo pro k&dou dvojici .-jemnych zn&erych celeri (o,&),(o’,&’) inter-

valu [a,b]. Ozn&me M mnazinu ©ch ralnych Cisel m, pro kteé existuje ka-
libr 6,,€ ¢[a,b] takovy, Ze nerovnostS(o, &)>m je splréna pro kdadée celen

(0,8)€ o (0p,).

b
Dokazeme ze mnaina M je nepazdra, shora ohragera a sup M:/f dg.

Zafixujme (p,n) € «7(.). Podle £.5) plaf
€ 9 v 4
S(p.m) — 5 < S(0,€) < S(p,m) + 5 prokade(o,§) € (5:).  (6.6)
To znamea, ze (—o0, S(p,n) — 5) C M, atedy M #{).
Pro k&de m € M az € [a, b] definujmeod,,(z) = min{d,,(z), d.(z)}. Potom
pro kazde m € M a kade (o, &) € «/(5,,) C «7(.) plati nerovnosti
€ . S
m < S(e.€) < S(p,m)+5, 4 MC(=o00,S(pm)+3)
Mnozina M je tedy shora ohrabera a S(p,n) — gg supM < S(p,m)+ g.
Odtud podle §.€) odvodme koné&né, Ze plat

1S5(e, &) —sup M| < |S(o, &) — S(p,m)| +[S(p,m) —sup M| < e
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b
pro kazdé (o, £) € (5., 1. supM:/fdg. O

6.7 Pozramka. Podobi jako v gFipac® RS-integalll (viz cviceri 5.15 mizeme
podninku (6.4) zeslabit rasleduicim zplisobem

Ve>0 36.€%[a,b]:
(0.€). (0", ) e(6), o' D0 ) = |S(0.€) - S0 €)| <=

KS-integial ma obvykE linéarn vliastnosti.

6.8 Veta. Necht f, f1, f2, g, g1, 92 : [a,b] — R a nechtexistuj integraly

/abfl dg, /abe dg, /abf dg: a /abf dgo.

Potom pro libovol@ ¢, c; € R plati

b b b
/(le1+02f2)d9201/f1d9+02/fgdg

b b b
/fd[0191+0292]:Cl/fd91+02/fd92-

D U kaz. Uk&me sifeba dikaz prviho tvrzen.

Bud dano e > 0. Podle n&eho pedpokladu existijkalibry ¢, € #[a,b] a
dy € 9[a, b] takow, Ze plat

b
(0,8) e (8;) = |Stag(0,8) —/ fidg) <e proi=1,2.

Pro = € [a,b] polozme 6.(z) = min{d;(z),d2(x)}. Ozn&me h=c; f1 +cs fo.
Protaze pro kadé (o, &) € #(6.) plat

v(o)

Shag(0,€) =Y (1 f1(&) + e f2(6) l9(0) — g(051)]

j=1
=1 87,0g(0, &) + 2 Spyng4(0, ),
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dostivame

‘ShAg<a'7€) - Cl/bf1 dg — Cz/bfz dg’

Stinglo /f1 dg‘ + |e2

< e

Srag(o /fz dg‘
< (|ex| + |ea]) €.

Odtud & n&se tvrzeibezprostedre plyne.

Druhé tvrzen véty by se dokazovalo obdoéra dikaz Ize ponechatteréri
jako cviceri. O

b
6.9 Veta. Jestlze existuje integﬂ/ fdg ajestlzec,d] C [a,b], pak existuje

d
také integ@l / fdg.

D U k az je analogick diikazu \éty5.16a Ize ho penechatteréfi jako cviceri.
O

6.10 Cvicen. Dokazte drule tvrzen vétyl6.8 a vetu6.S.
b
6.11 \Veta. Necht f, g:[a,b] = R a c€|a,b]. Integrél/fdg existuje pave

c b
tehdy, kdy existuj oba integaly / fdg a / fdg. V takoeem gipace pak
plati rovnost ‘ ‘

/abfdgz/:fdﬁ/cbfdg-

Dlkaz. Je-lic=a neboc=1b, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, b).

b
a) Existuje-li integal / fdg, pak podle ety 6.C existuj také oba integaly

/acfdg a/cbfdg.

c b
b) Necht / fdg=1, a / fdg = I,. Bud danoe>0. Zvolme kalibry
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3L edla,cl, 6! €9[c,b] tak, aby pro gechna znéeré § -jemra céleri (o, &)
intervalu [a, | a v8echna’-jemra cleri (o, £") intervaluc, b] platilo

S(e. &)~ Ll <5 a|S(e". &) — bl <. 6.7)
Definujme nyfkalibr §. na[a,b] pfedpisem
min {6/ (z), 1 (c—xz)}, kdyz z€la,c),
0c(x) = q min{07(c),67(c)}, kdyz = =c,
min {&/(z), + (x— )}, kdyZ z € (c,b].
Potom,

1 I
x+55(x)§x+z(c—x)<c, je-li z<ec,

1 L
x — 6:(x) Za:—z(x—c) >c, je-li x>c.

Pro zadré z # ¢ tedy nentize byt c€ [z — d.(z), z + d.(x)]. Pro k&de §.-jem-
né zn&eré cklen (o, &) intervalu [a, b] tudiz existujek €{1,2,...,v(o)} tak,
ze &, = c. Mlizeme tedy fedpokhdat,ze plat o, <o), =&, =c= &1 < Oyt
Kdyby bylo 0,1 < ¢= &< oy, upravili bychom gisluSny Clen v sodtu S(o, &)
nasleduicim zplisobem:

f(e)lg(on) = gloe—1)] = f(e) [g(or) — g(c)] + f(c) [9(c) — glor—1)]-
Existuji tedy (o/,¢') € 7 [a,c] a (a”,¢") € 7 [c,b] takow, Ze

(0",&") € (0 [a, c)C (6 [a,c]), (0", €") € (83 [e, b])C (673 [c, b])
o=0'Uc" £=(£'.¢"), S(0,8)=5(c"¢") + S(c".&").
Vezmeme-li vivahu take (6.7), vidime, ze plat
1S(,€) — (I + I)| = |S(0",&") + S(0",&") — (I + I)]
<|S(0’,&") = | +|5(e",&") — L] < ¢

b
pro kazdé (o, &) € o7(0c; [a, b)) neboli/ fdg=1+1I. O
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b
6.12 Pozamka. Jestlze existuje intedil (0) /f dg, pak existuje tak KS-in-

b
tegral/fdg a ma tu€z hodnotu. Je-li to# (§ )/fdg—IeR pak pro kade

>0 existuje A, >0 takow, ze |S(o,€) — I| <e plati pro VSechna znéera
déleri (o, &) intervalu [a, b] takow, ze |o| < A.. Potomd.(z)=A./2 je kalibr
b

s vlastnostmi zartujicimi rovnost [ f dg=1.

a

b
Na druhou stranu, existuje-li integr [ fdg=1 a jestlze pro kade >0

Ize najt kalibr 6. € #[a, b] takowy, Ze plat ilnf{(ig(x) cx€lfa,bl} >0 a
|S(07€)_I‘ <& pro kEECb@TvE)Ed((S)?
b
pak talé (5)/f dg=1. PolaZime-litotiz A.=inf{0.(x): x € [a,b]}, bude platit

|S(0,&) —I| <e prokade(o,€) € 7([a,b]) takowk,ze|o|<A..
Nasleduici véta popisuje vztalio) RS- integialu a KS-integalu.

6.13 \eta. Jestlize existuje inte@d ( / f dg, pak existuje tak KS-integral

/afdg aplaﬁ/gfdg /fdg

DUkaz. OznémeI= (o )/ fdg. Bud danoe >0 a nechto. € 2[a,b] je
déleri intervalu [a,b] z definice (0)RS-integalu. Ozn@&me jeho body takze
budeo.={so, s1, ..., Sn}, a definujme
}L min{|r — s;{:j=0,1,...,m}, kdyz z¢o.,
de(x) =
1, kdyz z € o..

Budiz (o, &) libovolné é.-jemré zn&eré celeni intervalu [a, b]. Analogickymi
Gvahami jako v @kazu ety 6.11zjistime,ze mus byt

o: C {517 527 cee 751/(0‘)}- (68)

Dale

S(,6) =3 |/(&)lo(e3) ~ &)+ &) 0&) ~ 905 0] | g.g)
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kde o' = {007 617 01, 527 s 751/(0')7 01/(0')}7 Sl = (617 517 527 527 s afl/(o‘)a 51/(0'))
(Stane-li seze pro jake k je 0,1 =&, neboé&, = oy, je tfeba takoe intervaly
[0k_1,&] nebo[&, or] a prisludre zn&ky v (o, £’) vynechat.)

Podle 6.9) je . C {&,&, ..., &)} C o'. Vzhledem k rovnostild.9) a
definici délen o, odtud plyneze

15(,8) — 1| =[5(c"&") — 1| <

a podle definic®.2to znamea, ze/ fdg=1. u

6.14 Hiklady. VSimréme si ktegch specificch vlastnostKH-integralu.

() KH-integral je Zejmé zobecenim klasickeho Riemannova integiu.

(i) Necht f(z) = 0 naa,b]\ D, kde D je spd&etra podmndina [a,b],
D ={d,}. Bud dano libovolré £ > 0. Definujme

1, kdyz = ¢ D,
55(217) - e
M (L [ f(d)])’

Necht (o, &) € #(.). Ozn&mem =v(o). Potom

M3

— 05— 1]-

]:
& eD

Pro ka&dé j takow, ze &; =d;, € D pro réjaké k, mus podle definice kalibru,

g
< . Odtud plyneze
IS Ok 1 [ fdp)]) pPynes

1
‘<Z|f 2k1+|f S Z_k:‘

platlt 0; —

b
Podle definicé&.2to znamea, 2e/ f(z)dz =0.
¢ b
(iii) Necht existuje Newtodyv integél (N)/f(x) dx=F(b) — F(a), kde funk-
ce F' je spojita naja, b] a plat ’

F'(xz) = f(x) prokadex e (a,b), F'(a+) = f(a), F'(b—)= f(b). (6.10)
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Uk&zemeze pak je KH- mteml/ f(z) dz roven F(b) — F(a).

Nechtje danoes > 0. Vzhledem k6.10) a podle definice derivace pro kde
€ € [a, b] existujed. (&) > 0 takow, Ze plat

[F(x) = F(§) = f(&)(x = &) <

€
—— ¢

pro VSechna x € [a,b] N (£ — 0-(), £ +6:(¢)). Bud (o, &) libovolné o-jemré
déleri intervalu [a,b] am=v(o). Potom pro kadeé j € {1,2,...,m} mame
|F(0j) — F(oj_1) — (&) o — 01
< |Foy) = F(&) — f(&) oy — &l
+[F(&) = Flog-1) = (&) & = 05-1]]

€ 9

< g (o =&l +1& = 0jal) = g—loj — 0j-1],
atudz
[F(b) — F(a)] ~ 5(c.£)|
= |3 (Flo)) = F(o) = £(&) loy = 4] |
< Y |F(0)=Floi-0) = (&) [oi=0y)| < 7= D [o3=0y-1] =<
|16 F(a)

6.2 Existence integ@alu

V prikladech6.14jsme utili hodnoty réktegch KH-integalli pfimo z definice.
Nyni si ukdzeme, jak Ize v ékterych jednoducfich piikladech uéit z definice
i hodnotu KS-integalu.

6.15 Hiklady. (i) Z definice6.2je zZtejmé,ze je-li f(t)= f(a) na|a,b], pak

/Jdg:fmnmm—MM]a/gdf:o
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pro kazdou funkcig : [a,b] — R.
(i) Prolibovolnou funkcif :[a,b] — R plaf

b

f dX(T,b} = f(7-> pro 7 e [a’a b)7 (611)
b

fdxpe = f(7) pro 7 € (a, bl (6.12)
b

fdXa = —f(1) proTela,b), (6.13)
b
fdXjar =—f(r) prore(a,b] (6.14)

a a
b
f dX[T} =0 pro 7 ¢ (a, b). (6.15)

Ukazme si odvozenvztahl (6.11) a (6.12). VSechny ostafinse z nich @ odvod
powzitim véty6.11
Necht 7 € [a,b) a g(x)=x(-p)(x) nala,b]. Potomg=0 na[a, 7|, a tedy

/ fdg=0 podle gikladu (i). Dale necht

o) =141

1, kdyz ==,
Z($—7’), kdyz x € (7,b].

Analogicky jako v dikazu \ety6.11 zjistime, Ze pro kdde (o, &) € «#(5;[r,b])
mus byt T=00=¢&;, g(o;) —g(oj—1)=0proj=2,3,...,v(o). Proto

S(e.€) = f(7) [g(on) — 9()] = f(7) a / fdg=f(r).

Pomod véty6.11nyni uz dokoréime dikaz vztahu.11).
Vztah 6.12) se dokazuje analogicky. Tent@ltrovsem name 7 € (a,b] a

b
9(x) = Xrp)(x) prozx €fa,b] a / fdg=0. Polazime

{1, kdyz z =,

—(r—=x), kdyz z€la,7).
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Pro k&de (o, &) € #/(; [a, 7]) pak mBmeo, o) =&, () =7, atedy

5(.6) = J0) o) — gl )1 = S0 & [ 7dg=sio)

(iii) Pro libovolnou funkcig regulovanou nda, b] plaf

b

/ Yoo A = g(b) — g(r+)  pro € [ab), (6.16)
b

/ X[r,b] dg = g(b) - 9(7__) pro 7 e (a’a b]7 (617)
b

/ Niar dg = g(r+) —g(a)  pro 7€ a.b), (6.18)
b

/ Nar dg = g(r—) — gla)  pro 7€ (a,b] (6.19)

a a
b

/ X dg = g(7+) —g(t—) pro 7€ (a,b). (6.20)

Opét se omeme na dikaz prvich dvou vztal.
Nechttedy nejprver € [a,b) a f(z) = x(-»)(z) nala,b]. Potom je

[ rdg=o

Bud danocs > 0. Zvolme nyn 7 > 0 tak, aby bylo|g(7+) — g(x)| < e pro kazde
x € (1,7+n) adefinujme

1, kdyz 2=,
o(x) =141 3
Z(SL’—T), kdyz x € (7,b].

Pro k&dé (o, &) € «7(6;[,b]) nyni mud byt 7 =0, =¢; atedy
5(e,€) — [ (b) = g(7+)]]

| -9 UV(U 1)} =+ [g(o-u(o ) g(UV(a)—Q]
+[ (02) = g(o0)] = [9(b) — g(7+)] |
= \9(T+) — g(o1)]-
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Prot@ze 7 < oy < 7+ d(7) =7+, plyne odtud a z definice, ze
1S(0,8) —[9(b) —g(r+)]| <& prokade (o,&)€(d;[r,b]).

Tudiz

/abfdg:/andg+/bedg:g(b)_g<7_+)’

tj. plati (6.16).
Ve drurem dipact je 7 € (a,b] a f(x) = xjrp1(x) Pro € [a,b]. Mame

/ fdg = g(b) — g(r).

Zvolme n > 0 tak, aby platilo|g(7—) — g(z)| <& pro kadé x € (r —n, ), a de-
finujme

n, kdy2 T=T,
o(r) = {1 y
Z—l(T—%), kdyz x € [a, 7).

Tim si opet vynuime, ze pro kadé (o,&) € #(0;[a, 7|) buder =0,(0) =&0(0),
atudz

S(o,€) =[g(7) - g(UV(a)—l)]a

kde 0,(0)-1 € (T —n, 7). Jako v fed&lem @ipack odtud plyneze plat

[ #da=atr)-g(r-), tj./abfdg:/;fdg+/bedg:g(b)_g(T_)_

Pokud jde o existenci integlu, nizeme podle cveri 2.34 (i) vySe uvedea
priklady shrnout do asleduiciho tvrzen.

6.16 Disledek. Jestlze g € Gla,b] a f € S[a,b], pak oba integaly

/abfdg a /abgdf

existuj.
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6.17 Cviceni. Dokazte rasleduici tvrzen:

Necht h:[a,b] =R, ceR, D={dy,ds,...,d,} Cla,b] @ h(z) = ¢ pro
x €la,b]\ D. Potom

b
/ fdh = F(B) h(b) — F(a) h(a) — (F(b) — f(a))
pro kazdou funkcif : [a, b] — R.

(Navod: funkcih zapsme ve tvaruh(z) =c+ Z [h(dr) — ] Xjay(2)-)
k=1
b
Dalsi véta poskytuje @akladri odhad pro intedal / f dg za gedpokladuze

g ma koné&nou variaci nda, b]. Na funkci f pfitom zadre zasadinomezei ne-
klademe. PochopitefnZze réalny vyznam bude it tvrzen véty pouze pro ppad,
Ze f je ohrantera naja, b].

b
6.18 \kta. Jestlzeg € BVia,b] a f:[a,b] — R jsou takoe, ze integél/ fdg
existuje, pak plat ‘

b
[ 14| < sl vart s (6.21)

b
Jestlze naic existuje tak integlél/ |f(x)| d]var?g], pak plai

b b
[ 14| < [ 17l divarig) < 7] varts (6.22)

D ik a z plyne z tohoze nerovnosti

v(o) v(o)

5(e,§)] < Z £ (€l lg(a;) = g(o51)] < Z [f(&)lvarg_ g <||fl vargg

plati pro kazdé zn&ere cBleri (o, &) intervalu[a, b]. O

Také daki jednoducly odhad integalu se ofra o definici KS-integalu.
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b
6.19 \eta. Necht g€ BV(a,b] a f:[a,b] — R jsou takoe, ze integ(al/ fdg

existuje. Gile nechtexistuj kalibr § € ¢[a,b] a funkceu: [a,b] — R nekilesaijci
na [a,b] takowe,ze

€la,b] a te(r—0o(r), 7+4(r))N]a,b] }
(6.23)
= [t=7|[f(D)lg(t) = g(T)] < (t = 7) (u(t) —u(7)).
Potom
/fdg‘ < u(b) —u(a). (6.24)

Dlkaz. Prokade 5-jemré zn&ere gleri (o, £) intervalu [a,b] mame podle
(6.23

Z | (lg(os) = g(&)1 +19(&;) — 9(o;-1)])

S
Jj=
v(a)
< > (uloy) —u(oj-1)) = u(b) - u(a).
j=1
Vzhledem k definici KS-inte@lu plyne odtud nerovnosé(24). O

Veéta6.18nam umani dokazat nejjednods$i vétu o konvergenci integitl.

6.20 \eta. Necht f:[a,b] =R je ohraniteré na [a,b], g €BV]a,b] a nechit
posloupnost f,,} funkd definovagch na intervalu[a, b] je tako\a, ze

b
pficent existuj vSechny integaly / fndg, n€N. Potom existuje takintegal

b
/fdg a plat

n—oo

b
lim fndg /fdg. (6.26)
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DlOkaz. a) Protbe f je ohranters, plyne z pedpokladul.25), Ze existuje
no € N takow, Ze plat

I full <1l +1 <00 provsechnar>n.

Podle \ety 6.18tedy mame

b
/fndg‘ < (Ifll+1)vart g < oo provsechnan > n.

Podle Bolzanovy-Weierstral3ovyety (viz vetu2.19 tedy existuj rostoud po-
sloupnost{n;} C N acislo I €R takow,ze plat n, >n, a

hm / fn,dg=1. (6.27)

b) Ozn&me

_/bfnkdg prok eN,
S1(0.€6) = Sp,a0(0.€) PrOkEN, (0,€)€ 7 [a.b].
S(e.§) =Spag(0,8) pro (o,§) €7 [a,b].
Bud danoe > 0. Vzhledem k[6.25) a (6.27) mlizeme zvolitk, € N tak, Ze plat

Iy —I| <e alfu, — fll<e pro k> k. (6.29)

(6.28)

Dale nechtd, € [a, b] je kalibr nala, b] takovy, Ze pro \Bechnaj,-jemma zna-
Cera cBleri (o, &) intervalu[a, b] plaf

|Sko(0,€) — Iy | <& (6.30)
Pro k&dé (o, &) € #7(5y) mame podle§.29

v(o)

S(0.€) ~ Si (o |_]Z (&) = Fuy (&) (9(05) = 9(05-)|

< ||fnk0 — [l V(g,o) <evar, g.
Tudiz, vzhledem ki6.29 a (6.30), dosvame
|S(Ua£) - [‘ < ’S(O’,E) - Sk’o(o-asﬂ + |Sko(a7€) - Iko’ + |Ik0 - [|
<e(vartg+2)
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pro kazdé (o, &) € «7(0). To znamea, ze plat

/fdg—[—hm/fnkdg

c) Kon&né, poiitim vét6.8al6.18dostaneme

b b
/fndg—/fdg’§||fn—f||varf;g pro kazde n e N.
Plaf tedy i (6.26). O

Nyni miizeme formulovat prvivyznamr@jsi existergni vysledek.
b
6.21 \eta. Necht f € Gla,b] a g€ BV]a,b]. Potom integél/ f dg existuje

a plat (6.22).

D O kaz. Podle &ty4.&(ii) existuje posloupnosf f,,} jednoduckich skokoych

funkdi, kterd konverguje stejnodrmé na[a,b] k funkci f. Podle disledKi2.16
b

a6.16integral/fn dg existuje pro kade n € N. To znamea, Ze podle ety 6.20

b
existuje take integél/f dg aplat (6.26).
Ztejmeé |f| € Gla,b]. Podle Fedeslé ¢asti dikazu tedy existuje takintegal
b
/ |f(z)|d][var? ¢], atudz podle \&ty6.18plafi (6.22). |

6.22 Hiklad. UkaZzeme sijednu netrigini aplikaci vetl6.19a/6.21.
Méjme funkcih: [a,b] — [0, 00) neklesédici a zleva spojitou nda, b]. Doka-
Zzemeze pro kade ke NU {0} plaf

b k+1(72\ _ 1 k+1
/h’“dhg h (bl)ﬁff (@) (6.31)

Posimréme si nejprve toh@e podle ety6.21integél na le\e stra@ nerov-
nosti 6.31) existuje pro kadé k€ NU{0}. Formule 6.3]) trivialné plat, je-li
k =0 nebo je-li funkceh konstantin Predpokbdejme tedyze i neni konstantin
Bud dano libovolre & € N. Podle \ety6.19potrebujeme naf kalibr § takow, ze

k+1 — hFEHL(F
(t —7) hE(7) (h(t) — h(7)) < (t—T) d (t,)H? ) (6.32)

pro T €la,b] a te(r—0o(r),7+(r))NJa,b].
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Po provedenelemenérri Gpravy

FHL(E) — Rt (o

si snadno rozmyghe,ze prodaa t, 7 bude platlt nerovnost v6(32) bude-li
1 <& o
I PAGIACR (6.34)
=0

Vzhledem k mondinnosti funkceh je h*~i(t) > h*~i() pro t € (,b]. Odtud
okantité plyne,ze nerovnosid.34) plafi prot € (7,b].
Na druhou stranu, ily spojitosti funkceh zleva, pro kdadé < >0 a kazde
7€ (a,b] existujed(r) >0 takowe, ze plat
hk—i t hk—i . E
(t) > Wi (r) - %

prokadéte (r—o(r), 7] akade i€{0,1,...,k}, kde
A= max{||h'||:i=1,2,...,k}.

Zfejmeé je 0 < A < oo. To dale znamea, Ze je

1 k k

R 2T > o 2 (W) =l ELGEE

prokade >0, 7€ (a,b] a te(r—i(r),7].

Polazme j&t 6(a) = 1. Potom ntizeme n&elvahy shrnout takze nerovnost
(6.39 plat pro kazde ke NU{0}, 7 € [a,b] a te (1 —=5(T), 7+ (7)) N [a,b].
Plat tedy talé (6.32) a pomot vety6.19 kde pold@ime
hk+1<t>
_ _ _

F(t) = B(0), 9(t) = h(t) @ ult) ==

dostaneme tedy kogee (6.31).

pro t € la,b], (6.35)

6.23 Cviceri. Dokazte tvrzenm:
Nechtfunkceh: [a,b] — [0, 00) je nerostouta zprava spoji na [a,b). Po-
tom pro k&ce k€ NU {0} plati

/bhk dh > hk-i—l (b) o hk+1 (a>
a - k+1 '




STIELTIESUV INTEGRAL 145

Nasleduici konvergegni vysledek je tak trochu symetrighk vé®6.20

6.24 \Eta. Necht f:[a,b] - R je ohrantera na [a,b], g € BV[a,b] a necht
posloupnost{ g, } funkd definovagch na intervalu[a, b] je takowa, Ze plat

lim var’ (g, —g) =0,

b
pficent existuj vSechny integaly / fdg,, neN. Potom existuje tak integal

b
/fdg a plat

b b
lim | fdg, :/ fdg. (6.36)
D Uik a z. BeZljmy na obecnosti izeme pedpokbdat

gn(a) = g(a) =0 provsechnan € N.
Dale je dikaz podobi dlikazu \ety6.2Q Existujen, € N takowe, ze plat

var’ g, <var® g+1 provsechnay > ny.

Podle \ety 6.18tedy mame

Lvd%

a podle Bolzanovy-WeierstraBovety (viz vetu2.19 tedy existujCislo I e R a
rostoué posloupnost{n;} C N takow, Zze plat n, >ng a

b
klim/fdgnk =1

Podobr jako v £.28 ozn&me

< |Ifll (vart g+1) provsechnan > ny

Si(0,€) = §ngnk (0,€) pro keN, (o,&) € 7 [a,b], (6.37)
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Bud danoe > 0. Zvolme k, € N a kalibr 6, € #[a, b] tak, aby platilo

’[ko - I‘ <g, Varg (gnko - g) <€

|Sko(0,8)] — I, | < epro(o,§) €. (dy).
Potom pro kadeé (o,&) € ﬂ(éo) mame

5(0,€) = i (@.€)| =| Zf &) [9007)=9(05-1) = g, (03490, (03-1)]|

< HfH V(9uy, — 9,0) < || flIvarg (g, —9) <<l
Pro k&dé (o, &) € o7 () tedy plat
1S(0, &) — 1
< [5(0,8) = Sko (0, &)| + [Sko (07, &) — Ly | + [ Ly — 1
<e(If+2).
Odtud plyneze

b b
/fdg:[:klirn fdgn,.
Konetne, opetovrym powzitim vét6.8 a6.18dostaneme

b b
/fdgn—/fdg‘ < | fllvar® (g, —g) prokadeneN.
Plat tedy (6.36). O

Predpokbdejme,ze funkce f je regulovad nala,b] a ¢ ma kon&nou va-
b

riaci na [a,b]. Podle ety 6.21 potom existuje integd | f dg. Pro aplikace

potfebujeme ale ddkzat,ze tento integal existuje i v symeatrick situaci, tj. kdy
f€BV]a,b] ageGla,b]. To bude nyhnasim cilem.

Podle \ety2.39mbizeme funkcif rozlozit na soéet spojie funkce f ¢ s ko-
netnou variac a skokoe funkce fB. Podle cvieri 5.56 a vety(6.13 existuje in-

tegral/ f€dg. Vzpomeneme-li si na lemma.4Z, podle ktegého existuje po-

sloupnost jednodugich skokoych funkd {f2} C S[a,b] stejnonérné konver-
gujici k £B na|a,b], nahednemeze ram st&i dokazat konvergetni vétu, ze
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které by plynulo,ze plat

b b
lim [ fPdg :/ fBdg. (6.38)

b
(Integraly/ fBdg existuj podle disledku6.16pro n € N, nicmérg véta6.20a
ani véta6.2a4-platnost rovnosti.38) nezarduji.)

Nasleduici véta poskytuje odhad symetrick odhadu 6.21) z véty6.1&
6.25 \eta. Nechtfunkceg ohranitera na [a,b] a f € BV[a,b] jsou takoe, ze

b
existuje integal / f dg. Potom plat

b
[ 10| < (5@]+ 170 +vart 1) o] (6.39)

Dlkaz. Prolibovol@ (o,£) € 7 [a,b] mame

S(o,€) = f(&)[g(o1) — gla)] + (&) [g(o2) — g(o1)]
+ o+ f(Em) [9(0) = g(om-1)]

kdem=v(o), {, =a a1 =>. Odtud plyneze

S(e, )1 < (£ @1+ 1F®]+ 21 €)= &) gl

Nerovnost

(e, &)1 < (If(a)| +|£(b)] +var f) 9] (6.40)
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tedy plat pro kazdé (o, &) € 7[a,b]. Odtud & tvrzen (6.39 okantité plyne.O

Nyni dokdzeme konvergdini tvrzeri, ktere zardi, ze bude platit pdebry
vztah 6.39).

6.26 \eta. Nechtfunkceg je ohraniteré na [a,b], f€BV][a,b] a nechitpo-
sloupnost{ f,,} C BV|[a, b] je tako\a, ze

b
/ fndg existuje prokade neN a lim | f, — f|lgv = 0.
b
Potom existuje taédnteglél/ fdg aplat

b b
lim fndg:/fdg.
Dlukaz. Podle 6.8 al6.25je

b b
/fndg—/ fmdg‘§2||g\| Ufo — fullsv  prolibovolram, n € N.

b
Posloupnost{/ fn dg} je tedy cauchyovska existujel/ € R takow, ze plat

b
lim [ f,dg=1.

n—oo

b
Ukazeme,ze [ fdg = I. Bud dano libovolré ¢ > 0. Zvolme ny € N tak, aby
platilo

b
[ fdg=1] <= a llfa fllav <=

Déle zvolmed. € ¢|a, b] tak, aby pro kadeé (o, &) € «7(4.) platilo

$u(0.6)~ [ g <=
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kde S, (0, &) = Sy, a4 (0,€). Podle 6.40) pro libovolré (o, §) € 7(5.) mame
}S(O’, 5) - Sno (0-7 é)‘
< (1f(@) = fao (@] +170) = fuo®) | +vark (f = fur)) gl

S 2 ||f - fno”]BV HgH

Souhrnem, pro libovoka (o, &) € «(6.) dostivame

5(0, &) =1

b
< |5(0.€) = Sun(0,)| + [Su(e.€) [ 11 ]

b
/afnodg—f‘

<2f = fuollv llgll +2& < e2([lgll +1).

_|_

Odtud plyne rovnost

b b
/fdgz[zlim/fndg. -

6.27 Poziamka. Ve zbyvajicich tvrzernch tohoto odstavce a jejichCidazech
pouzivame disledré konvence (x) ¥Jmluv a oznéeri a klademe f(a—) = f(a)

a f(b+)=f(b), 1.
A" f(a)=ATf(0)=0, Af(a)=ATf(a), Af(b)=A"f(b) (6.41)

pro kazdou funkci f regulovanou nda, b]. V tomto smyslu je iteba i rozungt
symbofim pro funkcef(z—), resp. f(x+) definovam na[a, b]. Plipomaime,ze
je-li f regulovai nala,b], pak podle dsledku4.10jsou take funkce f(z—) a
f(z+) regulovam nala,b] aplat (4.4) a @4.5).

Nyni uz budeme urét dolkazat Kzery existertni vysledek.

b
6.28 \eta. Jestlze f € BV|a,b], g € Ga, b], pakintegél/ f dg existuje a pla-
ti (6.39. ‘
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Dlkaz. NechtgeGla,b], feBV]a,b] a D je mndZina bodi nespojitosti
funkce f v [a,b]. Podle \ety2.21je D nejwsSe sp@etra. HFedpokhdejme ze je
nekon€na, tj. D = {d;}.

Necht f = f© + fB je Jordadv rozklad funkcef na spojitoutast f ¢ a sko-
kovoucast f B definovanou jakaf, v (2.26). Polazme

= Z A” f(dr) Xiap0) () + Z AT f(dy) X (d 5] (%)
k=1 k=1

proneN a z€la,b]. Ztejmé fBeS|a,b] pro kazde neN a podle lemma-
tu2.42plat

lim || fB — fB|lgv = lim var’ (f®— fB) =o0.

b
Dale, podle dsledku6.16 integral/ fBdg existuje pro kide n € N. Integil

b
/ fBdg tedy existuje podle&ty6.26

b
Podle cvEeri 5.56 a ety [6.13 existuje tale integél / fCdg a integal

b
/ f dg tedy existuje podle &ty 6.8 Konetné, podle ety 6.25plafl take (6.39.
Modifikace dikazu pro pipad,ze mndina je D kone&na, je Zejma. O
Primym diisledkem @t4.4, 6.8 a6.28je nasleduici konvergeini tvrzeri.

6.29 Disledek. Jestlze g, € Gla,b] pro n€N a lim ||g, —g| = 0, pak pro
kazdou funkcif € BV|a, b] plati

b
lim f dg, / fdg. (6.42)

n—oo

Nasleduici tvrzeri navazuje na tkaz \éty 6. ZE.a dava navod k Wpoctu in-
b

tegalu | fdg, je-li znama hodnota integtu fcdg, kde ¢ znai spojitou

gast funkce .
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6.30 Disledek. Jestlze f € BV[a,b], g € Gla,b], D je mnaina bodi nespoji-
tosti funkcef v [a,b] a f€ je spojita East funkcef, f€(a) = f(a), pak

/abfng:/abedg

+ Y [ATF() (9(b) = g(d=)) + AT f(d) (9(b) - g(d+))]-

de D

(6.43)

D U kaz. Podle \éty2.21je mna&zina D nejwse spéetra. Fedpokhdejme ze
je nekonéna, tj. D = {d,}. Ozn&me fB=f— € a

n

L) =) [Af(di) Xpap0y(x) + AT F(dr) X(a,0)(x)] Pron €N a € a,b].

k=1
Podle lemmati2.42je
lim [|£,2 = f®|ley = lim var, (f®—f2) =0
a podle ety6.26tedy plat
b b
/deg: lim/ fBdg. (6.44)
Dale podlel6.16), (6.17) a vetyl6.& mame
b
124
=3 (A £(dh) [9(b) — glde=)] + AT £(dx) [9(6) — g(dh)] )
k=1

(6.45)

pro kazde n € N. Na druhou stranu, podldidledku?2.27je
D AT f(dk) (g(b) — g(di—)) + AT f(di) (g(b) — g(dy+))]
k=1

<2]gl' > (1A Fd) | +1A*F(d)]) < 2 lg]] (varf) < oo
k=1
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Diky (6.44) a (6.45) tudiz dosavame

b

fBdyg
s (6.46)
= > (A7F(d) (906) = 9(dim)) + AT F(dh) (9(8) = g(dit)) ).
k=1
Plaf tedy (6.43.
Modifikace dikazu pro pipad,Ze mna@ina je D kon&na, je Zejma. O

V situaci symetrick k disledku6.30mame

6.31 Lemma.Jestlze f € G[a,b], g €BV]a,b], D je mna&ina bodi nespoijitosti
funkceg Vv [a,b] a g€ je spojita tast funkceg, ¢€(a) = g(a), pak

b b
[1do=[ £ag°+ 3" s Agta), (6.47)
a a de D
kdeA g(a)=A%"g(a) a Ag(b)=A" g(b).
D & kaz je analogickdiikazu disledku6.30a je ponechncteréfi jako cviceri.
O

6.32 Cvicen. Dokazte lemmab.31 (Navod: vyiijte lemma2.42a vetu6.20a
postupujte jako p diikazu disledku6.3Q)

6.3 Integrace per-partes

Pro dikazy disledku6.30a lemmatu6.31byly uzitetné priklady6.15 Nasledu-
jici technicka lemmata jsou pé¢bra pro dikaz \Bty o integraci per-partes, kéer
je nasim dakim vyznamm@jsim cilem. Také v jejich dikazech budouiiklady6.15
Vyuzity.

| v tomto odstavci @sledé wivame konvenci (x) AJmluv a oznéer.
Pfipomaime tedy pozamku6.27a vztahy 6.41).

6.33 Lemma.Nechth € BV|a,b], ce R a D C [a, b] je nejySe spéetra mnai-
na takow, ze plat

h(x) =c pro x€la,b]\ D. (6.48)
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Potom pro kadou funkcif € G[a, b] plati

/ fdh = F(b) h(B) — f(a) hla) - c (Fb) — f(a) (6.49)
a a
/ hdf =clf(b)— f0)]+ 3 [hld) — c] Af(d), (6.50)
a de D

kde, jako obvykleA f(a) =A™ f(a), Af(b)=A" f(b) a sol&et na prae straré
vztahu(6.50) je tfeba chapat ve smyslu uvedem v pozamce2.26

DUkaz. Nechtf € G[a,b] a nechth € BV|[a,b] spiiuje 6.48. Potom mus
platit (rozmyslete si tivody)

h(z—)=h(z+)=h(a+)=h(b—)=c prokadez e (a,b),

A"h(z) = h(z) —c = —A%h(z) pro x € (a,b),
A*h(a) = h(a)—c a A h(b) = h(b) —
Pfredpokhdejme ze mnaina D je nekonéna a ozname jej prvky tak,ze bude

D =1{d,}. Vzhledem k tomuze h ma koné&nou variaci, muisplatit (viz disle-
dek2.29).

Z|h (dy) —¢| = Z|A h(dg)| + | AT h(dy)| < var® h < co.

Odtud plyne,zeradaz (di) — ¢) x(a,)(x) absolut@ konverguje prac € [a, b].

k=1
Skokowa funkce

=Y (h(dy) = ©) Xa(¥)  pro z € [a,b]

k=1

je tedy korekt@ definodna a rd koné€nou variaci nda, b| (viz odstavce2.6 a
2.6). Funkci h mlizeme vyadit ve tvaru h=h<+ hB kde h¢(z) = c je jeji
spojitacast ah® je jeji skokowa cast.
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Definujme

he(x) = (h(dk) = ¢) Xg,)(r) pro z€[a,b] a neN.

k=1
Potom podle lemmaiR.42plat lim |22 — h®||zv = 0 a podle &t6.2Z a6.26
dostivame

b b b b
lim fdhn:/fdh a lim hndf:/hdf. (6.51)

n—oo n—oo
a a

Na druhou stranu, podldigladt6.15(ii), (iii)) m ame

b
/ £ dhy = F(B) hu(B) — F(a) hu(a) — ¢ (F(b) — f(a)
a

/ hadf = c[F(B) = f(a)]+ S [h(dy) — c] Af(dy)
k=1

a

pro kazde n € N. Odtud & vzhledem k|§.51) vztahy £.49 a (6.50 okanvité
plynou.

Modifikace dikazu pro pipad,Ze mn@ina je D kon&na, je Zejma. a

6.34 Cviceri. Pomog¢ lemmatu6.33dokezte, ze je-li 7 € (a,b), x€R a

0 kdyz t<r,
g(t) =1 »x kdyz t=r,
1 kdyz t>rT,

b
pak/ v gdg = p(r) > pro libovolnou funkciy € BV |a, b].
(Navod: poldte h(t)=p(t)g(t) pro t€la,b] a sp&téte pomotlemmatu in-
b

tegraly/ hdg a/ hdg.)

6.35 Lemma. Necht h € G[a,b], cER a necht D C [a,b] je nejse spdetra
mnaina takow, ze plat (6.48). Potom pro kadou funkcig € BV|[a, b]| je

b
[ adh=g(6)h®) - g(@) h(a) ~ ¢ (50) - g(a) (6.52)
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/hdg:c[ +Z ) —c]Ag(d), (6.53)

deD

kde ot Ag(a) =A7 g(a), Ag(b)=A" g(b) a solet na prae straré (6.53) je
tfeba clapat ve smyslu uvedem v pozamce2.26
Dl kaz. Fedpokhdejmeze mnadina D je nekoné€na, tj. D = {dy}.
Funkceh sphuje 6.48 prave tehdy, kdy
h(x)—c, kdyz xeD,

h(z) =c+ @)

0, kdyz x ¢ D.
Powsimnéme si,ze odtud, podobijako v dikazu lemmatis.33 plyne,ze

h(z—)=h(z+)=h(a+)=h(b—)=c prokadézc (a,b)

Ah(z) = h(x) —c= —ATh(x) prokade z € (a,b).
ProneN ozn&me D,, = {d}}_, a

h(zx)—c kdyz z€ D,
hn(x) = c+
0, kdyz x ¢ D,, .

ha(z) = ¢+ Y (h(di) = ¢) X (x) Pro z€lfa,b] a neN (6.54)

|h(z) —¢|, kdyz z€ D\ D,

0, kdyz ©¢ D\ D,, .

Bud danoes > 0. Protdze mnaina €chk € N, pro néz je
|A™h(x) = |ATh(z)| = [h(dk) — c| > €,

muiZze nit podle disledki4.11jenom nejyse konény pocet prvKi, existujen.cN
takow, ze je ||h, — h|| < e pro kade n > n.. Jingymi slovy,

lim ||, — h|| = 0. (6.55)
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Dale, podle 6.54), véty 6.8 a formule 6.15 (viz té€Z cvicenl 6.17) ur€ime pro
kazdé n € N integraly

n

/ gdh, =S (h(di)—c) / 9.0 = 9(6) [h(B)—c] — g(a) [n(a)—c]

k=1
= 9(b) hn(b) = g(a) hn(a) — c[g(b) — g(a) ].

Podle 6.55 a podle disledku6.29tedy mame

b b
/ gdh = lim [ gdhy, = g(b) h(b) — g(a) h(a) — ¢[g(b) — g(a)],

n—oo
a

tj. plati (6.52).
Podobm®, podle 6.54), véty 6.8 a formul (6.17), (6.18 a (6.19 mame pro
kazde n e N
b
/ hnodg=c( )+ Z / Xidx) dg

kde Ag(d)=A"g(b) jestlized=b a Ag(d) = A" g(a) jestlize d =a. SolLasre
ovSem plat podle £.55) a vetyl6.20

b b
/hndg: lim [ h,dg

n—oo
a

n

= c(9(b) = g(a)) + lim > (h(dy)—c) Ag(dy)

e k=1
=c( )+ i c) Ag(dy),
k=1
tj. plati (6.53.
Modifikace dikazu pro pipad,Ze mna@ina je D kon&na, je Zejma. O

Nyni uz miizeme dokzat \etu o integraci per-partes pro KS-intaty.
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6.36 Veta(VETA O INTEGRACI PERPARTES).
Jestlze f € Gla,b] a g € BV][a, b], pak existujoba integaly

/abfdg a/abgdf

a plat

/fdgf/gdfszm®%—ﬂMQW)
+ Y (ATf@)ATgl@) - AT f(a) AT
z € la,b]

kde A~ f(a)=A"g(a)=ATf(b)=ATg(b)=0 a solet na prae straré je
tfeba ctapat ve smyslu uvedem v pozamce2.26

g(@)) (6.56)

b b
Dokaz. Integﬁl/ f dg existuje podle @ty6.21a integél/ gdf existuje

podle \ety6.2& Dalea, podle dsledku4.10jsou funkce f(z—) aaA‘f(x) regu-
lovaré nala, b]. Navic, podle éty2.25mame

D |ATg(x)] < oo

z € [a,b]

Funkce Atg(z) je tedy podle definic2.33 skokowa funkce (A*g € Bla,b]) a
podle \ety2.35méa kon&nou varlaC| nda, b]. Zfejmé ma tudz kon&€nou variaci
na [a,b] i funkce g(x+) x)+ AT ( ). Podle \&t6.21 al6.28 tedy existuj

integraly /fd [A*g] /f /abgd[A_f)] a/abg(f)d[f(l“—)]~

MUzeme tedy pro@stlpravu

/Qfdg+/gdf
/f ﬁfamduu—ﬂ
/fd A*g] /gd[A I3

Pomoé dlisledku4.10 snadno o@ime, ze funkce AT g(z) sphuje 6.48 (kde
c=0ah(b)=0). Podle lemmatif.33tedy doshvame

/ F(@) d[A*g(2)] = —f(a) A*gla).
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b
Analogicky, podle lemmaté.35je /g(a:) d[A™ f(x)] = g(b) A™ f(b) Cili

b b
/ f(x) dlg(x)] + / o(o) d f(2)]
_ / F(@) dlg(e+) ] + / o(e) d f(z—)) (6.57)
T f(a) Atg(a) + A F(b) g(b).

Prvni integial na prae stra@ niizeme upravit na

[ 1@ doen)= [ sedoenis [ 5@ ). ©59

Funkce h(z) = g(z+) =g(z) + A*g(z) ma Zejmé kon&nou variaci nala, b,
h(z—)= ( —) pro z € [a,b] @ h(z+) = h(z) = g(x+) podle disledku4.10 t;.
Ah(x)=Ag(z) pro z € [a,b]. Prot&ze funkce A~ f(z) je podle disledku4.10

regulovam nala, b], dostaneme podle lemmau35
/ A~ f(z - Y A f@ (6.59)
z € [a,b]

kdyz polazime h(x) = A~ f(z) a na msté f bude regulovaa funkce

(o) = {g(w—i—), kdyZ z € [a,b),
g(b),  kdyz z=b.

Analogicky, podle lemmaté.35je

/ g(2)d fla—)] = / g(e+) [ f(z—)] - / Atg(z) d[ f(a—

/a g(z+)d Z Atg(

z € [a,b]

(6.60)

Podle disledku4.10je funkce f(xz—) spojita zleva na(a,b] a g(z+) je spojita
zprava nda, b). Podle \ety/5.55(ii) tudiz existuj oba o RS-integély

@) [ =) dlata)] a @) [ g dlr-))

a
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a podle ety6.13tedy existuj také oba KS-intedaly

b b
/ fa—) dig(et)] a / g(o+) dl f(2—)).

Podle ety o integraci per-partes pro RS-intatyr (véta5.50 mame
b b
/ flz—=) d[g(z+)] +/ g(a+) d[ f(z—)] = f(b=) g(b) — f(a) g(a+). (6.61)
Dosazeim (6.59—(6.61) do (6.57) dostaneme @e

/abfdg+/abgdf

= f(b—) g(b) — f(a) gla+) + f(a) AT g(a) + AT f(b) g(b)
+) (A’f () [A7g(x) + AT g(x)] — [A7 f(z) + AT f(z)] Ng(fﬁ))

z € [a,b]
= 0 g0) = fla)gla)+ > (A7f(@) A glw) = A* f(w) Atg(a) ).
z € [ab]
Dokazali jsme tedyze 6.5€) plaf. O

6.37 Pozramka. Pro KS-integal tedy nepldtvéta o integraci per-partes v po-
dobg, v jaké ji zname pro RS-inte@ly (viz vétu’5.50). Je to zfisobenoim, ze
obor funké pro kteg existuje KS-intedal je podstata SirSi nez obor funkg, pro
které existuj RS-integaly.

6.38 Cviceni. Dokazte,Ze za jiedpokladi véty6.36 plat

[r80=0) [ 1) s0ta - Y At

z € (a,b)

/fdg— /f ) dga+) + £(a + 3 A f@)

z € (a,b)

(Navod: vytrijte formule odvozea v priibéhu dikazu ety 6.36)
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6.4 Saksovo-Henstockovo lemma aé&které jeho di-
sledky

6.39 Lemma(SAaks-HENSTOCK). Necht f, g:[a,b] — R jsou takoe, ze inte-
b

gral [ fdg existuje. Necht >0 je dano a nechtd € %[a, b] je kalibr na [a, b]
tak0\5'7, Ze plat

b
‘S(a,ﬁ) —/ fdg‘ < e provsechna(o, &) e (9).

Potom pro libovolfy sysém {([sj, ti],0;):7=1,2,..., n} takow, ze

a<s <0<t <5< <5, <0, <t, <D, (6.62)
[si,t5] C [0; —0(0;),0;+6(6;)] proj=1,2,....n,
plati nerovnost

| Z 10 latt) = gt~ [ " ag| << (6.63)

DlUkaz. Necht{ ([s;,;],60;):7=1,2,....,n¢ je sysem sphuijici (6.62). Bud
J J

danon>0. Ozn&me ty=a, s 41 =>0. Je-li j€{0,1,...,n} at; <s;i1, pak,
vzhledem k pozamce6.5, existuj na intervalult;, s;,.] kalibr J; a ¢,-jemné
zn&ere ckgleri (o7, ¢’) takowe,ze §;(x) < §(x) pro kade z € [t;, sj41] @

\S(Jj,g)_[j“f gl < (6.64)

J

—|—1

Nyni sestavmei-jemre zn&ere celeri (p, n) intervalu [a, b] tak, aby platilo

Zf ) = g(s)) +ZSaJ &) = S(p,m).

(Je-lit; =s;,1, KlademeS(a7,¢’) =0.) Vzhledem k pedpokladim lemmatu te-
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dy mame
’ i (fwﬁ l9(t;) — g(s5)] = /t] f dg) +

= ’S(p,’n) —/abf dg( <e.

n

(store)- [ rag)

=0 J

Odtud a z/6.64) dostvame
> 6ot —ats) - [l
<[sto.m—[1ag] |3 (s@.&)— [ rag)| <con
a j=0 t

Protaze n > 0 bylo libovolng, plat (6.69). O

b
6.40 \Veta. Necht | fdg existuje ac € [a,b]. Potom plat

a

i ([ 7dg+£lo(e) - (@) = [ fdg. (6.65)

T—C
z € [a,b] a a

Dlkaz. Buddanos >0 a nechtd. € #[a,b] je takow kalibr, Ze

b
)S(a,ﬁ) —/ f dg’ < e plati provsechna(o, &) € 7(9.).

Pro k&dé x € (¢, c+ d.(c))N[a, b] vyhovuje systm {([sq,%1],01)}, kdet; =z a
sy =6, =c¢, podninkam 6.62). Podle Saksova-Henstockova lemmatu (viz Lem
mal6.39 tedy mame

7@/ lat) )~ [ fdg| <= (6.66)

c

Podobe, je-li z € (¢ — d.(c),c)N]a,b], pak poitim lemmatu6.39 na sysém
{[z, ¢], ¢} dostaneme nerovnost

) ot~ gto) ~ | fdg| <
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Pro k&dé = € (¢ — d.(c),c+6-(c)) N[a, b] tedy plat nerovnost§.66), a tudz

/acfdg_/azfdg—f(c) [g(c)_g(x)]‘
/cxfdg — f(c) [g(x) —g(c)]‘ <:

tj. plati (6.65. O
b
6.41 Disledek. Nechit [ f dg existuje,g € G[a,b] a nechtfunkceh : [a,b] — R

a

je definoana edpisem h(x) = / fdg pro z€la,b]. Potomh € Gla,b] a

h(t+) = h(t) + f(t) ATg(t) a h(s—) = h(s) = f(s) A7g(s)

protea,b) ase(a,bl. O
6.5 NeurcCity integral
6.42 Veta(HAKE). (i) Nech’t/xfdg existuje pro kace z € [a,b) a nechit
dim ([ £dg+s0)la) = gla))) = TR
b
Potom/fdgzl.

b
(ii) Nech’t/ f dg existuje pro kace z € (a,b] a necht

b

tim (/7 dg+ f(a) [o(x) ~ g(a)]) = TR

T
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Dlkaz. (i) a) Buddanoe > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

/mfdg+f(b) g(b) — g(x)] —I| <c prokade =z [b— A,b). (6.67)

b—a

Polzme z, =b —
Tk k+1

pro k€ NU{0}. Potom posloupnos{z;} je rostoug,

lim z, =0 a
k—o0

VkeN 36, €[, 14
(p.m) € (0); [a, 24)) = ‘s(p,n)_/ fdg‘<%, (6.68)

b) Definujme kalibré, na [a,b) tak, aby platilo
do(s) < o(s) a [s—do(s),s+d(s)] Cla, k]

pro kezdé k € N a kazdé s € [zy_1, 7).
Dale pro kadé s € [a, b) ozn&me symbolemk(s) jednozn&nré uriCere (iro-
zereCislo k takowe, ze s € [zy_1, o).

c) Dokézeme ze plat

\S(T,e)—/:fdg) <e } (6.69)

provsechna: € [a,b) a (7,0) € o/(do; [a, x]).

Necht je tedy dano z€[a,b) a nechtp € N je takow, ze z €[z, 1,1,)
(ti. p=r(x)). Dale necht(r,8) je libovolné p-jemré zn&ere celeri intervalu
la,z]. Ozn&mev(T)=r. Prok&de ke NN[l,p] akade j € NN|[1,r| takowe,
ze k(0;) =k, mame

Qj —51€<9]) < 0]' — 50(9j) < Tj—1 < T; < Qj +50(¢9]) < Qj +51€(9j)
Vzhledem k6.69) vidime,Ze pro ka&dé k € {1,2,...,p} sysém
{1,150, 05): 5=1,2,...,7, K(0;) = k}

splhuje gedpoklady lemmatit.39na miste {([s;,t,],0;):j=1,2,...,n}. Plaf
tedy

\ > 105 l9(75) — g(75-1)] —/j fdg) < 25—k pro kazde ke {1,2,...,p}.
k(0;)=k Tj—1
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Konetng,

IS (46 (o0 — o010 - [ rdg)]
k=1 r(6;)=k Tj-1

< S (@) —atml- [ sag)| <> 5=
k=1 k(0;)=k Ti-1 k=1

tj. plati (6.69.

d) Pol@me §*(z)= min{b — z, do(x)} pro z € la,b), §*(z)=A pro z=b.
Necht (o, ) je libovolné 6*-jemné zn&ere cBleri intervalu [a,b] a m=v(0o).
Potom musplatit ¢, =0,,=b, 0,1 €(b—A,b) a

S(0,6) - 1|=| mz 1(&) [9(03) = g(o5-0)+ F®) [9(8) = g(m1)] = 1|
< \f__lf@ l9(05) — g(o1)] - / "ty

+

[ dg 1) 190) - gl - 1]

Vzhledem k|6.69 a (6.67) (kde pol@dime x =o,,_1) tedy doshvame konéné
b
‘S(a,é) —1‘ <2e . / fdg=1.

Dilkaz tvrzei (i) se provede analogicky a poneniame hotteréri jako cviceri.
O

6.43 Cvicen. Dokazte tvrzen (ii) veéty 6.42a jeho rasleduici variantu:

b
Prfedpokbdejme,ze integal / f dg existuje. Nechfe dano z € [a,b) a nechit

tlir;trl+</atfdg—f(x) [g(t)—g(x)])zIER Potom/:fdg:[.
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6.44 Hiklady. Pomo¢ Hakeovy ety mizeme snadno a univeatnim zplisobem
odvodit vzorce, ktex jsme v iikladech6.15 odvodili pfimo z definice pomdc

b
vhodre volby kalibru. Nap. formuli/ fdxpe = f(7), kde 7€ (a,b] a f je
libovolna, odvodme takto ‘

b T
/de[r,b]Z/ de[T,b]

:lml([ffdmﬂq+fﬁ)hhwﬁ)—XhM@H):fﬁ7

t—7—

Podob®, pro7 € [a,b) a g € G[a, b] dostaneme pomotiakeovy Bty

b T b
/X[an’]dg:/ 1dg+/ X[a,‘r]dg

= o)~ gt + Jim ([ v do 411000~ o7)])

=g(t+) — g(a),
tj. plati (6.19).
6.45 Cviceri. Pomog Hakeovy \ety dokate i zyvajici formule z gikladl6.15

6.6 Substituce

Dalgéim diisledkem Saksova-Henstockova lemmatu dsleduici lemma, kteg
nam pontize dokazat \etu o substituci.

b
6.46 Lemma. NecHt/ f dg existuje. Potom pro Kak >0 existuje kalibr

d €%[a,b] takowy, ze nerovnost

v(o) .
>_|r(€) oty ~ st = [ | < 6.70)

j—

plati pro kazcé (o, &) € «7(0).
Dlkaz. Buddanoes >0 a nechtd € ¢[a, b] je kalibr takov, ze

)wmm—13d4<§
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plafi pro vS8echnaj-jemra zn&eré célenri (p, n) intervalu [a, b].
Bud dano libovolré (o, &) € «7(§). Ozn&mem =v(o) a

Jt = {je{l,Q,...,m}:f(fj) l9(;) — g(oj-1)] —/: fdg= O}

J = {1,2,...,m}\J+.

Sysém {([oj_1,0,],&;):j € J"} sphuje fedpoklady 6.62) z lemmatu6.39na
miste {([s;,t;],7;)}. Podle lemmatis.39tedy plat

Podob@

> |1t lte) ~ sty - [ ]

jeJ— 73
O'j €
| 3 (#) o) ~ gt = [ rdg)| <5
jeEJ™ 7j-1
Odtud & nerovnost.70) okanvité vyplyva. O

6.47 \eta (VETA o suBsTITUC)). Je-li funkceh:[a,b] — R ohraniera a in-

b
tegr’al/ f dg existuje, potom jakmile existuje jeden z infd§r

[ [“ras). [ s da)

existuje i druly a v takoem gipade pak plat

/abh(x) d[/;fdg} Z/abh(x) F(z)dg(z)].
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DUkaz. Podle &tyl6.9je funkce w(x) :/zfdg definova@ pro kade
x € [a,b]. '

a) Fredpokhdejmeze existuje integ'il/bhf dg. Bud danoe >0 a nechtd, je
kalibr naa, b] takovy, ze ’

v(o) o,

> [1&) 16 lo(e) o5l = | Cnpdg| <
a Jj=1 j

v(o) .

> |6 o) — gt - / | rag] <

Jj=1

plat pro kazdé o.-jemré zn&ere kleri (o,&). (Takow kalibr existuje podle
lemmatu6.46)
Bud dano (o, &) € #7(4.). Ozn&mem =v(o). Potom

>0 o)~ wioy 1 [ 174
<3 |hee [ 7da=hie) 1) ole) ~ atos-)]

- f [1(&) £(65) l9(0,) — gloy1)] / hfdg

<|nll )
j=1

+ 3 [bie) 16 o) ~ oty 101 | " hrddf

j—

| 1d9- &) lolo) — gloy-)

< ([[pll+1)e,

b b b
tj. existuje integal/ hdw a plaf / hdw:/hfdg.

b) Obracera implikaace by se doka%ovala poécﬁ)mpét za vydaté pomoci lem-
matub.4a O
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Pro KS-integal ovsem plai take tvrzen analogicla vetam5.47a5.4§ které
jsme dolazali pro RS-intedaly. Uvedeme alespnjedno z nich.
6.48 \eta. Pfedpokhdejme ze funkcep: [, 5] — R je rostoud a zobrazuje in-
terval o, 5] na interval [a,b] a necht f : [a,b] — R. Pak existuje-li jeden z in-
tegralll

b B8
L/ﬂ@wme /fwu»mmawm

existuje i ten drufz a plat rovnost a

B b
| s dgota) = [ #@ dlgo) (6.71)
D O kaz. Pogimnéme size protde ¢ je rostou¢a zobrazuje intervalky, 5] na
interval [a, b], mud byt ¢ i jeji inverze¢—! spoijite.
Pro dai zn&ere Bleri (p,n) € 7[a, 3] polozme
o;=¢(p;) Proj=0,1,....v(p) a & =a(n;) proj=1,2,...,v(p)

a o={00,01,....00p)}, €= (&.&,....&p). Potom (o, &) € 7(a,b]. Zna-
Cime (0,&)=9¢(p,n) a (p,n)=9¢ "'(o,§). Zfejme ¢~'(d,§) € 7[a,b] pro
(0,&) € Ta,b].

Pro dary kalibr & € #[w, 8] definujme kalibrs € #[a, b] tak, aby platilo
o T +(r)) < ¢ r)+0(p7 (1)) jestlize T € [a,b)
(6.72)

o Hr—8(1)) > oM7) —6(¢~ (7))  jestlize T € (a,b].

Nyni, jestlize roZifere céleni (o, &) € 7a, b] je o-jemre, pak podle.72) mame
pro kazde j=1,2,...,v(0)

p;i=¢ o) < THE + (&) < ¢7HE) +(¢7HE)) = m; +0(ny)

i =0 (01) > o7& —6(4)) > 071 (&) —6(67 (&) =y — d(my).
Cili ¢~(o,&) € «(0) pro ka&zdé (o, &) € «(5). Podobié bychom ke kademu
kalibru 6 € «[a,b] nasli kalibr s e9[a, 5] takow, ze ¢(p,n) € «(5), jakmile
(p.m)e ().
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Protaze

v(o) v(o)

> 1) [9(o) = gloj)] =D Femy)) [9(¢(p)) — 9((pj-1))]

j=1 Jj=1
pro kazdé (o, &) € 7a,b] a (p,m)=¢ (o, &), plyne odtud @ snadno dkaz
Vety. O
6.49 Cviceni. (i) Podrobm si promysleteaer dikazu fedesle véty.

(i) Formulujte a dokate analogii ety 6.48pro pfipad,ze ¢ je klesajci.

(i) Formulujte a dokate analogii ety 5.48
6.50 Poziamka. Vétu6.48 je mazno zobecnit v liznych snérech. Na fiklad
nasleduici verze \éty o substituci se uplatnilaipaplikaci teorie hystereze v eko-
nomii (viz [4]):

Predpokbdejmeze funkcef : [a,b] — R je ohranterh naa,b| atakow, ze

f €Gla,b] pro kazce a € (a,b). Dale nechtfunkce¢: [a,b] — R je neklesdfi
nala,b] a ¢(a) =c, ¢(b) =d. Kon&ne, nechifunkceg € BV|c, d] je zprava spo-

jitdnalc,d). Pro s € [c,d] polozmewy(s) = inf{t € [a,b]: s < ¢(t)}. Potom pro
kazce o € [a,b] plati

b(b)

/ fOdgem) = [ F(s) dlg(s)

P(e)

6.7 Bodova konvergence

6.51 \eta (OsGOODOVA VETA). Pfedpokbdejme,ze pro funkcif € Gla,b] a
posloupnost f,,} C GJa, b] plati

| full <M <oopro neN (6.73)

lim f,(z) = f(z) proz € [a,b]. (6.74)

Potom

n—oo

b b
lim [ f,dg :/ fdg prokazdou funkcig € BV|a, b]. (6.75)
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Dukaz. Integaly/ fndg, neN, a/ f dg existuj podle \Bty6.21. Necht

g=g%+g°® je Jordalv rozklad funkcey takowy, ze g€(a) = g(a) (viz vétu2.39).
Potom podle @ty5.50a cviceri 5.56 (i) existuji integraly

b b
a)/fdgC a (U)/fndgc pro n €N
a podle Osgoodovyaty pro RS-intedaly (veta5.61) plaf

b b
tim () [ ,dg°= (o) [ 1d5°

neboli (podle ety 6.13)

b b
lim [ f,dg® :/ fdgC. (6.76)

Dale podle lemmaté.31mame pro kdde n € N

/abfng:Zf(d) /fndg =3 fu(d) Ag(d

de D de D

kde D je mnazina bodl nespoijitosti funkcey v intervalu [a,b]. Jestlze je D
kon&na, pak zejmé plat

lim y  fu(d) Ag(d) =) f(d)A
de D de D
atudz

b
lim fn dg® / fdg®B. (6.77)

n—oo

Necht D = {dk :k eN}. Bud danoe > 0. Podle disledku2.27je

> 1A g(dy)| < varl, g < oc.

k=1

> 9
Existuje tedyp. € N takowe, ? Ag(d —°_ Vzhledem k6,73
xistuje tedyp. € aovezek_%;rl] 9(di)| < 7 Vzhledem k(6.7 a
(6.7) jetaké |f(z)| <M proz € la,bl, atudz

o0

S (fald) = fldi)) Agldi)| <2M 7 |Agld)| < 5. (6.78)

k=pe+1 k=ps+1
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Dale prot@e

DPe

T D ) A gldi) = 3 F(de) Aglde)

k=1
existujen. € N takow, ze

Pe

> (fulds) = () Agld)| <5 pron>n.,
k=1
coz dohromady s€.7¢) dava
= 9 g
/ dg]—\z (fuldi) = ))Ag<dk>\<§+§:g
k=1

pro n>n.. Rovnost 6.77) tedy plat i tehdy, kdy¥ mncZina D neri kon&na.
Toto, spoléné s (.76 a vetou6.8, zarluje platnost rovnostid.75) a dokazuje
tvrzeri véty. O

6.8 Integraly maticovych a vektorowch funkci

Jsou-li maticoe funkce F: [a,b] — #(R™,R?), G:[a,b] — Z(RP,R") takow,
Ze \Bechny intedaly

b
/ firdge; (=12....om k=12...,p,j=12...,n)

b b
existuj, pak symboM F(t)dG(t) (resp. kétce/ Fd@) zn&i m x n-matici

MezR™R") s pn?lw

Analogicky definujeme taéklntegaly/ d[F]G, resp/Fd |H, kde F, G a
H jsou maticoe funkce vhodizch rozmérd.
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Pfipomdaime, Ze podle ozné&eri (xiv) hormu maticeAe.,Sf(Rm R™) zna-

time |A| a definujeme ji pedpisem|A| = max Z |a; ;|. V této souvislosti

povazujeme prvky prostorlR™ za matice tprn x 1 (neboll sloupcog vektory).
Jinymi slovy, ztot@hujeme prostoryR™ a .#(R"™ R). To znamea, Zze klademe

| = |z;|. Potom plait |Az| < |A]|z| pro A 2(R™ R") a zeR". Je
=1
také zramo,ze plat [A|= sup {|Az|:z€R" a |z|<1}.
Variace maticog funkceF : [a,b] — #(R™, R") je definovaa formalné stej-
nym predpisem jako variace skakich funkd, tj.

v(o)

var’ F = sup Z\Fa] — F(oj_1)].
0‘6@[(11)}

Snadno se @i, ze plat

wmax (var, f;;) <varb F <> var, f;.
j=1,2,...n i=1 j=1
To znamea, ze maticoa funkce F': [a,b] — Z(R™ R™) ma kon€nou variaci
prave tehdy, kdy ma koné&€nou variaci kada jeji slozka. Podob@, F je spojif,
resp. regulovaa pave tehdy, kdy stejnou vliastnost enkazda jeji slozka.
RozZifen vysledkl uvedefch v teto a edesle kapitole na fipad funké ma-
ticovych, resp. vektorojch je tedy snada Je ogem nutno si u&domit,ze ope-
race rasobenmatic nefm obecré komutativih, a tak mugme it stale na paréti,
Ze nesnme libovolré ménit pdad maticowch funkd, v jakem se v sotinech
obsaerych v aproximuicich sotech S(o, £) objevuj. Na giklad vétu o inte-
graci per-partes @ta6.3€) je tfeba formulovat takto:

Jestlze F: [a,b] — 2 (R™,RP?) je regulovai na [a,b] a G:[a,b] — Z(RP,R")
b
ma koné&nou variaci nafa, b], pak existuj oba integély/ FdG a ffd[F] G
a plat ‘
b b
/ FdG +/ d F|G = F(b) G(b) — F(a) G(a)

a

+ Y (A F(2) A=G(z) — A*F(x) NG(@).

z € [ab]
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Podobr tfeba \eta o substituci @ta6.47) bude vypadat takto:
Jestlze funkceH: [a,b]—<2(R™,R?) je ohranterd, F':[a,b]|—2(RP,R?),

b
G:la,b]—-2(R9,R") a integral/ F dG existuje, potom jakmile existuje jeden

z integalll

/abH(a;)d[/;FdG}, /ab(HF)dG,

existuje i druly a v takoem gipadce pak plat

/abH(x)d[/:FdG} :/ab(HF)dG.

6.52 Cvicen. S grihlednutm k roZifen na integraci vektoroych funkd nazna-
ceremu v tomto odstavci definujte exaktifivkovy integral drukeho druhu zrit
néry v odstavcil.Z a formulujte jeho akladn vlastnosti, kteg plynou z \ét
obsa@enych v kapitohch 5 a 6.

6.9 Souvislost s datimi typy integr all

Vyjasnili jsme jz vzajemre vztahy mezi KS-integlem a RS-intedly (viz poz-
namku6.12 a vetu6.13. Podob®@ jako jsme v pikladul6.14 (iii) dokazali, ze

b
z existence Newtonova integu (N)/ f(z)dzx plyne existence KH-integiu

b b
/ f(z)dz, lze dolkazat tak, Ze z existence Perronova intagr (P)/ f(z)dz

b
plyne existence KH-integtu [ f(z)dz. Definici Perronova inte@lu najdeme

nagiklad v monograich |[46] nebo [15), viz [46, definice XII.1.5], resp.15, defi-
nice XII.25]. (Nize wwadme definici Perronova-Stieltjesova intagir, kte@ ji take
zahrnuje.) Platdokonce ze KH-integal je ekvivalentins Perronoym integéalem
(viz [46, véta XII.2.1]). Vzhledem ke zmmym vlastnostem Perronova intedu
to znamea, Ze KH-integél (vzdor jeho jednodu@htemér riemannovsk definici)
zahrnuje tedy satasré integaly Riemaniiv, Newtonlv, ale i Lebesgu@. Tim
se rozuni, Ze je-li na rejakem intervalu daa funkce integrovatefnve smyslu Le-
besgueok, pak n& na tomto intervalu i KH-inte@l a oba integaly maj stejnou
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hodnotu. [ale existuje-li KH-integal funkce f, pak f je lebesgueovsky integro-
vatelra pave tehdy, kdy také jeji absolutm hodnota|f| je KH-integrovatel@,
viz nagdiklad kapitoly XII a XIV v monografii 4§

PERRONJV-STIELTJESUV INTEGRAL (PS-integal)

Definice raleZi A.J. Wardovi, viz B2]. Pops@ana byla & v Saksoe monografii

[42, V1.8]. Uvedeme zde ekvivaleritiviz [48, Theorem 2.1]) definici.
Reknemeze funkce) l[a,b] — R je majorantapro f vzhledem key, jestli-

ze existuje kalibrs € #[a, b] takowy, ze

(t—7) [M(t) = M(7)] = (t—7) f(7) (9(t) — 9(7))

pror€la,b] atela,b]N(r—46(1), 7+ 0(r)). Podob@, funkcem :[a,b] = R
je minorantapro f vzhledem key, jestlize existuje kalibw € ¢[a, b] takowy, Ze

(t—7) [m(t) —m(r)] < (t—7) f(7) (9(t) — g(7))

proT € la,b] atela,b]N(r—0(r), 7+0(7)). Symbol9M(fA g) zna&i mnazi-
nu majorant prof vzhledem keg, m(fA g) je mnc&ina minorant prof vzhle-
dem keg. Pfedpokbdejmeze 9 (fAg) i m(fA g) jsou nepazdreé a pol@me

(PS)/f dg = inf {M(b) — M(a): M € M[a, b]}
(PS)/f dg = sup {m(b) — m(a): m e mla,b]}.

PS/f dg je horni Perrorliv-Stieltjedivintegial f a ( PS/f dg je dolni Per-

ronliv-Stieltjesivintegial.) Pomo¢ Cousinova lemmatu (lemnd) Ize dokazat

(viz [28, Lemma 1.1.2])ze plat ( PS/f dg <( PS/f dg. Jestlze

b ) b
(PS)/fdg:(PS)/fdg:IeR, pak (PS)/fdg:[

je Perroniiv-Stieltjesiv integil funkce f vzhledem k funkcig pres intervalfa, b |.

b
Poznamenejmeze podle P8, Lemma 1.2.1] integd (PS)/ f dg existuje
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b
tehdy a jen tehdy, kdyexistuje KS-inteqal | f dg. Jestlze tyto integaly exis-

tuji, pak maj stejnou hodnotu. (PS-inta’zyrjeaekvivaIentms KS-integalem.)

LEBESGUHEJV-STIELTIESOV INTEGRAL (LS-integél)

byl popsan viadé monografia webnic, viz nap T. H. Hildebrandt/L1, kapitola
VI], V. Jarnik [15, kapitoly 1l a X], A. N. Kolmogorov a S. V. Fomirlg, VI1.6.3],

J. Lukss [31, kapitola 12], S. SaksAR, kapitola I11]. Existuje rékolik cest k jeho
definici. Vesnés se ale jedno pongrré komplikovay proces. Ndjasgji je in-

tegal (LS)/ fdg pfes mnainu M C [a,b] definovan zprvu prof nezporre,

ohrantere ]gborelovsky ré¥itelné a g neklesadci a zprava spojé jako Lebes-
gudlv integ@al vzhledem k Lebesgue&yStieltjesoe mife 1, tj. o-aditivni mife

vzniklé ro&iferim miry intervalu G((c¢,d]) = g(d) — g(c) pro [c,d] C [a,b] po-

dobrym zplisobem, jako se buduje LebesgueoviaanmoZirerim obvykle miry

intervalu ¢([c,d]) =d — c. Definice se pak pomécozkladu funkt s kon€&nou

variad na rozdl dvou neklesdgich funkd a rozkladu f = f* — f~ roZSifi na

pripad, kdy f je ohrantera a borelovsky &itelnd a g € BV|a, b|. Alternativri

moznost je definovat LS-intedal jako roZiferi RS-integélu Daniellovou meto-
dou.

Na rozdl od KS-integélu, LS-integal ma porékud Ww&si tfidu integrovatel-
nych funkd. Nezahrnuje ndjiklad integraci vzhledem k reguloviam funkdm.
Na druhou stranu, neomezuje se na integrdies pnterval. My smysl uvdovat
0 LS-integraci pes libovolnou LS-réfitelnou mnainu.

Vztah mezi LS-integalem a PS-inte@lem (a tedy i KS-integidem) je dolbe
charakterizo@n rasleduicim tvrzerim obsaerym v Saksoe monografii (viz/{12,
Theorem VI (8.1)]).

Nechtg € BV|a,b], f:[a,b]— R a nechtexistuje integal (LS) [ f dg. Potom
(a7b)
existuje tak PSlntegraI/ f dg a plat

/fdg—(LS) T o 1(0) M) + 1) 27400

Odtud podle @ty o substituci (@ta6.47) plyne i rasleduici zajimawe tvrzen.

Je-li f ohraniCerdnafa,b], h:[a,b] =R Iebesgueovsky integrovatélna la,b]
t

ag(t)—g(a)—l—/ h(z) dz prot € [a,b], pak fdg—/ f(t) h(t) dt, kde in-
tegral na pra\e straré je Lebesguv.
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YOUNGUV INTEGRAL A KREXIHO KN-INTEGRAL

Necht f:[a,b] =R a g € G[a,b]. Ozn&me Zy[a,b] mnazinu VSech znée-
nych cleri (o, §) intervalu [a, b] takovych, ze plat o, <&; <o, pro kazdé
je{l,2,...,v(o)}, adefinujme

v(o)—1

Sy(e,€) = fla) ATg(a)+ > flo;) Agloy)

Jj=1

+ > (&) [9(o5=)=g(o; 1))+ F (DA g(b).

J=1

pro (o, &) € 7[a,b]. Dosadme-linyri Sy (o, &) mistoS(o, &) a 7y[a,b] misto
Z[a,b] do definices.3, dostanem&oungovy((d) nebo (o)) integi@ly.
b

O Youngo integalu a zejnéna o jeho(o)-verzi (oY) [ fdg je podrobm

pojedrano v odstavci 11.19 monografie T.H. Hildebrand(llibl][ Youngovy in-
tegraly jsou Zejmeé obecejSi nez odpovdajici RS-integaly. Jestlte funkcef je
b

regulovam nala,b] a g ma nala,b] kon&€nou variaci, pak integi (aY)/ fdg

b
existuje a m stejnou hodnotu jako KS-inteégy f dg. Na druhou stranu, jesHe

g jeregulovaanala,b] ag(a)=g(t—) :g(s+)a:g(b) prote (a,b] ase€a,b),
pak je Sy(o,&)=0 pro kadou funkci f:[a,b] =R a kade zn&ere celer
b

(,€)€Tyla,b], tj. (cY)| fdg=0. Takowe tvrzen ovsem nepldtobecré pro

KS-integal, jak je ukazano v K8, Example 1.1]. P. Kr&j proto ne@vno (viz
[18]) upravil definici KS - integalu tak,ze jeho modifikovap KS-integiél, ktery
naz/va KN-integil, uz v sol# plné zahrnuje i intedl (o)-Youndiv. Jeho definice
spativa v Sikovrem Zizeri mnaziny pripustrych zn&enych céleri a mizeme ji
zformulovat takto: \

Necht f, g:[a,b] =R a I €R. Reknemeze (KN)/ fdg=1, jestlize pro

kazde £ > 0 existuj kalibr 6 a sp&etrd podmndina A intervalu [a,b] tako\a,
ze|Ssaq(0, &) — 1] < e plat pro kazdeé é-jemreé zn&ere celeni (o, §) takow, ze
zadra z jeho znéek ¢; nel&Zi v mnazing A.

DUSHNIKOV (VNITRNI) INTEGRAL

Dosadme-li do definice5.2 misto mna@iny 7[a,b] zna&erych délerd mnazinu
Zyla,b] uvedenou v pedchoim odstavci, dostanemBushnikovyneboli talé
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b
vnitrni ((9) nebo (o)) integily. Je Zejme, Ze jestlze existuje intedal (J)/fdg,

b
pak existuje i Dushniliv (o )-integral (aD)/ f dg a maj stejnou hodnotu. Z hle-

diska prakticleho uplateri je Dushnikiv int%gél podob@ obecy jako KS-integ-
ral. Obeci se ¥ak jeho hodnoty # od odpovdajicich hodnot KS-integalu. To
Ize nahédnout z Asleduiciho vztahu (viz/L3, Theorem 4.7])

ww/f®+wm/gw—f@a@—ﬂ@mw

ktery plaf, jestlize jsou ol funkce f a g regulova® na|a,b| a alespd jedna
z nich ma na[a,b] kon&nou variaci. Dushniltv integél je podrobg popén
v monografii [L2] Ch.S. Honiga, ktey rozsifil jeho definici i na funkce s hodno-
tami v Banachoych prostorech a \8efil jeho vlastnosti natolikze mohl na jejich
zaklacé vybudovat teorii Volterroych-Stieltjesoych integélnich rovnic v Bana-

chowch prostorech.

INTEGRACE V ABSTRAKTNICH PROSTORECH

RoZifen integrace na vektor@a maticoe funkce jsme ulzali v odstavch.&
Analogicky |ze postupovat i vifipace abstraktich funkd, tj. funkd s hodnotami
v Banachoych prostorech. Je-K BanacHiv prostor a#(X) odpovdajici Ba-
nachiv prostor spojigch linearrich opeatoti naX a

F:la,b] - 2(X), G:a,b] —» 2(X), g:[a,b] = X,

pak mizeme definovat KS-integly

b b b b
/ng, /ng, /dFG, /FdG.

b
Na priklad [ dF'g = I €X, jestlize pro kadé « > 0 existuje kalibré € ¢[a, b]

takowy, ze pilat

HﬁfF@»wwn—quﬂ—4k<e

pro kazde o-jemreé zn&ere célen (o, ) intervalua, b]. Pojem variace Ize snad-
no prerést i na abstrakirfunkce. Pro funkcif : [a,b] — X a céleri o intervalu
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la,b] definujeme

(o)
V(f,o)= Z 1£ (o)) = floj-1)llx a var, f=sup{V(f,e):0€2[a,b]}.

Je tale Z'ejmé, jak definovat prostot ([a, b], X) regulovarych funkd s hodno-
tami v X. Potom nap. oba integaly

b b
/dFG a /FdG

existuj, jestlize '€ BV([a,b],2(X)) a G G([a,b],2(X)) a plai i vétSina

tvrzer znamych pro integraci skarrich funkd (viz [50], [53] a [37]). Jsou Bak

i vyjimky: Lemmal6.4€ plafi pouze, pokud ra prostorX kone&nou dimenzi. To
zname® mj.,Ze jsou jisé poize s flenesemm nap'. vety o substituci na abstraktn
integraly. V této striené informaci stdj jeSte za zninku, Ze pokud nera prostor

X kone&nou dimenzi, ra smysl| nisto variace uvaovat obeca slal¥i pojemse-

mivariace ktery se definuje takto:

Pro danou funkci¥': [a,b] — L(X) a celeri o € 2[a, b] polozme nejprve

v(o)

VIF.a) = sup {|| YIF(0)) ~ Flos)] | .

kde supremum se berégs \echny mané volby prvki z,€ X, j=1,2,...,v(0o)
takowch, ze ||z;|| x < 1. PotomCislo

(B)var’ F = sup{V’(F,o):0 € 2[a,b]}

se nagva semivariacefunkce F' na [a,b] (viz nad. [12]). Zpravidla (ne dy)
je mazno gedpoklady o konéné variaci zeslabit na kogaou semivariaci. Je
znamo,ze ma-li X kone&nou dimenzi, pak pojmy variace a semivariace/gaij.

Poznamenejme $&, Ze integrace funkcs hodnotami v Hilbertoych, resp.
reflexiviich Banachoych prostorech @& uplatién nag. v teorii hystereze (viz
nag. [21] nebo [22)).

Dilkazy podstata Casti tvrzei uvederych v teto kapitole byly pevzaty z monografie
[59. Nékteg jsou pak modifikacemitkazl analogickch tvrzen pro specalni pripad
g(z) =z ze Schwabikovy monografig .



Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integralu
ve funkcionalni analyze

V této kapitole nejprve weme, jak se Stieltjesovy intédy uplatii pfi repre-
zentaci spojigch linearrich funkcioralll na réktefych prostorech funkc Nejprve
pripomaime rékolik zakladrich pojnl.

7.1 Neékolik zakladnich pojmi z funkcionalni analy-
Zy
(i) Necht X aY jsou linearn (vektorowe) prostory. Zobrazén
Bi(r,y) eXxY — f(r,y) €R

se nagvabilinearni, jestlize plat

B(x1 + x2,y) = B(21,y) + B(w2,y) provsechnar,, v €X, yeY,
BNz, y) = AB(z,y) provsechnar € X, yeY, \eR,
B(x,y1 +y2) = B(w,y1) + B(z,y2) provsechnar € X, y;, 4, €Y,
Bz, Ay) = AB(x,y) provsechnar € X, yeY, AeR.

(ii) ProstoryX, Y tvori dualni par vzhledem k bilin@nimu zobrazeng, jestlize
plat

B(xz,y) =0 provsechnar e X — y =0,
B(xz,y) =0 provsechnay e X — z =0.

(i) Linearnm zobrazemm linearnho prostoruX do R fikamelinearni funk-
cionaly na X. Pro libovolre linearn funkcioraly &, ¥ na X, A\eR a xz€X
definujeme

(P+V)(z) =P(x)+V(z) a (AP)(x) =AD(z).

179
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Mnozina linearrich funkcioralll na prostoruX je zrejmé vzhledem k takto za-
vederym operaam také linearri prostor. (Nuloym prvkem mndiny linearrich
funkcionalll na prostoruX je pfirozere funkcioral 0:z € X - 0€R.)

(iv) Je-li X Banacliiv prostor s normou € X — ||z||x, pak linearri funkcioral
¢ naX je spojity (vzhledem k topologii indukovanormoul|| - ||x) prave tehdy,
kdyz je ohrantery, tj. existujecislo K € [0, co) takow,ze |®(z)| < K ||z||x plat
pro kazde x € X (viz [16, IV.1.2]). Prostor spojitch linearrich funkcioralll na
Banachoe prostoruX zn&ime X* a nafkvamedualni (nebo €z adjungovafy
prosto) k X. Predpisem® € X* — ||®|x- = sup {|®(2)|: v€ X, ||z[|x < 1} je
prirozere definoana norma n&* a X* je vzhledem kéto norné take Banachiv
prostor (viz [L6, 1V.2.1]). Po\simréme si &, Ze zobrazen

reX, PeX* - P(x)eR (7.1)
je bilinearn.

Vyznamnou roli v teorii spojjtch linearrich opeatort hraje \&ta Hahnova-
Banachova, kterou zde (spoi& s jedim jejim uziteCnym diisledkem) fipome-
neme v obecnosti postajici pro naelcely. Dliikazy Ize ndf ve vetSiné utebnic
funkcioralni anal/zy, viz nagiklad [16, IV.1.3].

7.1 Véta (HAHN-BANACH). Necht X je BanacHiv prostor aY c X je jeho
podprostor. Potom pro kaly spojity linearni funkcioral ® na 'Y existuje spoji
linearni funkciorél ® na X takowy, ze

O(y)=d(y) proyeY a |P|

x» = || @]

e (7.2)

7.2 Véta. Necht X je BanacHiv prostor aY C X je jeho uzakeny podprostor.
Potom pro kady prvek z € X\ Y existuje spoji linearni funkciorél ¢ na X
takow, ze

|Pl|x- =1, @(y)=0 proyeY a P(z)=dist(Y,z),
kdedist(Y, z) zn&i vzdalenost prvkuz od mnainy Y, tj.
dist(Y, z) = inf{||ly — z|lx :y € Y}.

Pomogé véty'7.2 snadno doZzeme rasleduici tvrzeri.

7.3 Disledek. Je-li X Banachiv prostor aX* jeho dualni prostor, pakX, X* je
duélni par vzhledem k bilin@nimu zobrazen(7.1).
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Dlkaz. a) Jeli®(x)=0 pro ka&de = € X, znamea to, ze ¢ je nulowy
funkcioral, tj. ® =0¢€ X*.

b) Podle ety 7.2 pro libovolré = #£0 existuje funkciodal & € X* takowy, ze
|®]|x-=1 a ®(z)=||z||. (Polazime Y = {0}.) Neniize se tedy $tt, Ze by bylo
soltasre ¢(z) =0 pro kazde ¢ € X* ax #0. O

7.2 Spojité linearni funkcionaly na prostoru spoiji-
tych
funkci
Mezi vwwznamre wsledky funkciolni analyzy pafi reprezentace spoyjich li-
nearrich funkcioralll na réktefch ¢asto pouivanych prostorech funkc Spe-

cialné v pfipaceé prostoruCla, b] funkd spojitych naja,b] se dolie uplatn kla-
sicky (0) RS-integal.

7.4 Veéta (RIESZ).  je spojify linearni funkcioral na Cla, b] (® € (Cla,b])*)
prave tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a, b] takowa, zep (a) =0 a

b
O(z) = (5)/ xdp prokazdou funkciz € Cla, b]. (7.3)

Potom take plaf ||®||x- = var® p.
Dlkaz. a) NechtreCla,b] a peBV]a,b]. Potom podle &ty5.54 exis-

b b
tuje integal (9) / +dp a podle lemmatis.10 plat )(5) / z dp’ < (var’ p) |1z
Zobrazein ‘ ‘

b
o, :xEC[a,b]H(é)/mdpeR

je tedy ohrartery (tj. spojity) linearn funkcioral naCla, b], pficenz
1Pyl (clapp- < var,p. (7.4)

b) Bud dan libovolry spoijity linearri funkcioral ® na Cla, b].

Necht M [a, b] znai mnazinu VSech funkeohrantenych nala, b]. M[a, ] je
zfejmeé Banachiv prostor vzhledem k opero a norné definovagm stejré jako
vV Cla,b]. Déle je Zejmé, ze C[a, b| je uzavery podprostorM a, b].
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Ve zbyvajici ¢asti tohoto dkazu budeme zii#t X =Mla,b] aY =Cla, b].
Podle \éty[7.1 mizeme funkcioal ® rozsifit na cey prostorX, tj. existuje
funkcioral ¢ € X* takow, ze plat (7.2). Pol&zme

pla)=0 a p(t) =D(xy) prote(a,bl. (7.5)

Dokazeme,ze p e BV[a,b]. Bud dano cleri o € 2[a,b]. Polzme m=v(0o).
Potom

V(p,o)=> Ip(o;) —ploj1)| = Z%’ [p(0;) —p(oj-1)l,

kde a; =sign[p (o) — p(oj_1)] proj=1,2,...,m. Vzhledem k definici{.5)
tedy doshvame

V(p, U) X[a 0‘1 Zaj X[a cr] (I)(X[a,aj,l])}

[a01 +Za] 0]103)

= (I)(al Xla,o1] + Z Q X(O’j—ho'j]) - (I)(h’>7

Jj=2

kde h(t) = a1 Xjao) () @) X(o,1.0,)(t) PIOEE [a, b]. ZFejme ||h]| =1, atedy
j=2
V(p, o) <||®|x+=|P||y- pro ka&dé o € 2[a,b]. To ovSem znameh, Ze

(7.6)

Zbyva doléazat,ze plat (7.3 neboli ® = ¢,. Budte dany libovolraz € X as > 0.
Protaze funkcex je stejnon@rré spojit nafa, b], existujed > 0 takow, ze plat

(t,se[a,b] a|t—s <5) — |2(t) — 2(s)| < e.
Necht o € 2[a,b] je libovolné cleri takow, Ze |o| < §. Polazmem =v(o).

{x(al) kdyz t=a,

o(t) = . .
o= s0)) kdyz te (0, 105] @ jE{2,3.. .m}
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Snadno o@&ime,ze |z(t) — z(t)| <e pro kezde t € [a, b] neboli ||z — 2z, || <e.
Dale

To(t) = 2(01) X(@)(t) + Y 2(05) X(o,-1.0,)(t) PO tE[a,b].
7j=1
Odtud, vzhledem k definici/(5), dostaneme

®(25) = 2(01) D(X[a.c)) +Z 2(07) [2(Xfa;) = P(Xiaoy1)]

kdeEa. == (0'1,0'27 e ,O'm).
b

Protaze existuje intedal (5)/ zdp, mizeme zvolitpe 2[a,b] an = &,

tak, aby platilo|p| <0 a

)é(x,,)—(a)/xdp‘ Sunp(pym) — (5)/ab:13dp‘<€.

Protdze mame tak ||z — z,|| <, dostvame
b b
(x) — () / v dp| = [#(x) - (9 / v dy)
a a N b
+[8ap) ~() [ )

<@l [l — @pll +& < ([ @}y + 1) e

<[8@) - ¥(z,)

Vzhledem k tomuze ¢ > 0 mlize byt libovolné mak, znamea to,Ze plat
b
O(z) = Qp(z) = (5)/ zdp pro xz€Cla,b].

Konetné, podle[(.4) a (7.6) je ||| (clap))- = ||P|lv- =var? p. ]

Jak ukazuje asleduici véta, nen pfifazen ® € (Cla,b])* — p€BV]a,b]
urceno vztahemq.3) jednoznéné.
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7.5 Lemma. Necht g € BV|a, b]. Potom plat
b
(6)/ fdg=0 prokazdou funkcif € Cla, b] (7.7)

tehdy a jen tehdy, kdyexistuje nejySe spdetra mn@ina D C (a, b) tako\a, ze
g(t) = g(a) prave tehdy, kdg t € [a,b]\ D. (7.8)

DlOkaz. a)Pedpokhdejmeze plat (7.8). Pol&zme g(t) = g(a) prot € [a,b]

agB=g — g€ PotomgB(t)#0 prave tehdy, kdy tc D. (g€ je spojita tast

funkce g a ¢® je skokowa Gastg.)
Necht f je libovolna funkce spoji nafa, b]. Potom Zejmé

b
(5)/ fdg©=0. (7.9)

Ukazeme ze plat také

(5)/bf dg®=0. (7.10)

Je-li D=0, pak (7.10 evident® plai. Necht D je jednobodo& mnaina, tj.
D ={d}, kded € (a,b). Bud danos > 0 a nechts > 0 je takowe, ze

(t,se[a,b] a |t—s|<25> — [f(t) — f(s)| < <.
Pro libovolre zn&ere Bleri (o, &) € 7a, b] takowk, ze |o| < §, pak mame
0 kdyzd ¢ o,

1Srag(o, €)1 = 9 | (&) — F(&41)| l9B(d)| << llgB)|
kdyzd=o; prorgjake je{0,1,...,v(o)}.

Je-li D jednobodo@ mna&ina, pak (.10 plati. Snadno si rozmyshe, ze odtud
plyne,ze (7.10 plafi i v pfipacg, Ze mnaina D je kon&na.

Predpokbdejme nyi ze D je spa&etra, D ={d;}. Podle \éty2.25je

Zlg (o)l =Y (JA™ gB(di)| +]AT gB(d)]) < co.
k=1
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Méjme canoe > 0. Potom existujeN € N takow, ze
> lgBdi)l <e. (7.11)
k=N+1
Rozlazme funkcig® na sodet g8 = h + h, kde
h(t gB(t) kdy2 te{d17d277dN}7
0 kdyzte[a7b]\{d1ad27)d]\f}

- gB(t) kdyz te{d,:k>N+1},
0 kdyz t € [a,b]\{dx:k>N+1}.

Podle pedchoz Casti je

(5)/bfdh:0. (7.12)

Na druhou stranu, pro kdé zn&eré cleni (o, &) € 7[a,b] mame podle[{.11)

v(o)

1S an (@.6)] = | D £(&) lo5) = Rl 1)

=1

<20f1 Y lgBdl <2 fle.

k=N+1

Odtud, vzhledem K4.9) a (7.12), plyne,ze plat (7.10 a (7. 7).
b
b) Nechtplai (7.7). Pol@zme £(#) = () / (g(s) — g(a)) ds pro ¢ &[a,b]. Po-

t
tom f € Cla,b] a podle \ty o integraci per-partes§ta’5.50 a vety o substituci

(véta5.45) je
)] 1d0= 10)00) - @ gta) ) [ 9ds
:—ﬂ@gmwwallﬁwmw—gm»dt
=) (600 - o(@)" dt,
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Dosazeim f(t)=1 do (/.7) zjistime, ze mu$ platit g(a) = ¢g(b). Kdyby bylo
g(to) #g(a) v néjaktm boe t, € (a,b) spojitosti funkceg, muselo by existo-
vat A >0 takow, Ze (g(t) — g(a))2 >0 pro t € (tc—A, to+A). Potom bychom
ovsem neli také

(6) / fdg= () / (9(t) — g(a) dt > (5) / " () — g(a)? di > 0,

to—A

coz je ve sporu siedpokladem{.7). Vzhledem k éte2.21tedy plat (7.8). O

7.6 Pozramka. Jestlze f € Cla, b], pak podle lemmatli.5 integial (6)/bf dg
se nezran, zmérime-li hodnotyg(t) v nejwse spdetré mnoha bodechea(a, b).
Specalné nahragme-li funkci g funkd
0 pro t=a,
g(t) = ¢ g(t+) —g(a) prote(a,b),
g(b) —g(a)  pro t=b,

bude platit

b b
(5)/fdg_<5)/fd’g oro kazde f € Cla, b].

Odtud okarzité plyne,ze pro kady spojity linearn funkcioral ® na prostoru
Cla, b] existuje pave jedna funkcep € BV|[a, b| takoa, ze

p(a)=0, p(t+)=p(t) pro t&(a,b)

a (7.13)

b
B(z) = (5)/xdp oro kazde z € Cla, b].

Funkcep € BV|a, b], které jsou zprava spogtna(a, b) a takoe,zep (a) =0,
se nagvaji normalizovag funkce s korou variaé a tvai uzaveny podprostor
v BV]a,b], ktery budeme zn&t NBV|a,b]. Prostory (Cla,b])* a NBV]a,b]
jsou podle ety7.4a lemmatu/.5izomorfn, tj. zobrazen

¢eX" - peNBV[a,b] (7.14)



STIELTIESUV INTEGRAL 187

je vzajemré jednoznéré. To by Zejmé neplatilo, kdybychomNBV|[a,b] na-
hradili prostoremBV [a, b] vSech funkt s kon€nou varia€ na [a,b]. Na dru-
hou stranuNBV [, b] I1ze nahradit nalp prostorem funkics kon€nou variatna
[a,b], které jsou spojié zleva na(a, b) a rovnaj se nule v gjakem pevié darem
bock c € [a,b].

Z nasleduiciho lemmatu vyplyneze je-li & € (Cla, b])* ap € NBV|[q, b] je urte-
no vztahemT.14), pak ||®||(c(a,s))+ = ||PllBV, tj. prostory (Cla,b])* a NBV[a,b]
jsou izometricky izomorfn

b
7.7 Lemma. Jestlze p € NBV[a, b] a ®(z) = (5)/ rdp pro x € Cla, b], pak
19| o)+ = lIpllev = vars p.

b
DUkaz. Podle lemmatt.10plaf ‘(6)/ xdp‘g (var’ p) [|z|| neboli

1@l clasp~ < llpllzv- (7.15)

Dokézeme ze existuje funkcer € Cla, b] takowa, Zze

b
1Z][=1 a (5)/&?dp:vargp. (7.16)

Bud dano libovolre € > 0. Zvolme céleri o € 7|a, b] tak, aby bylov(o)>2 a

V(p,&) > var’p —c pro kade jeho zjemeéri &. (7.17)
Pola&zme m = v (o). Vzhledem ke spoijitosti funkcg na (a,b) zprava nizeme
prokade j=1,2,...,m — 1 najitbod t; € (0;,0;41) takowy, ze

p () —plop)l < ——. (7.18)

Polazme
(t) = {Sign (p(er) ~pla)) ko2 € ool
sign (p(0j11) —p(t;))  kdyz t€[t;, 054, j€{1,2,...,m},

a dodefinujme funkciz na intervalecho;, ¢;] linearré a tak, aby byla spo@tna
la,b]. ZFejmé je ||z|| = 1. Navic

b m—1 m—1 .
@) Fdp=lp(o) - p@|+ X |p () = ()] + Y 0) [ Ty

tj
93
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Protaze je |z(t)| <1 prot € [a, b], plyne odtud podle{.18), ze

0 7dp] > o (o) = p @] + 3030 = p 0] = X o (5) ~ (o)
V(.9 2 [p(t) 0 (0)] > Vip, ) 2=

kde p={a,o1,t1,02 ..., 0m_1,tm_1,0}. Podle [{.17) dostvame

b
‘(5)/fdp‘ > V(p, p) —2¢ > var’ p — 3e.

Protdze ¢ mlize byt libovolné kladré ¢islo, znamea to, ze plat (7.16), a tudz

sup |®(z)| > var’ p. Odtud a z[7.15 plyne tvrzefmlemmatu. m
llzll <1

7.8 Véta. Zobrazei ® € (Cla,b])* — pe NBV]a,b], kdep je urteno vztahem
(7.19), je izometricly izomorfismus.

7.9 Pozramka. Mlzeme tedy ztotinit (Cla, b])* s prostorenNBV [a, b].

7.10 Cvicen. Dokazte,ze plat:

Pro kazdy spojity linearni funkciorél ® na prostoruCla, b] existuje pave jedna
funkcep € BV|a, b] tako\a, ze

p(b)=0, p(t=)=p(t) pro t&(a,b)

b
q)(x):(5)/xdp pro kazce = € Cla, b].

Ve et [7.8 Ize nahradit prostorNBV[a, b] prostorem funkiczleva spojigch na
(a,b) atakovch,zep (b) =0.

7.3 Spojite linearni funkcionaly na prostorech inte-

grovatelnych, resp. absolutre spojitych funkci

Dalsi dok‘e zrame reprezentace spgjith linearrich prostoél vyuZivaji Lebesgu-
eova integalu:
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Proa €[1,00) ozn&me symboleniL®|a, b] prostor funkt x mé&itelnych na
b
la, ] atakO\ych,Ze/ |z(t)|* dt < oo, pfiCent norma nal.*[a,b] je definovana

predpisem

b l/a
el = ([ el et)  pro ceLelat

a rovnostz =y pro z,y € L*[a,b] znamea®, ze x(t) =y(t) pro s.v.t € [a,b].
Jestlze pol@ime

. {ﬁ jestlize o> 1,
a =

oo jestlize a=1,
pak obeck tvar spojieho linéarriho funkcioralu nalL*[a, b] je dan Fedpisem
® € (L*[a,b])* <= existuje pcL* [a,b] takowe,Zze

b
d(x) :/p(t)a:(t) dt pro ze€lL%a,b],

kde L>[a, b] je prostor funkt esencalné (v podstat) omezefich nala, b], tj.
redlnych funkd f mé&itelnych nafa, b] a takovch,ze plat sup ess|f| < oo, kde
sup ess | f| je infimum mnainy vSech A € (0, co) takowch, ze mnaina

{tela,b]:[f()| > A}

ma nulovou niru.
Na prostoruACla, b] funkci absolut@ spojifich na intervaluja, b| definuje-
me normu pedpisem

[ fllac = f(@)[+1If 'l pro f€AC]a,b]
a ACla,b] je pak Banachv prostor. Podle &ty3.17 pfedstaviij zobrazen

f€AC[a,b] — (f(a), f") €R x L'[a, b]

(c,g9) €ER x La,b] — f(z): = c—i—/xg(t)dteA(C[a,b]
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vzajemreé jednoznény vztah meziACla, b] aR x L' [a, b]. Lze ukazat,ze obeci
spojity linearn funkcioral na prostorvACla, b] je dan gedpisem

¢ € (AC[a,b])" < existuf ¢cR a pelL™a,b] takok,ze
b
®(z) = qx(a) +/ p(t)x'(t) dt pro z € AC[a,b].

Dlkazy Wse uvedefch tvrzen a dabi podrobnosti Ize néizti ve \eSiné
ucebnic funkcio@lni anafzy. Vseobeca dostupa je tale on-line verze plzag
skych skript 3].

7.4 Spojité linearni funkcionaly na prostorech regu-
lovanych funkci

Nasim cilem je nyri odvozeii obecreho tvaru spojitch linearrich funkcioraldi na
néktech podprostorech prostor@|a, b]. Pro z&atek si gfipomdaime,Ze podle
véty6.28je wraz

b
q)n(x):q:r(aH/ pdz (7.19)

definovan pro k&dou funkciz € Gla,b] a kady par n=(p,q) € BVi]a,b] x R.
Navic, pro k&dé n €BV[a,b] x R, predpis (.19 definuje ohrariery (a tedy
spojity) linearn funkcioral naGla, b| (viz vétul6.25).

Snadno o&ime,Ze gedpisem
n=(p,q) €BV[a,b] xR — [[nllevxr = |a|+ [[pllzv

je definovana norma na prosto®V|a,b] x R aBV[a,b] x R je Banacliv pro-
stor vzhledem kéto norn&. Z formul uvederych v pfikladech6. 15(viz téz prikla-
dyl6.44 resp. cvEen 6.45) také snadno odvddhe rasleduici tvrzen.

7.11 Lemma.

(i) Pro libovolnou dvojicin = (p,q) € BV|a,b] x R plati

an(U =4q,
(I)n(X(T,b}) =P (T)a kdy2 TE [CL, b)v (7 20)
(I)n(X[T]) =0, kdyZ TE (a, b),

(I)H(X[b]> =p(b).
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(i) Pro libovolnou funkcix € Gla, b] plati

®,(z) = z(a), kdyz p=0naja,b], ¢g=1,

®,(z) = z(b), kdyz p=1naja,b], ¢g=1, (7.21)
P, (r) =z(r—), kdyZ p=xpr Nala,b], 7€ (a,b], ¢=1,

¢, (x) =x(1+), KdYZ p= X[ nala,b], 7€a,b), g=1

Primym diisledkem vztai (7.20), (7.21) a lemmati#.19je nasleduici tvrzeri.
7.12 Lemma.

(i) Jestlzen = (p,q) €BV[a,b] xR a
@,(z) = 0 pro kezdex € Lin (1, x(rp), 7 € [a,0), X1y
pakp (t)=0 na|a,b] a ¢=0.
(i) Jestlzexr € Gla,b] a
®,(z)=0 pro vdechny dvojicen=(p,q) € BV[a,b] x R,
pak
z(a) = z(a+) = 2(7—) = z(7+) = x(b—) = z(b) (7.22)
plati pro 7 € (a, b).

7.13 Pozramka. VSimréme si,ze vzhledem kietimu vztahu v[7.20) mlzeme
v tvrzen (i) pfedesleho lemmatu nahradit mamu Lin(l, X(rb], T € [a,b), X[b]>
mnazinami

Lil’l(l, X[rb]y T € [aa b)? X[b})a resp. Lln(L %X[T] _'_X(T,b]? TE [CZ, b)7 X[b]) .

Odtud okarzité plyne €z nasleduici tvrzen, kde symbolyG | [a,b], GRgla,b] a
Gregla, b] byly definovany v 4.9).

7.14 \Eta. Kazdy z rasledujcich parli prostofl
(GL[a,b], BV]a,b] X R), (Gregla, b], BV]a,b] x R), (GRg[a,b], BV[a,b] x R)
tvori dualni par vzhledem k bilingrni forme

re€Gla,b], n€BV]a,b] x R — @, (z).
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Na druhou stranu, &me tale
7.15 Lemma. Jestlze @ je linearni ohranicery funkciordl na G [a,b] a

q)(X(t,b])? kdy\Z t e [a7b)7
p(t) = V (7.23)
D(xp),  kdyz t=b,

pakpeBV|a,b] a

p (a)| + Ip ()] +var, p < 2P| | jap))* } 7.24)
kde HCIDH(GL[G,Z,])* =sup{|®(z)|:2 € G [a,b], ||z||<1}.

DlOkaz. Prolibovolg cgleri o = {0y,01,...,0,} intervalu[a, b] a libovolny
vektor (cg, ¢1, - - -, Cmy Crr1) € R™F2 plat
cop (@) + emirp () + Y ¢ [p(73) = p (o)
j=1
m—1
- ’(I)(CO X(a,b] + Cm4-1 X[b] _ch X(Uj—lagj] tClm X(Umflvb)> ‘ - ’(I)(h>|’
j=1
kde
m—1
h = Co X(a,b] + Cmg1 X[p] — Z Cj X(oj-1,04] +Cm X(om—1,b)"
j=1

Snadno o@ime, ze bude-li|c;| <1 pro j=0,1,...,m+1, pak bude|h| <2.
PoldaZime-li tedy

co= signp (a), cmy1 = signp(b), ¢; = sign(p (0;) — p(0j-1))
proj=1,2,...,m, ziskame vztah
Ip(a)] +|p (@) +V(p,o) <2|P|lc ws)" Prokeade oc2(a,b).

Odtud & plyne,ze plati (7.24). O

Analogicky gedchoimu lemmatu rame tale
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7.16 Lemma.Necht® je libovolry linearni ohrani€ery funkcioral na Gegla, b] .
Polozme

(I)(X(a,bﬂv kdy\Z t=a,
p(t) =14 PGxw+Xeo), Kz te(a,b), (7.25)
(I)(X[b]), kdyZ t:b.

Potomvar’ p < sup{|®(z)|: x € Gregla, b], ||z|| <1} < oo, tj. p€BV][a, b]).
DUkaz. Necﬁt@e(Greg[a b))*, o ={00,01,...,0m} je céleri intervalu

la,b] anechlrealnamslacj, =1,2,...,m, jsou takow,ze je|c;| <1 pro vsech-
naj=1,2,. . Potom

m )

ZCJ' p(0;) —p(oj-1)]

J=1

(7.26)
+ 2.6 [‘P(%X[m + Xo;01) = P(3X10; 11 + X(Ujfl,b])}

2
+Cm [‘P(X[b]) — O(5X[o0_1] +X(am71,b})] = ®(h),

kde

+ Cj %X[UJ}—'—X(UJ'JJ] 2 X[oj-1] — X(oj 1b]}
7j=2
= G [%X[Uﬂ - X(am}] — Cm [%X[O’mfﬂ +X(0m—11b)}
m—1
1 1
+ Cj |:§X[Uj] — X(oj-1,05] — EX[%‘A]}

J
= —a [%X[oﬂ *+ X(a, on} — Cm [%X{aw] +X(am71,b>}

m—1 m—1 m—1
J— l c. JE— l C. JE— CA
2 j Xloj] — 2 j Xloj-1] 3 X(oj-1,04)
=2 j=2 j=2
m—1

1
-1 X, - ZCJX[UH > ¢ Xioyro)
j=1
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_ E CJ+CJ+1 E

- - o'] Cj X (0j—1,05)
7=1

-1

J

cj+c;
< J 2]+1 X[Uj} + Cj X(O—j_l’gj)> — Cm X(O-m717b).
1

Z tohoto vypaderi snadno naldnemeze h(a+)= — ¢y, h(b—)= — ¢,
h(O’j—) = —¢y, h(O’j"i‘) = —Cj+1, h(Uj) = —%(Cj +Cj+1) proj: 1,2, e, M
Cili heSla,b]NGregla,b] a|h(t)] <1 provSechnat € [a, b].
Vzhledem k [7.2€) tedy doshvame,ze nerovnost
Sup{‘ ch [p (Uj) _p(a—j—l)} ’ : |Cj| S 17 ]: 1727 s 7m_1}
< sup{|®(z)]: # € Gregla, 0], ||z[| < 1}

plati pro kazdé celeri o = {0y, 01,...,0,} intervalu[a,b] a relnacislac;, ta-
kovaze je|c;| <1 provsechnaj = 1,2, ..., m. Zvolime-li nyri

¢; = sign [p (0j)—p (O'j_l)] proj=1,2,...,m,
zjistime, Ze plat
V(p, o) <sup{|®(z)|:2 € Grgla,b], ||z]| <1} < 0o prokade o e 2[a,b],
. varg p < [[Pl| ogas) < 0©- =

Prvrim hlavim vysledkem &to kapitoly je @sleduici véta.

7.17 \eta. ¢ je linearni ohranicery funkciordl na G [a,b] (P € (G [a,b]))*
pravé tehdy, kdy existuje dvojice) = (p, q) € BV]a,b] x R takoa, ze

®(z) = qz(a) ~|—/bp dz prozeG[a,b]. (7.27)

Nawc, zobrazen
neBVia,b] xR — &, €(G[a,b])" (7.28)

je izomorfismus.
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Dlkaz. Necht® € (G [a,b]))* anechtd, € (G[a,b]))* je funkcioral de-
finovary predpisem .19, kde n=(p,q), ¢=®(1) a funkcep je definovaa
v (7.29. Podle lemmatw/.15 n = (p,q) € BV[a,b] x R a podle .20 a (/.29
mame

(1) o, (1),
Q(x(rp) =p(1) =Py(X(rp)) Pro 7€ [a,b),
P(xp) =pb) =2,(xp)

Protaze podle lemmaty.19je kazda funkce zS[a,b] N G [a, b] linearn kombi-
nad funkd 1, x(rs), 7€[a,b), xp, Plyne odtudze ®(x) =, (x) pro kazde
r€G[a,b]NS]a,b]. Konetrg, prot@e podle lemmatd.18je G [a,b] N Sa, b]
husé mna@inav G [a,b] a prot@e funkcioraly ¢ a ®, jsou spojie, plyne od-
tud, ze ¢ (x)=2,(z) pro kazde z € G [a,b].

Podle \ety[7.14 je (7.28 vzajemré jednoznéné zobrazenBV|a,b] x R na
(G L|a,b])*. Dale podle &ty6.25mame

Il
»Q
|

@, (2)] < (Ip ()] + |p (b)| + varip + |q|) ||=]| pro kazde = € G a,b],
atudz

19l L ap)s < P (@) + |p ()] +Vvarip+lq| < 2 (Ipllev +a]) = 2[1nllevxe-

Na druhou stranu, podl& (24) a podle lemmat7.15je
gl = [2()] <1 ®y][(@ a1

Ipllev < (Ip ()l + Ip (0)] + varep) < 2@yl (as)

Souhrnem rame

1

5 1Pylle e < [IMllevxe < 3Pyl o))
Cili, zobrazenm

n€BVa,b] xR — &, € (G[a,b])*

je izomorfismus. O
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7.18 Veta. @ je linearni ohranicery funkciordl na Gegla, b] (P € (Gregla, b])*)
pravé tehdy, kdy existuje dvojice) = (p, q) € BV|[a,b] x R tako\a, ze

¢(z) = qz(a) +/bp dz pro z € Gggla, b]. (7.29)

Nanmc, zobrazen
T]E]BV[CL,M xR — (I)nE (Greg[a,b])* (7.30)

je izomorfismus.

DUkaz. Nechtd e (Grgla,b])* a @, € (Grega,b])* je definovan vztahem
(7.19, kden=(p,q), g=P(1) a p je funkce definovad vztahem/{.25). Podle
lemmatu7.16je n=(p,q) € BV[a,b] x R a podle(.20) a (7.25 mame

o(1) =dq = q)n(l)a
D(X(ap)) =pla) =P4(X(@p))
P(5xm +Xrp) =P (1) = Py(5x7 + X(rp)) Prokader € (a,b),
CI)(X[b]) =p) = q)n(X[b])'

Pomoé lemmatu4.19odtud odvodme,ze plat

Podle lemmat. 18 je ovSem mndina Gegla, b]NS|a,b] hust v Gegla, b], a
tudiz dostivame konénre, ze plat ¢ (z) = &, (x) pro VSechnar € Gegla, b].

Podobi jako jsme dozali analogickou nerovnost awéru dikazu \ety7.17,
dokazali bychom nyh Ze plat také

1
5 1Pyl @reglass < [MllEvxr < 3Py ll(creglas))*- O

7.19 Cviteri. Postupem patitym v diikazech @t(7.17 al7.18 ukazte, Ze talke
plat:
(1) @ je linearni ohraniCery funkcior@l na
Gila,b] = {z €Gla,b]: x(t—) = z(t) prot € (a,b]},
(viz (4.9)) prave tehdy, kd¥ existuje funkce € BV |[a, b] tako\a, ze

@(x):p(b)x(b)—/ pdz pro z€G[a,b].
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(i) @ je linearni ohraniCery funkcioral na
Grla,b] = {z € G[a,b]: 2(t+) = z(t) prot € [a, b)},
(viz (4.9)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV [a, b] tako\a, ze

() :p(a)x(a)+/ pdz pro x € Ggla, b].

7.5 Aplikace v teorii distribuc i

V tomto odstavci nazrédme manosti poaiti KS-integi@alu v teorii distribug.
Distribuce zde budeme apat ve smyslu L. SchwartzefiPomeime si nejprve
nékolik zakladrich pojnii a definic.
7.20 Definice.Mnozinu funkd ¢:R — R, které maj pro kazdé ke N U {0}
derivaci ¢® k-téhofadu spojitou naR a takovouze ¢ (t)=0 pro sechny
teR\ (a,b), ozn&ime symbolem®|a, b]. Funkdm z Dla, b] fikametestovat
funkcena[a, b].

Mnozina ®la, b] je linearn prostor vzhledem kijrozerym operagm itan
a nasobenskahrem. Mnaina®|a, b| se stane topologigkn vektoroWm prosto-
rem, zavedeme-li nainopologii, ve kteé posloupnosfy,} C Dla,b] konver-
guje k p € D[a, b] tehdy a jen tehdy, kdy

lim [|o®) —p®| =0 prokade keN U {0}.

Spojitym linearim funkciordlem na topologickm vektoroem prostoruX ro-
zumime, analogicky jako vifjpace Banachoych prostoi, linearni zobrazenpro-
storuX do R, které je spoji€ vzhledem k topologii n&.

Typickymi pfiklady funkd z prostoru®|a, b] jsou funkce tvaru

oualt) = exp (i + ﬁ) pro t € (c,d),
c,d —
pro teR\ (¢, d),

kde [c, d] mlze byt libovolny podinterval v{a, b].
7.21 Definice.Spojite linearn funkcionaly na topologickm vektoroem prostoru
Dla, b] se nagvaji distribucena [a, b]. Mnozina \sech distributna [a, b] je tedy
dualnim prostorem kD|[a, b]. Znaime ji symbolem®*[a, b].

Pro danou distribucif € ®*[a,b] a testovat funkci ¢ € D[a,b], hodnotu
funkcioralu f na ¢ zn&ime symbolem(f, ¢).
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7.22 Pozramka. Je-li f € L'[a,b], pak fredpisem

(f.p) = / f(H)p(t) dt pro peDla,b],

(kde je pouit Lebesguetv integal) je definoana distribuce nda, b], kterou
budeme znéit take symbolemf. Rikame,ze distribucef je urtena funkc f.

Nulovy prvek prostoru9*[a, b] je urten libovolnou néfitelnou funkd, ktera
se anuluje s.v. naintervala, b]. Specalré je-li f € G[a,b], pak f=0¢€ D*[a, b]
tehdy a jen tehdy, kd f(t—) = f(s+) =0 pro VSechnat € (a,b] a s €|a,b).
Tudiz, je-li f € Gregla,b], pak f=0¢€D*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f(t) =0
pro vsechna € [a, b]. Pro libovolreé distribucef, g € ©*[a, b] rovnostf = g zna-
merg,ze f — g=0€ D*[a, b]. Z vySe uvededho plyneze je-li g € L' [a, b], pak
existuje nejySe jedna funkcef € Gregla, b] takova, Zze f =g s.v. nafa,b]. Dale
pro realné funkce f, g € L'[a, b] plat rovnost f = g ve smyslu®D*[a, b] tehdy a
jentehdy, kdy f =g s.v. naja, b|.

7.23 Definice.Pro danou distribucif € ®*[a, b] definujeme jdj (distributivri)
derivaci [’ pfedpisem(f’, o) = — (f,¢') pro ¢ € Dla,b].

Podob, pro k&de k€N, (f® )= (=1)*(f, ") pro ¢ € Dla,b].

7.24 Pozramka. Distributivni derivace absolutn spojifych funkd jsou ueny
jejich klasickymi derivacemi.

0 prot<O0,
7.25 Pozramka. Definujme H(t) = % pro ¢t =0,
1

pro t > 0.
Nechtr € (a,b) ah,(t)=H(t—7) prot € [a,b]. Potom poaitim vét6.36a6.47
a s pihlednutm k (6.11) a (6.15 dostaneme

b b
(hy o) = —(hr, @) = —/ h: dg =/ pdh, = o(7).
Funkceh, se nagva Heavisideova funkcése siedem v bo@ 7) a jeji distri-
butivni derivaceh! se znd&i ¢, a nagva seDiracova J-distribuce(se stedem
v bock 7).

7.26 \eta. Necht f €L'[a,b]. Potom jej distributivri derivace f’ je nulova
distribuce tehdy a jen tehdy, Kdgxistuje konstantac R tako\, ze f(t) = ¢ pro
S.v.t€la,bl.
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Dlkaz. Jestlie f(t)=c pros.v.t € [a,b] a p € Dla,b], pak

o) = (e @) = — / o/ (s) ds = —e(p(b) — p(a)) = 0.

Naopak, necht(f, ¢’} =0 pro kadou p € D[a, b]. Nechtje dana libovolra tes-
tovad funkce p € ©[a, b]. Polazme

/ (p(s) —ao©(s)) ds pro t€[a,b],

o(t) =
0 pro teR\ [a,b],
kde
b
ag :/ p(s)ds a O(t) = M
“ /gpavb(s) ds
Potom

[ 0=

Odtud snadno plynge ¢(a) = ¢(b) = 0 atake ze p € D[a,b]. Déale
©'(t)=p(t) —ag©(t) protela,b].

Tudiz 0= (f,¢') (fp ) (f,©). Proka&de p e Dla, b] tedy plat

(oo = ( / bp(s) ) (r.0) = | o)

kde c=(f,©) € R je konstanta. Tedy = ¢ ve smyslu distribuic O

7.27 Cviceri. Necht f € L'[a,b] a k€ NU{0}. Dokazte,ze f*) =0 € ©*[a, b]
tehdy a jen tehdy, kdyexistuj ¢y, ¢y, ..., c—1 € R takow, ze

f)=co+crt+ -+ t*' pros.v.iteia,bl.

Vaznym probEmem v teorii distribuicje otazka, jak definovat jejich s@in.
Nasleduici dvé klasiclke definice seykaji jen jistych specalnich typl distribud.
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7.28 Definice.(i) Jestlze f, g a fg € L'[a,b], pak

(f g,0) = / F(H)g(t) (t) dt pro peDla,b].

(i) Jestlize f € ®*[a,b] a funkceg ma nala,b] spojitt derivace libovolého
fadu, pak (f g, ») = (f, g ).

Pro zkounan diferencalnich rovnic s distributivimi koeficienty je iitecne
mit k dispozici rozumnou definici s@inu distribu¢ f a ¢’ (resp.f’ a g), kde
f€Gla,b] a geBV]a,b]. Definice[7.28 ovSsem takoe sowiny definovat ne-
umaziuje. Jejich smysluplnou definiciilieme formulovat teprve vyaitim KS-
integralu.

7.29 Definice.Jestlze f € Gla,b] a g € BV|[a, b], pak definujeme

b

b
(f"'g,9) Z/sog df a (fg',¢) Z/wfdg-

7.30 Lemma. Necht f € G[a, b] a g € BV|a, b] sphuji

AT () ATg(t) = A f(t) A g(t) prokazce ¢ € (a,b). (7.31)
Potom

flg=TF", kdeF(t):/tgdf prot € [a,b] (7.32)
a at

fg'=G’', kde G(t)—/ fdg protela,b]. (7.33)

D U k az. Pouitim véty o substituci (@tal6.47) a véty o integraci per-partes
(véta6.36€) pro libovolré ¢ € D[a, b] dostaneme

(f'g,9) z/abw(wd[/:gdf] = —/abap’(t) </atgdf> dt
=<(/atgdf)/7so>,

tj. plati (7.32). Vztah [7.39 se dokazuje analogicky. a
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7.31 Disledek. Jestlze funkcef € Gla,b] a g € BV|a, b] spihuiji (7.37), pak
(f9)=rfg+r'g

D 0 kaz. Podle definicé.23 véty o integraci per-partes (vi2Zw6.3€) a lem-
matu?.30dostivame

(f9)' o) =—(fg.¢")
b b
—— [e'tgdt= [t d50 90 - @) gla)
ba t ‘ t
I/so(t)d[/gdf+/fdg}z(fg’,90>+<f’g,90>- O
7.32 Pozramka. Necht f € G[a,b] a g € BV[a, b]. Podninka (7.3]) je pak Zej-
meé splréna nap. v nasleduicich pgfipadech:
(i) obeé funkce jsou regalrn (viz pozramku4.17),
(i) alespa jedna z nich je spogtna(a,b),
(iii) jedna z nich zleva spofitna(a, b) a druta je zprava spoj na(a, b).

7.33 CviCen. Dokarte, ze jestlze T € (a,b) a h,, resp.d, jsou Heavisideova
funkce, resp. Diracova distribuce séestem v, pak i, ., = §,/2.
(Navod: Podijte cviceri 6.34)
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Kapitola 8
Zobecréne linearni diferencialni
rovnice

8.1 Uvod

VSechny intedaly v této kapitole jsou KS-inte@ly, jejichz definice je rogifena
ve smyslu odstavceé.g na maticoe funkce (tj. funkce zobrazgj interval [a, b]
do prostoru matic). Jak jsmezjv odstavcic.8 vysvetlili, vSechny vlastnosti KS-
integralu i obou tyl RS-integalu, kteé jsme doposud ddizali pro skaarn funk-
ce, plat i pro funkce vektoro@ Ci maticowe, pokud se v pslusnych formulich
neznen porad, v jakem se tam matic@ funkce objevj V diikazech se tedy
budeme pro pdebre vlastnosti funkta integalll odvohvat na odpondajici tvr-
zeri pro skahrri funkce z kapitol 1-6.

Nasleduici definice zaad prostory vektoroych, resp. maticoych funkd, se
kterymi budeme v &to kapitole pracovat.

8.1 Definice. (i) G([a,b],R™) je Banacliv prostor funke f:[a,b] — R",
které jsou regulova@nala, b]. Norma naG ([a,b],R") je definovana fjed-
pisem||f||= sup [f(¢)| pro f€G([a,b],R"), kde |f(?)| je norma vek

telab)]

toru f(t) v R™.

(i) BV([a,b],2(R")) je Banackiv prostor funke F': [a,b] — 2 (R"),které
maji kon&nou variaci nga, b]. Norma naBV ([a, b], #(R™)) je defino\a-
na fedpisem|| F|jgy = |F(a)|+var® F pro F € BV ([a,b], #(R")), kde
var® I se definuje jako v odstavi#.€ a |F(a)| je norma maticeF'(a)
v Z(R™).

Podob@ se defindjprostory BV ([a,b],R™), C([a,b], #(R™)) a C([a,b],R")
a normy na nich. Mnbinu funkd f:[a,b] —R"™ s deriva¢ spojitou na inter-
valu [a,b] zn&ime C'([a,b],R™). (Jako obvykle, definujeme’(a) = f'(a+)
af/(b):f/(b_) prOfG((:l([CL,bLRn).)

Tématem&to kapitoly budou rovnice tvaru

203
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- [ daw= s 119), (8.1)

kdet, s € a,b], A je n x n-matico\a funkce,f je n-vektorova funkce a hledme
n-vektorovou funkciz vyhovuijici nasleduici definici.

8.2 Definice.Funkcex: [a b] — R" je feSerim rovnice B.1) na intervalu[a, b],

jestlize existuje mtegxl/dAx arovnost8.1) je splréna pro libovola ¢, s€[a, b].

Rovnice 8.1) se nagvazobecena linearni diferencéalni rovnice

8.3 Pozramka. Bud danot, € [a, b] a nechtz spliuje rovnost

0~ alto) = [ dda=1(0) - f (8.2)
pro ¢ € [a,b]. Potom pro libovol@ s € [a,b] mame

os) = alto) + [ dAz+1(s) - Flto).
to

Ode&tteme-li tuto rovnost o8 2), zjistime,ze (8.1) plafi pro libovolra ¢, s € [a, b],
tj. = je feSeri rovnice B.1). Funkcex : [a,b] — R™ je tedyfeSerim rovnice 8.1)
na [a,b] prave tehdy, kdy pro réjake pevre ¢, € [a,b] splhuje rovnost/.2) na
[a,b].

8.2 Diferencialni rovnice s impulsy

Motivaci pro studium zobea@rych diferencalnich rovnic jsou mj.tlohy s im-
pulsy. Viade praktickch Gloh se totz potkame s perturbacemi, jejizliloba fiso-
ben je sice zanedbatednv porovran s dobou cetho procesu, ktérale nicnéné
podstaté ovlivni studovagy proces. Zpravidla vhodm modelem pro popis ta-
kovychto proce8 jsoudiferencalni rovnice s impulsytj. diferencalni rovnice,
jejichz FeSen nemus byt hladla, ba ani spojé.

Zdrojem moddl s impulsy je zejréna fyzika (nap popis hodinoych me-
chanisnil, oscilace elektromechanipih sysémtl, vyzdovari elektrickych, resp.
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magnetickch vin v prosted s rychle se réricimi parametry, stabilizace Kapi-
cova kyvadla, optiralni regulace metodou bang-bang), ale&akedié¢na (dis-
tribuce ECivych latek v Ele, strategie impuldnvakcinace v epidemiologigich
modelech, studiunuicinku hromadeho a@kovan proti spaln€kam), populéni
dynamika (modely s ryckimi zménami p@tu rektegch populag) €i ekonomie
(modely trhu, kteg pfipoustji prudké zneny cen).

Nejjednod&si idealizad impulsrich proce# jsou procesy popsarinearnimi
diferencalnimi rovnicemi, na kte v kon&ném pdtu pevié darych bodi plisold
linearri impulsy.

Predpokbdejmeze

reN, a<n<...<7.<b,
PeC(la,b], z(R")), ¢q€C([a,b],R"), (8.3)
Bre 2(R"), dyeR™ prok=1,2,...,r.

(V této kapitole budou symboly typis,, resp.d; zn&it také matice, resp. vek-
tory.)

Ozn&me D={7,7,...,7}, n=a, 11 =>b. Pro k&dou regulovanou
funkci z : [a, b] — R™ definujme

xp)(t) = x(t) pro tela, 7]

a
. (8.4)
o(mp_1+) KdyZ t=7;_4,
w[k}(t): pro k=2,3,...,r+1.
QE(t) kdy2 tG(Tk_l,Tk] )
Linearn impulsri Uloha je pak tvéena linérri diferencalni rovnici
¥ =P(t)x+q(t) (8.5)
a linearrimi impulsrimi podminkami
Atz(ry) = Bra(me) +dy, k=1,2,....7, (8.6)

pricent feSen jsou uena podle asleduici definice.
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8.4 Definice. Reknemeze funkcez : [a,b] — R" je feSerim Glohy (8.5), (8.6),
jestlize

x €CY([Te—1, 7)) prokadek=1,2,... ,r+1, (8.7)
x vyhovuje impulsim podninkam (8.€) a sphuje diferencalni rovnost

2'(t) = P(t)z(t) + q(t) pro te€la,b]\D. (8.8)
8.5 Pozramka. Po\Simréme sizefeSen tlohy (8.5), (8.6) pafi vzdy do prostoru
G([a,b],R™).
Ukazeme nyi, ze Ulohu [8.5), (8.6) mlizeme ekvivalentd preformulovat jako
zobecm®nou linérri diferencalni rovnici tvaru 8.2).

Pfedpokhdejme zprvuze r=1, a nechtz:[a,b] — R" je feSen impulsr
tlohy (8.5), (8.6). Integrad rovnosti 8.€) dostaneme vztahy

x(t) = z(a) —i—/ P(s) x(s) ds+/ q(s) ds pro t € [a, 7|

t

x(t) = x(71+)+/tP(s)x(s)ds+/ q(s)ds prote(m,b].

T1 T1

Dosazeim z podmnek 8.6€) (kde k =r=1) do druteho vztahu pak dostaneme
prote (m,b]

x(t) =x(m)+ Brz(m) +d; +/ P(s)z(s) ds+/ q(s) ds

71 71

:x(a)—l—/ P(s)x(s)ds+le(Tl)+/ q(s) ds+dy,

a prot € [a,b]. (8.9)
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A(t):/ P(s)ds + xrp)(t) B a f(t):/ q(s) ds+ X(r 0)(t) du
prot € [a,b]. Pak A € BV ([a, b], 2(R™)), f € BV([a,b],R") a A(t—) = A(f) &
f(t=)=f(t) prot e (a,b]. Dale

A = [ PO st B a f04) = [ o) dst a0,

neboli

ATA(t) = Xm)(t) Br @ ATf(t) = xim) (1) dr - pro t€fa,b).

Podle \éty o substitucb.47a formule 6.17) z pikladli 6.15 (i) (viz téz priklady
6.44) plat

/dAa::/ P(s)x(s)ds+x(rp)(t) Brz(m)

)~ @) = [ a(s)ds-+xim00 1) prot € a0

a r€G([a,b],R™). Dosazeim do 8.9) zjistime,Ze = splhuje na|a, b] rovnost
(82), kde to=a.

Obracer, jestlze z € G([a,b],R") splhuje 8.2) na [a,b], pak podle ySe
uvederho plat opeét (8.9). Odtud vidme, Ze definujeme-li funkcer(;) jako v
(8.4), bude platit/8.7) a (8.8). Navic, podle Hakeovy &ty (viz &2 cwcen 6 43 je
x(t—)=xz(t) prokade t € (a,b] a
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Specalné dosazeim ¢ =, zjistime, ze x sphuje impulsim podninku (8.6), kde
k=r=1.

Vzhledem k pozamce8.3 je tedy pror =1 Uloha B.5), (8.€) ekvivalentn se
zobec®nou diferendlni rovnidi (8.1).

V obecrem @ipacé r € N, definujeme

A(t) = / P(s)ds+ 3 X1 () Br,
. b=t protela,b].  (8.10)

f(t):/ Q(S)dS+ZX(Tk,b]<t>dka
a k=1

Indukd snadno o&ime rasleduici tvrzeri.

8.6 Veta. Predpokhdejme(8.3) a (8.10. Potom impulshlloha (8.5), (8.6) je
ekvivalentin se zobec&nou diferendilni rovnici (8.2), tj. = : [a,b] — R" je feSe-
nim tlohy(8.5), (8.6) naintervalu[a, b] tehdy a jen tehdy, kdyjefeSerim rovnice
(8.1) naintervalula, b]. O

8.3 Linearni operatory

Pfipomeime nyn strucné nékolik zakladrich pojmii z funkcioralni anafzy, ktee

budeme naale potebovat. Podrol&|si informaci Ize ndt ve vetSiné webnic

funkcioralni anazy (viz nag. [3], [16], [32], [41]). Zakladn pfehled je obsa-
Zen tale v ivodn ¢asti monografieds).

Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Zobraiefi: X — Y (7 zobrazujeX
do Y) je spojity opeitor, jestlize

lim ||z, —z||x =0 = lim ||T(z,) — T (z)|y =0,

kde || - |[|x jenormanaX a|| - ||y je normanaY. Ope@ator7:X — Y se nagva
linearni, jestlize plat

T(crxa+coxs) =c1T(x1)+caT(x2) prozy, s €X a ¢, €R.

Dalefeknemeze linearni opeiator 7' je ohraniCery, existuje-licislo K € [0, co)
takowe, ze plat ||7'(x)|y < K ||z||x pro kazdé z € X.
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Je-li T linearn opeiator, gseme, jak je zvykem] = misto 7'(x). Je zr@mo,
Ze linaarn opeiator T: X — Y je spojity pravé tehdy, kdy je ohrangery.

Mnozinu ohranterych linearrich zobrazenprostoruX do prostoruY zna-
¢ime 2(X,Y). Je-li X =Y, piSemez(X) misto #(X,X). Na #(X,Y) jsou
Ziejmym zplisobem zavedeny operaditan ope@atort a rasobenopeiatort real-
nym Cislem a#(X,Y) je pak Banachv prostor vzhledem k norén

1Ll ¢y =sup {||Lzlly:zeX a |z|x <1}

Je zramo,Ze prostorZ(R™) je ekvivalenti s prostorem matic typu x n.

Konectne, feknemeze L € #(X,Y) je kompakti, jestlize zobrazuje kadou
mnazinu ohrantenou vX na mnainu relativie kompaktiv Y, tj. jestlize pro
kazdou posloupnosfz,, } ohrantenou vX jeji obraz{L x,} C Y obsahuje pod-
posloupnost konvergeritm Y. Je zramo,ze kady kompaktn linearri opes@ator
je solasre spojity.

V diikazech hlavith wsledK: teto kapitoly vyijeme rasleduici dvé tvr-
zen. Prvn z nich je zobecénim jedre z Fredholmoych vet zramych z teorie
integralnich rovnic. Jeho tlkaz je obszen nap. v monografich N. Dunforda a
J. T. Schwartzeq], M. Schechtera44] nebo ve skriptech J. Luke [32].

8.7 Véta(FREDHOLMOVA VETA O ALTERNATIVE). Bud X Banachilv prostor a
nechtoperator L € .#(X) je kompakth Potom opeatorova rovnice

rxr—Lx=g (8.11)

ma jediré feSern pro kazcé g € X tehdy a jen tehdy, kadypisluSsrd homogenn
rovnice

r—Lx=0 (8.12)

ma pouze trivalni feSen = =0 € X.

Druhé tvrzen je znamo tale z elemerdrri teorie matic. Fipomeime si zde
jeho obecnou podobugvzatou z monografi&f] (viz Lemma 4.1-C).
8.8 Lemma. Necht X je Banaclilv prostor, 7 € #(X) a ||T|| ¢x, < 1. Potom
existuje ohrarery inverzn opefator [I — 7] ~! k opestoru [I—T] aplafi ne-
rovnost
1

1
P R
H[ ) Zx) ~ 1= |T] #x)
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8.4 ExistencereSen zobecrénych linearnich diferen-
cialnich rovnic

Studium zobecanych linearrich diferencalnich rovnic zaljime prosgm pozo-
rovanim vychazejcim ze zramych vlastnostKS-integ@lu.

8.9 Veta. Necht A € BV([a,b], #(R™)) a f € G([a,b], R™). Potom kadefeSen
x rovnice(8.1) na [a, b] je regulova® naa, b] a plat pro néj vztahy

A~x(t) = A~At) z(t) + A~ f(t) kdyz t € (a,b], } 6.13)
Atz(s) = ATA(s) z(s)+ AT f(s) kdyz s € [a,b). '

DUkaz plyne z dsledku6.41Saksova-Henstockova lemmatu. a
Vzhledem k été 8.9 je tedy vhod@ hledatfeSer zobec@nych linearrich

diferencalnich rovnic ve fidé G([a, b], R").

Analogiemi pa&atenich tloh pro linéarn obycejré diferencalni rovnice jsou
tlohy

a:(t)—%—/t dAz = f(t) — f(t). (8.14)

kde bodt, € [a,b] a vektorz € R™ jsou dany gredem.

8.10 Definice.Reserim potatetni tlohy (8.12) na intervalufa, b] rozumme fun-
kci z:[a,b] — R™, pro kterou je spléna rovnostd.14) pro kazdé ¢ € [a, b].

8.11 Pozramka. Vzhledem k pozamce8.23 je zfejme, Ze funkcez je feSerim
pocateni tlohy 8.14) na [a,b] prave tehdy, kdy je feSerim rovnice B.1) na
la,b] aplat z(ty) =7.

Kazde funkci = €G([a,b],R") a bodut, € [a,b] pfifadme funkci «,x
predpisem

(A1) (t) = /tt dAz protela,bl. (8.15)

Podle disledku6.41jsou funkce <%,z regulova® nala,b]. Zobrazeh

- x € G([a,b],R") — 4,2 € G([a,b],R")
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je zZtejmé linearri a dale podle ety6.18plaf

| #,z|| < (varl A) ||lz|| pro kazdez € G([a,b],R").
Pro k&dé t, € [a,b] je tedy =, spojity linearri ope@ator naG([a,b], R"), tj.
, € £(G([a,b],R")).

Dokézeme nyi, Ze sogasre je gedpisem .15 definovan spojif linearri
ope#ator zobrazugi G([a,b],R™) do BV([a,b],R").

8.12 Lemma. Necht A € BV ([a, b], 2(R™)), to € [a,b] a nechtfunkce «,x je
pro z € G([a,b],R"™) definovana vztahen(8.15). Potom «,x € BV ([a, b], R™)
pro kazce = € G([a,b],R™) a opeiator

r€G([a,b],R") — a#,2 € BV([a,b],R")

je ohraniCery.
D U kaz. Bud o libovolné cBleri intervalu [a, b]. Podle \&ty6.18 pro kazde
z € G([a,b],R™) mame

v(o) v(o) o;
> o)) = (oo = > | [ dial
j=1 j=1 i1
v(o)
<> (varg | A) x| = (varh A) ||z|
j=1
a
(eta)(@)] = | [ dAa] < (var} 4) a]|
to

Tudiz o,x € BV ([a,b],R™) a
102 |lev = |(a,2)(a)| +var, (4,x) < 2 (var, A) [lz]]
pro kazdé = € G([a,b],R™). O

Pomoé opestoru «, z (8.15 muzeme pepsat péatetni tlohu [8.14) jako
ope#’torovou rovnici

r— dhr =g, kdeg=1+f— f(t).
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Protaze nename k dispozici progedky postaujici k dilkazu kompaktnosti opar
toru « € 2(G([a,b],R™)), nemizeme @imo aplikovat Fredholmovuatu (-
ta'8.7) a musme postupovat tak trochu oklikou. Vasleduici véte ukézeme po-
mod Hellyovy véty a Osgoodovy &ty, ze opeator <%, generuje kompakirzob-
razen prostoruBV([a, b],R™) do sebe.

8.13 \eta. Nechtty € [a,b] a A€BV ([a,b], £(R™)). PolozmeL x = «,x pro
x € BV ([a,b],R™). Potom L je kompakthlinearni operator naBV ([a, b], R™).
Dlkaz. Protae je|z| < ||z|gv pro ka&de r € BV ([a,b],R"), plyne z lem-
matu8.17 ze L € #(BV ([a, b],R™)).

Dokézeme,ze pro kadou posloupnos{z, } ohrantenou vBV([a,b], R")
jeji obraz {Lx,} CBV([a,b],R") obsahuje podposloupnost, kieje konver-
gentriv BV ([a,b], R™).

Necht jsou tedy posloupnosfz,} C BV|[a,b] a€islo » € [0,c0) takow, ze
|z |8y < 2¢ < oo pro kazde n € N. Podle Hellyovy ety (vetaZ.4€) existuj fun-
kce z € BV([a,b],R™) a rostoucpodposloupnos{n;} C N takow, ze

x|y <2 a klim Tn, (t) = x(t) prokade tela,b].
Ozn&me z,(t) =z, (t) — z(t) aprokeN at € [a,b]. Potom
|zk(t)| <43 a klim z(t) =0 prokeN atela,bl.

Vzhledem k tomuze integély / dAz, a / d[var; A]|zx(s)| existuj pro li-

bovolra ¢,d € [a,b] a k € N, véta6.18zarlEuje,ze plat

v(o) U)o,
> lLz)(e) — (La)lol =D | [ daz]

v(o) b
Z/ d[vars A] |2(s)| g/ d[vars A] |2(s)|

pro libovolra o € 2[a,b] a k€ N. Mame tedy

b
var® (L z) g/ dvar; A] |z,(s)| pro keN.
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Podle \ety6.51je ovSem
b
lim [ dvar A] |z(s)| =0,

k—o0 a

a tudz take

lim var) (Lw,, — L) = lim var} (Lz) = 0.

k—oo k—oo

Podob@

lim |(Lxn,(a) — Lz(a))| = khlgo |(L zx)(a)| = lim

k—o0 k—o00

/adAzk‘
to

< lim [var; A] |z,(s)| = 0.

" k—oo to
Véta je dokzana. O
Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty/8.7 a véty 8.13

8.14 \eta. Necht A € BV ([a,b], 2(R")) a to € [a,b]. Potom pd@atetni Gloha

t

x(t) —/ dAx =g(t) (8.16)
to

ma pro kazdou funkcig € BV ([a, b], R") jedinéfeSeri na [a, b] pravé tehdy, kdy

odpovdajici homogennualoha

t

x(t)—/ dAz =0 (8.17)
to

ma na [a, b] pouze trivalni feSen 2 =0.

Dl kaz. Rovniced.16) je ekvivalentis opeatorovou rovnic z — L x = g, kde

Lx=doy,x proxeBV([a,b],R"), .

(Lx)(t):/tdAx pro x € BV ([a,b],R") a t€]a,b].

to

Podle \ety8.13je L linearri kompaktn ope@ator naBV ([a, b], R™). K dokorteri
diikazu ety vywzijeme \etul8.7. O
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Predpokbdejme nyi ze 7 € (ty,b] a funkcex € G([a,b], R™) spliuje rov-
nost 8.14) na intervalu[t,, 7). Zfejmé je z(t,) =z. Pomoé Hakeovy \&ty (Veta
6.42, viz tez prikladyl6.44a cvicen 6.45) snadno o&ime,Ze plat

s

8
—~
N
L
I
8
_|_
=
o
N
8
_|_
—~
=
3
L
|
~
=

(=)
=

== Ji,

it [ dAwt 70— flto)— lim [ dAw— A f(r)

_ 4 / CdAzt f(r) — f(t) — AA(r) x(r) — A~ f(r).

Ma-li tedy funkcex splhovat B.14) také v bo® 7, mud hodnotax () vyhovovat
rovnici

[T — A~A(T)] 2(7) = a(r=) + A f(7), (8.18)

kde I zn&i jednotkovou matici typun x n (viz Umluvy a oznéeri (xiv)). Od-
tud je Zejmé, Ze feSen pocatetni Ulohy (8.14) na intervalulty, 7) bude mdno
jednozn@nym zplisobem prodlokit do bodur, jestlize bude platit

det [T — ATA(7)] #0. (8.19)

Podobi jako W5e mizeme usouditze funkcexr € G([a,b], R™) spliujici (8.14)
na intervalu(t, to], kde 7 € [a, ty), splhuje 8.14) také v boc 7 tehdy a jen tehdy,
kdyz plaf

[[+ATA()] (1) = 2(r+) = AT f(7), (8.20)
a k tomu stai, aby platilo
det [T+ AT A(7)] #0. (8.21)

(Rozmyslete si detaily!) Mzeme tedy 6ekavat,ze podninky (8.19 a (8.21) jsou
podstat@ pro existencieSen tlohy (8.14).

8.15 Lemma. Necht A € BV([a,b], 2(R™)) a to€ [a,b]. Potomiloha (8.16)
ma jediré feSen pro kazdou funkcig € BV ([a, b], R™) tehdy a jen tehdy, kay

det [T — ATA(t)] #0 prokazce t € (to,b] (8.22)

det [I+A*A(s)] #0 prokazce s € [a,t). (8.23)
(Zde (to, b] = @, kdyZ to = b, a [CL, to) = @, kdyZ to = a.)
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DUkaz. a)Pedpokhdejmezet, € [a,b), g € BV ([a,b],R"), A spliiuje 8.22)
a (8.29 a x spihuje 8.17) na [a,b]. Vzhledem k pozamce8.3 je x feSenm
rovnice B.1) na [a,b], pfiCenZ x(ty) =0. Podle ety 8.2 je = regulovam na
la,b] a z drufe rovnice v 8.19) plyne,ze plat Atz (ty) = AT A(to) z(ty) =0, tj.

Ozn&me «(t) =var; A pro t € [to,b]. Funkceo je neklesdgi na intervalu
[to, b]. Existuje tedy konéna limita a(t,+) a mizeme zvolitd € (0,b — t,) tak,
aby platilo 0 < a(to+0) — a(te+) < 1/2. Prokadet € [ty, to+d] odtud pomot
vétl6.18al6.42odvodme nerovnosti

t t
o0 < [ lel da = A%a(to) fofto)| + lim_ [ Jelda

to to+

= lim /Tt lz|da < [a(to+6) — alto+)] ( sup ]x(t)])

T—to+ t€to,to+4]

<3 (sw o).

te[to,t0+5]

Tudiz ( sup |x(t)|> < 1 ( sup ]a:(t)|). To je ale mdnré pouze tehdy,
t€[to,to-+] 2\ iefto,to+6]
kdyz x =0 naty,to+d].

Polazmet* = sup{r € (to,b]: 2 =0 na[ty, 7]. Zfejmé je z =0 na [ty,t*), a
tudiZ také x(t*—) =0. Dale podle8.13 mame0= [/ — A~ A(t*)] z(t*). To je
ale, vzhledem k fedpokladu'®.22), mazné pouze tehdy, kdyz(t*) = 0.

Predpokbdejmeze t* < b. Stejnou argumentagakou jsme na zzatku dika-
zu dolazali,ze existujed € (0, b—t,| takowe,ze x je nulowe nalty, ty + J], ukazali
bychom ny, Ze existujen € (0,b—t*) takowe, Ze x se anuluje na@t*, t* + 1), coz
je ovsem vzhledem k definidi* nemané, tudz mus byt ¢* =b. Dokazali jsme,
ze kadétesen Ulohy (8.17) je nulowe nalty, b].

Podob@ bychom pomaqfedpokladul.23) dokazali,ze je-li ¢, € (a,b], pak
sefeSeri x Glohy (8.17) anuluje tale nala, to).

Dokazalijsmeze plat-li (8.22) a (8.2, matloha B.17) pouze trivalni feSen
nala,b]. Podle \ty8.14ma tedylloha B.1€) jedinéfeSeri na [a, b].

b) Predpokhdejme ze neplatnag. (8.22). Zfejme je det [I — A~ A(t)] #0, jest-
lize je |A=A(t)| <1/2. Na druhou stranu, podlelidledku4.11 obracera nerov-
nost |[A~A(t)| >1/2 plafi pro nejWse konéné mnoho bod ¢ € (¢, b]. Matice
I — A~ A(t) tedy nemregubrn pro nejySe koné€né mnoho bod ¢ € (¢4, b].
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MUzeme tedy zvolit* € (o, b] takowg, ze

det [I — A”A(t)] #0prote (to,t*) a det [I — ATA(t")] =0.
Dale ze akladl linearri algebry je zamo,ze potom existujel € R" takowe, ze

[I —A"A(t")] c#d prokade ceR". (8.24)
Definujme

0 kdyz t#t*,

g(t) =
d kdyz t=t*.

Mameg € BV ([a,b],R™) a A~ g(t*) =d. Pfedpokhdejmeze rovnice8.16 ma
na[a,b] feSeri z. Potom podle prvih¢asti dikazu musbyt z=0 na [a,t*), a
tedy tale z(*—) =0. Podle \ety8.9mud platit [I — A~ A(t*)] z(t*) =d. Toje
ovdem ve sporu s tvrzém (8.24). Uloha [8.16) tedy nendize nit federi.

Neplai-li (8.29, pak analogicky najdeme bad € [q, ty) a funkci g takow,
ze bude

[I+ATA(t")] ¢ # Atg(t*) prokade ceR",
coz vede ot ke sporu s &tou8.C. O

8.16 \eta. Necht A€ BV ([a,b], Z(R™)) a to € [a,b]. Potom p@atetni Gloha
(8.19 mé& pro kazdou funkcif € BV ([a,b],R™) a kazdy vektor z € R" jediné
feSen tehdy a jen tehdy, kayplat (8.22) a (8.29).

DUkaz. \Btaje disledkem lemmatf.15 kde pold&ime

g(t) =7+ f(t) = f(to) pro t&fa,b]. 0

8.5 Zobecréne Gronwallovo lemma a apriorni od-
hady resen

Dulezitou roli v teorii obytejnych diferencalnich rovnic (nap. pri diikazu jed-
nozna&nosti feSer potateni tlohy nebo pi dlikazech spojé Zvislostifesern
na rektegch parametrech) hraje tvrZierktere se nagva Gronwallovo lemma.
Pfipomeime si jeho zari. Dlkaz Ize ndf ve &Siné webnic obyejnych dife-
rencilnich rovnic (viz nap. [23, Pomoci veta 4.3.1]).
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8.17 Lemma(GRONWALL). Nechtfunkceu a p jsou spojie a neaporré na
la,b], K >0 anechit

u(t) < K+ /t (p(s)u(s)) ds pro t€a,b].

Potom
u(t) < K exp (/ p(s)ds) pro t€a,b].

Pro ras bude podolindilezité zobecen Gronwallova lemmatu naffpad,
kdy se v fislusnych integélnich nerovnostech vyskytuje Stieltjssintegél.

8.18 \Eta (ZOBECNENE GRONWALLOVO LEMMA). Pfedpokhdejmeze funkce
u:[a,b] —[0,00) je ohranteré naa, b], funkceh: [a,b] — [0, 00) je neklesdpgi
a zleva spoji na (a,b], K >0, L >0 anecht

u(t)gKJrL/tudh pro ¢ € [a, b]. (8.25)
Potom '
u(t) < K exp (L[h(t) — h(a)]) pro te€la,b]. (8.26)

Dlkaz. Nechts >0 aw,(t)=r exp (L [h(t) — h(a)]) prote€ [a,b]. Potom
/ w, dh = li/ exp (L [h(s) — h(a)]) dh(s)
- /{/a (Z % [h(s) — h(a)]k> dh(s) pro tea,b].

- LF o
Protde, jak ziamo,fada ) o [h(t) — h(a)]* konverguje stejnoférme naa, b,
k=0
mUzeme Pehodit pdad opera¢ integrace a@&tari. Powzijeme-li nyri navic tvr-
zeri z pfikladu6.22, dostaneme

ltumthlii(i_T /at [h((g)_h(a)]k)d[h(s)}

<5 (LB & (o 1)

wy(t) —kK

L

~—
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pro t € [a,b]. To znamea, ze funkcew, spluje pro kade x>0 a t€a,b]
nerovnost

t
wy(t) > Ii—f-L/ w,, dh. (8.27)

Bud danoe>0 a poldme k=K +¢ av. = u — w,. Odeterim nerovnost
(8.25) a (8.27) zjistime, ze plat

t
ve(t) < —8+L/ v.dh proteia,b]. (8.28)

Specalné v.(a) < —e < 0. Zbyvajici €ast dikazu bude fpominat postup z tika-
zu lemmatuB.15 Funkceu i w, jsou evident® ohrantere nala,b] pro kazde
k> 0. Tudiz také funkcev. je ohran€era nala,b]. Podle Hakeovy &tyl6.42 (ii)
mame

t

t
/ v.dh =v.(a) ATh(a) + lim v.dh

< —e ATh(a) +[|ve| [a(t) = h(a+)] < [Jvell [2(t) — h(a+)],
atedy

ve(t) < —e+ L /t v.dh < —e+ L|jv| [h(t) — h(a+)] pro t€la,b].

Zvolmen > 0 tak, aby platilo L ||v.|| [h(t) —h(a+)] <e/2 prot € [a,a +n]. Pak
budev. <0 nafa,a+n]. Ozn&me t* = sup{r € [a,b]:v. <0 nala, 7]}

Vidime, Zze je t* >a a v. <0 na [a,t*). Opétnym powzitim Hakeovy éty
6.42 (i) dostaneme z4,296)

o
ve(t") < —s—l—L/ vedh

t*—9o

S (va(t*)A‘h(t*) + Jim v dh) < <0,

—0+
t*—4
protaze A~h(t*)=0 a / ve dh <0 prokade § > 0.
Kdyby bylo t* < b, zoapakovali bychom fedclazejci postup a ukzali, ze
existujed € (0,b — t*) takow, ze v. < 0 na intervalufa, t* + 6], coz je ve sporu
s definid ¢*. Tudiz t* =0, v. <0 naceém/|a,b] a

u(t) <w,(t) =K exp (L (h(t)—h(a))) + € exp (L (h(t)—h(a))) prot € [a,b].
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Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze plat (8.26). O
8.19 Cviceni. Dokazte rasleduici variantu \éty8.1&

Predpokhdejmeze funkceu : [a,b] — [0, 00) je ohrantera na [a,b], funkce
h:la,b] — [0, 00) je neklesdfi a zprava spoji nafa,b), K>0, L>0 a

u(t)§K+L/budh pro t € la,b]. (8.29)
Potom
u(t) < K exp (L[h(b) — h(t)]) pro te€la,b]. (8.30)

8.20 Pozramka. Obecrejsi verze zobeoadreho Gronwallova lemmatu jsou obsa-
Zzeny v monografch S. Schwabika45] (viz vétu 1.40) a J. KurzweilaZ[/] (viz
kapitola 22).

V nasleduici vét vywzijeme zobecéré Gronwallovo lemma k odvozedtile-
Ziteho odhadu préeSen tlohy (8.14).
8.21 \eta. Necht ¢, € [a,b] a AeBV([a,b], 2(R")) spiiuji (8.22) a (8.29,
f€G([a,b],R™), T€R" a nechtz je FeSen potatetni Ulohy (8.14) na [a,b].
Potom

vart (z — f) < (var’ A) ||z|| < oo, (8.31)

C(Ato):= Max {1, sup HI — ATA(t)]

1ettol] (8.32)
sup |[I + ATA(t)] ] } < o0,

tE[a to)

2(0)] < cany) (1714 2111) exp (20 var, A)  prote fto,b],

(8.33)
2(8)] < cian) (1Z1+211£1l) exp (2¢(ar,)var® A) protefa,to].
Dl kaz. a) Prolibovola gleri o intervalu [a,b] mame

v(o)

>~ |ete) = £(0) = ao;0) + Flo;)
j=1

v(o) o v(o)
- Z]/ d[A ‘ Z [(vargi_ A)||z]l] = (var’ A) [lz] < oc.



220 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN| ROVNICE

Odtud okanité plyne,ze plat (8.31).
b) Prot € (t,b] takowe,Zze |[A~A(t)| < i mame podle lemmaif.g

1

B

1 — A™A(t)]
Protze mndina {t¢ € [a,b]: |A"A(t)| > 1} je podle disledku4.11 nejwyse ko-

necna, plyne odtudze

sup |[I — ATA(t)] ™| <oo.

te(to,b]

Podobi@ bychom do&zali,ze je sup |[/ + AT A(t)]™!| <oo. Plaf tedy 8.32).

tela,to)

c) Nechtz splhuje 8.14). Polazme

sy JAW, kdyz e o],
(t) = A(t—), kdyz te€ (to,b].

Ziejmé A(t) — B(t) = A~ A(t) a

var, (B—A)=>_ |A"A(s)|<varj A pro te (to,!)

s € (to,b]

(viz disledek?.27). Tudz A—BeBV([a,b],R") a var, B <2var, A. Dale
podle lemmati6.31je

t
/ d[A— Bl = AA(t)2(t) pro t€ (to,b].
t
Rovnice B.14) se tedy na interval(t,, b | redukuje na

1 — A A1) af —x+/d Lo+ £(8) — (o)

a odtud snadno (té&kdky tomu,ze jec(a 4, > 1) odvodme nerovnost

t
|:z:(t)|§K+L/ |z dh pro telty,b],

to
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kde K =caq) (|Z|+2(fl), L=caw) a h(t) = var,, B. Funkceh je nekle-
sajci na[ty,b|. Dale prot@e B je zleva spojih na(to, b, je podle lemmati2.24
funkce h také zleva spoji na(to, b]. Podle zobec@rého Gronwallova lemmatu
8.18dostivame tedy konéné prvii nerovnost vi§.33).

Dillkaz druleé nerovnosti vi§.39 by se za pomoci varianty Gronwallovy ne-
rovnosti ze cvieri [8.19proved| podobé. a

8.22 Cviceni. Za predpokladi véty8.21dokazte podrobg@ nerovnosti

0< sup |[I+ATA®M)] ™| <oo

t€[a,to)

|2(8)] < cian) (IZ1+211£1l) exp (2¢(ar,) var A) protea,to].

8.6 Spoijita zavislostfeSeri na parametrech a exis-
tencereSeni pro regulované pravé strany

Necht ¢, € [a,b] a A€ BV ([a,b], 2 (R")) sphuji (8.22) a (8.29), nechtz € R™,
f €G([a,b],R™) a nechtz je feSeri Ulohy (8.14) na [a, b]. Dale nechty je na
la, b] FeSen pocateni Glohy

7 / dAy = g(t) — glto). (8.34)

kde g € G([a,b],R") ay € R". Potom
(=) —y(t) = (T-7) +/t dA (z—y) + (f(t) —g(t)) — (f(to) — g(to))

prot € [a,b]. Podle \ety8.21tedy mame

|z =yl < can) exp (2 C(A ko) varz A) (‘5— §| + 2 ||f — g||),

kde cia,) €(0,00) je definovano v 8.39). Vidime, ze vajemra ,,vzchlenost”
feSen pocatetnich tloh (8.14) a (8.34) je pfimo Umérra tomu, jak jsou od sebe
,vzdalena" vstupndata (tj. p@&ateni hodnoty z, ¥ a prae strany f, g) téchto
rovnic. Podrobagji je tento jev popan v rasleduici vét.
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8.23 \kta. Necht tg € [a,b] a A€BV([a,b], 2(R™)) sphhuji (8.22) a (8.29).
Dale nechtf, f,. € G([a,b],R") a 7,7, € R™ pro k € N. Pfedpokhdejmeze

Tim || — f]] =0 (8.35)
a
lim 3, = 7. (8.36)

Nechtpotatetni Glohy

xk(t) — fk —/ dAl’k = fk(t) — fk(to) (837)

to

maj pro k€ N feSen x; naintervalu|a,b]. Potom n& talké Uloha(8.14) feSen
x naintervalu[a, b] a plat

lim ||z — | = 0. (8.38)

k—o0

Dlkaz. a) V disledku B.35 a (8.36) existujek, takowe, ze || fx|| < || f|| +1
a |zx| <|z|+ 1 plat pro k > ky. Podle \ety8.21plafi tedy prok > k, také

2] < 50 <00, kde s = cia (|Z]+2|f]]+3) exp (2c(az var, A)
nezvis na k. Podle &ze ety mame dle
vart (zp — fi) < sqvart A< oo prok > k.

Nyni, podle Hellyovy \éty o Whéru (Vta2.4€) existuj funkcey € BV([a, b], R")
a rostoucposloupnostk,} C N takow, ze ky > ko,

Iyllev < 2 max{se varg A, 50 +||f] +1}

lim (2, () — fi, (1)) = u(t) pro t€la,b]

Vzhledem k jedpokladu’@.35) to ovSem znamem, Ze pro kddé ¢ € [a, b] exis-
tuje limita x(t):zelim xy, (t) Diky stejnon@rré ohrantenosti posloupnostiz, }

a pomot Osgoodovy ety (veta6.5]) tedy 4skame pro kadé ¢ € [a, b] rovnost

t t
élim/dAa:kZ:/ dAz.
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Tudiz limitnim pfechoden¥ — oo v rovnici (8.37) (a take s pouitim predpokladi
(8.35 a (8.36)) dosgjeme ke zptert, Zze = je feSerim Ulohy (8.14) na[a, b].

b) Zopakujeme-Ili nyhpro kazdé k£ € N Gvahu zGvodu tohoto odstavcefigen¥
v ni x; nahradl y, f, nahrad ¢ a 7, nahrad y, zjistime,Ze pro kadée ke N
plat

o — |l < K (|7 =2 +2]||f = fill),

kde K = c(azy) exp (2ciaq,) var, A) <oo nezvid nak. Plaf tedy tale (8.39).
O

Pazadavek existendeSen rovnic (8.37) v predchoz veét byl podstati. Exis-
tencni véta8.16 kterou name zaim k dispozici, se vztahuje pouze nagady, kdy
pra\a stranaf ma koné&nou variaci nda, b].

Nyni mlizeme konéné doplnit \Btu8.16na obeck pripad f € G([a, b], R™).
8.24 \&ta. Necht A € BV([a,b], 2(R")), to € [a, b] a plati (8.22) a (8.23).

Potom pro kadou funkcif € G([a,b],R™) a kazdy vektorz € R" méa pcca-
teCni Gloha(8.14) jedinéfeSeri na [a, b].

DUkaz. a) Mame-li d&feSeri z, y Ulohy (8.14) naintervalula, b], bude jejich
rozdl na [a, b] FeSerim homogenhulohy (8.17), ktera ma ov8em podle lemmatu
8.15pouze trivalni feSen. Musi tedy platitz =y nala, b].

b) Pol&me z, =7 pro k€ N. Podle ety 4.€ existuje posloupnosf{ f.} jed-
noduclych skokowych funkd (tedy funkdé z BV ([a,b],R™)), kterd konverguje
stejnon@rré nafa, b] k f. Podle \Bty8.16pro kazdé k € N existuje jeditefeSen
xy Ulohy (8.37) a podle ety 8.23 posloupnost{x;} konverguje stejnogrré k
feSen Ulohy (8.14). O

Ve zbyvajici ¢asti odstavce se omezme pro jednoduchostfiyaagd t, = a,
tj. vySefujeme p@atecni tlohu

x(t)—%—/tdAx:f(t)—f(a) (8.39)
jako limitu Gloh
n(®)~ T [ ddvi = (0 - fila), (8.40)

kde tale jadra A, zavid na parametru; € N. Tento Fipad je poekud slaitési
nez ten, ktey jsmefesili ve vete8.23 Nejprve dokzeme konvergdini vétu pro
KS-integ@ly pro situaci, ktet nen pokryta \etami z kapitoly 6.
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8.25 \eta. Necht f, f, € G([a,b],R™), A, A, € BV ([a,b], #(R™)) pro k€N.
Predpokbdejmeze plat (8.35),

lim 4, — A =0 (8.41)
a
o = sup var’ A, < oo. (8.42)
keN
Potom

t t
lim ( sup dAkfk—/ dAf‘) =0.
k—oc t€la,b] a a

DlOkaz. Buddanoe > 0. Podle \ety4.8 miizeme zvolit funkcip : [a, b] — R™
takovou,ze k&da jej komponenta je jednoduélskokowa funkce nda, b| a i-
tom | f — ¢|| <e. Dale podle 8.35 a (8.41) mlzeme zvolitk, € N tak, aby
soucasre platilo

Ifr—fll<e a ||[Ar—A| <& prok>k.

Proda®t € [a,b] a k >k, mame podle &tl6.18a/6.25

‘/atdAkfk—/tdAf‘
/dAk fo— + /td Ay — A

< (vary Ap) || fi — ol +2[14r — Al [ ellsv + (varg A) e — =]

< o ([l = FI+11F = ll) + 2114 — Al [ ellsv + (varg A) [l — f]
< (20" +2|p|lpy +vari A) e = K¢,

IN

kde K = (20" + 2 ||¢||sv + vart A) € (0, 00) nezvis ani nak aninat. Tim je
véta dolazana. O
Dale je feba dolazat rasleduici pomocre tvrzen.

8.26 Lemma. Necht A, A; € BV([a,b], #(R")) pro k€ N. Dale predpokb-
dejme ze plat (8.22) (kdety=a) a(8.41).
Potom existujek, € N takow, ze pro kade k > kq plati

det [/ — A7 A(t)] #0 pro t€ (a,b] (8.43)
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sup H[ AT Ag(t) ’<20A, (8.44)

te(ab]

kdeca = c(a,a) € (0,00) je konstanta definovanw (8.32) pro ¢y = a.
D Ukaz. Oky (8.4]) plafi podle lemmati4.15 klim |AT A, — A7 A||=0.
MUzeme tedy zvoliti, € N tak, aby bylo

AT AR(t) — ATA(Y)] < % pro t€la,b] a k> k. (8.45)
CA

Nechtt € (a,b] a k> ko jsou dany. Snadno a¥ime, Ze plat rovnost
I=AA(t) = [T = A”A@)] [1 - Tu(®)],

kde
Ty(t) = [I-A-A®1)] ™ (A Ar(t)— A~ A(t)).

Vzhledem k pedpokladu.22) je tudz maticel — A~ Ax(t) regulrn tehdy a
jen tehdy, kdy je reguérni matice/ — Tj(t).
Podle 8.32) a (8.45 mame

T ()] = |[I-A7A(t)]~ HA Ap(t)—ATA()] <7
Lemmas.€ tedy zarduje, ze matice[ Ty(t), atudz take I — A~ Ax(t) jsou
regulrri, aze plat | [/ — T,(t)] \ < 2. Odtud a z/8.32) plyne

1[I = A A0 < |[T-T@®] | |[I - A~ AW®)] | < 2¢a.
Dilkaz je dokoien. O

Nyni miizeme zformulovat a dd@kzat hlavinvétu tohoto odstavce.

8.27 \kta. Necht ty=a, A, Ay €BV([a,b], 2(R")), f, fr €G([a,b],R"),
z, T € R" pro k € N. Dale predpokhdejmeze plat (8.22), (8.35), (8.36), (8.41)
a(8.42).

Potom existujek, € N takowe, ze pro kade k > k, ma pacatecni tloha(8.40
jediréfeSen x; na[a,b] a plat (8.38), kdex je FeSen tlohy (8.39).
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Dlkaz. Podle &ty8.242ma Gloha B.39 jedinéfeSen x nala,b]. Dale podle
lemmatu8.26existujeky € N takow, ze 8.43) plati pro k > ky. Tudiz, vzhledem
k véte8.24 Uloha B.40) ma pro k&dé k > k, jedinéfeSen x; nala,b]. Polazme

wy, = (v, — f) — (x = f). (8.46)

Potom
wi(t) :@k—i—/tdAkwk—l—hk(t)—hk(a) pro keN a tela,bl,
kde wy = (I — fi(a)) — (T — f(a)) a

(1) = /td[Ak—A] (x— )+ (/tdAkfk—/tdAf). (8.47)
Dokézeme ze

lim [Juy ]| = 0. (8.48)
Podle 8.42), (8.49 a wetyl8.21je

lwi(t)] < 2ca (|wg] + ||hil|) exp (4caa®) pro te€a,b], (8.49)
lfde, podoba jako v lemmatiB.26 piSemec, misto ¢4 ). Stei tedy dokazat,
ze

lim |@| =0 & lim ||| = 0. (8.50)

Nejprve si posimréme,ze prvii vztah z 8.50) plyne okanZité z gedpokladi
(8.35) a (8.36). Dale podle ety 8.25je

lim sup
k=00 ¢ ¢ [a,b]

/:dAkfk—/atdAf):o. (8.51)

Soltasre podle eéty6.25mame

\/ dA, — A} (x — )| <204~ Al |2 = flv pro tea.b].
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Protaze (z — f) € BV([a,b],R™) podle 8.3]), plyne odtud tky (8.41), Ze plat
take

lim sup} ‘ /: d A, — A] (x — f)‘ = 0. (8.52)

k=00 yeap

Souhrnem, podle8(47) a (8.51)—(8.52) dosavame lim ||| = 0. Plaf tedy
(8.50), a vzhledem k&.49) tudiz take (8.45).

Podle 8.46) je x, — z = wy + (fk — f). Tvrzen véty tudz plyne z 8.35) a
(8.49). O

8.7 Fundamentalni matice

Zobecrérim homogenith sysémil linearrich obytejnych diferencalnich rovnic
je rovnice

x(t) — x(s) — /t dAz =0. (8.53)

Necht A€BV([a,b], Z#(R")), to € [a,b] a nechtplat (8.22) a (8.29. Potom
podle \ety8.16 (kde f(t) = f(a) nala,b]) ma rovnice 8.53 pro kazdé = € R™
prave jednofeSen = €BV([a,b],R") na [a,b] takowk, Ze z(ty) =z. Naopak,
kazdemureSeri z rovnice B8.53 mlizeme ffifadit hodnotur(ty) € R™. Vzhledem
k pozramkam8.3al8.11je tento vztah meZieSerimi rovnice 8.53 a vektoroym
prostoremR™ vzajemreé jednoznény. Snadno o@ime,ze jsou-liz, y FeSen rov-
nice 8.59 na[a,b] a o, F€R™, pak ax + [y je také feSeri rovnice B.53 na
[a,b]. Nyni mlzeme tytalvahy shrnout do asleduiciho tvrzen.
8.28 \eta. Necht A € BV([a, b], #(R™)) a nechtplati (8.22) a (8.29. Potom
mnainafesen rovnice (8.53 je linearni a tva’i podprostorBV ([a, b], R™) di-
menzen.

Nyni ukézeme,ze i pro zobecére linearn diferencalni rovnice existuje ob-
doba fundameini matice. Fundameaini matici pro zobecéreé linearn dife-
rencalni rovnice definujeme &@sleduicim zplisobem.

8.29 Definice. Maticova funkce X : [a,b] — 2 (R™) se nagva fundamerdlni
matice rovnicg8.53 na intervalu[a, b], jestlize sphuje rovnost

X(t):X(s)—i-/tdAX pro t,s € [a,b] (8.54)
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a det X(t)#0 pro alespa jednot € [a, b].

8.30 Pozramka. Jestlze maticoa funkce X spliuje vztah 8.54), pak snadno
ové&fime,Ze pro libovole c € R" je funkcex(t) = X (¢) c feSerim rovnice 8.53.
8.31 Lemma. Nectit A€ BV ([a,b], #(R")), t, € [a,b] a nechitplati (8.22) a
(8.29. Potom pro kadou maticiX € .#(R") existuje jednozraeé urtera mati-
cova funkceX;, € BV ([a,b], #(R™)) tako\a, ze plat

. t
Xy, (t) = X+/ dAX,, protela,bl. (8.55)
to
Dlkaz. Prok=1,2,...,n ozn&me -ty sloupec maticeX jako 7. Mame

tedyZ, eR" prok=1,2,...,n a X = (Z1,2,,...,%,). Podle \ty8.16pro
kazde ke€{1,2,...,n} existuje pave jedna funkcer, € BV ([a,b],R™) vyho-
vujici rovnosti

t
xk(t)—fk—/ dAiIZ'k:O prOtE[a,b].
to

FunkceX, (t) = (21(t), za(t), . .., za(t)) (ti. maticova funkce se sloupciy, pro
k=1,2,...,n) splhuje tedy vztah.55 a je u€ena jednozrae. O

8.32 Poztamka. Je-li to € [a,b], X € #(R") a funkce X,, je urtera lemma-
tem8.3], pak funkceX = X, zfejmeé sphuje vztah8.54). Je-li tedydet X #0,
pak je takto definovamfunkce X fundamenrélni matid rovnice 8.53).
Nyni, pro usnadan, porekud zedime nde gedpoklady8.22) a (8.23. Bu-

deme nyi pfedpokbdat,ze plat

det [I — ATA(t)] #0 prokazde ¢ € (a,b]
a (8.56)
det [I+ ATA(s)] #0 prokazde s € [a,b).
8.33 Lemma. Necht A € BV([a,b], 2(R")) a nechtplati (8.56). Potom pro li-
bovolnou fundameatni matici X rovnice(8.53 je

det X(t)#0 prokade tela,b]. (8.57)

DlOkaz. NechtX je fundamerdlni matice rovnice/®.59 na [a,b] a necht
(8.57) neplat. Potom existudjbody 7y, 71 € [a, b] takow, Ze

det X(To) 7£ 0 a det X(Tl) = 0.
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Z druké rovnosti plyneze sloupcer; (1), z2(71), - . ., ,(71) matice X () jsou
linearné zaviske. Existuj tedy koeficientycy, o, . . ., ¢, € R takow, ze

el >0 a Y cpan(n) =0.
k=1 k=1

Polazme z(t) = > cyax(t) pro t€ [a,b]. Potomz je FeSerim rovnice B.59

k=1
(viz pozramku8.30) a z(7;) = 0. Dosazeim s = 7; do (8.53 a od&terim takto
Ziskare rovnosti 0d/8.53) zjistime,Ze x je FeSerim pocateni tlohy

t
x(t):/ dAz protefa,b

Vzhledem k jedpokladu®.5€) jsou podninky (8.22) a (8.23) splrény proto= 7,
a prot@e stejnoullohu jako x splhuje i identicky nuloa funkce, plyne z &ty
8.16 kde pol@ime to =7, Zex =0 na|a,b]|. Specalné

n

(7o) = ch z (7o) = 0,

k=1

coz ovsem, vzhledem kigdpokladim det X (75)#0 a » _ |ex|> 0, neri mozré.
k=1
O

Pfipomame nyn nékted ozn&eri uzivara pro funkce dvou proénrych.

8.34 Ozn&en. NechtU: [a, b]% [a,b]— .2 (R™). Potom pro da@ 7€ [a,b] zna-
¢i symboly U(r, - ), resp.U(-, ) funkce jed® proménre

U(r,-):s€la,b]—=U(r,s) resp.U(-,7):t€la,b] = U(t, 7).
Podobe
U(r,s+) = 5li)r(1)[1+ U(r,s+9), U(r,s—) = 615& U(r,s —9),

U(t+,7) = 61—i>%1+ Ult+4,7), Ult—,7) = 51i%1+ U(t—9,71).

Nasleduici véta je disledkem lemmeé.31a/8.33
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8.35 \eta. Necht A€ BV ([a,b], 2(R")) spliiuje (8.56). Potom existuje f@ve
jedna matico@ funkceU : [a, b] X [a,b] — Z(R™) tako\a, ze plat

U(t, s) :J+/td[A(T)w(T,s) pro t,s € [a,b] x [a, b]. (8.58)

Pro kazce t, € [a,b] je funkceU (-, ty) :t € [a,b] — U(t,ty) € R* fundamerélni
matice rovnicg8.53).

FunkceU ma navc tyto vlastnosti:
(i) U(-,s)€BV([a,b], #(R™)) pro kazcé s € [a, b],
(i) U(t,t)=1 prokazetec |a,b],
(i) det U(t, s)#0 pro vSechna, s € [a, b].
DlOkaz. Prokade s € [a, b] existuje podle lemmatd.31pravé jedna matico&
funkce X, € BV ([a,b], #(R")) takova, ze plat
X(t) = I+/t dAX, prote]a,b].

DefinujmeU (¢, s) = X,(t) prot, s € [a,b]. PotomU spluje 8.59 aU(t,t)=1
pro t € [a,b]. Vzhledem k pozamce8.32 odtud plyne,ze pro ka&dé t, € [a, b]
je U(-,ty) fundamenrélni matice rovnice®.59 na [a,b]. Konetné, podle lem-
matu8.33je det U(t, s) #0 pro vsechna, s € [a, b]. a

8.36 \eta. Necht A e BV ([a, b], 2(R")), to € [a,b], T € R™, nechtplati (8.56)
a nechtmatico\a funkceU je urtena ¥tou8.35 Potomz : [a,b] — R" je feSer
pocatecni tlohy
t
x(t)—f—/ dAz =0 (8.59)
to

na intervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kdy
x(t)=U(t, to)T pro tela,bl. (8.60)

t
DUkaz. a) Dosane-li (8.60) do/ d Ax avywijeme-li (8.58), dostaneme
to

/tdAx_/t d[AM) | U(r, )T = (Ult,to) — 1) T = alt) — 7
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prot € [a, b], tj. funkce z definovam vztahem.60) je feSeri Glohy (8.59).

b) Obracera implikace plyne z jednozigaostifeSeri pocatetni Glohy (8.59) (viz
vetu8.16). O

8.37 Definice.Necht A € BV ([a,b], #(R")) a nechtplaf (8.5¢). Potom mati-
covou funkciU ur€enou &tou8.35nazyvameCauchyova maticeovnice 8.53).

8.38 Disledek. Nechit A € BV ([a,b], Z(R™)), tyc[a,b] a X € Z(R"). Dale
nechtplati (8.56) a nechtU je Cauchyova matice rovni¢€.535). Potom matico&
funkce X : [a,b] — #(R™) splhuje rovnost
. t
X(t):X+/ dAX (8.61)
to

pro t € [a,b] tehdy a jen tehdy, kdy

X(t)=U(t,tg) X pro tela,b]. (8.62)
Dlkaz. Prokady sloupecz;, k=1,2,...,n, maticowe funkceX plati podle
veéty8.36

xp(t)=U(t,to) Tx Ppro tela,bl,
kde 7, jsou sloupce maticel. Odtud tvrzefokantité plyne. O

8.39 \eta. Necht A € BV ([a,b], #(R")), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnicg8.53. Potom vztahy

U(t,r)U(r,s) =U(t,s), (8.63)
(Ut,r)) "t =U(r,t) (8.64)

plati pro libovolnou trojici bodl ¢, s, r z intervalu|a, b].
Dlkaz. a)Prolibovolat,s,r € [a,b] mame podled.58

U(t,s):]+/ d[A(T)]U(T,s)
=]+/Td[A(T>]U(T,S)+/ d[A(T)|U(7,s)
:U(r,s)—i-/ d[A(T)]U(r,s).
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Ozn&ime-li sloupce maticé/ symbolyu,, k=1,2,...,n, zjistime,Ze pro ka-
dek=1,2,...,nar,s€la,b] je funkcex(t) =ux(t, s) FeSerim tlohy

x(t) —uk(r,s)—/tdAa: =0

r

ala,b]. Podle \ety8.36tudiz plat
up(t,s) =U(t,r)ug(r,s) pro k=1,2,...,n a t,s,r€la,bl.

Odtud & vztah B.63) okantité plyne.

b) Specalré jestlce t = s, pak podle ety8.35dostvameU (t, ) U(r,t) =1 pro
kazdeé r € [a,b]. Vzhledem k &t 8.35 (iii) tedy plati (8.64). O

8.40 Pozramka. Je-li U Cauchyova matice pr@(53, pak podle ety8.39plaf
U(t,s) =Ul(t,a)U(a,s) = U(t,a) (U(s,a))™ prot,scla,b.

Ozn&ime-li tedy X (t) = U(t,a), bude platitU(¢,s) = X(¢)(X(s))™" pro
t,s € [a,b]. Plipome&ime,ze X je fundamerdlini matice rovniced.53).

Ve zbyvajici €asti tohoto odstavce uvedemeste rekolik dakich vliastnost
Cauchyovy matice rovnicé(53).

8.41 \eta. Necht A e BV ([a, ], Z(R™)), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic8.53. Potom existujel/ € (0, co) takowe, ze plat

\U(t,s)|+var? U(-,s)+var® U(t,-) < M pro t,s€la,b]. (8.65)

Dblkaz. a) Prdk=1,2,...,n ozn&me symbolene, k-ty sloupec jednotkow
matice /. Potom|e,| =1 pro kazdée k=1,2,...,n. Podle \ety/8.21mame

lug(t, s)| < My:=ca exp (2cAvarZ A) <ooprot,s€la,b] a k=1,2,...,n,
kde dky predpokladu/®.56) miizeme poldit

Cai= max{l, sup |[I—ATA®@)]™!, sup) [T+ ATA(L)] ™ }

te(a,b] tela,b

Tudiz

U(t,s)| = max Jux(t,s)| < My pro t,s € [a,b]. (8.66)
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b) Nechtt,,ts, s € [a,b] at, <t,. Potom

|ug(ta, 8) — ug(t1, )| = /t2 d[A(T) | uk(r, s)| < M vart A.

t1

Pro libovolre s € [a,b], k=1,2,...,n a libovolré celeri o intervalu [a,b]
tedy mame

V(ug(,s),0) < My Yy vary A= Mvar, A=: M, < oo,

a proto
var’ U(-,s) < max var® ug(-,s) < My pro se€a,bl. (8.67)

c) Necht sy, so € [a,b] @ s; < so. Potom pro kadeé ¢ € [a,b] mame

k(t, s2) — ug(t, s1)

/d | ug (7, s2) /d | ug (T, s1) /d ) Jug(T, s1)

= —/ d[A(7T) Jug(T, 31)+/ d[A(T)](Uk(T,SQ) — ug(T, 51))-

S1 52

Funkcex(t) = ug(t, s2) — ui(t, s1) je tedy nafa, b| FeSerim pacateni tlohy
/ d[A uk(T,sl)—l—/tdA:c.
Podle ety 8.36pro kazde t € [a,b] ak=1,2,...,n plaf
ug(t, s2) — ug(t, s1) U(t, s2) / d[A(7T) Juk(T, 31)>
Tudiz |uk(t, s2) — ug(t, s1)| < Mivar? A prok=1,2,...,n ate[a,b].

Pro libovolré t € [a,b], k=1,2,...,n alibovolré celeri o intervalu [a,b]
plat

V (g (t, - <M22var"J A= M?var® A=:M; < oo,
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a proto
var’ U(t,-) < max var® ug(t,-) < Ms pro t€fa,b]. (8.68)
d) Podle B.65—(8.67) tvrzen véty plat pro M = M; + My + M;. O

8.42 \fta. Necht A € BV ([a,b], #(R")), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€3.53. Potom plat

U(t+,s) = [T+ ATA@L)] Ut s) pro t<a,b), s€la,b], )
Ult—,s)=[I—A"A®)]U(t,s)  pro t€(a,b], s€la,b],

1 (8.69)
U(t,s+) =U(t,s) [I+ATA(s)] pro t€[a,b], s€[a,b),
U(t,s—) = U(t,s) [I — A*A(s)] " pro t€la,b], s€(a,b]. |

Dlkaz. Nejprve sigimnetme,ze podle pedchoz véty maj funkce U(-, s) a
U(t,-) kon&né variace nda, b] pro libovolra t, s € [a, b]. VSechny jednostratén
limity objevujici se ve vztaich (8.69) tedy maj smysl.

a) Prvi dva vztahy odvoiine, jestlze do vztah (8.13 z lemmatuB.15dosadme
postupm® zax sloupce matico®@ funkcelU.

b) Nechts e [a,b) ad € (0,b— s). Potom podle®.58 mame

Ut,s+9)—=Ul(t,s) = +6d[A(T>]U(T,S+5)—/ d[A(T)]U(T,s)

s+4d
= d[A(T)] (U(r,5+6) — U(r,s)) —/ d[A(T)]|U(T,s)
s+46 s

pro kadé t € [a,b]. Maticova funkceY (t)=U(t,s+06) — U(t, s) tedy sphuje
rovnost

Y(t):f/+ t d[A(T)]Y(r) prote]la,b],
kde

Y:_/Sﬂme@g
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Podle disledku8.38tudiz mame
Ut,s+0)—U(t,s) =Y () =U(t,s+0)Y

s+9
—U(t,s+5)/ d[A(7T)|U(,s)

pro ¢ € [a,b]. Limitnim pfechodem — 0+ pfi powziti Hakeovy \éty/6.42 odtud
dostaneme

Ult,s+)—Ul(t,s) = —=U(t,s+) AT A(s)U(s, s) = —U(t, s+) AT A(s)

neboli U(t,s) = U(t,s+) [I + ATA(s)]. Odtud okaniité plyne platnostieho
vztahu z8.69). Zbyvajici rovnost bychom dakzali analogicky. O

Pro funkce dvou prognnych je ma&no definovat pojem variac&kolika riz-
nymi zplisoby. Pro as je zadjmava definice Vitaliova.

8.43 Definice.Necht F': [a, b] x [a,b] — 2(R"). Pro daa cleri o, p intervalu
la,b], j=1,2,...,v(o) ak=1,2,...,v(p) polozme
Ajp(F o, p) = F(oj,pr)—F(0j-1, px) = F (0, pr—1)+F (051, pr—1)-
Potom vel€ina
v(o) v(p)
v(F)=  sup ZZ|A]kFap

o'pE.@[ab]j 1 k=1

se nayva Vitaliova variacefunkce F' na intervalufa, b| x [a, b].

8.44 \ta. Necht A e BV ([a, ], Z(R™)), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnicg8.53). Potomu(U) < oo.

DlOkaz. Méjme d& libovolma cBleri o, p intervalu[a, b]. Podle \etyl8.39(viz
téz pozramku8.40) je U(t,s)=U(t,a)U(a,s) pro t,s € [a,b]. Pro libovolra
j=12...,v(e)ak=1,2...,v(p) tedy mame

v(o) v(p)
Z Z |Aj,k:(Ua g, p)‘

=1 k=1

v(o) v

=35 W0~ Uloy1.0)] [D0sp0) Ul )

=1 k=1
<var® U(-,a) var® Ula,-)| < M?,

kde M < oo bylo ur€eno ve et 8.41. O
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8.8 Nehomogenmrovnice

Vratme se nyhk nehomogenipocatetni Gloze

x(t) — T — /tdAx:f(t)—f(to). (8.14)

Budeme pedpokhdat,ze A€ BV ([a,b], #(R™)) spluje 8.5€). Pro libovolra
TeR™ a feG([a,b],R™) existuje podle &ty 8.24 jediné feSen = pocateni
tlohy (8.14) a totofeSer je regulovae naja, b].

Nasleduici véta ukazujeze totoreSen je mazno vyjadit ve tvaru gipomina-
jicim formuli variace konstarenamou z teorie obsejnych diferencalnich rovnic.
8.45 \eta. Necht ¢y € [a,b], A€BV([a,b], #(R™)) spihuje (8.56) a nechtU
je Cauchyova matice rovnid®8.53. Potomuloha (8.14) méa pro ka&de z € R™ a
kazce f € G([a,b],R") jedinéFeSeni x na [a,b]. TotofeSeri je dano formul

I( ) U(t tO) JZ—'—f tO / d t 5 ) - f(to)) } (870)

pro t e [a b]

Je Zejme, Ze pro podrobi diikaz je nut@ réco \Bcét o integalnich opeato-
rech typu

2 €G([a,b], R /d (t,8)] (s), (8.71)

kde funkce K ma stejreé vlastnosti jako Cauchyova matiéé prislusre homo-
genn rovnice a symbol dnazn&uje,ze integrujeme funkce proenre s, zaim-
cot je zde parametr. Vzhledem k vlastnostem funkEg@opsagm v pfedeslem
odstavci je viét, Zze pro kadou funkciz € G([a,b],R") je jeji obrazy =7z
dolkfe definovn na cedm intervalu[a, b]. (Jde \dy o integraci funkce regulo-
varé vzhledem k funkci s kor@@ou variat) Bohuzel, vlastnosti opétorll tvaru
(8.72) nejsou i tak na prvinpohled Zejmé. Nanic, abychom doézali,Zze funkce
x jefeSerim Ulohy (8.14), poffebujeme urét zanénit pdad integrace ve dvojam
integralu

[ atam ([ vl (56 - 560)
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tak, aby bylo mano vywit vztah 8.59 definujci funkci U. K tomu je nutré

mit k dispozici apaat umanujici zactazen s dvojrymi integrly. Ten se opra

téZz o pojem variace funkavou prongénrych zavedefn v definici8.43 Toto \Se

se v potebrem rozsahu Zido tohoto textu nevejde. Nebudeme zde tedy adét/
podrobreé dikazy a jenom se pokime aspa priblizit jejich hlavri mySlenky.

VétSinou nei obtizné doplnit vynecha@ detaily na aklac® znalosti postulp z

predeilych kapitol. Podrobnostikajici se variace funkodvou prongénnych a in-

tegralnich opeatort urcerych takowymito funkcemi Ize ndj zejména v kapitole
[l monografie [L1] a v odstavci I.6 a kapitole Il monografi€¥]. Formule variace
konstant prof € BV ([a,b],R") je dokdzana v E5, 111.2] nebo v 45, Theorem
6.17], zatmco v 59, Proposition 4.4.3] je ddkzana prof regulovanou.

Omeime se nyhna ipad+t, = a, tj. hledamefeSerni Glohy (8.39. Dlikaz je
rozcelen na 4 kroky:

Nejprve definujeme

Ult,s) kdyz a <s<t<b,
K(t,s) =
U(t,t) kdyz a<t<s<b.

Ztejmé je vat K(t,-)<var. U(t,-) a vat K(-,s)<var’U(-,s) pro libovolna
t,s € |a,b]. Lze talé dokazat,ze jev(K') < oo (viz [55 Lemma l11.2.7]). Existuje
tedy konstantar € (0, o) takowa, ze

v(K)+var® K(t,-)+var® K(-,s) <x<oo prot,scla,b].

Dale pro ka&dé = € G([a,b],R") je funkce
b
y:te€la,b] —>/ ds[K (t,s)]x(s) (8.72)
dolkfe definovna nala, b, pficent
c t
/ d, [K(t,5)] 2(s) = / d[U(t, )] 2(s) prokade tea,b] a celtb.

Podle E5, Theorem 1.6.18] je vdry < v(K) ||z|| < oc.
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Druhy krok spdiva v dikazu,ze plat

b
y(t+) :/ ds [K(t+,s)]z(s) kdyz t€[a,b), (8.73)

b
y(i—) = / A, [K(t—,5)]z(s) kdy? t € (a,b]. (8.74)
Podle b5, Lemma 1.6.14] majvSechny funkce
K(t+,-) a K(s—,-), t€la,b), s€(a,b],

kon&nou variaci naja, b], a tudz jsou integaly na praych stra@dch v 8.79
dolfe definoany. Protde z je na|[a,b] stejnonérra limita jednoduciich sko-
kovych funkd, stai dokazat,ze rovnosti8.73) plafi pro kazdou funkci typu

Xla,r]s» X[r,b]» TE [a7b]- (875)

Je-li nagiklad = = x(,,-), kde 7 € [a, b], pak pro kdde ¢ € [a, b] dostaneme (viz
(6.19) y(t)=K(t,7+) — K(t,a), atudz

y(t+) = K(t+,7+) — K(t+,a) kdyz t € [a,b)

y(t—) = K(t—,7+) — K(t—,a) kdyz t € (a,b].
Na druhou stranu, ame

b
/ d, [ (t4, ) \ur = K(t+,74) — K(t+,a)  kdy2 t € [a,b)

a
b
/ A, [K (-, )] Xpar = K(t—,74) — K(t—a) kdyZ t € (a,b]

tj. plati (8.73 pro = = x,,-. Podob@ bychom o#ili platnost rela (8.73) pro
funkce tvaruz = x4, 7 € [a, b], atedy i pro kadou funkciz € G([a, b],R").
Vidime tedy,ze funkcez(t) definovar formul (8.70) je regulovad nala, b]
pro kazdou funkci f € G([a,b],R") a kazdy vektor z € R".
Tretim krokem je dikaz,Ze za naich Fedpoklad je pro kade ¢ € [a,b] a
kazdou funkci f € G([a,b],R™) pravdiva relace Fubiniova typu

/atd[A(T)] (/t de [K(7,5)] (f(s) —f(a)))
:/:ds {/:d[A(T)]K(T,S)} (f(s) = f(a)).
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V dikazu tohoto kroku se @b vywije stejnongérna aproximace regulovgoh

funkd jednoduckmi skokowmi funkcemi, vzorce z pkladi6.15a konvergeani

vlastnosti KS-intedalu. Navc je ovsem nutno tal polZit vlastnosti opeatort
b

tvaru f € G([a,b],R") —>/ K(-,s)d[f(s)].

Na zaver dosatme 8.70), tj.

a(t) = U(t,a) T+ f(t) /d (t,s)] ~ f(a)),

t
do integélu/dAx a, vzhledem k definici funkcé, dostaneme

/:df‘“““: /atdWTHU(mm / dA()] ((5) - F(@)
- [ atae ([ @ w6 - sian)

~ Uit~ 17+ [ dAE) )~ fla)
—/l/u—(/ﬁ K(r,3)] s—ﬂ@O

ta—[x+/d ) (£(s) — f(a))

—lds[ }

/ d[A / d, | $)— 1(a)
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~ Wt -1F- [ AU (/) - f(@)
—2(t)~F— £(t) + f(a)

Funkcex je tedyfeSen tlohy (8.39 na[a, b]. Timto je dikaz \&ty8.45dokorten.
Jestlze je funkceA spojita zleva na intervalda,b| a ty = a, pak je m@no
vzorec B.70) porekud zjednodsit, definujeme-liX (¢) =U(t,a) prot € [a,b] a

Ula,s+), kdy? a<s<b,
y(s) = 4 L\ o) kdyzass (8.76)
U(a,b), kdyz s=b.

8.46 Disledek.Nechitty=a a A€BV([a,b], Z(R")) je zleva spoji na (a, b ]
aplat det[I + At A(t)]#0 prot € [a,b). NechtU je Cauchyova matice rovnice
(8.539, X(t)=U(t,a) protefa,b] aY je definovaa predpisem(8.76).

Potom rovniceg(8.39) méa pro kazce = € R" a kazdou funkcif € G([a, b], R™)
zleva spojitou nga, b] jedineéfeSen = na [a, b]. TotofeSen je dano formul

x(t):X(t)5+X(t)</tYdf) pro t € [a, b]. (8.77)

a

D Ukaz. Nechtz €eR" a necht f € G([a,b],R") je zleva spojid na (a,b].
Podle \éty/8.45ma rovnice B.39 jediné feSeri = na [a, b]. Formuli (8.70) ma-
Zeme pepsat ve tvaru

o) = XO 7+ (70~ @) = x0) [ 9061 (706 - 1)),
kde X~1(s)=U(a, s) pro s € [a, b]. Vzhledem k definici8.76) mame
X 1s)=Y(s)—ATX(s) prosca,b).
Podle lemmatis.35je tedy pro kddé ¢ € [a, b]
[ A9 (56~ 1)
= [ )] (60~ @) - 57X0 (1)~ £(0).
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Protaze f je zleva spojié na(a,b] aY je zprava spoji nafa, b), integraé per-
partes (eta6.3€6) dostaneme pro Kaé t € [a, b]

o) = X(@F + () - @) ~X0) ([ dIX 9] (76) - fi))
= X()7 - (1)~ J(@) + x() [ Y

a

+X () ATXTHE) (f(1) = fla) = X@O) Y (1) (f(t) = f(a))-

Konecneé, protde pro kadé ¢ € [a, b]

X)) ATX ) (f() — fla) = X (@)Y (t) (f(t) — f(a))
= X(t) (X7M(t+) — X7H) (F()—f(a)) — X (&) X' (t+) (F(H)—f(a))
= —(f(t) - f(a)),

dostivame konéne (8.77). O

nagiklad okrajowe Glohy, ve kteych se hled funkce, kted sphuje na intervalu
[a,b] rovnici (8.59 a navc i néjake dodaténé podnminky, nagiklad dvoubodo@
podminky M z(a)+ N z(b) =0, kde M, N € Z(R"). To je ale & jiny pfibéh,
ktery se do tohoto textu, stegnjakofada dadich tmat, jako jsou souvislosti s
funkcioralné-diferencalnimi rovnicemi, dynamicimi sysémy na tzvcasoych
Skalach time scaley aplikace nallohy s impulsy a d&i, uz opravdu nevejde.
Jako dophkovou literaturu k éto kapitole 1ze dopofit nagiklad monografie
[12], [27], [49], [59] neboclanky [1], [7], [39], [51], [52)].
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