3.5 Relativisticka kineticka teorie

Zvoleny pozorovatel muze kinetickou teorii v podobé, ve které jsme ji formulovali v kapitole 3.1,
aplikovat z pohledu své vztazné soustavy i na plyn sloZeny z relativistickych éastic (viz napf.
odstavec 3.1.3). Jestlize se vSak budeme zabyvat vztahy mezi veliéinami naméfenymi ruznymi
inercidlnimi pozorovateli, pak pfedpoklady galileovské grupy transformaci (tj. absolutni ¢as, inva-
riantnost prostorového i hybnostniho objemu a pouhé posunuti v prostoru hybnosti, které jsme
pouzivali napt. pfi vyjadfeni (3.11) tenzoru napéti vuéi vztazné soustavé pomoci jeho slozek ve
vlastni soustavé plynu) budou omezovat pouzitelnost klasické teorie na pfipad nerelativistického
plynu a nerelativistickych rychlosti vztaznych soustav. Chceme-li vybudovat lorentzovsky invari-
antni kinetickou teorii pouzitelnou v ramci specialni a tim spise i obecné teorie relativity, musime
revidovat zavedeni zakladnich pojmu pocinaje fazovym prostorem. S jejich pozitim pak mtzeme
odvodit dynamické vztahy pro rozdélovaci funkci a jejich dusledky jako jsou (zafiva gravito-) mag-
netohydrodynamika.

3.5.1 Fazovy prostor

Necht V' je prostorocas s pseudo-riemannovskou metrikou g (se signaturou —+,+,+). Metrika g
definuje na V lorentzovsky invariantni ¢tyf-objem

n=d*V =+/—|g|dz" Ada' Ada® Ada? = dt A dPV, (3.191)
kde (20,21, 22, 23) jsou soufadnice v libovolné mapé a |g| je determinant matice kovariantnich
slozek g (takze v libovolné ortonormalni bazi dz* je |g| = —1). Tii-objem

ny = d*V = (d*V.U) (3.192)

meéfeny pozorovatelem se Ctyf-rychlosti U a vlastnim casem ¢ se transformuje pfi prechodu k
¢arkovanému pozorovateli

dt nu
31,/ _ 31/
T#i-objem tedy lorentzovsky kontrahuje v opaéném poméru (daném v = (1 — v2/c?)~/?) nez ve
kterém casovy interval dilatuje, zatimco prostorocasovy ¢tyf-objem zustava lorentzovsky invari-
antni.
Na te¢ném prostoru T, hybnosti (p°, p,p?,p?®) ¢astic v daném bodé x definuje g &tyi-objem
hybnosti

(3.193)

7w =d*P = \/—|g|dp® A dp' A dp? A dp®. (3.194)

Ten je opét lorentzovsky invariantni, i kdyZ jeho projekce do U a kolmé nadroviny (tj. do ¢asové
a prostorovych slozek z hlediska zvoleného pozorovatele) nejsou invariantni. Pokud se zabyvame
pouze casticemi s danou klidovou hmotnosti m, jejichz ¢tyf-hybnosti splnuji relaci

0= ¢(p) =p* +m?, (3.195)

poptipadé jinou, napt. disperzni relaci, pak se prostor hybnosti redukuje na tzv. hmotovou slupku
Ty, tj. tfidimenziondlni podvarietu variety T, ve které mizeme jako soufadnice pouzit napf.
prostorové (z hlediska zvoleného pozorovatele) slozky p a ¢asovou slozku vyjad¥it jako jejich funkei
p° = p%(p?) (zpravidla se omezujeme na p® > 0, viz obr. 3.5a). Lorentzovsky invariantni tii-objem
7y na Ty (indukovany metrikou g) dostaneme ztZenim d* P s jednotkovym vektorem kolmym k T,
takze

do

d*P = —— Ay, 3.196
g "7 (3199)
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Obrazek 3.5: a) Soufadnice na hmotové slupce. b) Fazové trajektorie ¢astic padajicich radidlné na
¢ernou diru.

V konkrétnim tvaru rovnice (3.195) vychézi
o = v/—lgl—dp* A dp? A dp®. (3.197)
Po
Relativistickym zobecnénim fazového prostoru je te¢ny bundle M = {(z,p)|z € V,p € T} (viz

definice 7 na str. 63) s metrikou
_ (90
G = ( 0 ) (3.198)

QO = dVadP= (3.199)
= —|g|dz® Adxt Ada® Adxd A dp® Adpt A dp® A dp? =
= —dz" Adat Ada® Ada® Adpo A dpy A dps A dps.

a osmi-objemem

Pro ¢éastice spliiujici relaci (3.195) je fazovym prostorem hmotové slupka My jako sedmidimenzio-
nalni podvarieta M s invariantni mirou

Qp =d*'V ATy (3.200)

3.5.2 Liouvilleuv teorém a Boltzmannova rovnice

Ve fazovém prostoru M definuji pohybové rovnice jedné c¢astice
g
dw

kde ¢ = (2%, 2%, 22, 23, p°, pt, p?, p?), jednoparametrickou grupu pohybovych transformaci, tj. fazo-

vych trajektorii parametrizovanych afinnim parametrem w. Fazovy objem (2 je viéi tomuto pohybu
invariantni, pokud Liouvilleuv operdtor L = % spliiuje tzv. Liouvilleuv teorém

2(¢), (3.201)

divL =0 (3.202)
Pak totiz (podle (A.87), (A.86) a (A.60))

%/DQ:/D;QLQ:/DCZ(L.W:/D(divL)on, (3.203)
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kde D = D(w) C M je libovolnd oblast (pficemz mira €2 je ddna metrikou a divergence odpovidajici
metrickou konexi). V tomto pfipadé je mira

w = (L.Q) (3.204)

invariantni mirou udavajici hustotu fazovych trajektorii protinajicich libovolnou sedmidimenzion&l-
ni nadplochu (napt. vlastni fazovy prostor I' = {(z,p) € M|(U-) = 0} pozorovatele nebo soustavy
pozorovatel se ¢tyfrychlosti U), nebot

R T gy 3209

Potom muzeme také definovat invariantni rozdélovaci funkci f na M jako hustotu fazovych tra-
jektorii obsazenych ¢asticemi tak, Ze pocdet ¢astic N(I') naméfenych pozorovatelem v jeho fizovém
objemu [ ny Ad*P je

N(T) = /F fo. (3.206)

Pohybova rovnice pro vyvoj f v dusledku pohybu (3.201) a popfipadé i srézek je tzv. Boltzmannova
rovnice

ow

L(f) = <5—f) ; (3.207)

kde srazkovy ¢len na pravé strané udava lorentzovsky invariantni fazovou hustotu ¢astic vznikaji-
cich minus zanikajicich v daném elementu fazového objemu,

/D (?—i)CQ:N(F)—N(F')Z/anw:/Dd(f(L.Q)):/DL(f)Q. (3.208)

Srézkovy &len (%) _ miize byt opét vyjédfen jako multilinesni funkeiondl f integraci pres hybnosti
pocatecnich a koncovych stavu ostatnich ¢astic ticastnicich se srazky.

Pohyb (3.201) spliiuje Liouvilleuv teorém (3.202) pokud jde o pohyb hamiltonovsky, tj.

dz* OH (z",py)
L, = - TP 3.209
dw ap, ( )
_ dpb _ aH(wnap)\)
PeT dw ozt ’
nebot pak je
0 0 0’H 0*H
divb=2 = — L, +—L, = — =0. 3.210
v I dxt * Op, ' Oxtdp, Op, Ozt ( )

Liouvilletiv teorém je tedy splnén v dilezitych pfipadech geodetického pohybu v obecné teorii
relativity nebo pro pohyb nabitych ¢astic v elektromagnetickém poli.

3.5.3 Makroskopické veli¢iny a jejich dynamické vztahy

Podobné jako v nerelativistické kinetické teorii, urcuje i nyni rozdélovaci funkce f hodnoty lokéalnich
i globalnich makroskopickych veli¢in charakterizujicich vlastnosti celého souboru ¢astic popsaného
funkci f. Analogicky zavedeni hustoty ¢astic, hustoty hybnosti a tenzoru napéti v odstavci 3.1.1
nebo 3.1.3, mohou byt prostorocasové hustoty ¢ riznych tenzorovych velicin @ typu 77 déany
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jako soucet prispévku od vSech obsazenych hybnostnich stavii v ptislusné udalosti, tj. integralem
pFislusné velic¢iny Q stfedované s vahou f pres d*P, resp. pfes hmotovou slupku T

q= /Qfd4p. (3.211)

Nékteré veli¢iny jako napf. entropie zavedena v odstavci 3.3.1 mohou byt dany i nelinearni zavislosti
na rozdélovaci funkci f. Z Boltzmannovy rovnice (3.207) pak pro tyto veli¢iny vyplyvaji zdkony
zachovani, resp. jiné dynamické vztahy.

Vynésobme rovnici (3.207) napfiklad skalarni funkci Q(f, z, p) na fdzovém prostoru, kterd muze
byt zavisla i na rozdélovaci funkci f a implicitné i na nékterych parametrech popisovanych ¢astic
(napf. na jejich ndbojich razného typu), a integrujme ji pfes oblast fazového prostoru D = Dy x Dp,
ktera je direktnim souéinem (libovolné malé) oblasti Dy prostorocasu a oblasti Dp na prostoru
4-hybnosti (polomér této oblasti na te¢ném fibru pujde naopak limitné do nekone¢na). Analogicky
rovnici (3.208) plati

| attam) <5—>ﬂ | arzprne= [ oo~ [ e, @)

ow
Protoze povrch oblasti D se sklada ze dvou ¢asti,
0D = (8DV X Dp) U (DV X aDp) , (3213)

muZeme prvni z integrali upravit

[ rreueme = [ dagowe)= [ sowe) -

D D oD
/ fQ(L.A*V)d*P + / fQ(L.d*P)d*V . (3.214)
8Dy JDp

Dy JODp

Druhy ¢len na pravé strané vymizi, jestlize rozdélovaci funkce f klesa k velkym hodnotam slozek
hybnosti mnohem rychleji nez roste @ (i v pfipadé zavislosti @ na f) a velikost 0D p. Zavedeme-li
prostorocasovy vektor .J hustoty 4-proudu veli¢iny @ tak, aby?’

(J.dWV) = fQ(L.dA*V)d*P, (3.215)
Dp

pak dostédvame
/L(fQ)d4VAd4P= (J.d4V>:/ d(J.d4V):/ (div.J)d*V . (3.216)
D 0Dy Dy Dy

Protoze rov. (3.212) m4 platit pro libovolnou oblast Dy, musi v kazdé udalosti platit rovnice
kontinuity toku J i v diferencidlnim tvaru

(div.J) — fL(Q)d*P = Q(f,x,p) <5—f) d*P . (3.217)

Dp Dp ow

29Prostorodasova &ast Lye -2 vektoru L na teéném bundlu je ptritom obecné funkci hybnosti p.

oxt
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3.5.4 Lokalné dynamicky symetrické rozdéleni

V kapitole 3.3 jsme odvodili, ze ve vlastnim klidovém systému plynu je v termodynamické rovnovéze
rozdélovaci funkce éastic funkci pouze energie ¢astic £ = F(p) méfené v tomto systému (a soufadnic
x). Jestlize nyni vime, Ze f je lorentzovsky invariantni, pak to znamena, Ze v obecné soustavé, vuci
niz mé lokaln{ vlastni klidova soustava plynu 4-rychlost U* = U*(x), musi byt rozdélovaci funkce
zévisla na 4-hybnosti pouze prostfednictvim soucinu p,U*. V termodynamické rovnovaze musi mit
f navic néktery z konkrétnich tvara (3.143) nebo (3.144) podle kvantové povahy popisovanych
castic. Jestlize vsak budeme mit jakékoliv rozdéleni tvaru

f = f(.%’, (pU(.T))) ) (3'218)

které nazveme lokalné dynamicky symetrické (tedy napf. bude energetické rozlozeni odlisné od
rovnovazného, bude vsak stéle izotropni), pak z Boltzmannovy rovnice pro dynamiku tohoto plynu
vyplyvaji silnd omezeni.
Piedevsim ze samotné podminky UU = —1 (tj. (2.4), kde nyni pro zjednoduseni vyraziu uzijeme
geometrické jednotky ¢ = 1) vyplyva
UU" =0, (3.219)

odkud pro 4-zrychleni
a"=0U"U" (3.220)

lokalnich pozorovatelu v klidu vié plynu dostdvdme podminku (2.5) kolmosti na 4-rychlost.
Zavedeme-li projektor do vlastniho prostoru téchto pozorovatel®

PR =UU"+ ¢'", (3.221)
muzeme s jeho pomoci kazdy 4-vektor X rozlozit na ¢asovou a prostorovou slozku
X' =-U"U,X")+ P X" (3.222)

rovnobéZnou a kolmou k U. Podobné kazdy tenzor X muZzeme rozloZit na ¢asovou, smiSenou
(prostorové-¢asovou) a prostorovou slozku

X = U US(UrXMU,) — (PLUSULXM + U UAPS XM) + P PE XM (3.223)
Pro kovariantni derivaci samotného U se tento vyraz vzhledem k (3.219) zjednodusi na
Ut = =P \UUM'U, + P4P",UM = —a'U" + U" P" (3.224)
1
= —aUS w40+ 0P, (3.225)
kde antisymetricky tenzor rotace (vorticity)
W = APl = glasl 4 gl (3.226)

a symetricky tenzor smyku (shear)

ey 1 , 1
ot = U PR — SUMPT = U 4 gl — S0P (3.227)

30Dosazenim se lze presvédéit ze P je skuteéné projektor
P LKP NA =P L)\

a ze jeho stopa P! = 3.
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jsou prostorové tenzory ve vlastnim klidovém systému plynu a
0=U", (3.228)

je skalar expanze.

Obecny mocninny moment rozdélovaci funkce je symetricky tenzor. V piipadé lokalné dyna-
micky symetrického rozdéleni, jehoz jedinym vyznaénym smérem je 4-rychlost U, musi byt ka-
7zdy moment zkonstruovan ze symetrizovanych tenzorovych sou¢ini U a g. Napf. tenzor energie-
hybnosti musi mit tvar linearni kombinace

T ~ (p'p"f) = A(x)U'U" + B(x)g"" (3.229)
a tenzor tietiho radu
QLK,A ~ <prI£p)\f> — W(:C)ULUKUA + -?)V(:C)U(LQKA) . (3230)

Z momentu Boltzmannovy rovnice pro plyn v metrickém poli vyplyva, Ze kovariantni 4-divergence
se musi rovnat momentu srazkového ¢lenu. Jestlize rozdélovaci funkce je dynamicky symetricka a
srazky mezi ¢asticemi tuto symetrii nenarusuji (napf. interakei s jingm druhem ¢éstic rozdélenych
nesymetricky), pak i srdzkovy ¢len musi byt lokdlné dynamicky symetricky a jeho momenty musi byt
také zkonstruovany z U a g. Konkrétné pro druhy moment Boltzmannovy rovnice tak dostavame
vztah

)
Q"> = (pp* (—5f) )~ X (2)URU> + Y (2)g"™ (3.231)
; 7).
ze kterého po dosazeni (3.230) vyplyva diferencidlni rovnice pro U

(W + WO U U + 2Wa"UN + (V + VO) g™ + 2V 0UY 2V TN = X (2)U U + Y (2)g"™ .
(3.232)
Rozlozenim této rovnice do casové, smiSené a prostorové slozky, a dale rozlozenim prostorové slozky
na jeji ¢ast s nulovou stopou a na stopu, dostaneme vztahy

W+Wo-3V-V0 = X-Y (3.233)
(V-W)a* = PV (3.234)
o =0 (3.235)
. )
V+Vo = V. (3.236)

Z rovnice (3.234) tedy vyplyva, Ze nutnou podminkou k tomu, aby plyn mohl byt lokélné dynamicky
symetricky (a specidlné tedy i v termodynamické rovnovéaze), je, Ze jeho zrychleni musi byt Gmérné
prostorové projekci gradientu jistého skaldru. Podobné podle (3.235) je nutnou podminkou také
nulovost smyku. Lze dokazat, ze dalsi nutnou podminkou je, ze plyn nemuze byt soucasné rotujici
a expandujici, tj. fw = 0.
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