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P. Hadrava

Astronomický ústav AVČR,
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1.1.4 Momentové rovnice a hydrodynamická aproximace . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1.5 Magnetohydrodynamika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Kapitola 1

Základy teorie plazmatu

Tato kapitola shrnuje látku přednesenou autorem v zimńım semestru 2013/2014 v rámci přednášky
NTMF020 “Základy teorie plazmatu”. Daľśı část tohoto předmětu tvoř́ı přednášky dr. R. Pánka.

1.1 Kinetický popis plazmatu

Plazma je silně ionizovaný plyn. Pro vzájemnou interakci částic plazmatu i chováńı plazmatu jako
celku je proto d̊uležitá elektromagnetická interakce, předevš́ım p̊usobeńı vněǰśıho nebo kolektivńıho
magnetického pole, zároveň však i interakce se zářeńım. Pro velmi ř́ıdké plazma lze dynamiku
plazmatu do značné mı́ry odvodit z pohybových rovnic nabitých částic ve vněǰśım poli. Při vyšš́ıch
hustotách nabývá na d̊uležitosti kolektivńı chováńı částic,1 k jehož matematickému popisu je třeba
už́ıt statistických metod kinetické teorie. Z té lze užit́ım zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u odvodit
i magnetohydrodynamické rovnice, jak ukážeme v této podkapitole.

1.1.1 Kinetická rovnice

Vyšetřujme nejprve pravděpodobnost obsazeńı f i v systému s konečným počtem stav̊u {i|ni=1}
(např. excitačńı stavy elektronu v atomu vod́ıku). Pro časový vývoj obsazeńı stav̊u nekvantového
systému2 plat́ı tzv. kinetická rovnice

d

dt
f i =

∑

j

(Pjif
j − Pijf

i) , (1.1)

kde Pij je pravděpodobnost přechodu systému ze stavu i do stavu j za jednotku času. V d̊usledku
symetrie kvantově mechanického popisu v̊uči inverzi času plat́ı (pro přechod mezi elementárńımi
kvantovými stavy) princip vratnosti

Pij = Pji , (1.2)

a v d̊usledku zachováńı energie (a tedy homogenity v čase) jsou možné přechody pouze mezi stavy
se stejnou energíı Ei,

Pij ∼ δ(Ei − Ej) . (1.3)

1V užš́ım smyslu slova bývá plazma definováno právě jako kvazineutrálńı plyn dominovaný kolektivńım chováńım.
V reálném vesmı́ru ovšem neńı ostrá hranice mezi plazmatem a daľśımi stavy látky a v chováńı plazmatu často hraj́ı
podstatnou roli i daľśı procesy.

2V odstavci 1.2.2 se budeme zabývat modifikaćı tohoto vztahu pro kvantový př́ıpad fermionové nebo bosonové
povahy systému. To může být d̊uležité např. pro volné stavy elektron̊u v plazmatu. Pro diskrétńı stavy ovšem
zpravidla předpokládáme jediný elektron v poli jádra, resp. statistiku excitaćı vzájemně nezávislých iont̊u.
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To plat́ı pro izolovanou soustavu. Pokud je soustava v interakci s vněǰśı soustavou (‘tepelným
rezervoárem’; např. s kinetickými stupni volnosti okolńıch vod́ıkových atomů, nebo s polem zářeńı)
popsanou obsazovaćımi č́ısly F k ve svých stavech, muśıme vyj́ıt z rovnicexi (1.1) pro sjednoceńı
obou podsoustav

d

dt
(f iF k) =

∑

jl

(Pjl,ikf jF l − Pik,jlf
iF k) . (1.4)

Pouze pro toto sjednoceńı nyńı plat́ı vratnost i zachováńı energie (Pik,jl = Pjl,ik ∼ δ(Ei + Ek −
Ej − El)). Jestliže rezervoár můžeme považovat za stacionárńı, d

dt
F k = 0, pak vystředováńım

rov. (1.4) přes rozděleńı F k dostaneme formálně opět rov. (1.1), kde ovšem pravděpodobnosti
přechodu sledované podsoustavy

Pji ≡

∑

kl Pjl,ikF l

∑

m Fm
, Pij ≡

∑

kl Pik,jlF
k

∑

m Fm
, (1.5)

samostatně nesplňuj́ı ani (1.2) ani (1.3). Pokud naše sledovaná soustava interaguje současně s v́ıce
vněǰśımi soustavami (např. opět excitačńı stupně volnosti se zářeńım i srážkově s nalétávaj́ıćımi
částicemi), můžeme celkové pravděpodobnosti přechodu zapsat jako součet př́ıspěvk̊u od jednot-
livých proces̊u (Pij = P rad

ij + P col
ij ).

Rovnice (1.1) můžeme integrovat v čase, přičemž vycháźıme ze zvolených počátečńıch podmı́nek.
Výsledkem integrace je exponenciálńı relaxace do stavu, v němž maj́ı všechny stavy (mezi nimiž
může docházet k přechod̊um a maj́ı tedy stejnou energii ev. daľśı zachovávaj́ıćı se veličiny) stejné
obsazeńı. Např. pro dvou-stavový systém má kinetická rovnice (1.1) tvar

d

dt

(

f1

f2

)

=

(

−P P
P −P

)(

f1

f2

)

(1.6)

a jej́ı časové řešeńı

(

f1

f2

)

(t) =
1

2

(

f1 + f2

f1 + f2

)

t=0

+
1

2
exp(−2Pt)

(

f1 − f2

f2 − f1

)

t=0

. (1.7)

Cvičeńı 1 Napǐste a vyřešte kinetickou rovnici pro troj-stavový systém, ve kterém pravděpodobnosti
přechod̊u P23 = 0 < P13 = εP12. Diskutejte př́ıpad ε ≪ 1.

Můžeme tedy hledat stacionárńı řešeńı kinetické rovnice, d
dt

f i = 0, ke kterému by měly stavy
asymptoticky konvergovat. V tom př́ıpadě se kinetická rovnice redukuje na soustavu lineárńıch
algebraických rovnic statistické rovnováhy

0 =
∑

j

(Pjif
j − Pijf

i) . (1.8)

Tato soustava je homogenńı a protože vzhledem ke svému fyzikálńımu smyslu má mı́t netriviálńı
řešeńı, muśı být singulárńı (což vyplývá i z rov. (1.2)). Proto k ńı muśıme doplnit normovaćı
podmı́nku, např.

∑

i

f i = 1 . (1.9)

Jak si ukážeme v odstavci 1.3, v termodynamické rovnováze je obsazeńı jednotlivých stav̊u
dáno jistými funkcemi jejich energie, parametrizovanými teplotou. Rovnovážnému rozděleńı se stej-
nou teplotou muśı odpov́ıdat všechny vzájemně interaguj́ıćı stupně volnosti všech částic. Jestliže
některý z nich má odlǐsné rozděleńı, může zp̊usobit odchylky od rovnováhy i ostatńıch stupň̊u
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volnosti. Pokud pravděpodobnosti přechod̊u mezi r̊uznými stavy jistého podsystému jsou mno-
hem větš́ı než jeho interakce s ostatńımi (např. nerovnovážnými) podsystémy, může se ustavit
jeho vnitřńı rozděleńı velmi bĺızké rovnovážnému s takovou teplotou, při které je splněna jeho
energetická rovnováha s ostatńımi podsystémy. Takový předpoklad může podstatně sńıžit počet
neznámých v soustavě kinetických rovnic a t́ım zjednodušit jej́ı řešeńı. Pro stavy, jejichž inter-
akci s nerovnovážnými podsystémy nelze zanedbat, je třeba vyjádřit všechny pravděpodobnosti
přechod̊u (tzv. ‘rate(s)’) a řešit pro ně kinetické rovnice.

Př́ıkladem mohou být hvězdné atmosféry, kde srážky mezi kinetickými stupni volnosti zpravidla
dosti dobře zabezpečuj́ı ustaveńı termodynamické rovnováhy s kinetickou teplotou, která je ovšem
závislá na hloubce v atmosféře (tzv. lokálńı termodynamická rovnováha, LTE). Naproti tomu
zářeńı je spektrálně i směrově odlǐsné od Planckova rovnovážného zářeńı černého tělesa, protože
z hlubš́ıch vrstev s vyšš́ı teplotou přicháźı tepleǰśı a z vněǰśıch vrstev chladněǰśı zářeńı a tyto
odchylky jsou větš́ı ve frekvenćıch, ve kterých má atmosférický materiál menš́ı opacitu a tedy
větš́ı středńı volnou dráhu foton̊u. Excitačńı stupně volnosti interaguj́ı srážkově s kinetickými
stupni volnosti, č́ımž se jejich rozděleńı přibližuje LTE, ale současně zářivé přechody (zejména
v nejsilněǰśıch čarách) mohou tuto rovnováhu narušovat a zp̊usobovat NLTE (‘non-LTE’) rozděleńı
předevš́ım základńı a nejnižš́ıch excitovaných hladin vzhledem ke kontinuu a jeho kinetické teplotě.
Protože prostřednictv́ım přeskok̊u do těchto nerovnovážných hladin se také vyměňuje energie mezi
kinetickými stupni volnosti a zářeńım, může výsledek řešeńı NLTE podstatně ovlivnit i prostorovou
závislost teploty těch stupň̊u volnosti, které v LTE jsou.

Ještě extrémněǰśım př́ıpadem je statistická rovnováha okolohvězdné a mezihvězdné hmoty, kde
d́ıky ńızké hustotě a tedy malému vzájemnému rušeńı maj́ı ionty velký počet diskrétńıch hladin.
Jejich obsazeńı je dominováno interakćı se zářeńım centrálńıch (pro planetárńı mlhoviny) či okolńıch
hvězd. Toto zářeńı mı́vá spektrum odpov́ıdaj́ıćı teplotám řádu 104K, ale d́ıky velkému zředěńı
hustotu odpov́ıdaj́ıćı teplotám řádu pouze 101±1K. V rovnici statistické rovnováhy proto zpravidla
převažuj́ı členy fotoinizace ze základńı (nejpopulovaněǰśı) hladiny, rekombinace do vyšš́ıch hladin
a deexcitace, tj. postupné kaskádováńı zpět do nižš́ıch hladin.

1.1.2 Ionizačńı rovnováha a Debyovské st́ıněńı

I když plazma může být i v nerovnovážném stavu, předpoklad termodynamické rovnováhy často
umožňuje alespoň přibližně popsat jeho vlastnosti. Předpokládejme tedy, že částice plazmatu ob-
sazuj́ı diskrétńı stavy (např. vnitřńı stupně volnosti) i spojité (např. kinetické) stupně volnosti
s pravděpodobnost́ı danou Boltzmannovým rovnovážným rozděleńım f ∼ exp(−E/kT ), kde E je
energie stavu, k je Boltzmannova konstanta a T je teplota, která rozděleńı parametrizuje.3

Z tohoto předpokladu můžeme odvodit např́ıklad středńı hustotu rozděleńı kladně i záporně
nabitých částic v okoĺı každé zvolené nabité částice. Hustota nq částic s nábojem q ve vzdálenosti
r od zvolené částice je tedy

nq(r) = nq0 exp

(

−
qφ(r)

kTq

)

≃ nq0

(

1 −
qφ

kTq

+ o(φ2)

)

, (1.10)

kde nq0 je středńı hustota a Tq teplota těchto částic a φ(r) je elektrostatický potenciál. Ten je
řešeńım Poissonovy rovnice

∇2φ ≡
1

r2

d

dr
(r2 dφ

dr
) = 4π

∑

q

qnq ≃ −4π

(

∑

q

q2nq0

kTq

)

φ . (1.11)

3Speciálńım př́ıpadem je Maxwellovo rozděleńı rychlost́ı v částic, které dostaneme pro kinetickou energii částic
E = mv2/2, nebo barometrická formule pro potenciálńı energii částic E = mϕ.
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V úpravě této rovnice jsme využili předpokladu kvasineutrality plazmatu
∑

q qnq0 = 0 a zanedbali

jsme členy nelineárńı ve φ. Řešeńı této rovnice má tvar4

φ =
Q

r
exp

(

−
r

λD

)

, (1.12)

kde

λ−2
D = 4π

∑

q

q2nq0

kTq

(1.13)

udává tzv. Debye̊uv st́ıńıćı poloměr λD, na škále jehož velikosti je exponenciálně tlumen coulom-
bický potenciál náboje Q zvolené částice.5

Aby mohly být užity postupy tohoto statistického výpočtu, muśı být splněna podmı́nka, že
uvnitř objemu o velikosti λD se nacháźı velký počet nabitých částic, čili že tzv. plazmový parametr

Λ ≡
∑

q

nq0λ
3
D ≫ 1 . (1.14)

Výpočet relativńıho obsazeńı diskrétńıch (např. excitačńıch) i spojitých stav̊u (ve fázovém pro-
storu) v rovnováze pomoćı Boltzmannova rozděleńı je př́ımočarý. Při výpočtu ionizačńı rovnováhy
ovšem muśıme vzájemně porovnávat počty elementárńıch kvantových diskrétńıch i spojitých stav̊u.
Fázový prostor tedy muśıme kvantovat pomoćı relaćı neurčitosti, abychom dostali spočetnou (stále
však nekonečnou) množinu elementárńıch stav̊u o fázovém objemu d6Γ = d3xd3p ≃ h3. V př́ıpadě
jednoduchého Bohrova modelu atomu vod́ıku (a podobně i pro složitěǰśı atomy) je nekonečný také
počet vázaných stav̊u, v nichž maj́ı elektrony nižš́ı energii a tedy větš́ı pravděpodobnost výskytu
než ve volných ionizovaných stavech. To by ovšem platilo pouze pro atom osamocený v celém
vesmı́ru. Ve vyšš́ıch hladinách jsou vlnové funkce prostorově rozlehleǰśı a proto jsou v reálném
plynu či plazmatu rušeny okolńımi částicemi. Faktický počet hladin je tedy konečný a muśı být
omezen v závislosti na hustotě částic. Alternativńı zp̊usob odhadu počtu stabilńıch hladin je založen
na řešeńı Schrödingerovy v debyeovsky st́ıněném potenciálu, v němž je počet vázaných stav̊u redu-
kován v závislosti na velikosti st́ıněńı. V poruchovém přibĺıžeńı maj́ı vyšš́ı hladiny pozitivńı energii
a jsou tedy nestabilńı.

1.1.3 Boltzmannova rovnice

Předpokládejme, že plyn se skládá z velkého počtu (N) částic jednoho druhu, jejichž stav je popsán
souřadnicemi xi a hybnostmi pi (i = 1, 2, 3). Stav plynu lze potom popsat tzv. jednočásticovou
rozdělovaćı funkćı f = f(t, xi, pi) udávaj́ıćı počet částic v jednotkovém objemu fázového prostoru

d6N = f(t, xi, pi)d
3xd3p . (1.15)

Za jednotku fázového objemu můžeme zvolit objem elementárńıho kvantového stavu (d6Γ =
(dxdp)3 ∼ h3) a f potom bude znamenat pravděpodobnost obsazeńı stavu.

Z jednočásticové rozdělovaćı funkce f můžeme vypoč́ıtat některé makroskopické veličiny charak-
terizuj́ıćı plyn. Z nich nejd̊uležitěǰśı jsou hustota částic n (hmoty ρ), hustota hybnosti π (rychlost

4Shodný tvar má také Yukawův potenciál v jaderné fyzice.
5V literatuře se někdy traduje chybné tvrzeńı, že k debyeovskému st́ıněńı přisṕıvaj́ı pouze elektrony, protože

ionizované atomy jsou těžké a málo pohyblivé. Rovnovážné řešeńı ovšem nezáviśı na tepelné rychlosti r̊uzných částic
a z kvadratické závislosti na q je zřejmé, že jednou ionizované atomy přisṕıvaj́ı ke st́ıněńı stejně a v́ıcekrát ionizované
atomy dokonce ještě v́ıce než elektrony.
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v) a složky tenzoru napět́ı T (v̊uči souřadnicové soustavě, resp. τ v̊uči vlastńı klidové soustavě
plynu), tj. složky tenzoru energie-hybnosti, které jsou dány jako momenty f

n = ρ/m = 〈f〉 ≡

∫

fd3p (1.16)

πi = ρvi = 〈pif〉 ≡

∫

pifd3p (1.17)

mT ij = m(ρvivj + τ ij) = 〈pipjf〉 ≡

∫

pipjfd3p , (1.18)

kde m je hmotnost jedné částice. Ze stopy tenzoru napět́ı můžeme vypoč́ıtat i hustotu kinetické
energie (nerelativistických částic)

ε =
1

2
Tr(T ) =

1

2
ρv2 + ε0 = 〈

1

2m
pipif〉 ≡

∫

p2

2m
fd3p , (1.19)

kde ε0 = 1
2

∑

i τ ii je hustota tepelné energie.
Všimněme si, že zat́ım co veličiny n, ρ, π a T jsou lineárńı funkcionály rozdělovaćı funkce f ,

veličiny v a τ častěji už́ıvané v hydrodynamickém popisu (mı́sto π a T ) jsou nelineárńı.

Pohyb každé částice lze popsat trajektoriemi x = x(t), p = p(t) ve fázovém prostoru (viz např.
obr. 1.1.a). Jestliže částice nemohou s časem vznikat ani zanikat a jestliže plat́ı tzv. Liouville̊uv
teorém6

1

Γ

dΓ

dt
=

3
∑

i=1

(

∂ẋi

∂xi
+

∂ṗi

∂pi

)

= 0 , (1.20)

tj. fázový objem je invariantem pohybu, pak je také f invariantem pohybu a plat́ı pro něj be-
zesrážková Boltzmannova rovnice

df

dt
≡

∂f

∂t
+

dxi

dt

∂f

∂xi
+

dpi

dt

∂f

∂pi

= 0 . (1.21)

Speciálńım, ale přitom dosti obecným, př́ıpadem kdy plat́ı Liouville̊uv teorém (1.20) je př́ıpad
hamiltonovského pohybu popsaného kanonickými pohybovými rovnicemi

dxi

dt
=

∂H

∂pi

,
dpi

dt
= −

∂H

∂xi
. (1.22)

Pak totiž
1

Γ

dΓ

dt
=

3
∑

i=1

(

∂ẋi

∂xi
+

∂ṗi

∂pi

)

=
3
∑

i=1

(

∂2H

∂pi∂xi
−

∂2H

∂xi∂pi

)

= 0 . (1.23)

Boltzmannovu rovnici (1.21) lze v tom př́ıpadě zapsat také pomoćı Poissonových závorek

∂f

∂t
− [H, f ] = 0 . (1.24)

6 Při jednoparametrické grupě transformaćı ξ = ξ(t, ξ0) v N -dim prostoru se totiž objem Γ =
∫

dN ξ =

∫

| ∂ξ
∂ξ0

|dN ξ0 měńı Γ̇ =
∫

d
dt
| ∂ξ
∂ξ0

|dN ξ0 =
∫

lim∆t→0

|
∂ξ(t+∆t)

∂ξ(t)
|−|1|

∆t
|
∂ξ(t)
∂ξ0

|dN ξ0 =
∫
∑N

i=1
∂ξ̇i

∂ξi |
∂ξ
∂ξ0

|dN ξ0 =
∑N

i=1
∂ξ̇i

∂ξi Γ (viz spec. rov. (??) a pro relativistické zobecněńı rov. (??) ).
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a)
p

x

b)

x

x

t

p

Obrázek 1.1: Fázové trajektorie. Jednorozměrný pohyb a) neinteraguj́ıćıch částic ve vněǰśım poli
potenciálové bariéry Φ(x) = −x2, b) volných částic interaguj́ıćıch Φint.(xA − xB) = (xA − xB)−2.

Pohyb každé částice je obecně určen jednak p̊usobeńım vněǰśıch poĺı ale i vzájemnou interakćı
s ostatńımi částicemi plynu. Hamiltonián každé částice je tedy závislý i na stavech ostatńıch částic
a pohybové rovnice (1.22) všech N částic jsou vzájemně svázané. V tom př́ıpadě je invariantńı
pouze fázový objem d6NΓ v prostoru stav̊u celého systému N částic a mı́sto rovnice (1.24) plat́ı
pouze rovnice

∂fN

∂t
− [HN , fN ] = 0 , (1.25)

pro N -částicovou rozdělovaćı funkci fN = fN (x1, ..., xN , p1, ..., pN , t) reprezentuj́ıćı pravděpodob-
nost výskytu celého systému v daném stavu, resp. počet systémů z nějakého velkého souboru
systémů, které jsou v daném stavu. Pro K částic (K = 1, ..., N − 1) můžeme zavést K-částicovou
rozdělovaćı funkci

fK(x1, ..., xK , p1, ..., pK , t) =

∫

fN (x1, ..., xN , p1, ..., pN , t)
N
∏

i=K+1

d3xid
3pi , (1.26)

vyjadřuj́ıćı pravděpodobnost jejich výskytu v jistém stavu z 6K-dimenzionálńıho podprostoru pro-
storu stav̊u všech částic bez ohledu na stav zbývaj́ıćıch N − K částic (předpokládáme implicitně,
že všechny částice jsou stejného druhu a záměna stav̊u každé dvojice je nerozlǐsitelná).

Hamiltonián HN můžeme zpravidla považovat za součet jednočásticových hamiltonián̊u H1

jednotlivých částic pohybuj́ıćıch se nezávisle ve vněǰśıch a kolektivńıch poĺıch a dvoučásticových
(popř́ıpadě několika málo v́ıce částicových) interakčńıch hamiltonián̊u Φ, vyjadřuj́ıćıch vzájemnou
interakci pro každou dvojici částic

HN (x1, ..., xN , p1, ..., pN ) =

N
∑

i=1

H1(xi, pi) +
∑

i<j

Φ(xi, xj , pi, pj) . (1.27)

Vyintegrováńım rovnice (1.25) přes stavy částic i = K +1, ..., N (analogicky definici (1.26)) dosta-
neme pohybovou rovnici pro fK . Integraćı per partes

∫

[H1, fN ] dxidpi =

∫ (

∂H1

∂xi

∂fN

∂pi

−
∂H1

∂pi

∂fN

∂xi

)

dxidpi

=

∫ [

∂H1

∂xi

fN

]+∞

pi=−∞

dxi −

∫ [

∂H1

∂pi

fN

]+∞

xi=−∞

dpi = 0 (1.28)
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se lze přesvědčit, že př́ıspěvky jednočásticových hamiltonián̊u H1(xi, pi) pro i > K jsou nulové.
Analogicky se vyruš́ı i př́ıspěvky interakčńıch hamiltonián̊u Φi,j pro K < i < j. Všechny interakčńı
členy s pro i ≤ K < j jsou dohromady N − K násobkem členu s j = K + 1 a zbylé členy
jednočásticové i interakčńı s i, j ≤ K dávaj́ı analogicky (1.27) hamiltonián HK soustavy K částic.
Pohybová rovnice pro fK má tedy tvar

∂fK

∂t
− [HK , fK ] = (N − K)

K
∑

i=1

∫

[Φi,K+1, fK+1] d
3xK+1d

3pK+1 . (1.29)

Tyto rovnice pro r̊uzná K tvoř́ı tzv. hierarchii BBGKY.7 Prvńı rovnice z této soustavy

∂f1

∂t
− [H1, f1] = (N − 1)

∫

[Φ1,2, f2] d
3x2d

3p2 (1.30)

je analogicky (1.24) jednočásticová Boltzmannova rovnice na jej́ıž pravé straně však stoj́ı př́ıspěvek
dvojčásticové rozdělovaćı funkce. Pro tu plat́ı rovnice

∂f2

∂t
− [H2, f2] = (N − 2)

2
∑

i=1

∫

[Φi,3, f3] d
3x3d

3p3 , (1.31)

atd. Pravou stranu rovnice (1.30) lze chápat rovněž jako změnu jednočásticové rozdělovaćı funkce
v d̊usledku vzniku nebo zániku částice v daném stavu v d̊usledku jej́ı interakce (srážky) s ostatńımi
částicemi. Mezi srážkami se každá částice pohybuje nezávisle na ostatńıch (viz obr.1.1.b – nahoře)
podle rovnic (1.22), kde hamiltonián je již závislý pouze na souřadnićıch dané částice (vněǰśı a ko-
lektivńı pole vstupuj́ı do hamiltoniánu pouze jako parametry) a tedy jednočásticový fázový objem
se zachovává. Srážka, jej́ıž pravděpodobnost je dána jednočásticovou rozdělovaćı funkćı druhé inter-
aguj́ıćı částice (pokud jsou stavy r̊uzných částic nezávislé, nebo dvojčásticovou rozdělovaćı funkćı,
pokud jsou jejich stavy korelované), se projev́ı jako přechod sledované částice na jinou fázovou
trajektorii (viz obr. 1.1.b – dole), tj. jako zánik částice na jej́ı p̊uvodńı trajektorii a vznik na nové
trajektorii (popř́ıpadě pouze zánik nebo pouze vznik, jestliže jde o nepružnou srážku či chemickou
reakci, při které se změńı typ vstupuj́ıćıch částic). Působeńı srážek je zahrnuto do Boltzmannovy
rovnice pomoćı tzv. srážkového členu na pravé straně, která vyjadřuje pravděpodobnost vzniku
částice (se záporným znaménkem též zániku),

∂f

∂t
+

dxi

dt

∂f

∂xi
+

dpi

dt

∂f

∂pi

=

(

δf

δt

)

c

. (1.32)

1.1.4 Momentové rovnice a hydrodynamická aproximace

Vypočteme-li momenty Boltzmannovy rovnice (1.32) v prostoru hybnost́ı, dostaneme parciálńı
diferenciálńı rovnice pro momenty definované rovnicemi (1.16) až (1.18). Odvod’me si tyto rovnice
pro jednoduchý př́ıpad částic ve skalárńım potenciálovém poli, kdy hamiltonián

H =
p2

2m
+ mΦ(x) , (1.33)

podle (1.22) tedy
dxi

dt
=

pi

m
,

dpi

dt
= −m

∂Φ

∂xi
, (1.34)

7Bogoljubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon – podrobněji viz [3].
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takže (1.32) má konkrétně tvar

∂f

∂t
+

pi

m

∂f

∂xi
− m

∂Φ

∂xi

∂f

∂pi

=

(

δf

δt

)

c

. (1.35)

Nultý moment (tj.
∫

d3p) této rovnice dává

∂n

∂t
+

1

m

∂πi

∂xi
=

(

δn

δt

)

c

, (1.36)

kde na pravé straně je moment srážkového členu definovaný analogicky (1.16), který udává č́ıselnou
hustotu částic vzniklých srážkami za jednotku času (což muśı být nula, pokud nedocháźı k che-
mickým reakćım). Integrál třet́ıho členu na levé straně rovnice (1.35) je nulový, protože je to
integrál derivace rozdělovaćı funkce f , která muśı j́ıt pro nekonečné p k nule, aby dávala konečnou
hustotu. Přeṕı̌seme-li tuto rovnici pomoćı rychlosti vi zavedené v (1.17), dostaneme známou rovnici
kontinuity

∂ρ

∂t
+ vi ∂ρ

∂xi
+ ρ

∂vi

∂xi
=

(

δρ

δt

)

c

. (1.37)

Prvńı momenty rovnice (1.35) dostaneme vynásobeńım pj a vyintegrováńım (tj.
∫

d3ppj)

∂πj

∂t
+

∂T ji

∂xi
+ ρ

∂Φ

∂xj
=

(

δπj

δt

)

c

. (1.38)

Třet́ı člen na levé straně jsme upravili integraćı per partes
∫

pj ∂f
∂pi

= −δj
i

∫

f , na pravé straně

je opět hustota hybnosti předaná srážkami za jednotku času (která muśı být nulová, jestliže
docháźı pouze ke srážkám mezi částicemi téhož druhu). Kombinaćı s rovnićı kontinuity (1.37)
odtud můžeme dostat pohybovou rovnici pro jednosložkový plyn ve tvaru obvykleǰśım v hydrody-
namice

ρ

(

∂vj

∂t
+ vi ∂vj

∂xi

)

+
∂τ ji

∂xi
+ ρ

∂Φ

∂xj
=

(

δπj

δt

)

c

− vj

(

δρ

δt

)

c

. (1.39)

Podobně pro druhé momenty rovnice (1.35) dostaneme (vyintegrováńım
∫

d3ppjpk/m) rovnici
pro složky tenzoru napět́ı

∂T jk

∂t
+

∂Qijk

∂xi
+ πj

∂Φ

∂xk
+ πk

∂Φ

∂xj
=

(

δT jk

δt

)

c

, (1.40)

kde na pravé straně je opět př́ıspěvek srážkového členu ke změně tenzoru napět́ı. Tato rovnice
obsahuje divergenci momentu vyšš́ıho řádu, a to toku složek tenzoru napět́ı (resp. energie, která je
úměrná jeho stopě)

Qijk ≡ m−2〈pipjpkf〉 . (1.41)

Jestliže tenzor Qijk přeṕı̌seme (analogicky (1.18)) pomoćı transformace do vlastńı klidové soustavy
plynu (v ńıž by měl hodnotu qijk)

Qijk = qijk + viτ jk + vkτ ij + vjτki + vivjvkρ , (1.42)

pak rovnici (1.40) můžeme užit́ım nižš́ıch momentových rovnic přepsat

∂τ jk

∂t
+

∂qijk

∂xi
+

∂(viτ jk)

∂xi
+ τki ∂vj

∂xi
+ τ ji ∂vk

∂xi
= (1.43)

=

(

δT jk

δt

)

c

+ vjvk

(

δρ

δt

)

c

− vj

(

δπk

δt

)

c

− vk

(

δπj

δt

)

c

.
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Momentové rovnice (1.36), (1.38), (1.40) a daľśı lze zapsat jednotně zavedeńım moment̊u

Mα = 〈pαf〉 =

∫

pαfd3p (1.44)

zobecňuj́ıćıch definice (1.16), (1.17), (1.18), (1.41) a daľśı, kde α je tzv. multi-index8, jehož norma
udává stupeň (řád) momentu. Obecný moment rovnice (1.35) má potom tvar

∂

∂t
Mα +

1

m

∂

∂xi
Mα+i + mαi ∂Φ

∂xi
Mα−i =

(

δMα

δt

)

c

, (1.45)

kde na pravé straně je př́ıslušný moment srážkového členu. Vid́ıme tedy, že každá momentová
rovnice vždy obsahuje i momenty vyšš́ıho řádu, takže tyto rovnice tvoř́ı nekonečnou soustavu
parciálńıch diferenciálńıch rovnic (ovšem v prostoru s nižš́ı dimenźı než p̊uvodńı Boltzmannova
rovnice, protože závislost rozdělovaćı funkce na hybnosti vlastně representujeme spočetnou po-
sloupnost́ı moment̊u, z nichž lze tuto funkci v principu zpětně rekonstruovat).

Aby soustava momentových rovnic byla uzavřená, muśıme některé z vyšš́ıch moment̊u apriorně
vyjádřit pomoćı nižš́ıch moment̊u. Můžeme např́ıklad učinit nejjednodušš́ı předpoklad, že f bude
dáno rovnovážným maxwellovským rozděleńım (srovnej rov. (1.121))

f = n(2πmkT )−
3
2 exp

(

−
(p − mv)2

2mkT

)

, (1.46)

kde výška a střed gausovské křivky jsou v souhlase s (1.16) a (1.17) dány ρ a v, které muśı
splňovat pohybové rovnice (1.37) a (1.39). Podle (1.18) je pro rozděleńı (1.46) tenzor napět́ı ve
vlastńı soustavě izotropńı, úměrný teplotě rozděleńı T ,

τ ij = δijP = δijnkT = δij 2ǫ

3
, (1.47)

kde P je tlak a ǫ je hustota tepelné energie. Teplota může být předem zadaná (např. určená
rovnováhou se zářeńım), nebo pro ni (resp. pro ǫ) ze stopy rovnice (1.43), kde tok tepla q = 0
v d̊usledku předpokladu (1.46), dostáváme rovnici energetické rovnováhy

(

∂

∂t
+ vi ∂

∂xi

)

ǫ +
5

3
ǫ
∂vi

∂xi
=

(

δǫ

δt

)

c

. (1.48)

Druhý člen na levé straně této rovnice udává změnu vnitřńı energie v d̊usledku práce vykonané
stlačováńım plynu proti jeho tlaku. Srážkový člen na pravé straně by byl nulový pro adiabatický

8Multi-index α je vektorový index (vektor s celoč́ıselnými složkami), pomoćı kterého můžeme definovat mocninu
pα vektoru p

pα =

3
∏

i=1

(pi)αi

.

Jeho norma je definovaná vztahem

|α| =

3
∑

i=1

αi .

Index i|3i=1 můžeme chápat současně jako jednotkový multi-index ve směru i, takže např.

pipα = pα+i .
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pohyb jednosložkového plynu, nebo může vyjadřovat př́ıspěvek výměny energie s ostatńımi složkami
nebo zářeńım — tento člen by v př́ıpadě zářivé rovnováhy musel dominovat. Podobně i ostatńı
složky rovnice (1.43) maj́ı význam kritéria oprávněnosti předpokladu (1.46) — srážkové členy
na pravé straně muśı být dostatečně dominantńı aby zajistily relaxaci odchylek od rovnovážného
rozděleńı zp̊usobovaných gradienty na levé straně.

Jestliže srážky nejsou dostatečně účinné aby zajistily platnost přibĺıžeńı (1.46), muśıme do
Boltzmannovy rovnice resp. jej́ıch moment̊u pravou stranu dosadit a poč́ıtat odchylky skutečné
rozdělovaćı funkce od (1.46). Skutečným tvarem srážkového členu se budeme zabývat v kapitole 1.2.
Pro ilustraci jeho vlivu na řešeńı Boltzmannovy rovnice však můžeme vystačit se zjednodušeným
‘BGK’- modelem (Bhatnagar, Gross, Krook [1], [5])

(

δf

δt

)

c

= −
f − f0

∆t
, (1.49)

kde ∆t je nějaký relaxačńı čas9 a f0 je rovnovážná rozdělovaćı funkce daná (v nerelativistickém
př́ıpadě) vztahem (1.46). Obecný moment tohoto srážkového členu má tvar

(

δMα

δt

)

c

= −
Mα − Mα

0

∆t
, (1.50)

takže např. v př́ıpadě jednosložkového plynu je jeho př́ıspěvek k hustotě a hybnosti (popř́ıpadě i
hustotě energie) nulový, protože f0 jsme volili tak, aby dávalo stejné hodnoty těchto moment̊u jako
f . Vyšš́ı momenty, jako např. složky tenzoru napět́ı (resp. pouze jeho odchylky od izotropńıho tlaku)
nebo tenzoru Q, pak můžeme odhadnout pomoćı rozvoje podle malého parametru ∆t z dosazeńı
(1.50) do (1.45)

Mα = Mα
0 − ∆t

(

∂

∂t
Mα

0 +
1

m

∂

∂xi
Mα+i

0 + mαi ∂Φ

∂xi
Mα−i

0

)

+ o(∆t2) , (1.51)

a po jejich dosazeńı do př́ıslušných nižš́ıch momentových rovnic dostaneme difúzńı aproximaci,
přičemž ∆t určuje př́ıslušné difúzńı koeficienty (viskozitu, tepelnou vodivost aj.).

Všechny momenty Mα
0 přitom můžeme explicitně vypoč́ıtat dosazeńım (1.46) do (1.44). Je

zřejmé, že ve vlastńı soustavě plynu (ve které v = 0) budou všechny momenty Mα
0 , pro které je

alespoň jedna složka αi lichá, rovny nule, ale nekonečný počet sudých moment̊u bude nenulový.
V obecné (nikoliv vlastńı) soustavě pak bude podle binomické formule každý moment lineárńı
kombinaćı stejného a nižš́ıch moment̊u klidových. Pro praktické výpočty proto může být výhodné10

přej́ıt od reprezentace f v p-prostoru nikoliv k mocninným moment̊um (1.44), ale k rozvoji f do
vhodné soustavy funkćı (‘ket-vektor̊u’) |α〉

|f〉 = fα|α〉 . (1.52)

Koeficienty rozvoje fα jsou potom zobecněné momenty, které dostaneme vynásobeńım f s duálńımi
‘bra-vektory’ fα = 〈α|f〉 (kde 〈α|β〉 = δαβ) a konkrétńı tvar momentových rovnic analogických

(1.45) pro ně dostaneme dosazeńım vyjádřeńı operátor̊u p̂ a ∂̂
∂p

v |α〉-reprezentaci do Boltzmannovy

rovnice (1.32) s konkrétńım vyjádřeńım složek Liouvilleova operátoru d
dt

jako funkćı p. Např́ıklad,

9Nepřesnost BGK-aproximace spoč́ıvá předevš́ım v předpokladu že k této relaxaci docháźı v celém rychlostńım
prostoru stejnou rychlost́ı.

10Přechod k nové reprezentaci je výhodný tehdy, jestliže tato reprezentace vystihuje (předpokládanou) symetrii
řešeńı konkrétńı úlohy, takže stač́ı nezanedbat menš́ı počet zobecněných moment̊u. Ze stejných d̊uvod̊u může být
výhodné přej́ıt k diskrétńı reprezentaci i ve smı́̌seném x- a p- řezu fázovým prostorem.
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jestliže lze očekávat, že odchylky od rovnovážného rozděleńı (1.46) částic budou malé, pak je
výhodné už́ıt tzv. Gradovy metody (viz např. [3]), ve které je reprezentace |α〉 tvořena Hermi-
teovými polynomy vynásobenými gaussovskou váhou (1.46) v̊uči ńıž jsou ortonormálńı, takže
〈α| jsou samotné hermiteovské polynomy. Hermiteovské momenty jsou lineárńımi kombinacemi
fyzikálně významných moment̊u (1.44) a kromě nultého jsou nulové pro (lokálně) rovnovážné
rozděleńı se správnou rychlost́ı a teplotou. Proto zpravidla stač́ı uvažovat prvńıch 20 moment̊u
(tj. do třet́ıho stupně) nebo 13 moment̊u (do druhého stupně a toky energie ∼ Qijj).

1.1.5 Magnetohydrodynamika

Předpokládejme, že plazma se skládá ze dvou druh̊u částic s kladným a záporným nábojem q±
a hmotami m±. Každý z těchto druh̊u částic je popsán rozdělovaćı funkćı f±, která splňuje Bolt-
zmannovu rovnici

∂tf± + ẋi∂xif± + ṗi∂pif± =

(

δ

δt
f±

)

, (1.53)

kde rychlost každé částice (srovnej s (1.34))

ẋi =
pi

m±
, (1.54)

a zrychleńı je nyńı p̊usobeno nejen gravitačńı, ale i elektrostatickou a Lorentzovou silou

ṗi = −m±∇
iΦ + q±Ei +

q±
cm±

εijkpjBk . (1.55)

Nulté momenty rovnic (1.53) maj́ı tvar11

∂tρ± + ∇i(π
i
±) =

(

δ

δt
ρ±

)

, (1.56)

a prvńı momenty

∂tπ
i
± + ∇jT

ij
± + ρ±∇

iΦ −
q±
m±

ρ±Ei −
q±

cm±
εijkπj

±Bk =

(

δ

δt
πi
±

)

. (1.57)

Zavedeme-li celkovou hustotu hmoty ρ = ρ+ + ρ− a celkovou rychlost v = (π+ + π−)/ρ, pak
sečteńım rovnic (1.56) pro oba druhy částic dostaneme rovnici kontinuity hmoty

∂tρ + ∇i(ρvi) =

(

δ

δt
ρ

)

= 0 , (1.58)

kde jsme zároveň předpokládali, že v procesech srážek částice žádného druhu nevznikaj́ı ani neza-
nikaj́ı a pravé strany rovnic (1.56) proto muśı být nulové.12 Podobně, zavedeme-li celkovou hustotu
náboje η = q+

m+
ρ+ + q−

m−

ρ− a proud J = ( q+

m+
π+ + q−

m−

π−), pak váhovaným součtem rovnic (1.56)

dostaneme rovnici kontinuity náboje

∂tη + ∇i(J
i) =

(

δ

δt
η

)

= 0 . (1.59)

11Nebot’
∫

p
εijkpj∂pif± = −

∫

p
εijkδj

i
f± = 0.

12V reálném plazmatu může docházet k rekombinaci a ionizaci. Pak je zapotřeb́ı přidat ještě alespoň rovnici pro
neutrálńı částice a nulový bude pouze součet pravých stran.
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Sečteńım rovnic (1.57) dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru

∂t(ρvi) + ∇jT
ij + ρ∇iΦ − ηEi −

1

c
εijkJjBk =

(

δ

δt
πi

)

= 0 , (1.60)

kde vzhledem k zachováńı hybnosti při srážkách muśı součet srážkových člen̊u vymizet. Celkový ten-
zor napět́ı můžeme rozložit na část př́ıslušej́ıćı uspořádanému pohybu ρvivj a část tlakovou13 P ij ,
tj. T ij ≡ T ij

+ +T ij
− = ρvivj+P ij . Předpokládáme-li tlak izotropńı (což je ovšem při existenci proudu,

tj. nenulových prvńıch moment̊u rozdělovaćıch funkćı, těžko přesně splnitelné) a předpokládáme
nulový celkový náboj η, pak po úpravě ∂t(ρvi) = ρ d

dt
vi −∇j(ρvivj) využ́ıvaj́ıćı rovnice kontinuity

(1.58) dostáváme pohybovou rovnici ve tvaru

ρ
d

dt
v = −∇P − ρ∇Φ +

1

c
J × B . (1.61)

Váhovaným součtem rovnic (1.57) dostaneme pohybovou rovnici pro proud

∂tJ
i + ∇j

q±
m±

T ij
± + η∇iΦ −

q2
±

m2
±

ρ±Ei −
q2
±

cm2
±

εijkπj
±Bk =

(

δ

δt
J i

)

. (1.62)

Srážkový člen na pravé straně je zde obecně nenulový, protože obě složky si ve srážkách vyměňuj́ı
hybnost a t́ım disipuje proud. Jestliže předpokládáme charakteristický relaxačńı čas pro ustaveńı
rovnováhy (tj. pro vymizeńı proudu po vypnut́ı śıly, která jej zp̊usobuje) ∆t, pak v BGK aproximaci
(
(

δ
δt

J
)

= − J
∆t

) má tato rovnice tvar

J i = ∆t

(

−∇j

q±
m±

T ij
± − η∇iΦ +

q2
±

m2
±

ρ±Ei +
q2
±

cm2
±

εijkπj
±Bk

)

, (1.63)

tj. po rozepsáńı hybnost́ı obou složek jako lineárńıch kombinaćı v a J

J i = αi + εijkJjβk , (1.64)

kde

αi = ∆t

(

−∇jηvivj −∇j

(

q+

m+
P ij

+ +
q−
m−

P ij
−

)

− η∇iΦ −
q+q−

m+m−
ρEi +

(

q+

m+
+

q−
m−

)

ηEi

−
q+q−

cm+m−
εijkρvjBk

)

, (1.65)

a

βk =
∆t

c

(

q+

m+
+

q−
m−

)

Bk . (1.66)

Řešeńı rovnice (1.64) má tvar14

J i =
1

1 + β2

(

αi + βiβjα
j + εijkαjβk

)

. (1.67)

Jestliže zanedbáme členy od druhého řádu v ∆t (což znamená všechny členy s β), v rovnici (1.65)
předpokládáme nulovou hustotu náboje a zanedbáme gradienty parciálńıch tlak̊u obou složek, pak
se tato rovnice redukuje na Ohmův zákon

J = σ(E +
v

c
× B) . (1.68)

13Tj. napět́ı vzhledem k vlastńımu klidovému systému plazmatu. Tlak je součtem parciálńıch tlak̊u obou druh̊u
částic.

14Opakovaným zpětným dosazeńım totiž J = α+J ×β = α+α×β +(Jβ)β− (ββ)J = α+α×β +(αβ)β− (ββ)J .
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kde vodivost
σ =

q+q−
m+m−

ρ∆t . (1.69)

Rovnice (1.61) a (1.68) popisuj́ı vliv elektromagnetického pole na pohyb plazmatu. Naproti
tomu Maxwellovy rovnice

∇× B −
1

c
∂tE =

4π

c
J , (1.70)

∇E = 4πη ≃ 0 , (1.71)

∇× E +
1

c
∂tB = 0 , (1.72)

a
∇B = 0 , (1.73)

popisuj́ı vliv zdroj̊u na pole. V rovnici (1.71) jsme opět zanedbali hustotu náboje. Jestliže v rovnici
(1.70) zanedbáme polarizaci vakua proti el. proudu J , pak se zjednoduš́ı na

∂tE ≃ 0 ⇒ J =
c

4π
∇× B . (1.74)

Dosad́ıme-li odsud proud do rovnice (1.61), dostaneme pohybovou rovnici pro plazma v zadaném
magnetickém poli15

ρ
d

dt
v = −∇P − ρ∇Φ −

1

8π
∇(B.B) +

1

4π
(B.∇)B . (1.75)

Naproti tomu vývoj magnetického pole je dán rovnićı (1.72), kde můžeme z Ohmova zákona (1.68)
vyloučit E a z (1.74) opět i J , takže dostaneme pohybovou rovnici pro B

∂tB = −c∇× E = ∇× (−
c

σ
J + v × B) = −∇× (

c2

4πσ
∇× B) + ∇× (v × B) . (1.76)

Můžeme ji dále přepsat do lagrangeovských souřadnic

d

dt
B = ∂tB + (v.∇)B =

c2

4πσ
∇2B + (B.∇)v − B(∇.v) . (1.77)

Prvńı člen na pravé straně popisuje difúzi magnetického pole, zat́ımco druhé dva členy jeho za-
mrznut́ı do plazmatu.

15Přitom jsme užili relace

((a × b) × c)i = εijkεjlmalbmck = (δklδim − δilδkm)albmck = (ac)bi − (bc)ai .
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1.2 Srážkový člen

1.2.1 Binárńı srážky

Metodou řetězce BBGKY jsme nalezli srážkový člen Boltzmannovy rovnice (1.30) ve tvaru

(

δf

δt

)

c

= (N − 1)

∫

[Φ1,2, f2] d
3x2d

3p2 . (1.78)

Předpokládejme, že binárńı interakčńı potenciál Φ1,2 = Φ(|r|), kde r = x2 − x1 je vzájemná
vzdálenost částic, a že Φ(|r|) = 0 pro r > R, tj. vně jistého malého poloměru interakce. Vně tohoto
poloměru můžeme očekávat náhodné, vzájemně nekorelované rozděleńı částic,

f2(x1, p1, x2, p2) = f1(x1, p1)f1(x2, p2) . (1.79)

Naproti tomu pro menš́ı vzdálenosti může Φ divergovat, a potom f2 muśı klesat k nule, což od-
pov́ıdá skutečnosti, že částice se k sobě nemohou v d̊usledku své interakce neomezeně přibĺıžit.
Abychom mohli podle (1.78) vyč́ıslit srážkový člen, muśıme nalézt (anti-)korelaci částic v malých
vzdálenostech. Předpokládejme, že dvojčásticová rozdělovaćı funkce je časově nezávislá, prosto-
rově závislá pouze na r, a že jej́ı ovlivněńı daľśımi částicemi je (alespoň během binárńı srážky)
zanedbatelné. Dostáváme tak pro ni daľśı rovnici (1.31) v explicitńım tvaru

[H2, f2] ≡

[

p2
1 + p2

2

2m
+ Φ(r), f2

]

= [Φ(r), f2] +
pi
1 − pi

2

m

∂f2

∂ri
= 0. (1.80)

Odtud můžeme vyjádřit [Φ(r), f2] a po dosazeńı do (1.78) dostáváme

(

δf

δt

)

c

= (N − 1)

∫

pi
2 − pi

1

m

∫

∂f2

∂ri
d3rd3p2 . (1.81)

Vnitřńı integrál gradientu dvojčásticové rozdělovaćı funkce přecháźı na integrál této funkce přes
plochu kolmou ke směru pi

2 − pi
1, tj. ve válcových souřadnićıch b, ϕ, z (b je srážkový parametr)

∫

∂f2

∂ri
d3r =

∫

[f2]
z=+Z
z=−Zbdbdϕ , (1.82)

p

p′

z

Obrázek 1.2: Geometrie binárńı srážky.
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kde Z ≥ R je polovičńı výška válce obsahuj́ıćı sféru binárńı interakce (přitom však stále pod-
statně menš́ı než jsou prostorové nehomogenity vyjádřené závislost́ı f1(x)). V z = −Z je podle
předpokladu (1.79) dvojčásticová rozdělovaćı funkce vyjadřuj́ıćı hustotu vzájemně proti sobě nalé-
távaj́ıćıch částic dána součinem lokálńıch (na prostorové škále b ≤ R homogenńıch) jednočásti-
cových funkćı. Naproti tomu v z = +Z je hustota vylétávaj́ıćıch částic f2(b) obecně nehomo-
genńı. Protože proces srážky dvou částic vyšetřujeme jako pohyb (neovlivněný interakćı s daľśımi
částicemi) ve dvoučásticovém fázovém prostoru, f2 je konstantńı podél př́ıslušné fázové trajektorie,
takže

f2(b, z = +Z, p2 − p1) = f2(r > R, p′2 − p′1) = f1(p
′
1)f1(p

′
2) , (1.83)

kde p′1,2 jsou hybnosti které muśı mı́t nalétávaj́ıćı částice aby se po srážce dostaly do směr̊u p1,2

a srážkového parametru b (vzhledem k časové reverzibilitě16 tak jde o vyšetřováńı diferenciálńıho
účinného pr̊uřezu dσ = 2πbdb rozptylu −p1,2 → −p′1,2). Po dosazeńı do (1.81) tak dostáváme
srážkový člen ve tvaru

(

δf

δt

)

c

= (N − 1)

∫

pi
2 − pi

1

m

∫

(f1(p
′
1)f1(p

′
2) − f1(p1)f1(p2)) 2πbdbd3p2 . (1.84)

Tento výraz obsahuje relativńı rychlost p2−p1

m
částic vynásobenou diferenciálńım účinným pr̊uřezem,

čili, v souhlase s představou znázorněnou v obr. 1.1–b, pravděpodobnost procesu srážek, při nichž
částice odejdou z fázového elementu určeného p1,2 do p′1,2 nebo naopak. Tento výsledek může být
zobecněn i pro kvantové procesy a r̊uzné počty interaguj́ıćıch částic (např. pro rozpady částic na
částice jiných druh̊u), kdy mechanická analogie dvojčásticové srážky je neplatná.

1.2.2 Obecný tvar

Srážkový člen na pravé straně Boltzmannovy rovnice (1.32) pro jednočásticovou rozdělovaćı funkci
částic typu A udává celkovou fázovou hustotu pravděpodobnosti vzniku (nebo negativńı hodnota
zániku) těchto částic interakćı s ostatńımi částicemi téhož nebo jiného druhu. Proto jej můžeme
vyjádřit jako součet kladných př́ıspěvk̊u od jednotlivých elementárńıch proces̊u, při nichž docháźı
ke vzniku takovéto částice ve sledovaném elementu fázového prostoru, a záporných př́ıspěvk̊u od
proces̊u, při nichž částice zaniká. To znamená, že např́ıklad rozptyl, což je přechod částice z jednoho
bodu v prostoru hybnost́ı do druhého, chápeme jako zánik částice v p̊uvodńım a vznik v novém
elementu fázového prostoru. Uvažujme tedy obecnou (‘chemickou’) reakci mezi částicemi XB |MB=1,
při ńıž vznikaj́ı částice XB |NB=M+1

M
∑

B=1

XB ⇀↽

N
∑

B=M+1

XB . (1.85)

Pokud všechna XB můžeme považovat za nekvantové částice (tj. jestliže můžeme zanedbat
stimulovanou emisi pro bosony a vylučovaćı princip pro fermiony, což lze vždy, když jsou rozdělovaćı
funkce zanedbatelné v̊uči fázové hustotě φB elementárńıch kvantových stav̊u), pak př́ıspěvek reakce

16Bezesrážková Boltzmannova rovnice pro N -částicovou rozdělovaćı funkci je časově reverzibilńı. Binárńı interakce
p̊uvodně nekorelovaných nalétávaj́ıćıch částic zp̊usobuje korelaci mezi vylétávaj́ıćımi částicemi, kterou by bylo třeba
si ‘zapamatovat’, aby byl celý systém stále vratný. Přibĺıžeńım dvojčásticové rozdělovaćı funkce vylétávaj́ıćıch částic
opět nekorelovaným rozděleńım v jiném elementu dvojčásticového fázového prostoru předpokládáme, že srážková
korelace je vlivem daľśıho vývoje ‘zapomenuta’ a proto takto odvozená jednočásticová Boltzmannova rovnice s pravou
stranou se stává časově ireverzibilńı.
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(1.85) ke srážkovému členu částice XA bude

(

δfA

δt

)

c

(pA) =
∑

C,XC≡XA

νC

∫

[

P (p1, ..., pN )

M
∏

B=1

fB(pB)

]

pC=pA

N
∏

B=1,B 6=C

d3pB , (1.86)

kde ‘stechiometrické koeficienty’ νC = +1 pro částice vznikaj́ıćı (C > M) a νC = −1 pro částice
zanikaj́ıćı (C ≤ M). P (p1, ..., pN ) je pravděpodobnost proběhnut́ı reakce (1.85) za jednotku času
mezi částicemi s počátečńımi hybnostmi p1, ..., pM do koncových hybnost́ı pM+1, ..., pN . Srážkový
člen na pravé straně Boltzmannovy rovnice je tedy (na rozd́ıl od levé strany) obecně nelineárńı
v rozdělovaćı funkci částic.

Jestliže rozdělovaćı funkce některé ze vznikaj́ıćıch částic (např. XC) neńı zanedbatelná v̊uči φC

můžeme do výrazu (1.86) ‘zabudovat’ bosonové nebo fermionové chováńı této částice přidáńım do
integrandu na pravé straně členu (jakési ‘modifikované’ rozdělovaćı funkce17)

f̂C ≡ 1 ±
fC

φC

, (1.87)

kde horńı znaménko (+) plat́ı pro bosony (a člen udává zvýšeńı pravděpodobnosti reakce (1.85)
v d̊usledku stimulované emise) a dolńı znaménko (−) pro fermiony (a člen pak udává sńıžeńı
pravděpodobnosti reakce vlivem Pauliho vylučovaćıho principu). Takto zobecněný výraz (1.86)
však můžeme formálně považovat za př́ıspěvek reakce

X ′
C +

M
∑

B=1

XB ⇀↽

N
∑

B=M+1

XB + X ′′
C , (1.88)

jej́ıž pravděpodobnost

P (p′C , p1, ..., pN , p′′C) = ±φ−1
C P (p1, ..., pN )δ(p′C − pC)δ(p′′C − pC) , (1.89)

takže výraz (1.86) lze brát jako obecný tvar srážkového členu.

1.2.3 Momentový rozvoj

K řešeńı Boltzmannovy rovnice metodou rozvoje do zobecněných moment̊u ve tvaru (1.52) potřebu-
jeme rozvinout i srážkový člen

|

(

δfA

δt

)

c

〉 =

(

δfA

δt

) α

c

|α〉 (1.90)

a jeho momenty vyjádřit pomoćı moment̊u rozdělovaćıch funkćı částic účastńıćıch se srážky. Podle
(1.86) jsou momenty srážkového členu dány integrálem pravděpodobnosti P (p1, ..., pN ) reakce
(1.85) přes všechny hybnosti

(

δfA

δt

) α

c

= 〈α|

(

δfA

δt

)

c

〉 =
∑

C,XC≡XA

νC

∫

〈α(pC)|P (p1, ..., pN )

M
∏

B=1

fB(pB)

N
∏

B=1

d3pB . (1.91)

Tuto pravděpodobnost můžeme považovat za integračńı jádro operátoru

P̃ = |αM+1, ..., αN 〉PαM+1,...,αN
α1,...,αM

〈α1, ..., αM | , (1.92)

17Zde je zřejmá výhodnost volby elementárńıho kvantového stavu za jednotku fázového objemu, kdy φC ≡ 1.
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přǐrazuj́ıćıho jistému rozděleńı f(p1, ..., pM ) =
∏M

B=1 fB(pB) částic vstupuj́ıćıch do reakce (1.85)
rozděleńı f(pM+1, ..., pN ) částic vystupuj́ıćıch (báze těchto součinových prostor̊u jsou tvořeny
součiny bázových prvk̊u v jednočásticových prostorech). Dosazeńım př́ıslušných rozvoj̊u (1.52) do
(1.91) dostaneme moment srážkového členu ve tvaru multilineárńı kombinace moment̊u rozdělovaćıch
funkćı částic do reakce (1.85) vstupuj́ıćıch

(

δfA

δt

) α

c

=
∑

α1,...,αM

P α
A α1,...,αM

M
∏

B=1

f αB

B , (1.93)

kde koeficienty P α
A α1,...,αM

jsou dány maticovými elementy P
αM+1,...,αN
α1,...,αM operátoru P̃

P α
A α1,...,αM

= +
N
∑

C=M+1,XC≡XA

δα
αC

PαM+1,...,αN
α1,...,αM

N
∏

B=M+1,B 6=C

〈1|αB〉 (1.94)

−

M
∑

C=1,XC≡XA

QαβC
αC

P
αM+1,...,αN

α1,...,βC ,...,αM

N
∏

B=M+1

〈1|αB〉 ,

kde
QαβC

αC
= 〈βC |(〈α(p)|)|αC〉 . (1.95)

Koeficient 〈1|α〉 ≡
∫

1|α〉 je zpravidla δ0
α (jestliže jednička je základńım členem ortonormálńı báze

funkćı), takže kladné členy v tomto součtu přes C, tj. členy pro částici XC vystupuj́ıćı (C > M),
jsou př́ımo rovné některým maticovým element̊um. Záporné členy (pro částice vstupuj́ıćı, C ≤ M)
jsou naproti tomu zpravidla lineárńı kombinaćı v́ıce maticových element̊u, protože v integrálu (1.91)
se k jednomu ket-vektoru (v fC) vyskytuj́ı dva bra-vektory (v P a 〈α|), jejichž součin je nutné
nejprve pomoćı koeficient̊u Q rozložit na součet jednotlivých bra-vektor̊u.

Př́ımočarý výpočet koeficient̊u P α
A α1,...,αM

nebo P
αM+1,...,αN
α1,...,αM by byl značně obt́ıžný, protože

vyžaduje trojnásobnou integraci přes hybnost každé z N částic. Přitom počet těchto koeficient̊u
roste alespoň s M + 1. resp. N -tou mocninou počtu uvažovaných moment̊u rozdělovaćı funkce.
Řada z těchto koeficient̊u však vypadne a zbylé lze zjednodušit d́ıky symetríım srážky. Je např́ıklad
zřejmé, že pro identické vstupuj́ıćı nebo vystupuj́ıćı částice muśı tyto koeficienty být symetrické v̊uči
záměně př́ıslušných index̊u. Jestliže P záviśı pouze na relativńı orientaci hybnost́ı částic účastńıćıch
se srážky (tj. srážka neńı anizotropńı např. v d̊usledku vněǰśıho elektromagnetického pole), pak muśı
být shodné koeficienty lǐśıćı se pouze prohozeńım prostorových os. Daľśı symetrie koeficient̊u muśı
vyplývat ze zákon̊u zachováńı hybnosti, popř́ıpadě energie (pro pružnou srážku). Necht’, obecně,
P (p1, ..., pN ) je invariantńı v̊uči jisté grupě transformaćı

p → p′ = p′(p, ξ) (1.96)

parametrizované parametrem ξ. Báze {|α〉} rozvoje (1.52) indukuje jistou reprezentaci Tξ této
grupy

|α′(p′)〉 = T α
ξ α′ |α(p)〉 , (1.97)

která určuje transformačńı vztahy pro maticové elementy Pα
β

P ′ β′

α′ = (T−1
ξ )α′

αPα
βT β

ξ β′ . (1.98)

V d̊usledku invariance P (p1, ..., pN ) v̊uči (1.96) tedy muśı maticové elementy vyhovovat homo-
genńım lineárńım rovnićım

[

(T−1
ξ )α′

αT β
ξ β′ − δα′

αδβ
β′

]

Pα
β = 0 , (1.99)
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z nichž můžeme některé elementy vyjádřit jako lineárńı kombinace jiných. Protože v praxi může
být i řešeńı těchto rovnic obt́ıžné, je výhodněǰśı využ́ıvat symetríı P přecházeńım k takovým báźım
v prostorech hybnost́ı, v nichž se maticové elementy zjednoduš́ı (např. se stanou diagonálńı).

Rozvoj pro binárńı srážku. Jako př́ıklad uved’me výpočet rozvoje srážkového členu do pro-
storových Hermiteových polynomů |~α〉 = Π3

i=1Pαi
(pi) pro binárńı srážku

X1 + X2 ⇀↽ X ′
1 + X ′

2 . (1.100)

Pokud se omeźıme na rozvoj do druhého řádu, tj. na 10 moment̊u, pak potřebujeme vypoč́ıtat
řádově 103 maticových element̊u18 z celkového počtu 104 koeficient̊u rozvoje pravděpodobnosti
P (p1, p2, p

′
1, p

′
2) této reakce jako funkce všech proměnných. Pokud ovšem provedeme transformaci

{p1, p2} → {pT, p} (a analogicky pro čárkované veličiny) do těžǐst’ových systémů před a po srážce,

p1,2 =
m1,2

m1 + m2
pT ∓ p , (1.101)

kde pT je hybnost celé soustavy a p hybnost částice s relativńı rychlost́ı (v = v2−v1) a redukovanou
hmotnost́ı (m = m1m2

m1+m2
), pak vzhledem k zachováńı hybnosti při srážce muśı být maticové elementy

funkce P úměrné jednotkové matici v indexech αT, α′
T odpov́ıdaj́ıćıch proměnným pT, p′T. Všech

104 element̊u funkce P (p1, p2, p
′
1, p

′
2) je tak lineárńı kombinaćı pouhých 102 člen̊u rozvoje téže

funkce P (p, p′) vyjádřené pouze v proměnných hybnosti relativńıho pohybu srážej́ıćıch se částic,

〈α′
1α

′
2|P |α1α2〉 = 〈α′

1α
′
2|α

′
Tα′〉〈α′|P |α〉〈αTα|α1α2〉 . (1.102)

Pravděpodobnost P může kromě invariance v̊uči volbě rychlosti inerciálńıho systému (která
je speciálńım d̊usledkem výše započteného zákona zachováńı hybnosti) mı́t i daľśı symetrie, např.
může splňovat zachováńı energie nebo být invariantńı v̊uči natočeńı vztažné soustavy. Vliv těchto
symetríı se nejsnáze vyjádř́ı v reprezentaci sférických harmonik19

|nlm〉 =
∑

|α|=2n+l

〈α|nlm〉|α〉 . (1.103)

V př́ıpadě pružné srážky se zachovává kinetická energie relativńıho pohybu, tj. |p′| = |p|. V obecném

př́ıpadě se změńı o uvolněnou energii vnitřńıch stupň̊u volnosti, tj. P (p, p′) ∼ δ(|p′|−
√

p2 + 2mE).

V obou př́ıpadech však můžeme separovat a integrovat radiálńı část P (p, p′) v proměnné p′. Úhlová
závislost pravděpodobnosti rozptylu P zpravidla bývá invariantńı v̊uči rotaci prostoru hybnost́ı
a záviśı pouze na úhlu χ rozptylu mezi směry ϑϕ a ϑ′ϕ′ nalétávaj́ıćı a rozptýlené částice,

P (p, p′) = δ(|p′| −
√

p2 + 2mE)
p

m
σ(χ) , (1.104)

kde σ je diferenciálńı účinný pr̊uřez. Vhodnou rotaćı prostoru hybnost́ı pak můžeme dosáhnout
splynut́ı směru ϑϕ s osou z a směru ϕ′ = 0 s osou x, takže zbývá rozvinout úhlovou závislost
rozptylu pouze do Legendreových polynomů v cosχ,

〈n′l′m′|P |nlm〉 = 〈n′l′|δ(|p′| −
√

p2 + 2mE)
p

m
〈l′m′|σ(χ, |p|)|lm〉|nl〉

= δl′

l δm′

m 〈n′l|δ(|p′| −
√

p2 + 2mE)
p

m
σl(|p|)|nl〉 . (1.105)

Všechny maticové elementy se tak redukuj́ı na lineárńı kombinace několika málo integrál̊u úhlové
a rychlostńı závislosti účinného pr̊uřezu srážky.

18Tj. pro všechny indexy částice, pro ńıž srážkový člen poč́ıtáme, a pro indexy obou částic do reakce vstupuj́ıćıch.
19Protože Hermiteovy polynomy jsou vlastńı funkce 1-dim. kvantového harmonického oscilátoru, je zřejmé, že

prostorové Hermiteovy polynomy muśı být lineárńı kombinaćı vlastńıch funkćı |nlm〉 = |nl〉|lm〉 př́ıslušného sféricky
symetrického hamiltoniánu. Radiálńı část |nl〉 je přitom dána zobecněnými Laguerrovými polynomy.
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1.3 Termodynamická rovnováha

1.3.1 Entropie a H–teorém

Rozdělovaćı funkce f umožňuje konkrétně vypoč́ıtat středńı hodnoty r̊uzných makroskopických
veličin pro j́ı popsané makroskopické rozděleńı částic a obecně tedy nese jistou informaci o stavu
souboru těchto částic. Mı́rou této informace je Boltzmannova entropie

S = k lnW , (1.106)

kde k je Boltzmannova konstanta a W je počet r̊uzných mikrostav̊u odpov́ıdaj́ıćıch danému makro-
stavu.20 Máme-li např. g stav̊u pro N identických klasických částic, pak W kl = gN/N !. Pro Fermiho
– Diracovy částice WFD = g!/(g − N)!/N ! (protože s každou částićı ubyde jeden stav k dispozici
pro ostatńı) a pro Boseho – Einsteinovy částice WBE = (N +g−1)!/(g−1)!/N ! (protože s každým
bosonem roste pravděpodobnost přechodu jiného bosonu do téhož stavu, tedy efektivně přibývá
daľśı stav). Dosazeńım W kl do (1.106) dostaneme pro N = f∆g částic v ∆g stavech entropii21

∆Skl = k ln
(

∆gN/N !
)

= kN (ln∆g − lnN + 1) = kf (1 − lnf) ∆g , (1.107)

takže objemová hustota entropie klasického plynu22

skl = k

∫

f (1 − lnf) h−3d3p . (1.108)

Podobně pro bosonový nebo fermionový plyn23 (s rozdělovaćı funkćı f normovanou na elementárńı
kvantový objem fázového prostoru)

s = −k

∫

(

f lnf ∓ f̂ lnf̂
)

h−3d3p , (1.109)

kde ve shodě s (1.87) f̂ = 1 ± f (horńı znaménko plat́ı pro bosony a dolńı pro fermiony; výraz
(1.108) odtud dostaneme pro f ≪ 1).

Pro celkovou entropii S, která je integrálem s přes objem, plat́ı tzv. Boltzmann̊uv H–teorém,
podle něhož je S veličina neklesaj́ıćı během časového vývoje. Jestliže totiž vyjádř́ıme entropii jako
sumu přes elementárńı kvantové stavy

S = k
∑

i

f i(1 − lnf i) , (1.110)

pro jejichž obsazovaćı č́ısla f i plat́ı kinetická rovnice (viz rov. (1.1))

df i

dt
=
∑

j,i6=j

(Pjif
j − Pijf

i) , (1.111)

kde Pij je pravděpodobnost přechodu systému ze stavu i do stavu j, pak derivováńım (1.110)
a dosazeńım (1.111) dostaneme

dS

dt
= −k

∑

i

df i

dt
lnf i = −k

∑

i6=j

(Pjif
j − Pijf

i)lnf i =

= k
∑

i<j

Pjif
j

(

Pijf
i

Pjif j
− 1

)

ln
f i

f j
≥ 0 . (1.112)

20Počet možných kombinaćı, resp. pravděpodobnost každé z nich je totiž multiplikativńı veličina přes jednotlivé
podsystémy, zat́ımco množstv́ı informace o nich je aditivńı.

21Předpokládáme, že N ≫ 1, takže můžeme už́ıt Stirlingovy formule lnN ! ≃ N(lnN − 1). Cf. [4].
22Sč́ıtáńı přes jednotlivé stavy přitom nahrad́ıme integraćı přes prostor hybnost́ı, d3g = h−3d3p.
23Ve výrazu pro WBE zanedbáváme 1. Dále předpokládáme, že také g ≫ 1 a (g − N) ≫ 1.
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Pro pravděpodobnosti přechod̊u mezi elementárńımi kvantovými stavy plat́ı Pij = Pji (viz rov. (1.2)
a proto každý člen této sumy je nezáporný (protože je úměrný výrazu tvaru (x− 1)lnx). Entropie
je tedy konstantńı právě když všechny přechody s nenulovou pravděpodobnost́ı jsou v detailńı
rovnováze24

Pjif
j − Pijf

i = 0 . (1.113)

V opačném př́ıpadě roste, dokud neńı dosaženo tohoto rovnovážného stavu. Ke stejnému výsledku
dojdeme vyjdeme-li mı́sto z rov. (1.110) z výrazu pro bosony nebo fermiony analogického (1.109)

a na pravé straně rov. (1.111) doplńıme modifikované rozdělovaćı funkce f̂ koncových stav̊u.

Cvičeńı 2 Dokažte Boltzmann̊uv H-teorém pro kvantový plyn. Uvažte, jaký tvar má v tomto
př́ıpadě mı́t rov. (1.111).

1.3.2 Rovnovážné rozděleńı

Hledejme nyńı explicitńı tvar rozděleńı v rovnovážném stavu. Při rovnováze s tepelnou lázńı o dané
teplotě prostřednictv́ım anihilace a kreace částic muśı být hustota energie

ε =

∫

Efh−3d3p , (1.114)

kde E = E(p) je energie jedné částice (tento vztah je zobecněńım (1.19)),rovna zadané hodnotě.
Při rovnováze s lázńı pouze prostřednictv́ım srážek, při nichž se počet částic zachovává, muśı být
nav́ıc i hustota částic daná výrazem (1.16) rovná zadané hodnotě. V obou př́ıpadech tedy bude
rovnovážný stav určen vázaným extrémem hustoty entropie s s vazbovými podmı́nkami ε = konst.
nebo ε = konst. a n = konst. (přitom implicitně předpokládáme, že f vyjadřujeme ve vlastńı
klidové soustavě plynu, takže nemuśıme klást daľśı podmı́nku na hodnotu hustoty hybnosti, která
je nulová)

0 = δs − αδn − βδε . (1.115)

Pro fermionový nebo bosonový plyn podle (1.109)

δs = −k

∫

(

(lnf + 1)δf ∓ (lnf̂ + 1)δf̂
)

h−3d3p = −k

∫

(

lnf − lnf̂
)

δfh−3d3p , (1.116)

nebot’ δf̂ = ±δf . Proto tedy podle (1.115), (1.16) a (1.114)

0 = −

∫

[

k
(

lnf − lnf̂
)

+ α + βE
]

δfh−3d3p , (1.117)

pro každé δf , takže

ln
1 ± f

f
=

α

k
+

β

k
E . (1.118)

Odtud po přeznačeńı lagrangeovských součinitel̊u

α = −
µ

T
, β =

1

T
(1.119)

24Je třeba si uvědomit, že Pij 6= 0 pouze pro stavy i a j (viz rov. (1.3)) se stejnou energíı a proto je vpořádku,
že i obsazeńı těchto stav̊u jsou v rovnováze stejná. Přechody mezi stavy s r̊uznou energíı (a rozd́ılným obsazeńım)
jsou možné pouze interakćı a výměnou energie s jiným systémem – např. excitace atomu zářeńım, nebo změna
kinetické energie částice srážkou s jinou částićı. V tom př́ıpadě však indexy i, j muśı určovat elementárńı stavy obou
podsystémů a f i, fj jsou součiny obsazeńı obou podsystémů.

21



dostaneme rovnovážné rozděleńı bosonového nebo fermionového plynu ve tvaru

f =
1

exp
(

E−µ
kT

)

∓ 1
. (1.120)

Podobně pro klasický plyn můžeme variovat vztah (1.108), takže odpadne člen s lnf̂ (což odpov́ıdá
předpokladu f ≪ 1) a výsledkem je Boltzmanovo rozděleńı

f = exp

(

−
E − µ

kT

)

, (1.121)

které lze dostat rovněž jako limitu zanedbáńım jedničky ve jmenovateli (1.120).
V př́ıpadě volného vzniku a zániku částic (např. pro fotony absorbované a vyzařované jinými

částicemi) bude n libovolné a proto α=0 i chemický potenciál µ=0. Při dané hustotě n částic je
vztah

n =

∫

fh−3d3p =

∫

h−3d3p

exp
(

E−µ
kT

)

∓ 1
(1.122)

implicitńı rovnićı pro chemický potenciál µ = µ(n, T ), nebo spolu s rovnićı (1.114) soustavou rovnic
pro µ = µ(n, ε), T = T (n, ε). Pro proměnné n je (1.114) implicitńı rovnićı pro T = T (ε) a rovnice
(1.122) pak udává závislost n = n(T ).

Např. pro degenerovaný fermionový plyn, tj. pro teploty kT ≪ µ, je f ≃ exp(−E−µ
kT

) → 0 pro

E > µ a f ≃ 1 − exp(E−µ
kT

) → 1 pro E < µ, takže25

n =

∫

fh−3d3p ≃ 4πh−3

[

∫ pµ

0

p2dp +

∫ ∞

0

4pµ∆

1 + exp( ∆
kT

dE
dp

)
d∆

]

=

=
4π

3h3
p3

µ



1 +

[

πkT

pdE
dp

]2

pµ



 , (1.123)

kde jsme zavedli transformaci p → ∆ = p − pµ a pµ je řešeńım rovnice Eµ ≡ E(pµ) = µ. Pro
nulovou teplotu je pµ rovno Fermiho hybnosti pF definované vztahem

n =
4π

3h3
p3
F . (1.124)

Pro nenulovou teplotu se chemický potenciál lǐśı od Fermiho energie EF = E(pF) o veličinu řádu
o(T 2). Podobně hustota energie

ε =

∫

fE(p)h−3d3p ≃ 4πh−3

[

∫ pµ

0

E(p)p2dp +

∫ ∞

0

2pµ(2Eµ + pµ
dE
dp

)∆

1 + exp( ∆
kT

dE
dp

)
d∆

]

=

= 4πh−3





∫ pµ

0

E(p)p2dp + 2pµ(2Eµ + pµ

dE

dp
)

[

πkT
dE
dp

]2

pµ



 . (1.125)

25Už́ıváme přitom substituce p = pµ + ∆ pro p > pµ a p = pµ −∆ pro p < pµ a přibĺıžeńı E(p) ≃ µ +
[

dE
dp

]

pµ
∆,

v němž p2/[exp(E−µ
kT

) + 1] ≃ (pµ + ∆)2/[1 + exp(E′∆/kT )] = p2 − (pµ + ∆)2/[1 + exp(−E′∆/kT )].
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Výsledná hustota entropie rovnovážného rozděleńı je

s =

∫ [

∓k ln

(

1 ∓ exp(−
E − µ

kT
)

)

+ f
E − µ

T

]

h−3d3p =

=
1

T

∫

p(i) ∂E

∂p(i)
fh−3d3p −

µ

T
n +

1

T
ε , (1.126)

kde i je libovolná prostorová složka 1, 2 nebo 3 (prvńı řádek integrujeme per-partes v pi, závorka
ukazuje, že přes i nesč́ıtáme). Speciálně, jestliže E = E(|p|), pak prvńı člen můžeme dále upravit,
takže

s =
1

3T

∫

|p|
dE

d|p|
fh−3d3p −

µ

T
n +

1

T
ε . (1.127)

V př́ıpadě nerelativistických částic, pro které

E =
|p|2

2m
, (1.128)

dostaneme

s =
5

3T
ε −

µ

T
n . (1.129)

V př́ıpadě ultrarelativistických částic (např. foton̊u), pro které je

E = c|p| , (1.130)

dostaneme hustotu entropie

s =
4

3T
ε −

µ

T
n , (1.131)

přičemž n = M0 a ε = cM1 a obecný moment radiálńı části rovnovážné rozdělovaćı funkce26

Mn ≡

∫

|p|nfh−3d3p = ±4π(n + 2)!h−3

(

kT

c

)n+3

F
(

± exp(−
µ

kT
), n + 3

)

. (1.132)

1.3.3 Rovnováha chemických reakćı

Pro směs částic r̊uzných typ̊u X, které mohou být stále popsány nezávislými jednočásticovými
funkcemi fX , jsou celkové hustoty entropie a energie součty př́ıspěvk̊u hustot od jednotlivých typ̊u
částic, takže rovnici (1.115) je třeba zobecnit do tvaru

0 = δ
∑

X

sX −
∑

X

αXδnX − β
∑

X

δεX , (1.133)

26Zde speciálńı funkce F je dána vztahem

F (z, s) ≡

∞
∑

k=1

k−szk = zΦ(z, s, 1) , Φ(z, s, v) ≡

∞
∑

k=0

(v + k)−szk .

Speciálně pro z = 1

F (1, s) = ζ(s) ≡

∞
∑

k=1

k−s ,

kde ζ je Riemannova zeta funkce, ζ(3)=̇1.2020569031596 a ζ(4) = π4/90 =̇1.0823232337111.
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a variovat v̊uči všem fX . Proto dostáváme rovnice typu (1.120) pro každé fX se stejnou teplotou T
(pokud docháźı k výměně energie mezi r̊uznými typy částic), ale s r̊uznými chemickými potenciály
µX , jestliže hustoty částic př́ıslušného typu jsou fixovány (nebo s nulovými µX , když částice mohou
vznikat a zanikat).

Jestliže docháźı k chemické reakci
∑

X

νXX ⇀↽ 0 (1.134)

mezi částicemi r̊uzných typ̊u, pak jejich chemické potenciály nemohou být nezávislé, ale muśı
splňovat lineárńı rovnice

∑

X

νXµX = 0 . (1.135)

Př́ıklad rovnováhy reakce beta-rozpadu

n ⇀↽ p + e + ν̄ , (1.136)

s relativistickými hodnotami Fermiho energie elektron̊u a nerelativistickými nukleony27 je znázorněn
na obr. 1.3. Tato reakce hraje d̊uležitou roli při vzniku neutronových hvězd. Vzhledem ke kvazine-
utralitě muśı být hustoty a v termodynamické rovnováze podle rov. (1.124) tedy i Fermiho hybnosti
elektron̊u a proton̊u stejné, což ovšem vzhledem k řádovému rozd́ılu jejich klidových hmotnost́ı zna-
mená, že elektrony mohou být již silně relativistické, zat́ımco protony stále nerelativistické,

mec ≪ pF,e = pF,p ≪ mpc , (1.137)

a Fermiho energie elektron̊u (a t́ım i chemický potenciál) podstatně větš́ı než proton̊u

p2
F,p/(2mp) ≃ EF,p ≪ EF,e ≃ pF,ec . (1.138)

Podle rovnice (1.135) ovšem
µe + µp = µn (1.139)

(když předpokládáme, že vzniklá neutrina mohou z prostoru hvězdy volně unikat, takže jejich
hustota neńı fixována a jejich chemický potenciál je nulový), takže chemický potenciál neutron̊u
muśı být vyrovnán předevš́ım chemickým potenciálem elektron̊u a tedy

EF,p ≪ EF,e ≃ EF,n . (1.140)

Fermiho hybnost a t́ım i hustota neutron̊u je proto v rovnováze podstatně větš́ı než hybnosti resp.
hustoty elektron̊u a proton̊u.

27Tento tzv. URCA proces, ve kterém vznikaj́ıćı neutrina a antineutrina odnášej́ı energii, se uplatňuje v ochlazováńı
vznikaj́ıćıch neutronových hvězd.
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Obrázek 1.3: Rovnováha reakce n ⇀↽ p + e + ν̄ s relativistickou Fermiho energíı elektron̊u a nere-
lativistickými nukleony.
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