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Kapitola 1

Zaklady teorie plazmatu

Tato kapitola shrnuje ldtku pfednesenou autorem v zimnim semestru 2013/2014 v rdmci prednésky
NTMF020 “Zaklady teorie plazmatu”. Dalsi ¢ast tohoto pfedmétu tvori prednasky dr. R. Panka.

1.1 Kineticky popis plazmatu

Plazma je silné ionizovany plyn. Pro vzajemnou interakci ¢astic plazmatu i chovani plazmatu jako
celku je proto dulezita elektromagnetickd interakce, predevsim pusobeni vnéjstho nebo kolektivniho
magnetického pole, zaroven vsak i interakce se zafenim. Pro velmi fidké plazma lze dynamiku
plazmatu do zna¢né miry odvodit z pohybovych rovnic nabitych ¢astic ve vnéjsim poli. Pti vyssich
hustotach nabyvé na diilezitosti kolektivni chovani ¢dstic,' k jehoz matematickému popisu je tieba
uzit statistickych metod kinetické teorie. Z té lze uzitim zjednodusujicich predpokladu odvodit
i magnetohydrodynamické rovnice, jak ukazeme v této podkapitole.

1.1.1 Kineticka rovnice

Vysetiujme nejprve pravdépodobnost obsazeni f! v systému s koneénym poétem stavi {i|™,}
(napf. excitaéni stavy elektronu v atomu vodiku). Pro ¢asovy vyvoj obsazeni stavi nekvantového
systému? plati tzv. kinetickd rovnice

d

i

i D (Piuf = Pyf), (L.1)

kde P;; je pravdépodobnost piechodu systému ze stavu ¢ do stavu j za jednotku casu. V dusledku
symetrie kvantové mechanického popisu vuéi inverzi ¢asu plati (pro prechod mezi elementdrnimi
kvantovymi stavy) princip vratnosti
Pij = Pji , (1.2)
a v duasledku zachovani energie (a tedy homogenity v ¢ase) jsou mozné prechody pouze mezi stavy
se stejnou energii E,
Pij ~§(E"— E7) . (1.3)

LV uzsfm smyslu slova byva plazma definovéno pravé jako kvazineutralni plyn dominovany kolektivnim chovanim.
V redlném vesmiru ovSem neni ostra hranice mezi plazmatem a dalsimi stavy latky a v chovéni plazmatu ¢asto hraji
podstatnou roli i dalsi procesy.

2V odstavci 1.2.2 se budeme zabyvat modifikaci tohoto vztahu pro kvantovy piipad fermionové nebo bosonové
povahy systému. To muze byt dulezité napt. pro volné stavy elektronu v plazmatu. Pro diskrétni stavy ovsem
zpravidla predpokldddame jediny elektron v poli jadra, resp. statistiku excitaci vzajemné nezavislych ionta.



To plati pro izolovanou soustavu. Pokud je soustava v interakci s vnéjsi soustavou (‘tepelnym
rezervoarem’; napf. s kinetickymi stupni volnosti okolnich vodikovych atomu, nebo s polem zafeni)
popsanou obsazovacimi ¢isly F* ve svych stavech, musime vyjit z rovnicexi (1.1) pro sjednoceni
obou podsoustav
i(fiF’f) = (Puinf F' = Py juf'F*) (1.4)
dt I v ' '
jl
Pouze pro toto sjednoceni nyni plati vratnost i zachovani energie (Pix ji = Pji ik ~ 6(Ei + EF —
E7 — EY). Jestlize rezervoar miizeme povazovat za stacionarni, %F k = 0, pak vystfedovanim
rov. (1.4) pies rozdéleni F* dostaneme formalné opét rov. (1.1), kde ovéem pravdépodobnosti
prechodu sledované podsoustavy

P = 2l Py F P 2 Py i F*
jz':iZmFm ) ij=7ZmFm )

samostatné nesplnujf ani (1.2) ani (1.3). Pokud nase sledovand soustava interaguje souc¢asné s vice
vngjsimi soustavami (napf. opét excitaéni stupné volnosti se zafenim i srézkové s nalétavajicimi
Casticemi), muzeme celkové pravdépodobnosti prechodu zapsat jako soucet prispévki od jednot-
livych procesi (P;; = P4 + PEY).

Rovnice (1.1) muzeme integrovat v ¢ase, pricemz vychédzime ze zvolenych po¢dtecnich podminek.
Vysledkem integrace je exponencidlni relaxace do stavu, v némz maji véechny stavy (mezi nimiz
muZe dochdzet k prechodum a maji tedy stejnou energii ev. dalsi zachovévajici se veli¢iny) stejné
obsazeni. Napf. pro dvou-stavovy systém m4 kinetickd rovnice (1.1) tvar

d(fi\_(-P P fi
#(n)-07 5)(0) (0
a jeji casové teseni

fi _ LA+t L fi—f
( P >(t)_2( fi+ fa >t_0+2e p( 2Pt)< fo—h )t_O ' (1.7)

Cviceni 1 Napiste a vyreste kinetickou rovnici pro troj-stavovy systém, ve kterém pravdépodobnosti
prechodi Py3 = 0 < P13 = eP12. Diskutejte pripad € < 1.

(1.5)

Muzeme tedy hledat stacionarni feSeni kinetické rovnice, % f? =0, ke kterému by mély stavy
asymptoticky konvergovat. V tom ptipadé se kinetickd rovnice redukuje na soustavu linedrnich
algebraickych rovnic statistické rovnovéhy

OZZ(Pjifj ~ P f'). (1.8)

J

Tato soustava je homogenni a protoze vzhledem ke svému fyzikdlnimu smyslu mé mit netrivialni
fesen{, mus{ byt singuldrni (coz vyplyvd i z rov. (1.2)). Proto k ni musime doplnit normovac{

podminku, napf.
dfi=1. (1.9)

Jak si ukdzeme v odstavci 1.3, v termodynamické rovnovaze je obsazeni jednotlivych stavu
déno jistymi funkcemi jejich energie, parametrizovanymi teplotou. Rovnovaznému rozdéleni se stej-
nou teplotou musi odpovidat vSechny vzajemné interagujici stupné volnosti vSech castic. Jestlize
néktery z nich méa odlisné rozdéleni, muze zpusobit odchylky od rovnovéhy i ostatnich stupnu



volnosti. Pokud pravdépodobnosti pfechodu mezi riznymi stavy jistého podsystému jsou mno-
hem vétsi nez jeho interakce s ostatnimi (napf. nerovnovdznymi) podsystémy, muze se ustavit
jeho vnitini rozdéleni velmi blizké rovnovaznému s takovou teplotou, pii které je splnéna jeho
energetickd rovnovaha s ostatnimi podsystémy. Takovy predpoklad muze podstatné snizit pocet
neznamych v soustavé kinetickych rovnic a tim zjednodusit jeji feSeni. Pro stavy, jejichz inter-
akci s nerovnovaznymi podsystémy nelze zanedbat, je tfeba vyjadfit vSechny pravdépodobnosti
prechodu (tzv. ‘rate(s)’) a Fesit pro né kinetické rovnice.

Piikladem mohou byt hvézdné atmosféry, kde srazky mezi kinetickymi stupni volnosti zpravidla
dosti dobre zabezpecuji ustaveni termodynamické rovnovahy s kinetickou teplotou, kterd je ovsem
zdvisld na hloubce v atmosféie (tzv. lokdln{ termodynamickd rovnovdha, LTE). Naproti tomu
zareni je spektralné i smérové odlisné od Planckova rovnovazného zafeni cerného télesa, protoze
z hlubsich vrstev s vyssi teplotou prichazi teplejsi a z vnéjsich vrstev chladnéjsi zafeni a tyto
odchylky jsou vétsi ve frekvencich, ve kterych m& atmosféricky materidl mensi opacitu a tedy
vétsi stfedni volnou drahu fotonu. Excitaéni stupné volnosti interaguji srazkové s kinetickymi
stupni volnosti, ¢imz se jejich rozdéleni priblizuje LTE, ale soucasné zafivé prechody (zejména
v nejsilngjsich ¢ardch) mohou tuto rovnovdhu narusovat a zpusobovat NLTE (‘non-LTE’) rozdélen{
predevsim zakladni a nejnizsich excitovanych hladin vzhledem ke kontinuu a jeho kinetické teploteé.
Protoze prostiednictvim pieskoku do téchto nerovnovaznych hladin se také vyménuje energie mezi
kinetickymi stupni volnosti a zafenim, muze vysledek feseni NLTE podstatné ovlivnit i prostorovou
zavislost teploty téch stupnu volnosti, které v LTE jsou.

Jesté extrémnéjsim pripadem je statistickd rovnovaha okolohvézdné a mezihvézdné hmoty, kde
diky nizké hustoté a tedy malému vzajemnému ruseni maji ionty velky pocet diskrétnich hladin.
Jejich obsazeni je dominovéno interakei se zafenim centrédlnich (pro planetédrni mlhoviny) ¢i okolnich
hvézd. Toto zafeni miva spektrum odpovidajici teplotdm fadu 10*K, ale diky velkému ziedéni
hustotu odpovidajici teplotdm Fadu pouze 10*1K. V rovnici statistické rovnovahy proto zpravidla
prevazuji ¢leny fotoinizace ze zdkladni (nejpopulovanéjsi) hladiny, rekombinace do vyssich hladin
a deexcitace, tj. postupné kaskadovani zpét do nizsich hladin.

1.1.2 Ionizacni rovnovaha a Debyovské stinéni

I kdyZz plazma muZze byt i v nerovnovazném stavu, predpoklad termodynamické rovnovdhy casto
umozinuje alespon priblizné popsat jeho vlastnosti. Predpoklddejme tedy, ze ¢éstice plazmatu ob-
sazuji diskrétni stavy (napf. vnitini stupné volnosti) i spojité (napf. kinetické) stupné volnosti
s pravdépodobnosti danou Boltzmannovym rovnovdznym rozdélenim f ~ exp(—E/kT), kde E je
energie stavu, k je Boltzmannova konstanta a T je teplota, kterd rozdéleni parametrizuje.?

7 tohoto predpokladu muzeme odvodit napiiklad stfedni hustotu rozdéleni kladné i zdporné
nabitych ¢éstic v okoli kazdé zvolené nabité ¢astice. Hustota n, ¢dstic s ndbojem ¢ ve vzdalenosti
r od zvolené ¢astice je tedy

ng(r) = g0 exp ( qf}?) ~ ngo <1 - k‘]ﬁq 4 o(¢2)> , (1.10)

kde nqo je stfedni hustota a T, teplota téchto ¢éstic a ¢(r) je elektrostaticky potencial. Ten je
feSenim Poissonovy rovnice

1d, ,do ?n
V2= 7“72%(7‘2%) = 4ﬂ'anq ~ —4r <Z kTZ()) o . (1.11)

q

3Specidlnim pifpadem je Maxwellovo rozdéleni rychlosti v éastic, které dostaneme pro kinetickou energii ¢astic
E = mv?/2, nebo barometrickd formule pro potenciélni energii ¢astic E = mep.



V tpravé této rovnice jsme vyuzili predpokladu kvasineutrality plazmatu ) qdngo =0a zanedbali
jsme ¢leny nelinedrni ve ¢. Resen{ této rovnice m4 tvar®

Q r
= = - 1.12
¢=—"exp ) (1.12)
kde )
-2 __ q ngqo0
Ap” =4n E i, (1.13)

udava tzv. Debyeuv stinici polomér Ap, na kile jehoz velikosti je exponencidlné tlumen coulom-
bicky potencidl naboje Q zvolené ¢éstice.?

Aby mohly byt uzity postupy tohoto statistického vypoctu, musi byt splnéna podminka, Ze
uvnitf objemu o velikosti Ap se nachazi velky pocet nabitych ¢astic, ¢ili ze tzv. plazmovy parametr

A= ngXh > 1. (1.14)

q

Vypocet relativniho obsazen{ diskrétnich (napf. excitacnich) i spojitych stavu (ve fdzovém pro-
storu) v rovnovéze pomoc{ Boltzmannova rozdélen{ je ptimocary. Pfi vypoctu ionizaéni rovnovihy
ovSem musime vzijemné porovnavat pocty elementarnich kvantovych diskrétnich i spojitych stavi.
Fazovy prostor tedy musime kvantovat pomoci relaci neurcitosti, abychom dostali spocetnou (stéle
viak nekoneénou) mnozinu elementarnich stavii o fAzovém objemu d°T' = d3xd®p ~ h3. V piipadé
pocet vazanych stavi, v nichz maji elektrony nizsi energii a tedy vétsi pravdépodobnost vyskytu
nez ve volnych ionizovanych stavech. To by ovSem platilo pouze pro atom osamoceny v celém
vesmiru. Ve vyssich hladindch jsou vlnové funkce prostorové rozlehlejsi a proto jsou v redlném
plynu ¢ plazmatu ruseny okolnimi ¢asticemi. Fakticky pocet hladin je tedy konetny a musi byt
omezen v zavislosti na hustoté ¢astic. Alternativni zptisob odhadu poc¢tu stabilnich hladin je zalozen
na feseni Schrédingerovy v debyeovsky stinéném potencidlu, v némz je pocet vazanych stavi redu-
kovan v zavislosti na velikosti stinéni. V poruchovém pfiblizeni maji vyssi hladiny pozitivni energii
a jsou tedy nestabilni.

1.1.3 Boltzmannova rovnice

Predpoklddejme, ze plyn se skldd4 z velkého poctu () ¢éstic jednoho druhu, jejichz stav je popsdn
souradnicemi z* a hybnostmi p; (i = 1,2,3). Stav plynu lze potom popsat tzv. jednocdsticovou
rozdélovaci funkel f = f(¢, 2", p;) uddvajici pocet castic v jednotkovém objemu fézového prostoru

d°N = f(t, 2, p;)d*zd®p . (1.15)

Za jednotku fizového objemu mizeme zvolit objem elementdrniho kvantového stavu (d°T' =
(dwdp)® ~ h?) a f potom bude znamenat pravdépodobnost obsazeni stavu.
7Z jednocésticové rozdélovaci funkce f muzeme vypocitat nékteré makroskopické veli¢iny charak-

4Shodny tvar mé také Yukawiv potencidl v jaderné fyzice.

5V literatufe se nékdy traduje chybné tvrzeni, ze k debyeovskému stinéni piispivaji pouze elektrony, protoze
ionizované atomy jsou tézké a malo pohyblivé. Rovnovazné feSeni ovSem nezavisi na tepelné rychlosti ruznych ¢éstic
a z kvadratické zavislosti na q je zfejmé, ze jednou ionizované atomy prispivaji ke stinéni stejné a vicekrat ionizované
atomy dokonce jesté vice nez elektrony.



v) a slozky tenzoru napéti T' (vuci souradnicové soustave, resp. 7 vudi vlastni klidové soustave
plynu), tj. slozky tenzoru energie-hybnosti, které jsou ddny jako momenty f

n=p/m = (= [1d (1.16)
m=p' = (pif) = /pifd?’p (1.17)
mT" = m(pv'v? +79) = (pip; ) = /pipjfd?’p , (1.18)

kde m je hmotnost jedné ¢astice. Ze stopy tenzoru napéti muzeme vypocitat i hustotu kinetické
energie (nerelativistickych ¢dstic)

~ iy = Lo ge = (L, ‘f>/p2fd3 (1.19)
5*2 r *2/)1} o = Qmpzpl = om p, .

kde g9 = % > 7% je hustota tepelné energie.
Vsimnéme si, ze zatim co veli¢iny n, p, m a T jsou linedrni funkcionaly rozdélovaci funkce f,
veli¢iny v a 7 Castéji uzivané v hydrodynamickém popisu (misto 7 a T') jsou nelinedrni.

Pohyb kazdé ¢éstice 1ze popsat trajektoriemi x = x(t), p = p(t) ve fdzovém prostoru (viz napf.
obr. 1.1.a). Jestlize ¢dstice nemohou s ¢asem vznikat ani zanikat a jestlize plat{ tzv. Liouvilleuv

teorém® , _
1dr oz 9p,
Lldr _ , - 1.2
T dt Zl<axz+api> 0, (1.20)

tj. fazovy objem je invariantem pohybu, pak je také f invariantem pohybu a plati pro néj be-
zesrazkova Boltzmannova rovnice

df Of dat 9f  dp; Of

t = ot | dt ox' | dt opy

(1.21)

Specidlnim, ale pfitom dosti obecnym, piipadem kdy plat{ Liouvilleuv teorém (1.20) je piipad
hamiltonovského pohybu popsaného kanonickymi pohybovymi rovnicemi

dx? _ OH dp;  OH

= = —-—, 1.22
dt  Op;’ dt Ox? (1.22)
Pak totiz . ) .
1dr ort  Op; 0’H 0*H
—— = . = - — =0. 1.23
I dt ; <8x1 + 8pi> ; <8pi8m’ 0z Op; ( )
Boltzmannovu rovnici (1.21) 1ze v tom piipadé zapsat také pomoci Poissonovych zdvorek
of
H f]=0. 1.24
1) = (1.2)

6 P#i jednoparametrické grupé transformaci ¢ = &(t,&) v N-dim prostoru se totiz objem I' = de£ =

98 (t+At)
. =5 1= oe(e N ¢l
J1g61d¥e meni T = [ &|28jaNg = [limar.o —SR——|F a0 = [T, 551551V =
Eiv 1 gglf (viz spec. rov. (?7?) a pro relativistické zobecnéni rov. (77) ).
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Obrézek 1.1: Fdzové trajektorie. Jednorozmérny pohyb a) neinteragujicich ¢dstic ve vnéjsim poli

potencidlové bariéry ®(z) = —x2, b) volnych &astic interagujicich @i, (x4 — 2B) = (A — zB) 2.

Pohyb kazdé ¢astice je obecné urcéen jednak pusobenim vnéjsich poli ale i vzdjemnou interakei
s ostatnimi ¢asticemi plynu. Hamiltonidn kazdé ¢astice je tedy zavisly i na stavech ostatnich ¢astic
a pohybové rovnice (1.22) vsech N ¢astic jsou vzdjemné svazané. V tom piipadé je invariantni
pouze fazovy objem d°NT v prostoru stavii celého systému N édstic a misto rovnice (1.24) plati
pouze rovnice

— —[Hn, fn] =0, (1.25)

pro N-¢asticovou rozdélovaci funkci fy = fy(21,....,2N,p1,...,DN,t) reprezentujici pravdépodob-
nost vyskytu celého systému v daném stavu, resp. pocet systému z néjakého velkého souboru
systému, které jsou v daném stavu. Pro K ¢dstic (K = 1,..., N — 1) muzeme zavést K-cdsticovou
rozdélovaci funkci

N
fK(xla"'a'rK7p17"'7pK7t):/fN(mh"'7xNap1a"'apN7t) H dgxidgpiv (126)
i=K+1

vyjadiujici pravdépodobnost jejich vyskytu v jistém stavu z 6 K-dimenzionalniho podprostoru pro-
storu stava vSech ¢dstic bez ohledu na stav zbyvajicich N — K ¢astic (predpokldddme implicitneé,
ze v8echny Cdstice jsou stejného druhu a zdména stavu kazdé dvojice je nerozlisitelnd).
Hamiltonian Hy muzeme zpravidla povazovat za soucet jednocdsticovych hamiltoniantu H;
jednotlivych ¢astic pohybujicich se nezavisle ve vnéjsich a kolektivnich polich a dvoucésticovych
(popiipadé nékolika mélo vice ¢asticovych) interakénich hamiltonidnt @, vyjadiujicich vzdjemnou
interakci pro kazdou dvojici ¢éstic
N
HN(xla oy N, D1, apN) - Z Hl(xiapi) + Z (I)(l'“ x]7pl7p]) . (127)

i=1 i<j

Vyintegrovanim rovnice (1.25) pfes stavy ¢astic i = K +1, ..., N (analogicky definici (1.26)) dosta-
neme pohybovou rovnici pro fx. Integraci per partes

0H; 6.fN O0H, 8fN
H dp; = - dp;
/[ 1, fN] d‘rldpz / ( 8(E2 8}% apl axl ) d-rzdpz

+oo +00




se lze presvédcit, ze piispévky jednocasticovych hamiltonidnu Hi(z;, p;) pro ¢ > K jsou nulové.
Analogicky se vyrusi i pfispévky interakénich hamiltonidna ®; ; pro K < i < j. VSechny interakéni
cleny s pro ¢ < K < j jsou dohromady N — K nasobkem ¢lenu s j = K + 1 a zbylé cleny
jednocasticové i interakéni s 4, j < K dévaji analogicky (1.27) hamiltonidn Hy soustavy K ¢astic.
Pohybova rovnice pro fx ma tedy tvar

K
—— — [Hg, fr] = (N = K) Z/[‘I)i,K+17fK+l] Prrd®pri (1.29)
i=1

Tyto rovnice pro riznd K tvoii tzv. hierarchii BBGKY.” Prvni rovnice z této soustavy

Dl = (V=) [ (010 ) e (1.30)

je analogicky (1.24) jednocasticovd Boltzmannova rovnice na jejiz pravé strané vsak stoji prispévek
dvojcasticové rozdélovaci funkce. Pro tu plati rovnice

2
% = [Hz, f2] = (N - 2) ;/[‘Pm, fa] d®z3d’ps (1.31)

atd. Pravou stranu rovnice (1.30) lze chépat rovnéz jako zménu jednocasticové rozdélovaci funkce
v dusledku vzniku nebo zéniku ¢dstice v daném stavu v dusledku jejf interakece (srédzky) s ostatnimi
Casticemi. Mezi srdzkami se kazdd ¢astice pohybuje nezédvisle na ostatnich (viz obr.1.1.b — nahote)
podle rovnic (1.22), kde hamiltonidn je jiz zdvisly pouze na soufadnicich dané ¢dstice (vnéjsi a ko-
lektivni pole vstupuji do hamiltonidnu pouze jako parametry) a tedy jednoédsticovy fdzovy objem
se zachovava. Srazka, jejiz pravdépodobnost je dana jednocasticovou rozdélovaci funkei druhé inter-
agujici cdstice (pokud jsou stavy ruznych ¢dstic nezavislé, nebo dvojédsticovou rozdélovaci funkef,
pokud jsou jejich stavy korelované), se projevi jako piechod sledované ¢dstice na jinou fizovou
trajektorii (viz obr. 1.1.b — dole), tj. jako zanik ¢dstice na jeji puvodni trajektorii a vznik na nové
trajektorii (popiipadé pouze zdnik nebo pouze vznik, jestlize jde o nepruznou srazku ¢ chemickou
reakei, pii které se zmén{ typ vstupujicich ¢astic). Pusobeni srdzek je zahrnuto do Boltzmannovy
rovnice pomoci tzv. srazkového Clenu na pravé strané, kterd vyjadiuje pravdépodobnost vzniku
Castice (se zdpornym znaménkem téz zéniku),

%dexiaerdpi@fi 5f
ot dt 9z'  dt dp;  \ 6t ).’

(1.32)

1.1.4 Momentové rovnice a hydrodynamicka aproximace

Vypocteme-li momenty Boltzmannovy rovnice (1.32) v prostoru hybnosti, dostaneme parcidlni
diferencialn{ rovnice pro momenty definované rovnicemi (1.16) a7 (1.18). Odvod'me si tyto rovnice
pro jednoduchy piipad ¢éstic ve skalarnim potencidlovém poli, kdy hamiltonian

2

H= 2p—m—|—m<l>(x), (1.33)
podle (1.22) tedy
dz*  p; dp; 0P
e = — : 1.34
dt m’  dt " i (1:34)

"Bogoljubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon — podrobnéji viz [3].



takze (1.32) mé konkrétné tvar

of pof  o%of _ (]
ot " mox  oxiop,  \ot),’

(1.35)

Nulty moment (tj. [ dp) této rovnice dava

on 1 0nt on

— === (1.36)

ot m ox* ot /).
kde na pravé strané je moment srazkového ¢lenu definovany analogicky (1.16), ktery uddvé ¢iselnou
hustotu ¢éstic vzniklych srdzkami za jednotku ¢asu (coz musi byt nula, pokud nedochézi k che-
mickym reakcim). Integral tfetiho clenu na levé strané rovnice (1.35) je nulovy, protoze je to

integral derivace rozdélovaci funkce f, kterda musi jit pro nekonecné p k nule, aby davala kone¢nou
hustotu. Pfepiseme-li tuto rovnici pomoci rychlosti v* zavedené v (1.17), dostaneme zndmou rovnici

kontinuity .
dp  , 0p o' (5p>

E—Fv 8mi+p8xi T\ Gt

Prvni momenty rovnice (1.35) dostaneme vynéasobenim p’ a vyintegrovanim (tj. [ d3pp?)

(1.37)

omd 9T 0P Yisd

—_— - — = — . 1.38

ot " ow T Pow <5t ) (1.38)
Treti ¢len na levé strané jsme upravili integraci per partes [ pjé% = —5f [ f, na pravé strané

je opét hustota hybnosti pfedand srdzkami za jednotku casu (kterd musi byt nulovd, jestlize
dochédzi pouze ke srdzkdm mezi ¢édsticemi téhoz druhu). Kombinaci s rovnici kontinuity (1.37)
odtud muzeme dostat pohybovou rovnici pro jednoslozkovy plyn ve tvaru obvyklejsim v hydrody-

namice ) ) g )
ov’ , 07 or’ o0d omd i (op
—_— . - — =—— - — . 1.39
p(at +”axz)+axz+”aw (&)C v (& . (1.39)
Podobné pro druhé momenty rovnice (1.35) dostaneme (vyintegrovénim [ d*pp/p*/m) rovnici

pro slozky tenzoru napéti

oTi*  9QUuF 9D 00 <5Tjk)

. T + T = 1.40
ot ox Tgar TTom ~ \Ta (1.40)
kde na pravé strané je opét prispévek srazkového clenu ke zméné tenzoru napéti. Tato rovnice
obsahuje divergenci momentu vysstho fadu, a to toku slozek tenzoru napéti (resp. energie, kterd je
umeérnd jeho stopé) -

Q7 =m™*(pipprf) - (1.41)
Jestlize tenzor Q¥ piepiseme (analogicky (1.18)) pomoci transformace do vlastni klidové soustavy
plynu (v niz by mél hodnotu ¢“/*)

QUF = % Lok LR i R yindekp (1.42)
pak rovnici (1.40) muzeme uzitim nizsich momentovych rovnic pfepsat

arik 9qk  O(viTik) ROVl 00"
o T om T ow | 0w 0w (1.43)

§TI* ; dp (o ol
— ok [ 2F _ i 20 _ k(2
( 5t )CH’U (5t>c v <6t )C v <5t>c




Momentové rovnice (1.36), (1.38), (1.40) a dalsi 1ze zapsat jednotné zavedenim momentu
Mﬁ#ﬁﬁ=/ﬁﬁ% (1.44)
zobeciiujicich definice (1.16), (1.17), (1.18), (1.41) a dalsf, kde « je tzv. multi-index®, jehoz norma

udéva stupen (fdd) momentu. Obecny moment rovnice (1.35) ma potom tvar

0.0, 1 0 i 0P i [OM“
&M +E8x”M + ma 8xiM —( 5 >C, (1.45)

kde na pravé strané je piislusny moment srazkového ¢lenu. Vidime tedy, ze kazdd momentova
rovnice vzdy obsahuje i momenty vys§tho fadu, takze tyto rovnice tvofi nekonec¢nou soustavu
parcidlnich diferencidlnich rovnic (ovSem v prostoru s nizs{ dimenz{ nez puvodni Boltzmannova
rovnice, protoze zavislost rozdélovaci funkce na hybnosti vlastné representujeme spocetnou po-
sloupnost{ momentu, z nichz lze tuto funkci v principu zpétné rekonstruovat).

Aby soustava momentovych rovnic byla uzaviend, musime nékteré z vyssich momentu apriorné
vyjadiit pomoci nizsich momenttu. Muzeme napiiklad ucinit nejjednodussi predpoklad, ze f bude
déno rovnovaznym maxwellovskym rozdélenim (srovnej rov. (1.121))

2
— n(2xmkT) 2 _M 1.46
= nizmmir)Fexp (- Tl (1.46)
kde vyska a stied gausovské kiivky jsou v souhlase s (1.16) a (1.17) ddny p a v, které musi
spliiovat pohybové rovnice (1.37) a (1.39). Podle (1.18) je pro rozdéleni (1.46) tenzor napéti ve
vlastni soustavé izotropni, imérny teploté rozdéleni T,

WzWRﬁ%szg, (1.47)

kde P je tlak a e je hustota tepelné energie. Teplota muze byt predem zadand (napi. urcend
rovnovahou se zafenim), nebo pro ni (resp. pro €) ze stopy rovnice (1.43), kde tok tepla ¢ = 0
v dusledku predpokladu (1.46), dostdvame rovnici energetické rovnovahy

0 ; 0 5 o' de
(815 +v 8:&) €+ 3957 = (6t>c . (1.48)

Druhy ¢len na levé strané této rovnice uddva zménu vnitini energie v dusledku prace vykonané
stlacovanim plynu proti jeho tlaku. Srazkovy ¢len na pravé strané by byl nulovy pro adiabaticky

8Multi-index « je vektorovy index (vektor s celoéiselnymi slozkami), pomoci kterého miizeme definovat mocninu

p* vektoru p
3 .
po =]
i=1
Jeho norma je definovand vztahem
3
la] = E at.
i=1

Index i|f=1 muzeme chéipat soucasné jako jednotkovy multi-index ve sméru ¢, takze napf.

7 a+1

pp =P
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pohyb jednoslozkového plynu, nebo muze vyjadiovat piispévek vymény energie s ostatnimi slozkami
nebo zafenim — tento ¢len by v piipadé zafivé rovnovahy musel dominovat. Podobné i ostatni
slozky rovnice (1.43) maji vyznam kritéria opravnénosti predpokladu (1.46) — srézkové cleny
na pravé strané musi byt dostate¢né dominantni aby zajistily relaxaci odchylek od rovnovazného
rozdéleni zpusobovanych gradienty na levé strané.

Jestlize sréazky nejsou dostateéné Ucinné aby zajistily platnost pfiblizeni (1.46), musime do
Boltzmannovy rovnice resp. jejich momentu pravou stranu dosadit a pocitat odchylky skuteéné
rozdélovaci funkce od (1.46). Skuteénym tvarem srazkového ¢lenu se budeme zabyvat v kapitole 1.2.
Pro ilustraci jeho vlivu na feSeni Boltzmannovy rovnice vSak muzeme vystacit se zjednodusenym
‘BGK’- modelem (Bhatnagar, Gross, Krook [1], [5])

of\N _ f—Jo
Capmy )

kde At je néjaky relaxaénf ¢as? a fy je rovnovaznd rozdélovaci funkce dand (v nerelativistickém
piipadé) vztahem (1.46). Obecny moment tohoto srdzkového ¢lenu m4 tvar

SMe Mo — Mg
( 5 ) = (1.50)

takze napi. v piipadé jednoslozkového plynu je jeho prispévek k hustoté a hybnosti (popiipadé i
hustoté energie) nulovy, protoze fy jsme volili tak, aby ddvalo stejné hodnoty téchto momentu jako
f. Vyssi momenty, jako napf. slozky tenzoru napéti (resp. pouze jeho odchylky od izotropniho tlaku)
nebo tenzoru @, pak muzeme odhadnout pomoci rozvoje podle malého parametru At z dosazeni
(1.50) do (1.45)

0 1 0
M =M — At | Lpe+ =L
0 t(@t 0 +m8xZ

. 0D
Mg“’“ + ma’ e

M{f‘_l) +o(At?) (1.51)
a po jejich dosazeni do pfislusnych nizsich momentovych rovnic dostaneme diftizni aproximaci,
pricemz At urcuje pifslusné difdzni koeficienty (viskozitu, tepelnou vodivost aj.).

Vsechny momenty M pfitom muzeme explicitné vypocitat dosazenim (1.46) do (1.44). Je
ziejmé, ze ve vlastni soustavé plynu (ve které v = 0) budou v8echny momenty Mg, pro které je
alespoil jedna slozka o' lichd, rovny nule, ale nekoneény pocet sudych momentii bude nenulovy.
V obecné (nikoliv vlastni) soustavé pak bude podle binomické formule kazdy moment linedrni
kombinaci stejného a nizsich momentt klidovych. Pro praktické vypoéty proto miize byt vyhodné!®
prejit od reprezentace f v p-prostoru nikoliv k mocninnym momentum (1.44), ale k rozvoji f do
vhodné soustavy funkei (‘ket-vektoru’) |a)

1f) = f%la) . (1.52)

Koeficienty rozvoje f® jsou potom zobecnéné momenty, které dostaneme vynasobenim f s dualnimi
‘bra-vektory’ f& = (a|f) (kde (a|B8) = §*”) a konkrétni tvar momentovych rovnic analogickych

(1.45) pro né dostaneme dosazenim vyjadren{ operdtoru p a a% v |a)-reprezentaci do Boltzmannovy

rovnice (1.32) s konkrétnim vyjiddienim slozek Liouvilleova operatoru % jako funkci p. Naptiklad,

9Nepiesnost BGK-aproximace spo¢iva predeviim v piedpokladu ze k této relaxaci dochdzi v celém rychlostnim
prostoru stejnou rychlosti.

10Pfechod k nové reprezentaci je vyhodny tehdy, jestlize tato reprezentace vystihuje (pfedpoklddanou) symetrii
feSeni konkrétni tlohy, takze sta¢i nezanedbat mensi pocet zobecnénych momentu. Ze stejnych duvodu muze byt
vyhodné pfejit k diskrétni reprezentaci i ve smiSeném - a p- fezu fdzovym prostorem.
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jestlize lze ocekédvat, Ze odchylky od rovnovazného rozdéleni (1.46) ¢dstic budou malé, pak je
vyhodné uzit tzv. Gradovy metody (viz napft. [3]), ve které je reprezentace |a) tvorfena Hermi-
teovymi polynomy vyndsobenymi gaussovskou vdhou (1.46) viéi niz jsou ortonormélni, takze
(a] jsou samotné hermiteovské polynomy. Hermiteovské momenty jsou linedrnimi kombinacemi
fyzikdlné vyznamnych momentt (1.44) a kromé nultého jsou nulové pro (lokélné) rovnovézné
rozdéleni se spravnou rychlosti a teplotou. Proto zpravidla sta¢i uvazovat prvnich 20 momentu
(tj. do tietiho stupné) nebo 13 momenti (do druhého stupné a toky energie ~ Q7).

1.1.5 Magnetohydrodynamika

Predpokladejme, ze plazma se sklada ze dvou druhu castic s kladnym a zapornym nabojem g4
a hmotami m-. Kazdy z téchto druhu ¢astic je popsén rozdélovaci funkei fi, kterd spliiuje Bolt-
zmannovu rovhici

Oufs+ 00y fx + POy fs = (&fi) , (153)

kde rychlost kazdé ¢dstice (srovnej s (1.34))

zi = : (1.54)
a zrychleni je nyni ptusobeno nejen gravitacéni, ale i elektrostatickou a Lorentzovou silou
pi= —maVid + g B+ L5 ciikpigh (1.55)
cm+

Nulté momenty rovnic (1.53) maji tvar!!

; )
Op+ + Vi(ry) = (&Pﬂ:> ) (1.56)
a prvni momenty
O 4 VT 4 puvie - 9, i 9 ik (000 (157)
J m4+ cm4 ot

Zavedeme-li celkovou hustotu hmoty p = py + p— a celkovou rychlost v = (7 + 7_)/p, pak
sectenim rovnic (1.56) pro oba druhy ¢dstic dostaneme rovnici kontinuity hmoty

; )
0+ Vi) = (50) =0 (1.58)
kde jsme zaroven predpokladali, ze v procesech srazek ¢astice zadného druhu nevznikaji ani neza-
nikajf a pravé strany rovnic (1.56) proto musi byt nulové.!? Podobné, zavedeme-li celkovou hustotu
néboje n = gﬁ/u + 2=p_ aproud J = (%7@ + Z=n_), pak vahovanym souctem rovnic (1.56)
dostaneme rovnici kontinuity naboje

o+ Vi(J') = ((?tn) =0. (1.59)

11Nebot fp Eijkpjapifi = - fp Eijk(ﬁfi =0.
12V redlném plazmatu miize dochézet k rekombinaci a ionizaci. Pak je zapotiebi pfidat jesté alespoii rovnici pro
neutrdlni ¢astice a nulovy bude pouze soucet pravych stran.
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Se¢tenim rovnic (1.57) dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru
, y , 1 5
Oe(pv’) + VT + pV'd — nE" — ~cik Jipk = (&#) =0, (1.60)
c

kde vzhledem k zachovani hybnosti pii srazkach musi soucet srazkovych ¢lent vymizet. Celkovy ten-
zor napéti mizeme rozlozit na &dst pifslusejici uspofddanému pohybu pv'v/ a ¢dst tlakovou'® P,
tj. T9 = TY +TY = pv'vI+P" . Predpoklddame-li tlak izotropni (coz je ovéem pfi existenci proudu,
tj. nenulovych prvnich momentu rozdélovacich funkci, tézko pfesné splnitelné) a predpoklddame
nulovy celkovy naboj 1, pak po tpravé d;(pv') = p%vi — V;(pv'v?) vyuzivajici rovnice kontinuity
(1.58) dostdvdme pohybovou rovnici ve tvaru

%v =—-VP-pVe + %J x B. (1.61)
Vahovanym souctem rovnic (1.57) dostaneme pohybovou rovnici pro proud
a,.Ji V_Qi 1772 i @ ik gk (9 i

i J' + g £ VAL p E — cmig i B (6tJ> . (1.62)

Srazkovy ¢len na pravé strané je zde obecné nenulovy, protoze obé slozky si ve srazkach vyménuji
hybnost a tim disipuje proud. Jestlize pfedpokladdme charakteristicky relaxa¢ni ¢as pro ustaveni
rovnovahy (tj. pro vymizeni proudu po vypnuti sily, kterd jej zpusobuje) At, pak v BGK aproximaci
((%J) = —-.) m4 tato rovnice tvar

2
~ At <— L= 7 i + piE’ + quijkw;Bk> , (1.63)
Cmi
tj. po rozepsani hybnosti obou slozek jako linearnich kombinaci v a J
J' = a4k gigh (1.64)
kde
m+ — mym_ my m_
——q+q_€”kpvak> , (1.65)
emam_
¢ A
t _
gE == <q+ + q> B". (1.66)
c \my m_
Resen{ rovnice (1.64) mé tvar'
Ji= —L(af+ B0l +£*ad gh) (1.67)
= 1+ﬁ2 (0% ]Oé e o . .

Jestlize zanedbame ¢leny od druhého fadu v At (coz znamend vSechny ¢leny s ), v rovnici (1.65)
predpokladame nulovou hustotu naboje a zanedbame gradienty parcidlnich tlakt obou slozek, pak
se tato rovnice redukuje na Ohmuv zdkon

J=0o(E+ % x B) . (1.68)

1375, napéti vzhledem k vlastnimu klidovému systému plazmatu. Tlak je souctem parcidlnich tlakd obou druht
Céstic.
1 Opakovanym zpétnym dosazenim totiz J = a+J x 8 = a+ax B+ (JB)B— (88)J = a+ax B+ (aB)B— (88)J.
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kde vodivost 44
o= —"""pAt. (1.69)
mym_
Rovnice (1.61) a (1.68) popisuji vliv elektromagnetického pole na pohyb plazmatu. Naproti
tomu Maxwellovy rovnice

1 4
VxB--9,E=-"7, (1.70)
C C
VE =41 ~0, (1.71)
1

VxE+-0B=0, (1.72)

a
VB=0, (1.73)

popisujf vliv zdroju na pole. V rovnici (1.71) jsme opét zanedbali hustotu ndboje. Jestlize v rovnici
(1.70) zanedbdme polarizaci vakua proti el. proudu J, pak se zjednodusi na

QE~0=J=—VxB. (1.74)
4

Dosadime-li odsud proud do rovnice (1.61), dostaneme pohybovou rovnici pro plazma v zadaném
magnetickém polil®
VP — V- L V(B.B)+ - (BV)B (1.75)
So=— — S ) —(B. . .
pdt P 8T 4
Naproti tomu vyvoj magnetického pole je ddn rovnici (1.72), kde muzeme z Ohmova zdkona (1.68)
vyloucit E a z (1.74) opét i J, takze dostaneme pohybovou rovnici pro B

2
BtB:—chE:Vx(—§J+v><B):—V><(Z;T—UVXB)—i—Vx(va). (1.76)

Muzeme ji déle prepsat do lagrangeovskych soufadnic

2
4B 9B+ @V)B= -

7 V2B + (B.V)v— B(V.v) . (1.77)

Ao

Prvni ¢len na pravé strané popisuje difizi magnetického pole, zatimco druhé dva ¢leny jeho za-
mrznuti do plazmatu.

15Ptitom jsme uzili relace

((@ x b) X ¢)i = €4k jimarbmcr = (0k10im — 0310km )aibmer, = (ac)b; — (be)a; .
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1.2 Srazkovy ¢len

1.2.1 Bindarni srazky

Metodou fetézce BBGKY jsme nalezli srézkovy ¢len Boltzmannovy rovnice (1.30) ve tvaru

) )
(5:) = (N — 1) / [(1)172,.]02] d3$2d5p2 . (178)
Predpoklddejme, Ze bindrni interakéni potencidl ®1o = ®(|r]), kde r = x2 — 21 je vzdjemna

vzdélenost ¢éstic, a ze ®(|r|) = 0 pro r > R, tj. vné jistého malého poloméru interakce. Vné tohoto
poloméru muzeme o¢ekavat ndhodné, vzajemné nekorelované rozdéleni ¢éstic,

fa(w1, p1, @0, p2) = fi(z1,p1) f1(z2,p2) - (1.79)

Naproti tomu pro mensi vzdélenosti muze ® divergovat, a potom fo musi klesat k nule, coz od-
povidéd skuteCnosti, ze ¢astice se k sobé nemohou v dusledku své interakce neomezené priblizit.
Abychom mohli podle (1.78) vy¢islit srazkovy ¢len, musime nalézt (anti-)korelaci ¢dstic v malych
vzdalenostech. Predpokladejme, ze dvojcasticova rozdélovaci funkce je ¢asové nezavisld, prosto-
rové zavisld pouze na r, a zZe jeji ovlivnén{ dalsimi cdsticemi je (alesponn béhem bindrni srazky)
zanedbatelné. Dostavdme tak pro ni dalsf rovnici (1.31) v explicitnim tvaru

2 2 i
(o = [P 4 00), o] = 000, ) + P20 o, (1.50)

Odtud muzeme vyjadiit [®(r), f2] a po dosazeni do (1.78) dostavame

5 i—pi [0
((g) = (N —1) mepl Tﬁd?’rd?’pg. (1.81)

Vnitini integral gradientu dvojéasticové rozdélovaci funkce prechédzi na integral této funkce pies
plochu kolmou ke sméru p} — p}, tj. ve valcovych soufadnicich b, ¢, z (b je srdzkovy parametr)

e [1R1= G0, (1.82)

Obrézek 1.2: Geometrie binarni srazky.
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kde Z > R je polovi¢éni vyska valce obsahujici sféru bindrni interakce (pfitom vsak stdle pod-
statné mensi nez jsou prostorové nehomogenity vyjadiené zdvislosti fi(x)). V z = —Z je podle
predpokladu (1.79) dvojéasticovd rozdélovaci funkce vyjadiujici hustotu vzajemné proti sobé nalé-
tévajicich ¢dstic ddna soucinem lokélnich (na prostorové skdle b < R homogennich) jednocésti-
covych funkei. Naproti tomu v z = +Z je hustota vylétdvajicich ¢dstic fo(b) obecné nehomo-
genni. ProtoZe proces srazky dvou édstic vySetfujeme jako pohyb (neovlivnény interakei s dalsimi
Casticemi) ve dvoucdsticovém fazovém prostoru, fo je konstantni podél piislusné fazové trajektorie,
takze

falb,z = +2Z,p2 — p1) = fo(r > R,py — py) = fr(P)) f1(p3) 5 (1.83)

kde p} , jsou hybnosti které musi mit nalétdvajici ¢dstice aby se po srazce dostaly do sméri p o
a srdzkového parametru b (vzhledem k ¢asové reverzibilité!® tak jde o vySetfovan{ diferencialniho
tcinného prifezu do = 2mbdb rozptylu —p1o — —p),). Po dosazeni do (1.81) tak dostdvame
srazkovy ¢len ve tvaru

(%) == [ 222 [ (60 R6s) — Ao i) 2etana®en . (1530

Tento vyraz obsahuje relativni rychlost 2P ¢éstic vynasobenou diferencidlnim tc¢innym prifezem,
¢ili, v souhlase s predstavou zndzornénou v obr. 1.1-b, pravdépodobnost procesu srazek, pri nichz
¢astice odejdou z fazového elementu urcéeného p; 2 do p’l,2 nebo naopak. Tento vysledek muze byt
zobecnén i pro kvantové procesy a ruzné pocty interagujicich ¢édstic (napf. pro rozpady ¢dstic na
¢astice jinych druhu), kdy mechanickd analogie dvojcéasticové srazky je neplatnd.

1.2.2 Obecny tvar

Srézkovy ¢len na pravé strané Boltzmannovy rovnice (1.32) pro jednoédsticovou rozdélovaci funkei
¢éstic typu A udévé celkovou fdzovou hustotu pravdépodobnosti vzniku (nebo negativn{ hodnota
zdniku) téchto ¢dstic interakel s ostatnimi ¢dsticemi téhoz nebo jiného druhu. Proto jej muzeme
vyjadrit jako soucet kladnych piispévku od jednotlivych elementarnich procesu, pii nichz dochézi
ke vzniku takovéto ¢astice ve sledovaném elementu fazového prostoru, a zdpornych piispévku od
procesu, pii nichz ¢astice zanika. To znamend, ze napiiklad rozptyl, coz je prechod ¢astice z jednoho
bodu v prostoru hybnosti do druhého, chapeme jako zanik ¢astice v puvodnim a vznik v novém
elementu fizového prostoru. Uvazujme tedy obecnou (‘chemickou’) reakei mezi éasticemi Xp| ¥,
pii nfz vznikajf ¢astice Xp|N_ /0,

M N
Y Xp= Y Xg. (1.85)
B=1 B

Pokud vsechna Xp muzeme povazovat za nekvantové cdstice (tj. jestlize muzeme zanedbat
stimulovanou emisi pro bosony a vyluc¢ovaci princip pro fermiony, coz lze vzdy, kdyz jsou rozdélovaci
funkce zanedbatelné vuci fadzové hustoté ¢ g elementdrnich kvantovych stavi), pak pifspévek reakce

16 Bezesrazkova Boltzmannova rovnice pro N-&asticovou rozdélovaci funkci je Gasové reverzibilni. Bindrn{ interakce
puvodné nekorelovanych nalétavajicich ¢astic zpusobuje korelaci mezi vylétdvajicimi ¢dsticemi, kterou by bylo tieba
si ‘zapamatovat’, aby byl cely systém stédle vratny. Pfiblizenim dvojéasticové rozdélovaci funkce vylétavajicich ¢éstic
opét nekorelovanym rozdélenim v jiném elementu dvojéasticového fdzového prostoru predpokldddme, ze srazkova
korelace je vlivem dalsiho vyvoje ‘zapomenuta’ a proto takto odvozena jednocésticova Boltzmannova rovnice s pravou
stranou se stava casové ireverzibilni.
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(1.85) ke srazkovému ¢lenu ¢éstice X 4 bude

4 M N
<§tA> (pa)= . VC/ (1, on) [ F8(e5) Il “ps. (1.86)
‘ @ Xo=Xa B=1 pc=pa B=1,B#C

kde ‘stechiometrické koeficienty’ v = 41 pro ¢astice vznikajici (C' > M) a vc = —1 pro ¢éstice
zanikajici (C < M). P(p1,...,pn) je pravdépodobnost probéhnuti reakce (1.85) za jednotku ¢asu
mezi ¢asticemi s poc¢dteénimi hybnostmi py, ..., pas do koncovych hybnosti pasy1, ..., pn. Srazkovy
¢len na pravé strané Boltzmannovy rovnice je tedy (na rozdil od levé strany) obecné nelinedrni
v rozdélovaci funkci ¢éstic.

Jestlize rozdélovaci funkce nékteré ze vznikajicich ¢dstic (napf. X¢) neni zanedbatelnd vuci ¢¢
muzeme do vyrazu (1.86) ‘zabudovat’ bosonové nebo fermionové chovani této ¢éstice pridanim do
integrandu na pravé strané ¢lenu (jakési ‘modifikované’ rozdélovaci funkce!”)

fo=1+ Je (1.87)

dc’

kde horni znaménko (+) plati pro bosony (a ¢len udava zvyseni pravdépodobnosti reakce (1.85)
v dusledku stimulované emise) a dolni znaménko (—) pro fermiony (a ¢len pak udévé snizeni
pravdépodobnosti reakce vlivem Pauliho vylucovaciho principu). Takto zobecnény vyraz (1.86)
vSak muzeme formélné povazovat za prispévek reakce

M N
Xe+> Xp= > Xp+X0, (1.88)
B=1 B=M+1
jejiz pravdépodobnost
P(0g,p1, - PN-PE) = £ P(p1, .o pN)S (06 — pe)S(PE — pC) (1.89)

takze vyraz (1.86) lze brat jako obecny tvar srdzkového ¢lenu.

1.2.3 Momentovy rozvoj

K feseni Boltzmannovy rovnice metodou rozvoje do zobecnénych momentu ve tvaru (1.52) potiebu-

jeme rozvinout i srazkovy ¢len
6fa) . _ (0fa) "
() -(3) = (1.90)

a jeho momenty vyjadfit pomoci momentu rozdélovacich funkei ¢dstic icastnicich se srazky. Podle
(1.86) jsou momenty srdzkového ¢lenu dany integrdlem pravdépodobnosti P(pi,...,pn) reakce
(1.85) pres vSechny hybnosti

5fa\ of M N
A A
(&) = (el (&) )= Z ”C/ a(po)|P(p1, - PN) H 5(pB) H . (191)

¢ ¢ CXc= B 51
Tuto pravdépodobnost muzeme povazovat za integracni jadro operatoru

= |11y oy N ) PN (g, s a | (1.92)

177de je ziejmé vyhodnost volby elementarniho kvantového stavu za jednotku fizového objemu, kdy ¢c = 1.
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prirazujiciho jistému rozdéleni f(pi,...,par) = ng:l fB(pp) ¢éstic vstupujicich do reakce (1.85)
rozdéleni f(par41,...,pn) Cdstic vystupujicich (baze téchto sou¢inovych prostori jsou tvoreny
souc¢iny bazovych prvku v jednoéédsticovych prostorech). Dosazenim piislusnych rozvoju (1.52) do
(1.91) dostaneme moment srazkového ¢lenu ve tvaru multilinedrni kombinace momentu rozdélovacich
funkef ¢dstic do reakce (1.85) vstupujicich

1)
(g;?)c Z PA Q1.0 QM H fBaB ) (193)

s QM
kde koeficienty P, ¢ = Jsou dany maticovymi elementy PIMT50YN operdtoru P
N N
PA(Oltl,.,.,a]V[ = + Z 5gCP311\,4+10)41u7 H <1|aB> (1’94)
C=M+1,Xc=X4 B=M+1,B#C
M N
a ey X
a Z QOé/BC Otlz\,{+7lﬁoy--<]:]a1v1 H <1|013> ’
C=1,Xc=Xa B=M+1
kde
Qare = (Bel((ap))ac) - (1.95)

Koeficient (1ja) = [ 1]a) je zpravidla 60 (jestlize jednicka je zdkladnim ¢élenem ortonormalni béze
funkcf), takze kladné ¢leny v tomto souctu pres C, tj. cleny pro ¢éstici X¢ vystupujici (C > M),
jsou pfimo rovné nékterym maticovym elementim. Zaporné ¢leny (pro ¢dstice vstupujici, C < M)
jsou naproti tomu zpravidla linedrn{ kombinac{ vice maticovych elementu, protoze v integralu (1.91)
se k jednomu ket-vektoru (v fe) vyskytuji dva bra-vektory (v P a («|), jejichz sou¢in je nutné
nejprve pomoci koeficientu @ rozlozit na soucet jednotlivych bra-vektoru.

Pifmocary vypocet koeficienti P,¢, = mnebo PN by byl znaéné obtizny, protoze
vyzaduje trojnasobnou integraci pres hybnost kazdé z N ¢éstic. Pfitom pocet téchto koeficientt
roste alesponn s M + 1. resp. N-tou mocninou poctu uvazovanych momentu rozdélovaci funkce.
Rada z téchto koeficientit viak vypadne a zbylé lze zjednodusit diky symetrifm srazky. Je napiiklad
ziejmé, ze pro identické vstupujici nebo vystupujici ¢dstice musi tyto koeficienty byt symetrické vuéi
zaméné piislusnych indext. Jestlize P zavisi pouze na relativni orientaci hybnosti ¢astic tcastnicich
se srdzky (tj. srézka nenf anizotropni napi. v dusledku vnéjsiho elektromagnetického pole), pak musi
byt shodné koeficienty lisici se pouze prohozenim prostorovych os. Dalsi symetrie koeficientu musi
vyplyvat ze zdkonli zachovdni hybnosti, poptipadé energie (pro pruznou srazku). Necht, obecné,
P(p1,...,pn) je invariantn{ vuéi jisté grupé transformact

p—p =p[»f (1.96)
parametrizované parametrem §. Baze {|a)} rozvoje (1.52) indukuje jistou reprezentaci Ty této
grupy .

la'(p')) = T¢ o lex(p)) (1.97)
kterd urCuje transformacni vztahy pro maticové elementy P
B —1\a'
P = (TP, (1.98)

V dusledku invariance P(pi,...,pn) vuéi (1.96) tedy musi maticové elementy vyhovovat homo-
gennim lineadrnim rovnicim

[(Tgl) I } P2 =0, (1.99)
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z nichz muzeme nékteré elementy vyjadrit jako linearni kombinace jinych. Protoze v praxi muze
byt i feSeni téchto rovnic obtizné, je vyhodnéjsi vyuzivat symetrii P prechazenim k takovym bazim
v prostorech hybnost{, v nichz se maticové elementy zjednodusi (napf. se stanou diagonélni).

Rozvoj pro binarni srazku. Jako piiklad uvedme vypocet rozvoje srazkového élenu do pro-
storovych Hermiteovych polynomt |&) = II3_, P, (p;) pro bindrn{ srazku

Xi+Xo= X+ X5 (1.100)

Pokud se omezime na rozvoj do druhého tadu, tj. na 10 momentu, pak potiebujeme vypocitat
faddové 10% maticovych elementi'® z celkového poétu 10 koeficientii rozvoje pravdépodobnosti
P(p1,p2, i, ph) této reakce jako funkce vech proménnych. Pokud ovSem provedeme transformaci

{p1,p2} — {pr,p} (a analogicky pro édrkované veliciny) do tézistovych systému pred a po srdzce,

mi 2
= — , 1.101
P1,2 m1+m2pT +p ( )

kde pr je hybnost celé soustavy a p hybnost ¢astice s relativni rychlosti (v = v —v1) a redukovanou
hmotnost{ (m = n’ﬁf;fz ), pak vzhledem k zachovéni hybnosti pfi srdzce musi byt maticové elementy
funkce P tmérné jednotkové matici v indexech ar, o odpovidajicich proménnym pr, p/r. Viech
10* elementt funkce P(pi,p2,p),ps) je tak linedrni kombinaci pouhych 102 élenti rozvoje téze

funkce P(p,p’) vyjaddiené pouze v proménnych hybnosti relativnfho pohybu srazejicich se ¢stic,

AN _ ! 7 / / /
(o ah|Plaras) = (afaslalpa’ Yo | Pla)(aralaias) . (1.102)
Pravdépodobnost P muze kromé invariance vuéi volbé rychlosti inercidlniho systému (kterd
je specidlnim disledkem vyse zapocteného zdkona zachovani hybnosti) mit i dalsi symetrie, napf.
muze spliovat zachovani energie nebo byt invariantni vuéi natoceni vztazné soustavy. Vliv téchto
symetrif se nejsnaze vyjadi{ v reprezentaci sférickych harmonik!?

[nim) = Z (anlm)|a) . (1.103)

|| =2n+1
V piipadé pruzné srazky se zachovava kinetickd energie relativniho pohybu, tj. [p’| = |p|. V obecném
pripadé se zméni o uvolnénou energii vnitinich stuptiu volnosti, tj. P(p,p’) ~ 6(|p'| — /p? + 2mE).
V obou pifpadech vsak miizeme separovat a integrovat radidln{ ¢dst P(p, p’) v proménné p’. Uhlovd

zavislost pravdépodobnosti rozptylu P zpravidla byva invariantni vaci rotaci prostoru hybnosti
a z4visi pouze na thlu y rozptylu mezi sméry Yy a 9’ nalétéavajici a rozptylené castice,

P(p.p') = 8(p| = VP +2mE) 2o (x) | (1.104)

kde o je diferencidlni tu¢inny prufez. Vhodnou rotaci prostoru hybnosti pak muzeme dosdhnout
splynuti sméru 9¢ s osou z a sméru ¢ = 0 s osou z, takze zbyva rozvinout thlovou zdvislost
rozptylu pouze do Legendreovych polynomu v cos y,

(W'13(1p'| = V/p? +2mE) L (1'm|o (x. |pl)|im) )
o1 o3 (W16 (Ip'| = Vo7 + 2mE) Lo (Ip|) ) (1.105)

Vsechny maticové elementy se tak redukuji na linedrni kombinace nékolika malo integralu tihlové
a rychlostni zavislosti i¢inného prufezu srazky.

(n'U'm’|PInlm)

187, pro viechny indexy &éstice, pro niz srazkovy ¢len pocitdme, a pro indexy obou éastic do reakce vstupujicich.

19Protoze Hermiteovy polynomy jsou vlastni funkce 1-dim. kvantového harmonického oscildtoru, je ziejmé, ze
prostorové Hermiteovy polynomy mus{ byt linedrn{ kombinac{ vlastnich funkci |nim) = |nl)|lm) piislugného sféricky
symetrického hamiltonidnu. Radidlni ¢dst |nl) je pfitom ddna zobecnénymi Laguerrovymi polynomy.
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1.3 Termodynamicka rovnovaha

1.3.1 Entropie a H-teorém

Rozdélovaci funkce f umoziiuje konkrétné vypocitat stfedni hodnoty rtznych makroskopickych
veli¢in pro ji popsané makroskopické rozdéleni ¢astic a obecné tedy nese jistou informaci o stavu
souboru téchto ¢astic. Mirou této informace je Boltzmannova entropie

S =kInW , (1.106)

kde k je Boltzmannova konstanta a W je pocet ruznych mikrostavii odpovidajicich danému makro-
stavu.?® Mame-li napi. g stavii pro N identickych klasickych éastic, pak W! = g%V /N!1. Pro Fermiho
— Diracovy ¢astice WEP = gl/(g — N)!/N! (protoze s kazdou ¢astici ubyde jeden stav k dispozici
pro ostatni) a pro Boseho — Einsteinovy éastice WBE = (N4 ¢—1)!/(g—1)!/N! (protoze s kazdym
bosonem roste pravdépodobnost pfechodu jiného bosonu do téhoz stavu, tedy efektivné ptribyva
dalsi stav). Dosazenim WX do (1.106) dostaneme pro N = fAg éastic v Ag stavech entropii?!

ASM = kIn (Ag"V/N!) = kN (InAg —InN + 1) = kf (1 — Inf) Ag, (1.107)
takze objemové hustota entropie klasického plynu??
K — k:/f(l —Inf)h3d3p . (1.108)

Podobné pro bosonovy nebo fermionovy plyn?? (s rozdélovaci funkef f normovanou na elementarn{
kvantovy objem fdzového prostoru)

5= —k/ (flnf ¥ flnf) h=3d3p (1.109)

kde ve shodé s (1.87) f=1+f (horn{ znaménko plat{ pro bosony a dolni pro fermiony; vyraz
(1.108) odtud dostaneme pro f < 1).

Pro celkovou entropii .S, ktera je integralem s pres objem, plati tzv. Boltzmanntuv H-teorém,
podle néhoz je S velic¢ina neklesajici behem ¢asového vyvoje. Jestlize totiz vyjadiime entropii jako
sumu pres elementarni kvantové stavy

S = kal —Inf?), (1.110)
pro jejichz obsazovaci &fsla f? plati kinetickd rovnice (viz rov. (1.1))
df? ; i
2 = Z (Pjif? — Py fY, (1.111)

Ji#]
kde P;; je pravdépodobnost piechodu systému ze stavu i do stavu j, pak derivovdnim (1.110)
a dosazenim (1.111) dostaneme

as i i\ i
E = —kZ dtl f —k; jzf] Pljf )lnf
= kY Puf (P”j; > In % >0. (1.112)

1<j

20Pocet moznych kombinaci, resp. pravdépodobnost kazdé z nich je totiz multiplikativni veli¢ina pfes jednotlivé
podsystémy, zatimco mnozstvi informace o nich je aditivni.

21Pfedpokliddame, ze N > 1, takze mlzeme uzit Stirlingovy formule InN! ~ N(InN — 1). Cf. [4].

22G¢itani pres jednotlivé stavy pfitom nahradime integraci pfes prostor hybnosti, d>g = h=3d°p.

23Ve vyrazu pro WBE zanedbévime 1. Déle predpokldddme, 7e také g > 1 a (g — N) > 1.
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Pro pravdépodobnosti pfechod mezi elementérnimi kvantovymi stavy plati P;; = Pj; (viz rov. (1.2)
a proto kazdy ¢len této sumy je nezdporny (protoze je imeérny vyrazu tvaru (z — 1)lnz). Entropie
je tedy konstantni pravé kdyz vSechny prechody s nenulovou pravdépodobnosti jsou v detailni
rovnovaze?*

Pjifi —Pyf=0. (1.113)
V opa¢ném piipadé roste, dokud neni dosazeno tohoto rovnovazného stavu. Ke stejnému vysledku

dojdeme vyjdeme-li misto z rov. (1.110) z vyrazu pro bosony nebo fermiony analogického (1.109)
a na pravé strané rov. (1.111) doplnime modifikované rozdélovaci funkece f koncovych stavu.

Cviceni 2 Dokazte Boltzmannuv H-teorém pro kvantovy plyn. Uvazle, jaky tvar md v tomto
pripadé mit rov. (1.111).

1.3.2 Rovnovazné rozdéleni

Hledejme nyni explicitni tvar rozdéleni v rovnovazném stavu. Pii rovnovaze s tepelnou lazni o dané
teploté prostiednictvim anihilace a kreace ¢dstic musi byt hustota energie

€= /th*3d3p, (1.114)

kde E = E(p) je energie jedné ¢dstice (tento vztah je zobecnénim (1.19)),rovna zadané hodnoté.
Pii rovnovéze s lazni pouze prostrednictvim srazek, pii nichz se pocet ¢astic zachovava, musi byt
navic i hustota ¢astic dand vyrazem (1.16) rovnd zadané hodnoté. V obou piipadech tedy bude
rovnovazny stav urcen vazanym extrémem hustoty entropie s s vazbovymi podminkami ¢ = konst.
nebo ¢ = konst. a n = konst. (pfitom implicitné predpokldddme, ze f vyjadiujeme ve vlastni
klidové soustavé plynu, takze nemusime klast dalsi podminku na hodnotu hustoty hybnosti, ktera
je nulova)

0=ds — adn — foe . (1.115)

Pro fermionovy nebo bosonovy plyn podle (1.109)
§s = —k/ ((1nf +1)6f F (Inf + 1)5f) h=3d3p = —k/ (mf - 1nf) SFR3dPp,  (1.116)

nebot §f = +6f. Proto tedy podle (1.115), (1.16) a (1.114)

0= —/ [k (1nf_1nf) +a—|—ﬁE] SFR3dp | (1.117)
pro kazdé ¢ f, takze
1+f o 3
—=—+-F. 1.11
n 7 s (1.118)
Odtud po preznaceni lagrangeovskych soucinitelu
a=-4 g=1 (1.119)
- T 9 - T .

24Je tieba si uvédomit, ze P;; # 0 pouze pro stavy i a j (viz rov. (1.3)) se stejnou energii a proto je vporadku,
ze 1 obsazeni téchto stavl jsou v rovnovéaze stejnd. Pfechody mezi stavy s ruznou energii (a rozdilnym obsazenim)
jsou mozné pouze interakci a vymeénou energie s jinym systémem — napi. excitace atomu zafenim, nebo zména
kinetické energie ¢astice srazkou s jinou ¢astici. V tom pripadé vsak indexy ¢, 7 musi urcovat elementarni stavy obou
podsystémt a f?, f7 jsou soudiny obsazeni obou podsystémii.
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dostaneme rovnovazné rozdéleni bosonového nebo fermionového plynu ve tvaru
1

f:exp<E “):Fl

(1.120)

Podobné pro klasicky plyn miizeme variovat vztah (1.108), takze odpadne élen s Inf (coz odpovids
predpokladu f < 1) a vysledkem je Boltzmanovo rozdélen{

r=ew (572 (1121)

které lze dostat rovnéz jako limitu zanedbénim jednicky ve jmenovateli (1.120).
V pripadé volného vzniku a zdniku ¢dstic (napf. pro fotony absorbované a vyzarované jinymi
¢ésticemi) bude n libovolné a proto a=0 i chemicky potencidl p=0. Pii dané hustoté n édstic je

vztah h-2dtp
nf/fh 3d3p / (1.122)
exp ( ) F1

implicitn{ rovnici pro chemicky potencidl u = u(n, T), nebo spolu s rovnici (1.114) soustavou rovnic
pro u = p(n,e), T =T(n,e). Pro proménné n je (1.114) implicitni rovnic{ pro T' = T'(¢) a rovnice
(1.122) pak udava zavislost n = n(T).

Napft. pro degenerovany fermionovy plyn, tj. pro teploty kT < u, je f =~ exp(—%) — 0 pro
E>uale—exp(%)—>lproE<,u, takze?d

P > 4p, A
n = fh3d3p ~ dxh ™3 / p2dp + / — T dA| =
/ 0 o 1+exp(%)

2
4 4 kT
3h3p" 1+ I , (1.123)
dp I

kde jsme zavedli transformaci p — A = p — p, a p, je feSenim rovnice E, = E(p,) = p. Pro
nulovou teplotu je p, rovno Fermiho hybnosti pr definované vztahem

4
= %p% ) (1.124)
Pro nenulovou teplotu se chemicky potenciél lis{ od Fermiho energie Er = E(pr) o veli¢inu fadu

o(T?). Podobné hustota energie

™
I

P  2p,(2E, —|—pucfi—E)A
/0 E(p)deer/O ~ T —dA| =

fE(p)h3d®p ~ 4zwh =3

kT
el (1.125)

dE
Arh™3 / E(p)p*dp + 2p,.(2E,, +pﬂd)

dp Do

25Uzivame piitom substituce p = pu+ A prop > p, ap=p,—A prop < p, apfiblizeni E(p) ~ pu+ [‘é—}s] A,
Pu
v némz p?/[exp(Z74) + 1] o (p + A)?/[1 + exp(E' A/KT)] = p? — (pu + A)?/[1 + exp(—E'A/KT)].
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Vysledné hustota entropie rovnovazného rozdéleni je

s = / {:Fkln (1 :Fexp(EkTu)) +fET/q h=3d3p =

1 N OF . o . 1 1
= — [ p® h3d®p— En 4+ = 1.12
T/p p Pt e (1.126)

kde i je libovolnd prostorova slozka 1, 2 nebo 3 (prvni fadek integrujeme per-partes v pt, zévorka
ukazuje, ze pres i nes¢itdme). Specidlng, jestlize E = E(|p|), pak prvni{ ¢len muzeme déle upravit,
takze

1 dE I 1
= — — fh3dPp — Cn+ —¢. 1.127
s= g7 [ oG = Font e (1127)
V piipadé nerelativistickych ¢astic, pro které
lp|?
E=— 1.128
o (1.128)
dostaneme 5
I
P e 1.129
8= gm€ — mn ( )
V piipadé ultrarelativistickych ¢dstic (napt. fotont), pro které je
E =clp|, (1.130)
dostaneme hustotu entropie
_A (1.131)
§=gm€ = TN, .

piicemz n = M° a ¢ = cM"' a obecny moment radidlni ¢dsti rovnovazné rozdélovaci funkce?8

kT n+3
M" = / Ip|™ fh3d®p = +4n(n + 2)!h 3 (c) F (:I: exp(—%),n + 3) . (1.132)

1.3.3 Rovnovaha chemickych reakci

Pro smés ¢astic ruznych typu X, které mohou byt stdle popsdny nezavislymi jedno¢asticovymi
funkcemi fx, jsou celkové hustoty entropie a energie soucty piispévku hustot od jednotlivych typu
¢éstic, takze rovnici (1.115) je tfeba zobecnit do tvaru

OZ(SZSX—ZOéx(Snx—ﬁZ&Sx, (1.133)
X X X

267de specidlni funkce I je ddna vztahem
oo oo
F(z,s) = Z k=sz2F = z2®(z,s,1), D(z,8,v) = Z(v + If)f‘i"z’c .
k=1 k=0

Speciédlné pro z =1

F(ls)=C(s)= Y k7",

=1
kde ¢ je Riemannova zeta funkce, ¢(3)=1.2020569031596 a ¢(4) = 7*/90 =1.0823232337111.

=
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a variovat vuci vsem fx. Proto dostdvame rovnice typu (1.120) pro kazdé fx se stejnou teplotou T
(pokud dochdzi k vymeéné energie mezi ruznymi typy ¢dstic), ale s ruiznymi chemickymi potencidly
Lx, jestlize hustoty ¢astic piislusného typu jsou fixovany (nebo s nulovymi ux, kdyz ¢éstice mohou
vznikat a zanikat).

Jestlize dochdazi k chemické reakci

> uxX 20 (1.134)
X

mezi Casticemi ruznych typu, pak jejich chemické potencidly nemohou byt nezdavislé, ale musi
spliiovat linedrni rovnice

> vxpx =0. (1.135)
X

Priklad rovnovéhy reakce beta-rozpadu
ne=pte+rv, (1.136)

s relativistickymi hodnotami Fermiho energie elektront a nerelativistickymi nukleony?” je zndzornén
na obr. 1.3. Tato reakce hraje dulezitou roli pfi vzniku neutronovych hvézd. Vzhledem ke kvazine-
utralité musf{ byt hustoty a v termodynamické rovnovéze podle rov. (1.124) tedy i Fermiho hybnosti
elektronu a protonu stejné, coz oviem vzhledem k fddovému rozdilu jejich klidovych hmotnost{ zna-
mena, ze elektrony mohou byt jiz silné relativistické, zatimco protony stéle nerelativistické,

MeC K Pre = DFp K MyC (1.137)
a Fermiho energie elektronu (a tim i chemicky potencidl) podstatné vétsi nez protonu
p%7p/(2mp) ~ FEp), < Epe >~ ppec. (1.138)

Podle rovnice (1.135) ovem
e + Hp = fin (1.139)

(kdyz predpokladame, Ze vznikld neutrina mohou z prostoru hvézdy volné unikat, takze jejich
hustota neni fixovéna a jejich chemicky potencidl je nulovy), takze chemicky potencidl neutront
musi byt vyrovnan predevsim chemickym potencidlem elektronu a tedy

Epyp < EF,e ~ Ep’n . (1140)

Fermiho hybnost a tim i hustota neutronu je proto v rovnovéaze podstatné vétsi nez hybnosti resp.
hustoty elektronu a protont.

27Tento tzv. URCA proces, ve kterém vznikajici neutrina a antineutrina odnéseji energii, se uplatiiuje v ochlazovan{
vznikajicich neutronovych hvézd.
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Obrazek 1.3: Rovnovéha reakce n = p + e + U s relativistickou Fermiho energii elektronu a nere-
lativistickymi nukleony.
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