Matematicka logika

Lekce 1: Motivace a seznameni s klasickou vyrokovou logikou
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Priklad

(G, ) je grupa pravé tehdy, kdyz - je asociativni operace na G s ne-
utrdlnim prvkem 1 a pro v8echny x € G existuje y € G takovy, ze
r-y=1=y-x.

Tvrzeni
Pro vsechny prvky x grupy G existuje pravé jeden y € G takovy, Ze
x-y=1=y-x (oznadeni z ).

Dikaz. xa=1=axazxzb=1=bx

b(xa) =01=0

b(xa) = (br)a=1la=a

Tedya =1» O]



Dikaz ,pofadné*

Predpoklady: xa = 1,ax =1, zb =1, bx = 1.

(@) Vayz((zy)z = 2(yz) zra =1 ((b(za) = b1) A ((za)b = 1))
(G2)Va(zl =z A lz =x) (E3)
ENWWVzy(z=y—y==x) 2. (b(za) = b1) A ((za)b = 1b) ]
E3
(Va:gjz(a: =y — (zx = zyhzz = 2y)) : z;xZ)b: ) €2 (/22’3/\1’ mi;
(M) (e o) = 6. (bx)a = b(za) - ,(G1)
(N2) p = (Y = (p A Y)) 7. (bx)a=1b (6,7,A2,MP,E2,MP)
Mpy PP Y 8. (bz)a = la (PF4,E3,MP,A1,MP)
¥ 9. la = (bz)a (E1,MP)
(VE) Vzp 10.la=b (8,9,A2,MP,E2,MP)
)

p(x/t) M.a=b (G2,A1,E1,A2,E2,MP



Logika jakoZzto obecna teorie V, — atd.

m V matematickych dikazech pouzivame axiomy jednotlivych
matematickych teorii...

m ...ale také se opirame o ,logické vyrazy" jako ,pro vechny” (V), ,a“
(A), jestlize, pak® (—) atd.

m Logiku mizeme chapat jako matematickou teorii téchto vyraz(

m Logika je tedy disciplina, kterd je v pozadi veSkerého
matematického usuzovani (dokazovani)

m Jak uvidime, logika je také ,metamatematikou®, tedy teorii
matematickych teorif



FIELDS arranceED BY PORITY
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Pro¢ dukazy ,pofadné“?

Epistemickeé diivody: Porozuméni/ vysvétleni dikazl ,do detail(“; Vy-
pracovani jistych (pevnych) zaklad matematickych teorii (G. Frege a
aritmetika)

Hygiena matematiky: Paradoxy a krize zaklad(l matematiky jakozto lo-
gické problémy (B. Russell)

Automatické dokazovani: algoritmy potfebuji pfesne formulované pra-
vidla odvozovani v€etné zakladnich logickych pravidel

Formalizace: formalizace teorii v matematice (a Gdédelovy véty), ale
také v pf. védach (R. Carnap a logicti pozitivisti), dnes €asté vyuziti v
informatice (Al, KR, verifikace sw/hw)



Logika a spravné usuzovani

Logika jako disciplina vznikla jako soué&ast filozofie v antickém Recku,
jejim cilem bylo studovat principy spravného usuzovani.

Ptiklad (,Uroveri 1)

m Pokud by Blh existoval, tak by byl dobry a vSéemocny.

m Pokud by Buh byl dobry a véemocny, tak by lidé netrpéli.
m Ale, lidé trpi.

m Tudiz Blh neexistuje.

Ptiklad (,Uroveri 2%)

p q T

—— A —— ~ p—(qAT)
m Buh existuje — Buh je dobry A Blih je véemocny
. (gNAT) = =5
—
m (g A1) — —(Lidé trpi) S
m s _‘p

m Tedy —p



Ptiklad (,Uroveri 3%)

Teorie

(=1 (=)= (¥ —=x) = (¢—X)
(=2 (p— ) = (Y = —p)

MP
(MP) ”

o Py

1.

© ® N o ok~ w

Odvozeni v teorii

p—(qgAT)
p—=(gAr) = (((gAT) = —s)
— (p — —s))

((gAT) = =8) = (p— —s)
(gNAT) = —s

p-)"S

(p— —s) = (s — —p)

s — D

P

(—1)
(1,2,MP)
PE2
(3,4,MP)
(—2)
(5,6,MP)
PE3
(7,8,MP)



Co je spravny usudek? Uroven | — Uroven |l

Kazdy usudek ma pfedpoklady a zaveér.
Ty mohou byt v daném kontextu bud’ pravdivé nebo nepravdivé.

Usudek je spravny iff neni zadny kontex, v némz by byly v&echny jeho
predpoklady pravdivé a zaveér nepravdivy.



Klasicka vyrokova logika: Syntax Uroven Il

Atomicke formule (vyrokové atomy): spocetna nekone¢na mnozina Var
primitivnich vyroku (t.j. vyrokd bez dalsi vnitfni struktury)

Formule: nejmensi mnozina For obsahujici Var, tz. pro kazdé ¢,y €
For plati:
@ — 1 € For a —p € For

atomické formule: p, q, 7, s, ¢, ...
Obvyklé symboly pro: formule: 0,0, x, -
mnoziny formuli: ', A, ¥, @, ...

Ptiklady neformuli: p — pp—>q p——D p—>q—Dp

Priklady formuli: ~ p—q —-p—p p—(-q—p) (p—4q) —q

Negace ma vétsi prioritu nez implikace!



Klasicka vyrokova logika: Syntax

Primitivni spojky: (binarni) implikace — a (unarni) negace —

Definované (binarni) spojky: disjunkce V, konjunkce A, ekvivalence <»:

eV =-p 21 pAp=(p—= ) o =(p=>PINY =)
0| -
11V A
2| = &

Priorita spojek:

Ptiklady formuli (bez konvence o priorité spojek):

p—(pAq) p— ((=q) A p)

Priklady formuli (s konvenci o priorité spojek):

p—pPAq pP—qAp
10



Klasicka vyrokova logika: Sémantika

Zakladni princip: v daném kontextu ma kazda formule pravé jednu
z pravdivostnich hodnot: pravda, nepravda

Definice
Ohodnoceni je kazdé zobrazeni e: For — {0, 1} tz.:

1 pokud e(p) < e(t))
> e

e(~p) =1—e(yp) elp =) = { 0 pokud e(p) > e(1))

Tvrzeni
e(p A ) = min{e(p), e(y)} e(p V) = max{e(p), e(v)}
. _ )1 pokude(p) = e(¥)
(& 9) {o pokud ¢() # (1)
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Spravné usuzovani (v klasické vyrokoveé logice)

Definice
Formule ¢ je logickym dusledkem mnoziny formuli I', T' |= ¢,
pokud pro kazdé ohodnoceni e plati:

pokud e(y) = 1 pro kazdou fliy € T', pak e(¢) = 1.
Spravny usudek = logicky disledek

Usudek je spravny iff neni zadny kontex, v némz by byly v&echny jeho
predpoklady pravdivé a zaver nepravdivy
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Ptiklady (ne)spravnych usudku

Ptiklad (Modus ponens)
p—q
p
q

Toto je spravny tsudek (pokud e(p — q) = e(p) = 1, pak e(q) = 1).

Piklad (Abdukce)
p—q
q
p

Toto nenfi spravny Usudek (vezméme: e(p) = 0 ae(q) = 1).
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Jesté jeden priklad

Title text: Note that this implies you should NOT honk solely because |
stopped for a pedestrian and you’re behind me

http://www.xkcd.com/1033/
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Jesté jeden priklad

Note that this implies you should NOT honk solely because | stopped
for a pedestrian and you’re behind me

Priklad
h <1
=

v
-h

Toto je spravny usudek bez ohledu na ¢.
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Zpét k nademu puvodnimu ptikladu

Ptiklad
p—>qAr
qANT — S
S
-p
Toto je spravny usudek: pokud
e(p—=qNr)=elghr — —s)=-e(s) =1, pake(—s) =0 atak
e(qNr)=0.Tudize(p) =0atake(—p) = 1.
ALE, opravdu jsme dokazali, ze Blh neni?

JistéZe ne! Jen vime, Ze tento zaveér je pravdivy pokud (!) jsou pravdivé
predpoklady tohoto Usudku.

A navic! Vime to pouze pokud souhlasime se spravnosti formalizaci
puvodniho Usudku a véfime, Ze (klasicka vyrokova) logika je spravna.

16



Strukturalita ‘logického’ usuzovani

Pokud by Buh existoval, tak by byl dobry a vSemocny
Pokud by Buh byl dobry a véemocny, tak by lidé netrpéli.
Ale, lidé trpi.

Tudiz Blh neexistuje.

p—>qAT

qNANT — T8

-p

17



Strukturalita ‘logického’ usuzovani

Pokud by politici byli idealni, tak by byli schopni a €estni.
Pokud by politici byli schopni a ¢estni, tak by neexistovala korupce.

Ale, korupce existuje.

Tudiz politici nejsou idealni.

p—>qAT

qNANT — T8

-p
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Strukturalita ‘logického’ usuzovani

Pokud by X byla mnoZina raciondlnich &isel, tak by byla nekone¢nd a husta.
Pokud by X byla nekonecna a husta, tak existuje prosté f: N — X
Ale zadné takové f neexistuje.

Tudiz X neni mnozina racionalnich ¢isel.

p—>qAT

qNANT — T8

-p
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Pfipomenme si sémantickou definici spravného usudku

Ohodnoceni je kazdé zobrazeni e: For — {0, 1} tz.:

(R =ele)  elpwy={ b el < ey

Formule ¢ je logickym dusledkem mnoziny formuli I', T |= ¢,
pokud pro kazdé ohodnoceni e plati:

pokud e(y) = 1 pro kazdou fli v € T', pak e(p) = 1.
Formule ¢ je tautologie iff () = ¢.

Priklad
VSechny formule téchto tvard jsou tautologie:

B (=)= (b= x) = (p—=x)
B (o= ) = (P = p)
m(pAY) =

mo— (Y= (pAY))
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Ted to zkusme syntakticky

Axiomy (pro kazdou fli ¢, 1, x € For):
Al o= (¥ =)
A2 (x = (p—=9) = (x = 9) = (X =)
A3 (mp = —1h) = (Y — @)

_>
Dedukeni pravidlo Modus Ponens (pro kazdou ¢, 1) € For): w

(4

Ddkaz formule ¢ z mnoziny predpokladd I' je kone€na posloupnost for-
muli (Y1, ..., ¢y) t2. ¢, = ¢ apro kazdé i < n, bud

B ); je instance axiomu nebo prvek I', nebo

m existuji j, k < itz =¥ — ;.

Piseme I' - ¢ pokud existuje diikaz ¢ z mnoziny predpokladd I'.
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Véta u uplnosti

Véta (Véta u uplnosti)
Pro kaZzdou mnoZinu formuli T' U {} plati:

e <= T'Ey
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