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Predikatové jazyky
Predikatovy jazyk = (F, P, ar):

F: nejvySe spoCetnd mnozina funkénich symboll

P: nejvySe spoCetnd mnozina predikatovych symbold ~¢FNP=0
ar: funkce pfifazujici kazdému symbolu jeho aritu

Pozn: funk&nim/predikatovym symbolim s nulovou aritou fikame
objektové/pravdivostni konstanty

Objektové proménné OP: spocetnd mnozina, zpravidla x, y, z, x1, X2, . . .

P-termy: nejmensi mnozina X
@ obsahujici objektové proménné (OP C X)

@ uzavrena na funkéni symboly; tj. pokud f € F, ar(F) = n a
f,....ty € X,pak f(t1,...,t,) € X

PiSseme #(xi,...,x,) pokud proménné v termu ¢ jsou mezi xi, ..., X,
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Formule

Atomické P-formule: a) vyrazy tvaru 1; ~ 1,, kde 1, 1, jsou P-termy.
b) vyrazy tvaru R(ty,...,t,), kde R € P, ar(R) = n
aty,...,t, jsou P-termy.
P-formule: nejmensi mnozina X
@ obsahujici atomické P-formule
@ uzaviena na spojky — a —; tj. pokud ¢, € X pak —p, ¢ — iy € X
@ uzaviena na kvantifikatory 3 a V; tj. pokud x e OP a ¢ € X,

pak Vx ¢, dxp € X

Nadéle pouzivame definované spojky:
T

Vx (x ~ x) 1L =-T
eVY = ooy eAY = =(p > Y)
vy =(@>9ANY -9
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P¥iklady

Jazyk teorie mnozin {€}

Symbol | Druh Arita

€ P 2
Jazyk teorie grup {+, 0}

Symbol | Druh Arita

+ F 2

0 F 0
Aritmeticky jazyk {+,-,0, S, <, <}

Symbol | Druh Arita

+ F 2

. F 2

0 F 0

S F 1

< P 2

< P 2
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Volné proménné

Vyskyt proménné x ve fli ¢ je vazany pokud je v podformuli tvaru Yxy nebo

dx ;v opacném pripadé jde o vyskyt volny
Priklady: volné vyskyty jsou vyznacené Cervené:

=y Vxdx (x = 5) xx=5—> dx(x = 6)
Proménna je ve v dané fli volna pokud v ni ma néjaky volny vyskyt
Sentence: formule bez volnych proménnych
Piseme ¢(x1,...,x,) pokud volné proménné ve ¢ jsou mezi xy,...,x,

Pozn. ne vSechny proménné z xi,...,x, musi byt volné v ¢(x, ..., x,)
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Struktury pro dany jazyk
Uvazujme jazyk P = (F, P, ar),

P-struktura: systém M = (M, (f™) er <PM>P6P> kde
@ M # () je doména strukuty
@ interpretace n-arniho funkéniho symbolu f € F: MM - M
@ interpretace n-arniho predikatového symbolu P € P: PM c M

Interpretace P-termu #(xi, ..., x,) v M: funkce ™ : M" — M definovana

proai,...,an €M

a; pOkUd t =X

M@ =
MM@),....2M@) pokud = f(t,....1)

Piseme pouze 7(d) pokud je struktura M ziejma z kontextu
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P¥iklady

Struktura A pro {+,0} s doménou {a, b}

JA

0 =a.

S QR
SIS RN

a
b
Struktura B pro {€} s doménou {a, b, c, d}

B

c e——»eo

N

a e e )
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P¥iklady

Struktura C pro {P, Q} se dvéma binarnimi predikaty a doménou {a, b, c}:
QC
v Coo (3

PC
Struktura pfirozenych ¢isel jako struktura pro {+,-,0, S, <, <}:

N = (N, +N, N N N <N Ny
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M-ohodnoceni

M-ohodnoceni v: zobrazeni v: OP - M

Pro term #(xy,...,x,) a M-ohodnoceni v piSeme

v(1) = M), ..., V()

Pro kazdé M-ohodnoceni v, proménnou x € OP a prvek a € M, definujeme
ohodnoceni v,—, jako

a pokud y = x

Ve=a0) = {v(y) pokud y # x

Pozn. (Vy=a)x=p = Vx=p @ Vx=v(x) = V.
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Splnitelnost

P-fle x je splnitelnd v M-ohodnoceni v: piSeme M [ y[v]

Definujeme indukci podle slozitosti y (souctu poétu kvantifikatord
a spojek v y):

M (11 = p)lv] iff v(t1) = v(z2)
M E P(t1,...,4)[Vv] iff (v(t)),...,v(tk)) € Pm
M E (=)[v] iff M ¢[v]
M E (¢ = @)lv] iff M ¢[v] nebo M [= y[v]
M E (Vzo)lv] iff pro kazdé m € M plati M E @[V =]
]

M E (Qzp)lv] iff existueme M tz. M = ¢[V,=p]
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P¥iklady

QC
o G

pC
CE P(x) — Q@)[Vi=l

C £ P(x) = Q(X0)[Vy=p]
Tedy C ¥ Vx (P(x) — Q(x))[v]
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Splnitelnost a volné proménné
Splnitelnost fle zavisi pouze na ohodnoceni volnych proménnych.
Lemma 4.1

Necht ¢(x1,...,x,) je formule. Pak pro kazdé M-ohodnoceniv av’ tz.
v(x;) = v'(x;) pro kazdé i < n plati:

MEglvl iff  ME¢[V]

Ddkaz.
Indukci dle slozitosti ¢:
@ ¢ =P(t1,...,1). Z predpokladu vime, Zze proménné v ¢; jsou mezi
promeénnymi {xi,...,x,} a tudiz v(¢;,) = v'(;), . ..
@ ¢ =~y nebo ¢ =y — y: zfejmé
@ ¢ = Yx iy nebo ¢ = Axy pro néjakou fli Y(x, X). Vime, Zze (Vi—p)(x;) =

(V x=m)(x;) @ trivialné (vy—p)(x) = (V' =) (x), tedy z IP dostaneme:
M E Y[Vizp] it M E Y[V izpl, -

O

v
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Splnitelnost a volné proménné

Splnitelnost fle zavisi pouze na ohodnoceni volnych proménnych.
Lemma 4.1

Necht ¢(x1,...,x,) je formule. Pak pro kazdé M-ohodnoceniv av’ tz.
v(x;) = v'(x;) pro kazdé i < n plati:

MEglvl iff  ME¢[V]

Dasledek 4.2

Necht ¢ je fle, kde x neni volna a v je M-ohodnoceni aM [ ¢[v]. Pak pro
kazdé m € M platiM E ¢[Vy=p]
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Splnitelnost a volné proménné

Splnitelnost fle zavisi pouze na ohodnoceni volnych proménnych.
Lemma 4.1

Necht ¢(x1,...,x,) je formule. Pak pro kazdé M-ohodnoceniv av’ tz.
v(x;) = v'(x;) pro kazdé i < n plati:

MEglvl iff  ME¢[V]

Dasledek 4.3

Necht ¢ je sentence a v je M-ohodnoceni. Pak jsou nasledujici podminky
ekvivaletni:

© M [E ¢[v]
@ pro kaZzdé M-ohodnoceni v’ plati M E ¢[v’]
@ existuje M-ohodnoceni v’ tZ. M E ¢[v"’]

Pro sentence tedy piSeme pouze M = ¢ nebo M ¥ ¢
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Substitutovatelnost

Pomoci ¢(x/t) znacimé formuli vzniklou z fle ¢ nahrazenim kazdého
volného vyskytu objektové proménné x termem ¢

Pro formuli ¢, M-ohodnoceni v a proménnou y nevyskytujici se ve ¢:
ME¢lvl it ME o&/y)[Vy=yw]
Tvrzeni 4.4
Necht ¢ je fle, y proménna nevyskytujici se ve ¢ a M-ohodnoceni v.
ME (Mxp)lvl  iff  ME (Yyex/y)lv].

ME @xp)lvl  iff  ME Qyex/y)lv]
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Substitutovatelnost

Pomoci ¢(x/t) znacimé formuli vzniklou z fle ¢ nahrazenim kazdého
volného vyskytu objektové proménné x termem ¢

Term ¢ je substitutovatelny za x ve fli ¢(x, 7) pro kazdou prommeénou z vysky-
tujici se v ¢ plati, Zze Zadny volny vyskyt x v ¢(x, Z) neni v dosahu kvantifika-
toru pres z.

Lemma 4.5

Pokud je t substitutovatelny za x ve fli ¢(x,7), pak pro kaZzdé
M-ohodnoceni v:

@ Pokud M E (Vxp)[v], pak M E ¢(x/t)[V].
@ Pokud M [ ¢(x/H)[v], pak M E (Ax p)[V].
Bez predpokladu substituovatelnosti obé implikace nemusi platit.
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Sémanticky dusledek

P-Teorie T: libovolna mnozina P-sentenci

Model P-teorie T: P-struktura tz., M | ¢ pro kazdou ¢ € T
piSeme M T
Definice 4.6

Rekneme, Ze P-fle ¢ je sémantickym dusledkem teorie T, piseme T E¥ ¢,
pokud

pro kazdy model M teorie T a kazdé M-ohodnoceni v plati M E ¢[v].

Horni index P vynechavame pokud je ziejmy z kontextu
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Role jazyka v definici

Tvrzeni 4.7

Pro kazdou P-teorii T a P-fli ¢ jsou nasledujici ekvivaletni:
QT
Q T E” ¢ pro kazdy jazyk P’ 2 P
© T E” ¢ pro nejmensi jazyk P’ tZ. T U (¢} jsou P’ -fle
Q T E” ¢ pro kazdy jazyk P’ 2 P t2. T U (¢} jsou P’ -fle
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Relace dusledku

Tvrzeni 4.8

Relace E” je relace diisledku na mnoZiné P-sentenci, tj. plati:
° {pE” ¢

reflexivita
@ pokud T E” ¢, tak TUS E? ¢ monotonie
@ pokudT X paSuU (e} P v, pak TUS X ¢ fez

Pozn. finitaritu zatim nevime!
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Tautologie a uzavér formule

Tautologie: formule tz. 0 | ¢

Formuli ¥y, Yys - - ¥y, (1, - . ., y) Fikdme uzavér fle o(yy, . .

Yo je sentence

Pokud je ¢ sentence, pak Yo = ¢

Lemma 4.9

Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
@ M E ¢[v] pro kazdé M-ohodnoceni v
e ME Ve

. ’yn)s

znacime ji Yo

Tedy ¢ je tautologie iff Yo je tautologie
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Priklad

Formule
=(x € x)

neni tautologie (viz. strukturu B) ale je sémantickym dusledkem teorie

{Yx¥y(x €y = =(y € x)}
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Dulezité tautologie

Tvrzeni 4.10
Pro kaZdy jazyk P jsou nasledujici -formule tautologie
(pokud x neni volna v y):
1.y © VYxy 2. dxy o x
3. Vx(p = Y) > Vxp = Vxy) 4. VxVyp & VyVxp
5 Vx(¢p = ¢Y) - (FAxp = Ixy) 6. IxTyp & Fydxep

7.9x(x = @) © (x = Yxop) 8. Yx(p = x) © (Ixp - x)
9. Ix(x = ¢) & (x = Axyp) 10. Ax(p = x) © (Vx¢ = x)
11. Ixp & =Vx—gp 12. Vx ¢ & —dx—gp

13. Ax (@ V¥) & Axp Vv Ixy 14. y V¥x@ & Yx (v V ¢)
15. Vx (@ A ) & Vxo A Vxyr 16. y A dx @ & Ax (v A @)
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Tautologie pro rovnost =~

Tvrzeni 4.11

Pro kaZdy jazyk P jsou néasledujici P-formule tautologie
(pokud y je substituovatelna za x v ¢)

X=X (reflexivita)
XXy > y~xXx (symetrie)
XRYAYRZIDXRZ (transitivita)
x~y—t=t(x]y) (congruence)

x=y— (¢ o @(x/y)

Pokud bychom =~ brali jako bézny predikatovy symbol, tak by existovali i
jiné intepretace neZ identita pro P = {~} napi. =M = M?
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Tautologie pro eqvivalenci <

Tvrzeni 4.12

Pro kaZdy jazyk P jsou néasledujici P-formule tautologie
peo (reflexivita)
(peoy)> Yoy (symetrie)
(o)A ox) - @oyx) (transitivita)

Pokud navic ¢ a ¥ maji stejné volné proménné a x’ je fle vznikla z x
nahrazenim nékterych vyskytu fle ¢ fli s, pak i nasledujici P-formule je
tautologie

Vig &) = (x ©xX').
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Prenexace

Definice 4.13
Formule je v prenexni normalni formé, pokud ma tvar

01x102% . .. QnXnp,

kde Q; jsou kvantifikatory, x; vzajemné rizné proménné a ¢ fle bez

kvantifikatora.

Véta 4.14

Pro kaZdou fli ¢ existuje fle ¢’ v prenexni normalni formé tz. + ¢ & ¢’
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Dikaz prenexace formule ¢ s n kvantifikatory
Priprava: diky tvrzeni 4.4. vime, Ze pro fli (x,Z) a proménnou y
nevyskytujici se ve ¢ plati:

B VX e Yy y(x/y)

Tudiz bez Ujmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze ity kvantifikator ve
¢ (Cislovano zleva) vaze proménnou x; a Zadna z x; neni volna ve ¢

Slozitost kvantifikatoru ve ¢: pocet spojek v jejichz dosahu je
Dokazujeme indukci podle souctu slozitosti vSech kvantifikator( ve ¢

Pokud je to 0, tak fle je v prenexni normalni formé
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Indukéni krok

Konvence: Pokud Q je jeden z kvantifikatord, tak O je ten druhy

Ve ¢ musi existovat podformule jednoho z nasledujicih tvard:
které Ize, diky tvrzeni 4.12, ekvivalentné nahradit:

—~Qxiyy Oxi—y

Oxp = x  Oxi(y = x)

X = Oy Oxily = ¥)
Necht ¢’ je prislusna fle ekvivalenti s ¢
Slozitost i-tého kvantifikatoru v ¢’ je o jednu nizsi a ostatni se nezméni
Indukéni pfedpoklad dokonéi dikaz

Heuristika pro vlastni algoritmus: zacit zevnitf
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Doporucena cetba

V. Svejdar. Logika: Netplnost, sloZitost a nutnost. Academia, Praha, 2002.
Volné ke stazeni na http://wwwl.cuni.cz/~svejdar/
Kap. 3.1.
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