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Pfipomenme (a zkomplikujme) si definici formule

Var: mnozina vyrokovych atomu

For): mnoZzina formuli sestavenych z V C Var pomoci maximéalné n
primitivnich spojek - a —
Piseme For” = |J For), For, =Fory¥a For =For™
n>0

Piseme o(p1,...,pn), pokud o € ForPi-n
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Pfipomenme (a zkomplikujme) si definici formule
Var: mnozina vyrokovych atomu

For): mnoZzina formuli sestavenych z V C Var pomoci maximéalné n
primitivnich spojek - a —

Piseme For” = |J For), For, =Fory¥a For =For™
n>0

Piseme o(p1,...,pn), pokud o € ForPi-n
Definované spojky: binarni v, A, <»:

VY = ~p =1 AP = =(p— )
e = (@= )N — )
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Pfipomenme (a zkomplikujme) si definici formule
Var: mnozina vyrokovych atomu

For): mnoZzina formuli sestavenych z V C Var pomoci maximéalné n
primitivnich spojek - a —

Piseme For” = |J For), For, =Fory¥a For =For™
n>0

Piseme o(p1,...,pa), pokud ¢ € ForPt-
Definované spojky: binarni v, A, <:
pVY = —p =9 pAY = =(p = )
pod = (2N =)

Navic jesté definujeme konstanty T=p —wpa L =T,
ocividné e(T) =1ae(L) =0
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Ohodnoceni

Ohodnoceni je kazdé zobrazeni e: For — {0, 1} tZ.:

1 pokud e(p) < e(1))
e(-p) =1 —e(p) elp =) = { 0 pokud e(g) > e()

Tvrzeni 2.1

Necht' V C Var. Pak pro kaZdou ¢ € For" a kaZzdé ohodnoceni e, a e,
takové, Ze e (p) = ex(p) pro kazdé p € V platie; () = ea(p).
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Ohodnoceni

Ohodnoceni je kazdé zobrazeni e: For — {0, 1} tZ.:

- [ 1 pokud e(p) < e(t))
e(-p) =1 —e(p) elp =) = { 0 pokud e(i) > e())
Tvrzeni 2.1

Necht' V C Var. Pak pro kaZdou ¢ € For" a kaZzdé ohodnoceni e, a e,
takové, Ze e (p) = ex(p) pro kazdép € V platie; () = ex(p).

Dusledek 2.2

Pro kazdou funkci e: Var — {0, 1} existuje pravé jedno ohodnoceni e
tZ. e(p) = e(p) pro kazdé p € Var.
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Splnitelné formule a tautologie

Definice 2.3

Rekneme, Ze formule ¢ je
@ splnéna ohodnocenim e, pokud e(y) = 1.
@ splnitelna, pokud splnéna nejakym ohodnocenim.
@ tautologie, pokud splnéna kazdym ohodnocenim.
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Splnitelné formule a tautologie

Definice 2.3

Rekneme, Ze formule ¢ je
@ splnéna ohodnocenim e, pokud e(y) = 1.
@ splnitelna, pokud splnéna nejakym ohodnocenim.
@ tautologie, pokud splnéna kazdym ohodnocenim.

Tvrzeni 2.4
Formule ¢ je tautologie iff — neni spinitelna.
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Splnitelné formule a tautologie

Definice 2.3

Rekneme, ze formule ¢ je
@ splnéné ohodnocenim e, pokud e(y) = 1.
@ splnitelna, pokud splnéna nejakym ohodnocenim.
@ tautologie, pokud splnéna kazdym ohodnocenim.

Tvrzeni 2.4
Formule ¢ je tautologie iff — neni spinitelna.

Tvrzeni 2.5

Existuje algoritmus, ktery pro kaZdou fli rozhodne, zda je
splnitelna/tautologie.
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Priklady tautologii

tautologie obvyklé jméno

oV - zakon vylouceného tretiho
(e A —p) princip sporu

= (¥ — o) oslabeni

(= W—=x) = W= (p—Xx) zaména

(o= (W —=x)) = (=) — (p—x)) distribuce

(= (p—=x) = (¢ =X kontrakce

(=) = (¥ —=x) = (¢ = X)) transitivita

Y = zakon dvoji negace

(Y = =) = (¢ = ) kontrapozice
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Ekvivalentni formule

Definice 2.6

Rekneme, Ze formule ¢ a 1 jsou ekvivalentni, piseme ¢ = 1, pokud
e(p) = e(¢y) pro kazdé ohodnoceni e.

Tvrzeni 2.7

@ Fle v a v jsou ekvivalentni iff fle ¢ < 1 je tautologie.
@ Fle ¢ je tautologie iff je ekvivalentni s fli T.

Dusledek 2.8

Existuje algoritmus, ktery pro kazdé avé fle rozhodne, zda jsou
ekvivaletni.
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Priklady ekvivalentnich formuli

Ll=pA-p T=¢pV-p
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Priklady ekvivalentnich formuli

Ll=pA-p T=¢pV-p
Y=oV ¢ =Y =(p A1)

Petr Cintula (U1 AV CR) Matematicka logika 2



Priklady ekvivalentnich formuli

Ll=pA-p T=¢pV-p
=P =V P> ==(pAY)
P =g (=) =AW

(P AY)=—pV “(pV)=—-p A
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Priklady ekvivalentnich formuli

Ll=pA-p T=pV-p
==V =P =-(pA)
P =g (=) =AW
(e AY)=—pV 1) (V) =—p Ay

PN ==(mp V) PV =a(mp A )
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Priklady ekvivalentnich formuli

Ll=pA-p T=¢pV-p
o —=>P=-pVY o= =-(p A1)
=@ —(p =)= p At
(P A) =V 1 “(pVY)=—pAN
PN ==(mp V) PV =a(mp A )
PN AX)=(PAY) A X eV (W Vx)=(pVY)Vx
PAY=Y ANy OV =19V

P=PAP pP=pVy
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Priklady ekvivalentnich formuli

Ll=pA-p T=¢pV-p
o —=>P=-pVY o= =-(p A1)
=@ —(p =)= p At
(P A) =V 1 “(pVY)=—pAN
PN ==(mp V) PV =(=p A1)
PN AX)=(PAY) A X eV (W Vx)=(pVY)Vx
PAY=Y ANy OV =19V
P=pAgp p=pVe

=9 A(pV) e=9V(pAt)
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Priklady ekvivalentnich formuli

Ll=pA-p T=¢pV-p
o —=>P=-pVY o= =-(p A1)
=@ —(p =)= p At
(P A) =V 1 “(pVY)=—pAN
PN ==(mp V) PV =a(mp A )
PN AX)=(PAY) A X eV (W Vx)=(pVY)Vx
PAY=Y ANy OV =19V
P=pAgp p=pVe
=9 A(pV) e=9V(pAt)

PAWVX)=(@AY)VIeAX) eV AX)= (V) A(pVX)
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Podformule a ekvivalentni formule

Indukci definujeme pojem podformule:
@ jedinou podformuli atomu je atom
@ podformule —p jsou —¢ a véechny podformule ¢
@ podformule ¢ — v jsou ¢ — 1 a vSechny podformule ¢ a v

Véta 2.9

Necht ¢ a1 jsou ekvivalentni formule a ' je formule vznikla z x
nahrazenim jeji podformule ¢ formuli ). Pak x a x' jsou ekvivaletni.
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Formule jako funkce

Definice 2.10

Necht ¢(pi,...,pn) je formule. Definujeme funkci ¢: {0,1}" — {0, 1}
nasledovné

@(xla ooc vxn) = 6(90)7
kde ¢ je libovolné ohodnoceni tz. e(p;) = x;.

Pozn. definice je korektni diky tvrzeni 2.1
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Booleovska funkce (pohled logika)

Definice 2.11
Booleovska funkce n proménnych je libovolna fce f: {0, 1}* — {0, 1}.

Priklad 2.12
@ Booleovské fce 0 proménnych: konstanty 0 a 1
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Booleovska funkce (pohled logika)

Definice 2.11
Booleovska funkce n proménnych je libovolna fce f: {0, 1}* — {0, 1}.

Priklad 2.12
@ Booleovské fce 0 proménnych: konstanty 0 a 1

@ Booleovské fce 1 proménné: konstantni fce 0(x) =0a 1(x) = 1;
identita i(x) = x a negace —(x) = 1
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Booleovska funkce (pohled logika)

Definice 2.11
Booleovska funkce n proménnych je libovolné fce f: {0,1}" — {0, 1}.

Priklad 2.12
@ Booleovské fce 0 proménnych: konstanty 0 a 1
@ Booleovské fce 1 proménné: konstantni fce 0(x) =0a 1(x) =1
identita i(x) = x a negace —(x) =1 —x

@ Zakladni Booleovskeé fce 2 proménnych: konjunkce A,
disjunkce Vv, implikace —, ekvivalence <

L]

X y‘x/\y xVy x—y x4y
1 1 1 1 1

]
1 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1

o =+ O
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Booleovskeé fce 2 proménnych

XY

it 14111111 1 1 0 0 0 0 0 0 0 O
i oft 111 000011 1 1 00 0O
o 11tj+1 0011 0011 0 01 1 0 O0
o o0jt 01t 01010101 01 01O
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Booleovskeé fce 2 proménnych

Rk X 4 4 0
it 14111111 1 1 0 0 0 0 0 0 0 O
i o011 11 00 001 1 1 1 0O0 0O
o 1ty410011t 0011 0O01T 1 0O
o o0jt 01t 01010101 01 01O

Petr Cintula (U1 AV CR)

Matematicka logika 2

.cs.cas.cz/cintula/MAL

11/24



Booleovskeé fce 2 proménnych

-X

-y

XAy

Xy

X—=Yy

y—Xx

xVy

0 0 000 O OO

11 1
0O 0 0 0 1
1

1

0 0 0 O

1 1

1
1

1

0 0

0

0 0

0 0

1
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Booleovskeé fce 2 proménnych

0 0 000 O OO

11 1
0O 0 0 0 1
1

1

0 0 0 O

1 1

1
1

1

0 0

0 O 0

0 0

1
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Booleovskeé fce 2 proménnych

X Y |1 = = X =Y = = J 1 1 1 4 1 10
S Sl i S
R < = - 7 4 L =
T e =2 x <
T 11 1 1 1 1 1 1 1 000000 00
1 0/1 11 1000071111000 0
0 1/1 100110011001 100
0 0[1 0101010101010 10

@ Funkce —(x <> y) je znamd jako XOR (exclusivni disjunkce) nebo
jako @, (s¢itani v Z,)

@ Funkce —(x A y) je znama jako NAND
@ Funkce —(xVy) je znama jako NOR

Pozn. —-x = x NAND x = x NORx a x — y = x NAND -y = =(—x NOR y)
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Zobecnéné konjunkce/disjunkce

Definice 2.13

Pro kazdé n definujeme n-arni verze spojky A a Vv indukci. Nejprve
definujeme: A()=T,\/()=_La

A 0n) = (Aot 0n-1)) Ao
Ver, . en) = (o1, n-1)) V .

Lemma 2.14
Pro kaZdou n-tici fli ¢, ..., @, plati, Ze

e(/\(¢1; -, 9a)) = minfe(pr), . .., ()}
e(\/(gpl, ..., on)) = max{e(p1),...,e(pn)}

V definici \/ a A nezavisi na zavorkovani ani na poradi argumentu
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Véta o funkeni Uplnosti

Véta 2.15

Necht f je Booleovska funkce n proménnych. Pak existuje formule
o(p1,...,pn) takova, Ze f = ¢.

Dukaz.
Pro X = (x1,...,x,) € {0, 1}" definujme formuli

Xz = \@ 5.,
kde p! = p ap® = —p. Plati: yz(5) = 1 iff ¥ = y.

Hledanou formuli ¢ pak definujeme takto:

o= \/ xx O
7{0,1}" a f(®)=1
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Véta o funkeni Uplnosti

Véta 2.15

Necht f je Booleovska funkce n proménnych. Pak existuje formule
o(p1,...,pn) takova, Ze f = ¢.

Dukaz.
Pro X = (x1,...,x,) € {0, 1}" definujme formuli

5)‘5 — \/(pi—m’p;—xz’ o ’pfll—x,,)’
kde p! = p ap® = —p. Plati: 5:(5) = 0 iff ¥ = ¥.
Hledanou formuli ¢’ pak definujeme takto:

90’ = /\ (5;5 ]
xe{0,1}" a f(x)=0
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CNF a DNF

Pozn. atomim a jejich negacim se fika literaly

Definice 2.16
Formule tvaru:

AV e

i<nj<n;

kde ¢ jsou literdly, je v konjunktivni normalni formé. Formule tvaru:

\/ /\ Pij>

i<nj<n;

kde ¢;; jsou literdly, je v disjunktivni normalni formé.

Dulsledek 2.17

Kazda formule je ekvivalentni néjaké formuli v konjunktivni a néjaké
formuli v disjunktivni normaini forme.
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Vice o CNF a DNF
CNF ani DNF nejsou unikatni

p—=q=-pVg=pPAq)V(—pAq)V(—pA—q)

“p—=q)=pAN—-g=(-pV-g)ANpV-g) ApVq)
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Vice o CNF a DNF
CNF ani DNF nejsou unikatni
p=q=-pVag=(pAq)V(pAq)V(-pAq)
“p—=>q)=pA—q=(pVg)A(pV—q)APpVq)

Je zfejmé, Ze pouzitim nésledujicich ekvivalenci a vety 2.9 Ize kazdou
fli prevést na CNF a DNF

p—=Y = eV TP =@
—(pAY) = V9 —(pVY)=—p At
AW VX) = (@AY)V(eAX) eV AX)=(eVY)A(pVX)
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Vice o CNF a DNF

CNF ani DNF nejsou unikatni
p=q="pVqa=(pPAq)V(pAq)V(pA-q)

P —=q) =pAN-g=(pV-g)AN(pV-q)A(pVq)

Je zfejmé, Ze pouzitim nésledujicich ekvivalenci a vety 2.9 Ize kazdou

fli pfevést na CNF a DNF

=Y = VY =@
—(pAY) = V9 —(pVY)=—p At
eV AX)=(@eVY)A(pVX)

AW VX) = (@AY)V(pAX)
Kazda fle je ekvivalentni fli v CNF/DNF, ktera v kazdém kon/disjunktu:

@ ma kazdy literal nejvySe jednou a
@ nema p i —p zaroven (pokud to neni (negace) tautologie).
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Obecné mnoziny spojek

Atomické formule (vyrokové atomy): spoetna nekone€na mnozina Var
Ztotoznime spojky a Booleovské funkce

Jazyk £: mnozina Booleovsky funkci

Arita: arita spojky je poCet proménnych

L-Formule: nejmensi mnozina For obsahujici Var, tZ. pro kazdou
n-arnic e Layy,...,p, € For, plati:

c(@1,..., ) €EForg
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Baze

Ohodnoceni je kazdé zobrazeni e: For — {0, 1} tZ. pro kazdou n-arni
celLayy,...,pop € Forp plati:

e(c(pry - pn)) = cle(@1); -+, e(en))

Jako drive definujeme pro kazdu ¢ Booleovskou fci @.
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Baze
Ohodnoceni je kazdé zobrazeni e: For — {0, 1} tZ. pro kazdou n-arni
celayp,..., o, € Forg plati:
e(c(pr, ., on)) = cle(pr), ... e(on))
Jako dfive definujeme pro kazdu ¢ Booleovskou fci .

Definice 2.18

Mnozina £ Booleovskych funkci je bazi (ekv. jazyk £ je funkéné Uplny)
pokud pro kazdou Booleovskou funkci f existuje formule ¢ € For,
takova, ze f = .
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Baze
Ohodnoceni je kazdé zobrazeni e: For — {0, 1} tZ. pro kazdou n-arni
celayp,..., o, € Forg plati:
e(c(pr, ., on)) = cle(pr), ... e(on))
Jako dfive definujeme pro kazdu ¢ Booleovskou fci .

Definice 2.18

Mnozina £ Booleovskych funkci je bazi (ekv. jazyk L je funkéné uplny)
pokud pro kazdou Booleovskou funkci f existuje formule ¢ € For,
takova, ze f = .

Priklad 2.19
Nasledujici mnoziny Booleovskych funkci jsou baze:
{=.-} {—=,1} {An—-} {v.-} {NAND} {NORj}.
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Teorie a model

Teorie: mnozina formuli
Model teorie I': ohodnoceni e, t.Z. e(¢) = 1 pro kazdou ¢ € T’

Nékdy fikame, Ze teorie je splnitelna, pokud ma model
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Teorie a model

Teorie: mnozina formuli
Model teorie I': ohodnoceni e, t.Z. e(¢) = 1 pro kazdou ¢ € T’

Nékdy fikame, Ze teorie je splnitelna, pokud ma model

Véta 2.20 (Véta o kompaktnosti)

Teorie ' ma model iff kazda jeji konecna podmnoZina ma model.
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Aplikace véty o kompaktnosti

Véta 2.21 (Véta o 4 barvach pro nekonecné grafy)
Kazdy planarni graf Ize obarvit Ctyfmi barvami.

Vezméme graf (V,R) aproménné p,,pronc Vaiec {1,2,3,4}

r’ ={Pn1 VPn2VPn3VPua|neViu
{(~(Puj Apni) |neVai#je{1,2,3,4} U
{=Pn,i ANpmji) |n,meV, (mn)eR, aiec{l,2,3,4}}

Interpretace p, ;: vrchol n je obarven barvou i

Fakt: graf (V,R) Ize obarvit 4 barvami iff 'V ma model
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Aplikace véty o kompaktnosti

Véta 2.21 (Véta o 4 barvach pro nekonecné grafy)
Kazdy planarni graf Ize obarvit Ctyfmi barvami.

Vezméme graf (V,R) aproménné p,,pronc Vaiec {1,2,3,4}

rv :{pn,l VPn2VpPn3VPna | ne V} )

{_‘(Pn,j /\p”7i) ’ ne Vai 75.] € {1’2’374}} U

{=Pn,i ANpmji) |n,meV, (mn)eR, aiec{l,2,3,4}}
Interpretace p, ;: vrchol n je obarven barvou i
Fakt: graf (V,R) Ize obarvit 4 barvami iff 'V ma model
Pokud V je kone¢na, tak 'V ma model (kone¢na véta o 4 barvach)
KdyZ V je nekonecna, pak pro kazdou kone¢nou I C T'V existuje
kone¢na v/ C V2. IV C I'V" atak I" ma model. Tj. TV m& model.
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Pfiprava: lokalni konecnost a Kénigovo lemma
For': mnozina formuli s atomy z V C Var

Véta 2.22 (O lokalni konecCnosti)

Necht' V C Var je kone¢na mnoZina. Pak v ForV existuje pouze
konec¢né mnoho neekvivalentnich formuli.

Dlkaz: plyne z tvrzeni 2.1.
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Pfiprava: lokalni konecnost a Kénigovo lemma
For': mnozina formuli s atomy z V C Var

Véta 2.22 (O lokalni konecCnosti)

Necht' V C Var je kone¢na mnoZina. Pak v ForV existuje pouze
konec¢né mnoho neekvivalentnich formuli.

Ddkaz: plyne z tvrzeni 2.1.

Lemma 2.23 (Kénigovo lemma)

Kazdy nejvyse spocetny binarni strom je bud’ kone¢ny nebo v ném
existuje nekonecna vétev.

Dulkaz.

Pokud je T nekonecny, pak z kofene existuji cesty libovolné délky.
Jelikoz T je binarni, musi to platit i pro jeden z naslednikl kofene.
Opakovanim tohoto argumentu zkonstruujeme nekonecnou vétev. [

v
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Reprezentace ohodnoceni

Ocislujme si proménné vy, v,,vs,. ..

Definujme binarni strom S s vrcholy | J {0, 1}/, kofenem () a kde
i>0
naslednici vrcholu u jsou vrcholy u o (0) a uo (1)

Ohodnoceni e je kompatibilni s vrcholem u na drovni n, pokud
e(vi)=u;proi <n pozn. kofen je na nulté Grovni

Pozn. pokud e je kompatibilni s u tak
@ je kompatibilni s jeho pfedchidcem
@ je kompatibilni s jednim z jeho nasledniku

Vétev B v S kdduje ohodnoceni e: e je kompatibilni s kazdym u € B

Kazdé ohodnoceni je kddovano prave jednou vétviv S

Petr Cintula (Ul AV CR) Matematick4 logika 2 .cs.cas.cz/cintula/MAL 21 /24



Dukaz: r ma model iff kazda jeji koneéna podmnozina ma model

Bez Ujmy na obecnosti predpokladejme, ze v T' nejsou dvé rizné
ekvivalentni formule

Predpoklad: kazda kone€na podmnozina I'' C I' ma model

DefInU]me Fn = P ﬂ For{vly-nzvﬂ}

Fakt 1: Pro kazdé ¢ € T" existuje ntz. p € T, ziejmé
Fakt2: T, C T'pqy ziejmé
Fakt 3: T', je kone€na mnozina Véta 2.22
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Dukaz: r ma model iff kazda jeji kone€na podmnozina ma model

Definice: Vrchol u na Urovni n stromu S ohodnoceni je dobry, pokud
existuje model T, kompatibilni s u

Fakt 4: Pokud vrchol « je dobry, tak kazdé ohodnoceni kompatibilni
s u je model T';, tvrzeni 2.1

Fakt 5: pfredchiadce dobrého vrcholu je dobry Fakt 2

Fakt 6: na kazdé hladiné stromu § existuje dobry vrchol
Fakt 3 a predpoklad

Fakt 7: podgraf S’ dobrych vrcholll S je nekoneény strom Fakt5a 6

Fakt 8: v S’ je nekoneCna vétev B Fakt 7 a Kénigovo lemma
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DuUkaz: T ma model iff kazda jeji konedna podmnozina ma model

Necht e je ohodnoceni dané vétvi Bv S’

Vezmeéme libovolnou ¢ € T', vime Ze ¢ € T, pro néjaké n ziejmé
Vime, Ze existuje vrchol u € B na urovni n zfejmé
e je kompatibilni s u a proto e splnuje ¢ Fakt 4

O
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Sémanticky dusledek

Definice 2.24

Rekneme, Ze fle ¢ je sémantickym disledkem teorie T', piseme I |= ¢,
pokud kazdy model T" splfiuje .

v

Lemma 2.25
o I' = ¢ iff ' U {—y} nema model.
@ 0 = o iff  je tautologie.

Tvrzeni 2.26

Relace = je finitarni relace disledku na mnoZiné For, {j.:
® {p} E . reflexivita
@ PokudT |= ¢, takT'UA = . monotonie
@ PokudT EpaAU{p} =y, pakT’'UA = . fez

@ PokudT [= ¢, pak existuje konecndaT" C T tZ. 1" |= ¢. finitarita




Sémanticky dusledek 2

Substituce: zobrazeni o: For — For tz.

o(—p) =-0(p)  olp =) =0a(p) = o)

Lemma 2.27

Relace = je strukturalni, tj. pokud T |= ¢, pak o[I'] = o(¢) pro kaZdou
substituci o.

Dukaz.
Snadno ukazeme, Ze pro kazdou substituci o a ohodnoceni e je jeji

sloZeni e o o také ohodnoceni. Zbytek je ziejmy. O

v

Lemma 2.28

Necht' T je konecna. PakT = o iff formule ( )\ ~) — ¢ je tautologie.
yerl
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