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Gentzenovsky kalkul

Petr Cintula (Ul AV CR) Matematicka logika 3 www.cs.cas.cz/cintula/MAL 2/29



Sekventy a konvence

Sekvent: dvojice kone€nych mnozin formuli, piSeme (I' = A)
PiSeme (I', I = A, ) misto (' UIl = A U {p})

Nékdy vynechavame zavorky kolem sekventd

Pfipomerime si definice T =p - pa L =T afaktae(T) =1
ae(L)=0

Pfipomenme si konvenci AW =T a\/0 =L
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Splnitelné a tuatologické sekventy

Sekvent (I' = A) Ize vidét jako formuli AT — \/ A

Sekvent (I' = A) je:

@ spinény ohodnocenim e pokud e(AT — \/ A) =1
@ tautologicky pokud fle AT — \/ A je tautologie

Tvrzeni 3.1

@ Sekvent (I' = A) je splnény ohodnocenim e iff existuje ¢ € T tZ.
e(y) = 0 nebo existuje p € A tZ. e(p) = 1.

@ Sekvent (I' = A) je tautologicky iff je splnén kaZzdym ohodnoce-
nim iff pro kazdé e tZ. e[I'] C {1}, existuje ¢ € A, tZ. e(p) = 1.

@ Formule ¢ je tautologie iff sekvent () = {,}) je tautologicky.
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Specialni sekventy

Sekvent (I' = A) je:
@ inicialni pokud ' N A # ()
@ atomicky pokud I' U A C Var

Lemma 3.2
@ KaZzdy inicialni sekvent je tautologicky.
@ Atomicky sekvent je inicialni iff je tautologicky.
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Minimalni Gentzenovsky kalkul MG

(55-L) = A v, ['= A . o, I'= A

o — 1, T = A (=-R) FC=A 01
= Ap o, I'= A
(L) -0, '= A (-R) = A ¢
Terminologie:

@ kalkul je sloZen z tzv. operatorovych pravidel

@ kazdé pravidlo ma zavér (pod ¢arou) a jeden predpoklad nebo dva
predpoklady (nad ¢arou)

@ vyznacené formuli v zavéru pravidla se fik& principalni formule
daného pravidla
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Minimalni Gentzenovsky kalkul MG

'=Ap v, = A o, =AY
(=) o=, = A (=-R) I'=sAp—0
= Ap o, I'= A
(L) -0, = A (-R) I'= A —p

Pozorovani (Vlastnost podformule)

Mezi predpoklady kazdého pravidla jsou pravé podformule formuli
z jeho zavéru.
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Minimalni Gentzenovsky kalkul MG

'=Ap v, = A o, =AY
=1 o=, = A (=-R) I'=sAp—0
= Ap o, I'= A
(L) -0, = A (-R) I'= A —p
Lemma 3.3

Pro kazdé pravidlo a kazdé ohodnoceni e plati, Ze e splriuje jeho zaver
iff splfiuje jeho predpoklad(y).
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Minimalni Gentzenovsky kalkul MG

1y I'=Ap v, I'= A i o, =AY
=1 o=, = A (=-R) I'=sAp—0
= Ap o, I'= A
b -0, '= A =-R) = A, —p
Dusledek 3.4

Pro kazdé pravidlo plati, Ze jeho zaver je tautologicky iff
jeho predpoklad(y) je(jsou) tautologické.
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Dukaz

Definice 3.5 (Dukaz)

Dlkaz sekventu (I' = A) je strom s vrcholy oznaCenymi sekventy tz.
@ kofen je oznacen (I' = A),
@ listy jsou oznaceny inicialnimi sekventy,

@ pro kazdy vrchol existuje pravidlo, jehoz zavér oznacuje dany
vrchol a jehoz predpoklady oznacuji jeho predchudce.

p =
= p, P (_"R)

0= P> P (
= (mp =) =@

—-R)
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Dukaz

Definice 3.5 (Dukaz)

Dlkaz sekventu (I' = A) je strom s vrcholy oznaCenymi sekventy tz.
@ kofen je oznacen (I' = A),
@ listy jsou oznaceny inicialnimi sekventy,

@ pro kazdy vrchol existuje pravidlo, jehoz zavér oznacuje dany
vrchol a jehoz predpoklady oznacuji jeho predchudce.

p =
= p, P (_"R)

0 > Q=@ (
=> (=) =@

—-R)
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Dukaz

Definice 3.5 (Dukaz)

Dlkaz sekventu (I' = A) je strom s vrcholy oznaCenymi sekventy tz.
@ kofen je oznacen (I' = A),
@ listy jsou oznaceny inicialnimi sekventy,

@ pro kazdy vrchol existuje pravidlo, jehoz zavér oznacuje dany
vrchol a jehoz predpoklady oznacuji jeho predchudce.

p =
= p, P (_"R)

0 = Q= (
=> (=) =@

—-R)
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Dukaz

Definice 3.5 (Dukaz)

Dlkaz sekventu (I' = A) je strom s vrcholy oznaCenymi sekventy tz.

@ kofen je oznacen (I' = A),
@ listy jsou oznaceny inicialnimi sekventy,

@ pro kazdy vrchol existuje pravidlo, jehoz zavér oznacuje dany
vrchol a jehoz predpoklady oznacuji jeho predchudce.

pY=e oy Y= ey
wé%w( R) ﬂwwmog
o= =@ )
o= == (_>(R_)>_R)
= (np = ) = (v — )

—-L)
—-L)
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Dukaz

Definice 3.5 (Dukaz)

Dlkaz sekventu (I' = A) je strom s vrcholy oznaCenymi sekventy tz.

@ kofen je oznacen (I' = A),
@ listy jsou oznaceny inicialnimi sekventy,

@ pro kazdy vrchol existuje pravidlo, jehoz zavér oznacuje dany
vrchol a jehoz predpoklady oznacuji jeho predchudce.

p=0 o V=P
wé%w( R) ﬂwwmog
o = T, =@ )
o> == (_>(R_)>_R)
= (np = ) = (v = )

—-L)
—-L)
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Dukaz

Definice 3.5 (Dukaz)

Dlkaz sekventu (I' = A) je strom s vrcholy oznaCenymi sekventy tz.

@ kofen je oznacen (I' = A),
@ listy jsou oznaceny inicialnimi sekventy,

@ pro kazdy vrchol existuje pravidlo, jehoz zavér oznacuje dany
vrchol a jehoz predpoklady oznacuji jeho predchudce.

p=0 o V=P
wé%w( R) szwg
o = ), =@ )
== (_>(R_)>_R)
= (np = ) = (v = )

—-L)
—-L)
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Dukaz

Definice 3.5 (Dukaz)

Dlkaz sekventu (I' = A) je strom s vrcholy oznaCenymi sekventy tz.

@ kofen je oznacen (I' = A),
@ listy jsou oznaceny inicialnimi sekventy,

@ pro kazdy vrchol existuje pravidlo, jehoz zavér oznacuje dany
vrchol a jehoz predpoklady oznacuji jeho predchudce.

=9 oy Y= e
wé%w( i szwg
o= =@ )
ﬁ¢—>ﬁzp:¢—>cp(_>(R_)>_R)
= (¢ = ) = (¥ = 9)

—-L)
—-L)
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Odvozena pravidla pro A a Vv

o, 0, ' = A

Wb T A (R) T=ApAY

1y el=A P, I'= A o =200

b PV T =A VR TS A v
Fey=A (—-R) I'= A, p,9¢ (—-L)
I'= A, - Ly=A (L) L= Ay (>-R)

o=, = A
eV, I'= A '=A 0oV
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Odvozena pravidla pro A a Vv

) o, ), I'= A ) '=Ap '= A
Wb TS A (n-R) T=AoAd
1y el=A P, I'= A o =200
(v-b) VO T=A VR TZA v
Lo, = A I'= A9
r;:>Aﬂ¢ (—-R) r=Ay Topoa R
Sy e ) oo wrioa b
s 5 - —L Y, —R
(¢ — ), ['= A ) I’:A,—(cp—)—w,b)( )

oAU, T = A T=ApAY

Petr Cintula (Ul AV CR) Matematicka logika 3 www.cs.cas.cz/cintula/MAL

8/29



Véta o uplnosti

Véta 3.6 (O Uplnosti)
Sekvent je tautologicky iff existuje jeho dikaz v kalkulu MG.

Dlkaz.

Korektnost (implikace zprava doleva): méjme stromovy dikaz
sekventu (I' = A).

Sekventy oznacuijici listy jsou tautologické. (lemma 3.2)

Kazdy sekvent oznacujici néjaky vrchol (tedy i kofen) je tautologicky.
(disledek 3.4)

Uplnost (implikace zleva doprava): ...
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Dukaz druhé implikace

Slozitost sekventu (I' = A) je soucet poCtl spojek ve formulichzT'UA
Tvrzeni dokazeme indukci dle slozZitosti sekventu I' = A
Pfedpokladejme, ze (I' = A) je tautologicky, chceme jeho dukaz

0: sekvent slozitosti 0 je atomicky a tudiz inicidlni (lemma 3.2) a tudiz
strom s jedinim vrcholem oznacenym timto sekventem je jeho dikaz

n + 1: vezméme libovolnou neatomickou fli o € ' U A a uvazme
pravidlo se zavérem I" U A a principalni fli ¢

Predpoklady toho pravidla maji slozitost nejvySe n a dle disledku 3.3
jsou tautologické

Tak z IP existuji jejich dikazy a konstrukce dikazu (I' = A) je zfejma
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Rozhodovaci algoritmus

@ vezméme sekvent (I'= A)

@ aplikujme pravidla kalkulu MG pozpatku dokud
nedostaneme v listech atomické sekventy
@ jsou-1li vSechny listy jsou inicidlni, tak méme
dikaz (I'= A) a vime, Ze je tautologicky
@ pokud né&ktery list oznaleny (IY= A’) neni
inicialni, pak (I'=A) neni tautologicky a
libovolné hodnoceni, pro které plati
1 ifpel’
e(p) = ,
0 ifped

nespliuje sekvent (I'= A)
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Pravidlo fezu

Gentzenovsky kalkul LK vznikne z kalkulu MG pfidanim pravidla

. '=Ap p, =%
(Rez) T II= A,

Lemma 3.7

KaZdé ohodnoceni e splriujici pfedpoklady Rezu, splfiuje jeho zaver.
Pokud jsou piedpoklady Rezu tautologické i zavér je tautologicky.

Pozn: opacné implikace neplati
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Pravidlo fezu

Gentzenovsky kalkul LK vznikne z kalkulu MG pfidanim pravidla

. '=Ap p, =%
(Rez) T II= A,

Véta 3.8 (O eliminovatelnosti/pfipustnosti fezu)
Sekvent je dokazatelny v kalkulu LK iff je dokazatelny v kalkulu MG. J
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Pravidlo fezu

Gentzenovsky kalkul LK vznikne z kalkulu MG pfidanim pravidla

& '=Ap p, =%
(Rez) T II= A,

Existuje posloupnost formuli ¢, takova Ze:

@ ik a Iy jsou délky nejkratsich diikazl sekventu () = ¢,)
v kalkulech LK a MG

@ funkce Ik a Iy jsou rostouci (o&ividné ik (n) < Iug(n))
@ pro zadny polynom p neplati pro vSechna n: Iyg(n) < p(lLx(n))
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Véta o silné Uplnosti

Véta 3.9 (O silné Uplnosti)
Necht' T U {y} je mnoZina fli, pak nasledujici jsou ekvivalentni:
QT

@ Existuje konecna T’ C T’ tZ. sekvent (I = ¢) je dokazatelny
v kalkulu MG. |

Dlkaz.
1.—2.: diky lemma 2.26 vime, Ze existuje koneCna I" C T tz. I | ¢.

Pak dle lemma 2.28 je fle AT” — ¢ tautologie, t.j. sekvent (I" = ¢)
je tautologicky.

A tedy diky vété 3.6 je dokazatelny v kalkulu MG.

2.—1.: diky vété 3.6 vime ze (I" = ¢) je tautologicky.
Tudiz (diky lemma 2.28) T” = ¢, dilkaz dokonéi lemma 2.26. O

v
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Hilbertovsky kalkul
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H: axiomaticky systém Hilbertova typu

Axiomy (pro libovolné fle ¢, 1, x):
Al o= (Y= 9)
A2 (o= (¥ = X)) = W= (¢ = X))
A3 (¢ = ¥) = (¥ = x) = (¢ = X))
Ad (o= (o= 9)) = (¢ = ¥)
AS (—p = =) = (¢ = )
Dedukeni pravidlo Modus Ponens (pro libovolné fle ¢, ¢): W
Lemma 3.10

@ Axiomy A1-AS5 jsou tautologie a tudiZ dokazatelné v MG.

@ v, — Y =1, tj. pro kaZdé ohodnoceni e:

pokude(p) =e(p — ) =1, pake(y) = 1.
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Dukaz

Dulkaz formule ¢ z mnoziny prfedpokladi I' je kone¢na posloupnost
formuli (¢, ..., ¢,) t2. 1, = ¢ a pro kazdé i < n, bud

@ 1); je instance axiomu nebo prvek I', nebo
@ existuji j, k < itZ. ¢y =1 =
PiSeme T - ¢ pokud existuje dikaz ¢ z mnoziny pfedpokladd I'

Teorém: formule dokazatelna z prazdné mnoziny predpokladu

Tvrzeni 3.11 (Korektnost)
Pro kaZdou mnoZinu fliT U {,} plati:

'k implikuje I'E e

Dukaz.
Indukci dle délky dukazu a pouzitim lemma 3.10. O

v
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Relace dokazatelnosti je relace dusledku

Tvrzeni 3.12
Relace - je finitarni strukturalni relace disledku na mnoZiné For, tZ.:

® {p}F o reflexivita
@ Pokud Tk o, takT UA F . monotonie
@ PokudT FypaAU{p} kv, pakT"UA F 1. fez
@ Pokud T+ ¢, pak existuje konecnalT' C T tZ. T + . finitarita

@ Pokud I' - ¢, pak o[I'] - o () pro kaZdou substituci o. strukturalita

v

Substituce: zobrazeni o: For — For tz.

o(mp) =-0(p)  olp =) =0(p) = a(¥)
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Priklady teorém

Lemma 3.13

Nasledujici formule jsou teorémy (systému H):

T p—
T2 = = (¢ — x)
T3 ¢ — (mp — x).

Dikaz T1 (necht 1 je libovolny axiom):

(0

o — (Y — )

(=W —=9) = W= (p—9)
Y= (p— p)

=
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Priklady teorém

Lemma 3.13

Nasledujici formule jsou teorémy (systému H):
T p—

T2 ~p—= (¢ = x)

T3 o = (=9 = x).

Dukaz T2:
= = (9 = —p) Al
(¢ = =) = (¢ = V) A5
[~ = (70 = —9)] = ([( = =) = (¢ = ¥)] = [0 = (¢ = ¢)]) A3
(= = =p) = (¢ = ¥)] = [ = (¢ = ¥)] MP
= (¢ = 1) MP
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Priklady teorém

Lemma 3.13

Nasledujici formule jsou teorémy (systému H):
T p—

T2 ~p—= (¢ = x)

T3 o = (=9 = x).

Dukaz T3:
= (o = Y) T2
[~ = (@ = ¥)] = [p = (mp = V)] A2
o= (mp =) MP
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Véta o dedukci
Véta 3.14 (Véta o dedukci)
Lok iff TFo—a.

Dikaz.
«: dusledek pravidla modus ponens.

v
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Véta o dedukci
Véta 3.14 (Véta o dedukci)
Lok iff TFo—a.

Dikaz.
=: necht ay,...,a, = ¢ je dikaz ¢ z T', . Ukazeme indukci, Ze pro
kazdéi <nplati'- ¢ — o;.

@ «a; = ¢: plyne z T1

@ «; € T' nebo to je axiom: aj;a — (¢ — @;); ¢ — oy jedlkaz z T

@ existuji j,k < itZ. ax = aj = «;:

0 = (0 = o) IP
a; = (= o) A2, MP
© — IP
© = (o= o) A3 a MP 2x
= q; A4 a MP

O

v
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Zakon vylouceného tretiho

Lemma 3.15
Nasledujici formule je teorém (systému H):
T4 (o = ) = 0.

Dokazeme —¢ — ¢ I ¢ a pouzijeme vétu o dedukci

P =P predpoklad
= (mp— 1) T3
= (e — L) A3, MP 2x
(= (o= 1)) = (=g — 1) A4
- — =(p = p) MP a def L
p—p T1
(= = =(p—p)) = ((p = p) = ) A5
© MP 2x
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Par dalSich teorému

Lemma 3.16

Nasledujici formule jsou teorémy (systému H):
T5 == —
T6 ¢ —» =

T7 (p = ¢) = (=¥ = ~9).

Dikaz T5:
(mo =) = T4
== = (2 = @) T2
5 A3, MP 2x
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Par dalSich teorému

Lemma 3.16

Nasledujici formule jsou teorémy (systému H):
T5 == —
T6 ¢ —» =

T7 (p = ¢) = (=¥ = ~9).

Dlkaz T6:
@ —= Y MP
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Par dalSich teorému

Lemma 3.16

Nasledujici formule jsou teorémy (systému H):
TS5 ——p — ¢

T6 ¢ —» =

T7 (g = 9¥) = (¢ = ).

Dikaz T7 (ukazeme ¢ — ¢ - =) — —¢ a pouzijeme vétu o dedukci):

= P T5
o= predpoklad
- = A3 a2x MP
P — 2 T6
Ao 5 A3 a 2x MP
(2 = ) = (7 = ) A5
—p = —p MP
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Dlkaz po pripadech

Lemma 3.17 (DUkaz po pFipadech)
Pokud T,y Fp al',—) F ¢, pakT I .

Dlkaz: Nasledujici posloupnost je dikaz ¢ z predpokladi T'.

o.gb—ﬂp
® (Y= )= (= )
@ —p —

o =

@ =y

@ (~p—=p) =
L%

véta o dedukcia ',y ¢
T7
MP

veta o dedukcia T, — F
A3 a 2x MP

T4

MP

[

v
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Konsistenti a uplné mnoziny fli

Definice 3.18

Mnozina fli I je
@ Uplna pokud pro kazdou fli ¢ plati: ' - ¢ nebo T - —,
@ konsistentni pokud pro zadnou fli p neplatiT' - p a ' - —,
@ sporna pokud pro kazdou fli ¢ plati T" - .

Lemma 3.19
MnoZina fli T je sporna iff neni konsistentni.

Dlkaz.
Sporna mnozina ocividné neni konsistentni. Opacna implice plyne z
teorému T2 a dvou pouziti MP O

v
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Lindenbaumovo lemma

Lemma 3.20 (Lindenbaumovo lemma)
Pokud T' ¥ o, pak existuje Uplna konsistentni mnoZ. T" D T tZ. T ¥ .

v

Dukaz.

Ocislujme se vSechny formule vy, ¢, . ..

Zkonstruujeme mnoziny I' =Ty CT'y C Ty ... t2. T'; ¥ :
(a) pokud T';, v ¥ ¢, definujeme IT';1y = T'; U {¥},

(b) pokud T';, v F ¢, definujeme IT';;; = T'; U {—);}.

V pripadé (a) oCividné T';; ¥ .

Predpokladejme pfipad (b) a, pro spor, I';11 - ¢, pak diky dikazu po
pripadech vime T'; - ¢, coz je spor s IP.

Mnozina TV = |JTI'; D T je tplnd a I'" ¥ ¢ (jinak by totiz platilo T'; - ¢
pro néjaké i, spor) a tudiz je I" konsistentni. O

v
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Véta o uplnosti

Véta 3.21 (Korektnost a Uplnost)
Pro kaZdou mnoZinu formuli T U {¢} plati:
| ) iff T ke

Dukaz.
=: Tvrzeni 3.11.

v
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Véta o uplnosti

Véta 3.21 (Korektnost a Uplnost)

Pro kaZdou mnoZinu formuli T U {¢} plati:
| ) iff T ke

Dukaz.

<: necht T ¥ p aT’ 2 T je uplna konsistentni mnozina tz. I ¥ ¢
(existenci zaru€uje Lindenbaumovo lemma). Definujeme:

e@)=1 iff T'F.

Ocividné e[I'] C e[I'] = {1} a e(¢) = 0. Je ale e opravdu ohodnoceni?

v
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Véta o uplnosti

Véta 3.21 (Korektnost a Uplnost)
Pro kaZdou mnoZinu formuli T U {¢} plati:
'k iff T Eo.

Dukaz.

<: necht T ¥ p aT’ 2 T je uplna konsistentni mnozina tz. I ¥ ¢
(existenci zaru€uje Lindenbaumovo lemma). Definujeme:

e() =1 iff "'k
@ ¢(—) = 1iff I' F - iff (T je konsistentni a Uplnad) TV ¥ « iff e(¢)) = 0.

@ c(th— ) =1iff IV 9y — xiff (?) IV F x nebo T ¥ v iff
e(x) = 1 nebo e(y)) = 0.
Pokud I I x pak I'" - ¢ — x diky A1.
Pokud TV ¥ ¢ pak TV = =) (T" je Gplnd) a pak I I 1) — x diky T2.
Pokud I ¢ — x, pak bud’ T ¥ v

O
nebo I'" - «, coz diky MP implikuje T I~ . O

v
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Osvezeni paméti a par dalSich teorému

@ v =1, pokud e(p) = e(v)) pro kazdé ohodnoceni e
@ Fle ¢ a 1) jsou ekvivalentni iff fle ¢ <> v je tautologie

Z minule zname nasledujici ekvivalence

Ll=pA-p T=¢V-p
o= =—pV o =P =-(pAY)
=@ (= Y)=p Ay
“(pAY)=—pV —(p V) = = A =)
AP =(=p V) eV =-(mpA)
eANWAX)=(PAY)AX eV VX)=(pVi)Vx
PAYP=YPAgp pVY =9V
P=pAp p=pVe
p=9pA(pV) =9V (pAY)

PN VX)=(@AP)V(eAX) eV AX)=(PVY)A(pVX)
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Osvezeni paméti a par dalSich teorému

@ v =1, pokud e(p) = e(v)) pro kazdé ohodnoceni e
@ Fle ¢ a 1) jsou ekvivalentni iff fle ¢ <> v je tautologie

Tudiz nasledujici formule jsou teorémy:

L pA—p T Ve
=YV o =P o (e AY)
TP P (o= Y) e A
(P AY) & —pV ) (P VY) & mp A
PAY < (2 V) PV Y < (= A )
AW AX) < (PAY)AX eV Vx) e (pVY)Vx
PAY P A eV PV
P PAp PPV
oA (pV) p oV (pAY)

AW VX) S (@AP)V(eAX) eV AX) < (PVY)A(pVX)
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Osvezeni paméti a par dalSich teorému

@ v =1, pokud e(p) = e(v)) pro kazdé ohodnoceni e
@ Fle ¢ a 1) jsou ekvivalentni iff fle ¢ <> v je tautologie

Par dalSich uzite¢nych teorému/tautologii:

T8 oV -y T9 o — (Y — @A)
T1I0 ¢ — VY T oAy —p
T12 —p+ (¢p— 1) T3 L —ep
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Alternativni formulace véty o Uplnosti
Ohodnoceni e je model mnoziny fli I' pokud e[I'] C {1}.

Dusledek 3.22
MnozZina formuli je konsistentni iff ma model.

Dukaz.

Pokud je T konsistetni tak existuje ¢ tz. " I/ . Z véty 3.21 vime, ze
I £ o, 1. existuje model T'. O

v
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Alternativni formulace véty o Uplnosti
Ohodnoceni e je model mnozZiny fli I' pokud e[I'] C {1}.

Dusledek 3.22
MnozZina formuli je konsistentni iff ma model.

Dukaz.

Pokud ma T model etak T" [~ L. Z véty 3.21 vime, Zze ' ¥ L, {j. ' je
konsistentni. O

v

Véta o uplnosti plyne z vySe uvedeného dusledku:
@ predpokladejme I' - ¢
@ tudiz ' U {—p} neni konsistentni (pouzitim T2: = — (¢ — X))
@ tj. mnozina fli I' U {~¢} neméa model
@ tj. pro kazdy model I" musi platit e(¢) = 1
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Alternativni formulace véty o Uplnosti
Ohodnoceni e je model mnozZiny fli I' pokud e[I'] C {1}.

Dusledek 3.22
MnozZina formuli je konsistentni iff ma model.

Dukaz.

Pokud ma T model etak T" [~ L. Z véty 3.21 vime, Zze ' ¥ L, {j. ' je
konsistentni. O

v

Véta o uplnosti plyne z vySe uvedeného dusledku:
@ predpokladejme I' ¥ ¢
@ tudiz T, —p ¥ ¢ (jinak bychom z T", ¢ - ¢ a dikazu po prFipadech
dostali " F )
@ tj. mnozina fli I' U {—¢} je konsisteni a tudiz ma model e
@ tj. e je model T" ale e(¢) =0
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Alternativni dikaz véty o kompaktnosti

Dusledek 3.23
MnozZina fliT ma model iff kazda jeji konecna podmonZzina ma model.

v

Dukaz.
@ Predpokladejme, Ze T' nema model,
@ tudiz I" neni konsitentni,
o tedy existuje fle ptZ. ' pal' F -y,
@ tudiz z finitarity - existuji kone¢né I'y,I, CTtZ. 1 Fpaly F —p,
@ tudiz I'; U T, neni konsitentni,
@ tudiz I'y UT; nema model. Ol

v
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Gentzen vs. Hilbert

Véta 3.24
Nasledujici jsou ekvivalentni pro kaZdou kone¢nou mnoZinu fli T':

QT
QI'to.
© Sekvent (' = ) je dokazatelny v kalkulu MG.

Véta 3.25
Nasledujici jsou ekvivalentni:
QT
QI'to.
© Existuje konecna T’ C T tZ. sekvent (I = ¢) je dokazatelny
v kalkulu MG. |
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