3.5 Relativisticka kineticka teorie

Zvoleny pozorovatel muze kinetickou teorii v podobé, ve které jsme ji formulovali v kapitole 3.1,
aplikovat z pohledu své vztazné soustavy i na plyn slozeny z relativistickych ¢édstic (viz napf.
odstavec 3.1.3). Jestlize se vSak budeme zabyvat vztahy mezi veli¢inami naméfenymi ruznymi
inercidlnimi pozorovateli, pak predpoklady galileovské grupy transformaci (tj. absolutni ¢as, inva-
riantnost prostorového i hybnostniho objemu a pouhé posunuti v prostoru hybnosti, které jsme
pouzivali napf. pii vyjaddreni (3.11) tenzoru napéti vuci vztazné soustavé pomoci jeho slozek ve
vlastni soustavé plynu) budou omezovat pouzitelnost klasické teorie na piipad nerelativistického
plynu a nerelativistickych rychlosti vztaznych soustav. Chceme-li vybudovat lorentzovsky invari-
antni kinetickou teorii pouzitelnou v ramci specidlni a tim spiSe i obecné teorie relativity, musime
revidovat zavedeni zakladnich pojmu poc¢inaje fazovym prostorem. S jejich pouzitim pak muzeme
odvodit dynamické vztahy pro rozdélovaci funkci a jejich dusledky jako jsou (z&riva gravito-) mag-
netohydrodynamika.

3.5.1 Fazovy prostor

Necht V' je prostorocas s pseudo-riemannovskou metrikou g (se signaturou —,+,+,+). Metrika g
definuje na V lorentzovsky invariantni ¢tyf-objem

n=d'V =+/—|g|dz® A dz' Adz? A da® = dt A dPV, (3.191)
kde (z°, 2!, 22, 23) jsou soufadnice v libovolné mapé a |g| je determinant matice kovariantnich
slozek g (takze v libovolné ortonormélni bézi dz* je |g| = —1). Tti-objem

ny = d*V = (d*V.U) (3.192)

méfeny pozorovatelem se ¢tyi-rychlosti U a vlastnim casem t se transformuje pii pfechodu k

carkovanému pozorovateli
dt nu
3y A 3y, NU
av 7dt’d V*UIO'
T#i-objem tedy lorentzovsky kontrahuje v opacném poméru (daném v = (1 — v2/c?)~/?) nez ve
kterém c¢asovy interval dilatuje, zatimco prostorocasovy ¢tyi-objem zustava lorentzovsky invari-
antni.
Na te¢ném prostoru T, hybnosti (p°, p!, p?,p?) éastic v daném bodé x definuje g étyi-objem
hybnosti

(3.193)

7w =d*P = \/—|g|dp® A dp* A dp* A dp®. (3.194)
Ten je opét lorentzovsky invariantni, i kdyz jeho projekce do U a kolmé nadroviny (tj. do ¢asové

a prostorovych slozek z hlediska zvoleného pozorovatele) nejsou invariantni. Pokud se zabyvame
pouze ¢asticemi s danou klidovou hmotnosti m, jejichz ¢tyi-hybnosti spliuji relaci

0= ¢(p) =p* +m?, (3.195)

popiipadeé jinou, napf. disperzni relaci, pak se prostor hybnosti redukuje na tzv. hmotovou slupku
T4, tj. tfidimenzionalni podvarietu variety T, ve které miizeme jako soufadnice pouzit napi. pro-
storové (z hlediska zvoleného pozorovatele) slozky p a ¢asovou slozku vyjadrit jako jejich funkei
p° = p°(p®) (zpravidla se omezujeme na p® > 0, viz obr. 3.5a). Lorentzovsky invariantn{ t¥i-objem
7y na Ty (indukovany metrikou g) dostaneme ztizenim d*P s jednotkovym vektorem kolmym k
Ty, takze
iy o
d*P = o) A Tp. (3.196)
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Obrézek 3.5: a) Soufadnice na hmotové slupce. b) Fézové trajektorie ¢astic padajicich radidlné na
cernou diru.

V konkrétnim tvaru rovnice (3.195) vychdzi
s = v/—lgl—dp* A dp? A dp®. (3.197)
Po
Relativistickym zobecnénim fdzového prostoru je tecny bundle M = {(z,p)|z € V,p € T} (viz

definice 7 na str. 65) s metrikou
_ (90
G = ( 0 ) (3.198)

QO = dVadP= (3.199)
= —|g|dz® Adxt Ada® Ada® A dp® Adpt A dp® A dp? =
= —dz" Adat Ada® Ada® Adpo A dpy A dps A dps.

a osmi-objemem

Pro castice spliujici relaci (3.195) je fdzovym prostorem hmotovéa slupka My jako sedmidimen-
zionalni podvarieta M s invariantni mirou

Qp =d*'V ATy (3.200)

3.5.2 Liouvilleuv teorém a Boltzmannova rovnice

Ve fazovém prostoru M definuji pohybové rovnice jedné ¢astice
'
dw

kde ¢ = (29, 2%, 22, 23, p°, pt, p?, p?), jednoparametrickou grupu pohybovych transformaci, tj. fazo-

vych trajektorii parametrizovanych afinnim parametrem w. Fazovy objem € je vici tomuto pohybu
invariantni, pokud Liouvilleuv operator L = % splituje tzv. Liouvilleuv teorém

2(6), (3.201)

divL =0 (3.202)
Pak totiz (podle (A.87), (A.86) a (A.60))

%/DQ:/D,GLQ:/DCZ@.@:/jj(divL)QzO, (3.203)
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kde D = D(w) C M je libovolnd oblast (pficemz mira €2 je ddna metrikou a divergence odpovidajici
metrickou konex{). V tomto pfipadé je mira

w = (L.Q) (3.204)

invariantni mirou udavajici hustotu fazovych trajektorii protinajicich libovolnou sedmidimenziondl-
nf nadplochu (napt. vlastni fazovy prostor I' = {(z,p) € M|(U-) = 0} pozorovatele nebo soustavy
pozorovatell se ¢tyirychlosti U), nebot

R T gy o

Potom muzeme také definovat invariantni rozdélovaci funkci f na M jako hustotu fdzovych tra-
jektorii obsazenych casticemi tak, ze pocet ¢dstic N(I') naméfenych pozorovatelem v jeho fadzovém
objemu [ ny Ad*P je

N(T) = /F fo. (3.206)

Pohybovd rovnice pro vyvoj f v dusledku pohybu (3.201) a popfipadeé i srazek je tzv. Boltzmannova
rovnice

ow

L(f) = <5—f) ; (3.207)

kde srazkovy ¢len na pravé strané udava lorentzovsky invariantni fazovou hustotu ¢astic vzni-
kajicich minus zanikajicich v daném elementu fazového objemu,

/D(;—i)CQ:N(F)—N(F’)Z/E)wa:/Dd(f(L.Q)):/DL(f)Q. (3.208)

Srézkovy Elen (%) _ miize bt opet vyjédten jako multilinesmi funkeiondl f integraci pres hybnosti
pocatecnich a koncovych stavu ostatnich ¢astic Gcastnicich se srazky.

Pohyb (3.201) spliiuje Liouvilleuv teorém (3.202) pokud jde o pohyb hamiltonovsky, tj.

dz* OH (z",py)
Ly = = A 3.209
dw ap, ( )
— dpb _ _aH(xnap)\)
P ™ dw Ozt ’
nebot pak je
0 0 0*H 0*H
divL==l = — L. +—L, = - =0. 3.210
VTR T e e T e T Bwp,  opow (3:210)

Liouvilleuv teorém je tedy splnén v dulezitych pfipadech geodetického pohybu v obecné teorii
relativity nebo pro pohyb nabitych ¢astic v elektromagnetickém poli.

3.5.3 Makroskopické veliciny a jejich dynamické vztahy

Podobné jako v nerelativistické kinetické teorii, urc¢uje i nyni rozdélovaci funkce f hodnoty lokalnich
i globédlnich makroskopickych veli¢in charakterizujicich vlastnosti celého souboru ¢astic popsaného
funkci f. Analogicky zavedeni hustoty ¢astic, hustoty hybnosti a tenzoru napéti v odstavci 3.1.1
nebo 3.1.3, mohou byt prostorocasové hustoty ¢ ruznych tenzorovych velicin @ typu 77 dany
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jako soucet ptispévku od vSech obsazenych hybnostnich stavii v piislusné udalosti, tj. integralem
pifslusné veli¢iny @ stiedované s vahou f ptes d*P, resp. pies hmotovou slupku 7,

q= /Qfd4P. (3.211)

Nékteré veliciny jako napf. entropie zavedend v odstavci 3.3.1 mohou byt dény i nelinearni zavislosti
na rozdélovaci funkci f. Z Boltzmannovy rovnice (3.207) pak pro tyto veli¢iny vyplyvaji zdkony
zachovani, resp. jiné dynamické vztahy.

Vynésobme rovnici (3.207) napiiklad skaldrni funkei Q(f, , p) na fdzovém prostoru, kterd muze
byt zavisld i na rozdélovaci funkci f a implicitné i na nékterych parametrech popisovanych ¢astic
(napf. na jejich ndbojich rizného typu), a integrujme ji pres oblast fdzového prostoru D = Dy x Dp,
ktera je direktnim soucinem (libovolné malé) oblasti Dy prostorocasu a oblasti Dp na prostoru
4-hybnosti (polomér této oblasti na te¢ném fibru pujde naopak limitné do nekonecna). Analogicky
rovnici (3.208) plati

[t () o= [ evenrne- [ wweo- [ f@e. e

Protoze povrch oblasti D se skladé ze dvou ¢asti,
0D = (8DV X Dp) U (DV X aDp) , (3213)

muzeme prvni z integralu upravit

| atame = [ arewo - [ jows) -

/ fQ(L.d4V>d4P+/ fQ(L.d*P)d*V . (3.214)
oDy JDp

Dy JODp

Druhy ¢len na pravé strané vymizi, jestlize rozdélovaci funkce f klesa k velkym hodnotdm slozek
hybnosti mnohem rychleji nez roste @ (i v piipadé zdvislosti @ na f) a velikost D p. Zavedeme-li
prostoroéasovy vektor J hustoty 4-proudu veli¢iny @ tak, aby??

(J.dWV) = fQ(L.AV)d'P , (3.215)
Dp

pak dostavame
/L(fQ)d4V/\d4P:/ <J.d4V>:/ d<J.d4V>:/ (divJ)d*V . (3.216)
D BDV DV DV

Protoze rov. (3.212) m4 platit pro libovolnou oblast Dy, musi v kazdé udalosti platit rovnice
kontinuity toku J i v diferencidlnim tvaru

)
(divJ) — fL(Q)d*P = Q(f,z,p) <—f) d*P . (3.217)
Dp Dp ow c
Toto odvozeni rovnice kontinuity muzeme pro hamiltonovsky pohyb zapsat také v souradnicovém
tvaru. Boltzmannova rovnice (3.207) vyjaddiend pomoci Poissonovych zdvorek mé tvar
_ O0f OH 6f6H_(5f)

— d _
L= f=lfHl=g 5>~ 557 =50 (3.218)

12}
oxt

29Prostorocasova, ast Lye vektoru L na te¢ném bundlu je pfitom obecné funkci hybnosti p.
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Vektor toku J lze definovat vztahem

o= /Q% /Q_f g ? Hdpn. (3.219)

Jeho kovariantni (¢tyt-)divergence J*, je tedy ddna vztahem
0 (’)H GH
VI = Tl = [ gt i Tlane+ [ 5@ TTdne =
5f of OH _
Jo(3) M. +/Qa : LHdme/axL(Q—)fHdpn—

- /Q<5f> [dp. - /c’)p or' fH P+ /axL L)fHdpn:
\/W/Q (%)Cd4p+ m/[Q,H]fd‘*P’ (3.220)

—/[Q,H]fd“P: /Q (%)Cd‘*P. (3.221)

Specidlng, kdyz zvolime @ = 1, pak [@, H] = 0 a ¢tyi-tok hustoty ¢dstic

tj.

dz* , 4
v fd*p 222
7 / dw d 8 )

spliiuje jednoduchou rovnici kontinuity

Lo of
J;L—/(%)Cd‘*P, (3.223)

kde srazkovy ¢len na pravé strané udava casoprostorovou hustotu vzniku nebo zaniku ¢astic
piislusného druhu pii srdzkach (a v mnoha pfipadech lze tento ¢len brat jako nulovy).

Dalsi moment Boltzmannovy rovnice dava pohybovou rovnici, tj. rovnici zachovani hybnosti.
Hybnost p, neni skaldrni veli¢ina, muzeme z ni v8ak skalarni veli¢inu zkonstruovat ztzenim s libo-
volnym vektorem v"*. Zvolime-li tedy veli¢inu @ = v"p,,, pak jeji ¢tyi-tok J mé podle rov. (3.219)
tvar

d L
Tt =" /pﬁifd4P = T (3.224)
dw
kde J
TKLE/pH i (3.225)
d
je kanonicky tenzor energie-hybnosti soustavy ¢astic. Poissonova zavorka
0H 0H
H] = poo® — —oF Z— 3.226
Q. H]=p Viap Y o ( )
takze rovnice (3.221) ma tvar
OH of
KT, — o T b 4o | ——fd*P=v" [ p. [ = | d*P 3.227
0T, = o T [ v/p(éw)c , (3.227)
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ktery musi byt splnén pro vSechna vektorova pole v. Tenzor energie-hybnosti proto musi spliiovat

rovnici kontinuity hybnosti
H 1)
0 fd*P = / D of d*P (3.228)
oxr dw )

coz je pohybové rovnice kontinua. w?,, jsou 1-formy konexe — srov. (A.47).
Pro soustavu nabitych ¢astic v gravitacnim a elektromagnetickém poli je jednocasticovy Ha-
miltonidn

T ¢ +WAKLTAL+

K 5t

1
H = 29" (p — eA)(pr — eAy) , (3.229)

kde e je ndboj ¢astice a A(x) je tyipotencidl elektromagnetického pole. Pohybové rovnice ¢dstice
(3.209) tedy maji tvar

dz* oOH

dw ~ op pt—eA", (3.230)
dp, OH 1, ; ;
dzzu R (e — eAg)(pa — eAN) + e(p” — eA") A,

CtyT-tok hustoty spliiujici rovnici kontinuity (3.223) je ddn vztahem

OH
Jt = / o, fd*P = /(pb —eAY) fd*P (3.231)

a kanonicky tenzor energie-hybnosti

1= [n G fdtP = [puip - ca)faip. (3.232)

Pro nulovy ndboj nebo elektromagnetické pole je tenzor T"* symetricky. V tom piipadé se druhy a
tFet{ ¢len na levé strané pohybové rovnice (3.228) vyrusi a ¢tyf-divergence tenzoru energie-hybnosti
soustavy ¢astic popsané rozdélovaci funkei f je dana pouze srazkovym ¢lenem na pravé strané. Pro
nabité castice v elektromagnetickém poli mé kanonicky tenzor energie-hybnosti antisymetrickou
cast

T — TR = (A TS — ARJY (3.233)
takze druhy a tfeti ¢len na levé strané rov. (3.228) se slozi na ¢len vyjadiujici v pohybové rovnici
)
T.', —eJ'A.. = /pn <—f> d*P (3.234)
' ow /),

hustotu elektromagnetické sily pusobici na nabité kontinuum.

3.5.4 Lokalné dynamicky symetrické rozdéleni

V kapitole 3.3 jsme odvodili, ze ve vlastnim klidovém systému plynu je v termodynamické rovnovaze
rozdélovaci funkce ¢astic funkei pouze energie ¢dstic E = F(p) méfené v tomto systému (a souradnic
x). Jestlize nyni vime, Ze f je lorentzovsky invariantni, pak to znamend, ze v obecné soustavé, vuéi
niz mé lokéln{ vlastni klidovd soustava plynu 4-rychlost U* = U*(x), mus{ byt rozdélovaci funkce
zavisla na 4-hybnosti pouze prostfednictvim soucinu p,U*. V termodynamické rovnovaze musi mit
f navic néktery z konkrétnich tvara (3.143) nebo (3.144) podle kvantové povahy popisovanych
castic. Jestlize vSak budeme mit jakékoliv rozdéleni tvaru

f = f(l', (pU(.T))) ) (3'235)
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které nazveme lokdlné dynamicky symetrické (tedy napf. bude energetické rozlozeni odlisné od
rovnovazného, bude vsak stéle izotropni), pak z Boltzmannovy rovnice pro dynamiku tohoto plynu
vyplyvaji silnd omezeni.
Piedevsim ze samotné podminky UU = —1 (tj. (1.4), kde nyni pro zjednoduseni vyrazi uzijeme
geometrické jednotky ¢ = 1) vyplyva
uust =0, (3.236)

odkud pro 4-zrychleni
a"=U"U" (3.237)

lokdlnich pozorovateli v klidu viéi plynu dostdvdme podminku (1.5) kolmosti na 4-rychlost.
Zavedeme-li projektor do vlastniho prostoru téchto pozorovatel©

PR =UU" + g, (3.238)
muzeme s jeho pomoci kazdy 4-vektor X rozlozit na ¢asovou a prostorovou slozku
Xt =-U"U.X")+ P X" (3.239)

rovnobéznou a kolmou k U. Podobné kazdy tenzor X muzeme rozlozit na ¢asovou, smiSenou (pro-
storové-¢asovou) a prostorovou slozku

X =UUS(UrXMU,) — (PLUULXM + U UAPS XM) + P PE XM (3.240)
Pro kovariantni derivaci samotného U se tento vyraz vzhledem k (3.236) zjednodusi na
Us® = =Py UUN*U, + P4 P", UM = —a'U" + U P", (3.241)
1
= —a'U"+w"+o"+ §9P“‘”" , (3.242)
kde antisymetricky tenzor rotace (vorticity)
W = Ul prl = glssl g gl (3.243)
a symetricky tenzor smyku (shear)

1

th U(L;AP"@)
(o A 3

. 1
U P = U 4 oty — S0P (3.244)
jsou prostorové tenzory ve vlastnim klidovém systému plynu a
0=U", (3.245)

je skalar expanze.

Obecny mocninny moment rozdélovaci funkce je symetricky tenzor. V piipadé lokédlné dy-
namicky symetrického rozdéleni, jehoz jedinym vyznaé¢nym smérem je 4-rychlost U, musi byt
kazdy moment zkonstruovan ze symetrizovanych tenzorovych sou¢inti U a g. Napf. tenzor energie-
hybnosti musi mit tvar linedrni kombinace

T ~ (p'p"f) = A(x)U'U" + B(x)g"" (3.246)

30Dosazenim se lze presvédéit ze P je skuteéné projektor
L K __ L
P P", =P

a ze jeho stopa P! = 3.
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a tenzor tfetiho fddu
Q" ~ (p'p"p f) = W(z)UUU> + 3V (2)U g™ (3.247)

Z momentu Boltzmannovy rovnice pro plyn v metrickém poli vyplyvé, ze kovariantni 4-divergence
se musi rovnat momentu srazkového clenu. Jestlize rozdélovaci funkce je dynamicky symetricka a
srazky mezi ¢dsticemi tuto symetrii nenarusuji (napf. interake{ s jinym druhem ¢éstic rozdélenych
nesymetricky), pak i srdzkovy clen musi byt lokdlné dynamicky symetricky a jeho momenty mus{
byt také zkonstruovany z U a g. Konkrétné pro druhy moment Boltzmannovy rovnice tak dostavame
vztah

of

@™, = () ) ~ XU 0 4 V(o)™ (3.218)

ze kterého po dosazeni (3.247) vyplyva diferencidlni rovnice pro U

(W +Wo)U U 4+ 2Wa UM + (V 4 V) g~ + 2VeruN 42U N = X (2)UU™ + Y (2)g"™ .
(3.249)
Rozlozenim této rovnice do casové, smiSené a prostorové slozky, a dédle rozlozenim prostorové slozky
na jeji ¢ast s nulovou stopou a na stopu, dostaneme vztahy

W+Wo-3V-Vo = X-Y (3.250)
(V-W)a® = PV (3.251)

o =0 (3.252)

V+ gve = Y. (3.253)

Z rovnice (3.251) tedy vyplyvd, ze nutnou podminkou k tomu, aby plyn mohl byt lokalné dynamicky
symetricky (a specidlné tedy i v termodynamické rovnovéaze), je, ze jeho zrychleni musi byt imérné
prostorové projekci gradientu jistého skaldru. Podobné podle (3.252) je nutnou podminkou také
nulovost smyku. Lze dokdzat, ze dalsi nutnou podminkou je, ze plyn nemuze byt soucasné rotujici
a expandujici, tj. fw = 0.
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