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Kapitola 1

Zaklady teorie plazmatu

Tato kapitola shrnuje ldtku pfednesenou autorem v zimnim semestru 2013/2014 v ramci prednésky
NTMF020 “Zaklady teorie plazmatu”. Dalsi ¢ast tohoto pfedmétu tvori prednasky dr. R. Panka.

1.1 Kineticky popis plazmatu

Plazma je silné ionizovany plyn. Pro chovani plazmatu jako celku jsou proto dulezité nejen vza-
jemné srazky jeho Castic, ale také elektromagneticka interakce, predevsim ptisobeni vnéjsitho nebo
kolektivniho magnetického pole, zaroven vsak i interakce se zafenim. Pro velmi fidké plazma lze
dynamiku plazmatu do zna¢né miry odvodit z pohybovych rovnic nabitych ¢astic ve vnéjsim poli.
Pfi vyssich hustotdch nabyva na dilezitosti kolektivni chovani éastic,’ k jehoz matematickému
popisu je tfeba vychazet ze statistickych metod kinetické teorie. Z té lze uzitim zjednodusujicich
predpokladit odvodit i magnetohydrodynamické rovnice, jak ukazeme v této podkapitole.

1.1.1 Kineticka rovnice

Vysetiujme nejprve pravdépodobnost obsazeni f! v systému s koneénym poctem stavi {i|™;}
(napt. excitaéni stavy elektronu v atomu vodiku). Pro ¢asovy vyvoj obsazeni stavii nekvantového
systému? plati tzv. kinetické rovnice

d _ .
pn F=Y (Pf = Pyt (1.1)

kde P;; je pravdépodobnost pfechodu systému ze stavu ¢ do stavu j za jednotku casu. V disledku
symetrie kvantové mechanického popisu vii¢i inverzi ¢asu plati (pro pfechod mezi elementarnimi
kvantovymi stavy) princip vratnosti
Pij = Pji , (1.2)
a v disledku zachovéani energie (a tedy homogenity v ¢ase) jsou mozné prechody pouze mezi stavy
se stejnou energii E°,
Py ~6§(E' - E). (1.3)

1V uzsim smyslu slova byva plazma definovano pravé jako kvazineutralni plyn dominovany kolektivnim chovanim.
V redlném vesmiru ovsem neni ostra hranice mezi plazmatem a dalsimi stavy latky a v chovani plazmatu casto hraji
podstatnou roli i dalsi procesy.

2V odstavci 1.2.2 se budeme zabyvat modifikaci tohoto vztahu pro kvantovy p¥ipad fermionové nebo bosonové
povahy systému. To muze byt dilezité napf. pro volné stavy elektront v plazmatu. Pro diskrétni stavy ovsem
zpravidla predpoklddame jediny elektron v poli jadra, resp. statistiku excitaci vzajemné nezavislych ionta.



To plati pro izolovanou soustavu. Pokud je soustava v interakci s vnéjsi soustavou (‘tepelnym
rezervoarem’; napft. s kinetickymi stupni volnosti okolnich vodikovych atomi, nebo s polem zafeni)
popsanou obsazovacimi &isly F*¥ ve svych stavech, musime vyjit z rovnice (1.1) pro sjednoceni obou
podsoustav

d ik j ol i ok

pritad )ZZZ(le,ikij — Pk [ F") . (1.4)

J

Pouze pro toto sjednoceni nyni plati vratnost i zachovani energie (P ji = Pjiir ~ 5(Ei + EF —
E7 — EY). Jestlize rezervoar miizeme povazovat za stacionarni, %F k = 0, pak vystfedovanim
rov. (1.4) pies rozdéleni F* dostaneme formalné opét rov. (1.1), kde oviem pravdépodobnosti
prechodu sledované podsoustavy

P = 2l Py F P 2 Py ji F*
jz':iZmFm ) ij=7ZmFm )

samostatné nespliuji ani (1.2) ani (1.3). Pokud nase sledovana soustava interaguje soucasné s vice
vnéjsimi soustavami (napf. opét excitaéni stupné volnosti se zafenim i srazkové s nalétavajicimi ¢as-
ticemi), miZeme celkové pravdépodobnosti pfechodu zapsat jako soudet pfispévkii od jednotlivych
procesti (P; = P4 4+ PEPY).

Rovnice (1.1) miizeme integrovat v Case, pfi¢emz vychézime ze zvolenych podateénich podmi-
nek. Vysledkem integrace je exponencidlni relaxace do stavu, v némZ maji vSechny stavy (mezi
nimiz mize dochézet k pfechodtim a maji tedy stejnou energii ev. dalsi zachovévajici se velic¢iny)
stejné obsazeni. Napf. pro dvou-stavovy systém mé kinetickd rovnice (1.1) tvar

d ( fi -P P h

el — 1.

#(5)-(7 %) (0
a jeji casové fFeseni

N _L(hth L fi—f2
( f >(t)_2( fi+ fa >t_0+26 p( 2Pt)< fo— f1 )t—O. (1.7)

Cviceni 1 Napiste a vyreste kinetickou rovnici pro troj-stavovy systém, ve kterém pravdépodob-
nosti prechodi Po3 = 0 < P13 = e P15. Diskutejte pripad ¢ < 1.

(1.5)

Mtzeme tedy hledat stacionarni reseni kinetické rovnice, % i =0, ke kterému by mély stavy
asymptoticky konvergovat. V tom pripadé se kinetickd rovnice redukuje na soustavu linearnich
algebraickych rovnic statistické rovnovahy

0= Z(Pjifj — PjfY. (1.8)

J

Tato soustava je homogenni a protoze vzhledem ke svému fyzikdlnimu smyslu méa mit netrivialni
feSeni, musi byt singuldrni (coz vyplyvéd i z rov. (1.2)). Proto k ni musime doplnit normovaci

podminku, napf.
dfi=1. (1.9)

Jak si ukdzeme v odstavci 1.3, v termodynamické rovnovaze je obsazeni jednotlivych stavi
déno jistymi funkcemi jejich energie, parametrizovanymi teplotou. Rovnovaznému rozdéleni se
stejnou teplotou musi odpovidat vSechny vzajemné interagujici stupné volnosti vSech ¢astic. Jest-
lize néktery z nich mé odlisné rozdéleni, miize zptisobit odchylky od rovnovahy i ostatnich stupnt



volnosti. Pokud pravdépodobnosti pfechodt mezi riznymi stavy jistého podsystému jsou mnohem
vétsi nez jeho interakce s ostatnimi (napf. nerovnovaznymi) podsystémy, muiZe se ustavit jeho vni-
t¥ni rozdéleni velmi blizké rovnovaznému s takovou teplotou, pfi které je splnéna jeho energetické
rovnovaha s ostatnimi podsystémy. Takovy predpoklad muze podstatné snizit pocet neznamych
v soustavé kinetickych rovnic a tim zjednodusit jeji feSeni. Pro stavy, jejichz interakci s nerovno-
vaznymi podsystémy nelze zanedbat, je t¥eba vyjadfit vSechny pravdépodobnosti pfechodii (tzv.
‘rate(s)’) a FeSit pro né kinetické rovnice.

Ptikladem mohou byt hvézdné atmosféry, kde srazky mezi kinetickymi stupni volnosti zpravidla
dosti dobie zabezpecuji ustaveni termodynamické rovnovahy s kinetickou teplotou, ktera je ovSem
z&visla na hloubce v atmosféie (tzv. lokalni termodynamicka rovnovéha, LTE). Naproti tomu zéfeni
je spektralné i smérové odlisné od Planckova rovnovazného zareni cerného télesa, protoze z hlubsich
vrstev s vyssi teplotou prichazi teplejsi a z vnéjsich vrstev chladnéjsi zareni a tyto odchylky jsou
vétsi ve frekvencich, ve kterych ma atmosféricky materidl mensi opacitu a tedy vétsi stfedni vol-
nou dréhu fotond. Excita¢ni stupné volnosti interaguji srazkové s kinetickymi stupni volnosti, ¢imz
se jejich rozdéleni piiblizuje LTE, ale soucasné zafivé prechody (zejména v nejsilngjsich Garich)
mohou tuto rovnovahu narusovat a zptisobovat NLTE (‘non-LTE’) rozdéleni predevsim zakladni a
nejnizsich excitovanych hladin vzhledem ke kontinuu a jeho kinetické teploté. Protoze prostfednic-
tvim preskokil do téchto nerovnovaznych hladin se také vymeérnuje energie mezi kinetickymi stupni
volnosti a zadfenim, miize vysledek feseni NLTE podstatné ovlivnit i prostorovou zavislost teploty
téch stupnti volnosti, které v LTE jsou.

Jesté extrémnéjsim pripadem je statistickd rovnovaha okolohvézdné a mezihvézdné hmoty, kde
diky nizké hustoté a tedy malému vzajemnému ruseni maji ionty velky pocet diskrétnich hladin.
Jejich obsazeni je dominovano interakei se zaFenim centralnich (pro planetéarni mlhoviny) ¢i okolnich
hvézd. Toto zafeni miva spektrum odpovidajici teplotdAm fadu 10*K, ale diky velkému ziedéni
hustotu odpovidajici teplotam fadu pouze 10'*'K. V rovnici statistické rovnovahy proto zpravidla
prevazuji ¢leny fotoinizace ze zdkladni (nejpopulovanéjsi) hladiny, rekombinace do vyssich hladin
a deexcitace, tj. postupné kaskadovani zpét do nizsich hladin.

1.1.2 Tonizaéni rovnovaha a Debyovské stinéni

I kdyz plazma muze byt i v nerovnovazném stavu, predpoklad termodynamické rovnovahy, kterému
je vénovana kapitola 1.3, casto umoznuje alespoi pfiblizné popsat jeho vlastnosti. Pfedpokladejme
tedy, Ze ¢astice plazmatu obsazuji diskrétni stavy (napf. vnit¥ni stupné volnosti) i spojité (napf.
kinetické) stupné volnosti s pravdépodobnosti danou Boltzmannovym rovnovaznym rozdélenim
f ~ exp(—E/kT), kde E je energie stavu, k je Boltzmannova konstanta a T je teplota, kterd
rozdéleni parametrizuje.® V termodynamické rovnovaze je poéet n; subsytémi ve stavu i

n; = - exp <kT> , (1.10)

kde FE; je energie stavu ¢, n je celkovy pocet subsystému ve vSech stavech a
E;
Z = E —— 1.11
i exp ( k:T) ( )

je tzv. stavova suma.
Pokud stavem ¢ rozumime napi. elementarni kvantovy stav elektronové obalky vodiku podob-
ného iontu, pak tento index zastupuje ¢tverici kvantovych ¢isel n, [, m, s, pficemz energie elektronu v

3Specialnim ptipadem je Maxwellovo rozdéleni rychlosti v éastic, které dostaneme pro kinetickou energii ¢astic
E = mv?/2, nebo barometricka formule pro potencialni energii ¢astic E = mep.



tomto stavu je v aproximaci Bohrova modelu ddna pouze hlavnim kvantovym &islem, E,, = E;/n?,
a je stejna pro g, = 2n? elementérnich stav (I = 0,1,...,n — 1, m = —I,...,1, s = £1). Proto se
vyjadieni stavové sumy zpravidla zjednodusuje na soucet pres vSechny rozdilné energetické hladiny

t=n
E;
Z = zi:gi exp <_I<;T> . (1.12)

Pokud je kT < |Ei|, pak (vzhledem k tomu, Ze E; < 0, napf. pro zdkladni hladinu vodiku
—F; ~ 13.6eV ~ k.157887K) je n1 > ng > ng..., ale stavova suma by pfesto pro nekoneény pocet
hladin divergovala, protoze samotna exponencidla v ni pro ¢ — oo konverguje k jednicce a vaha
g; stavu i kvadraticky roste. Bohriv model ovSem popisuje idealizovany stav jediného atomu v
nekonec¢ném prostoru a stfedni poloméry elektronovych drah v ném s hlavnim kvantovym ¢islem
rostou ({(r) ~ r1(3n? —I(l +1))/2, kde r; = h?/(47%m.e?) ~ 0,529.107m je Bohrtiv polomér),
takZe v redlném plynu jsou vysoké excitované stavy ruseny polem okolnich ¢astic. Tomu do jisté
miry odpovida také napt. Inglistiv — Tellertiv vztah

log(n; + ne) ~ 23.491 — 7.51log(n.m,) (1.13)

pro nejvyssi Balmerovu ¢aru z hladiny n,, pozorovatelnou ve spektru atmosféry hvézdy s hustotami
iontt n; a elektront n. (na cm?®), nez jeji rozsifeni Starkovym jevem zptisobi splynuti se sousedni
hladinou.

Rovnice (1.10) uréuje také stuperi ionizace v termodynamické rovnovize. Vypodcet relativniho
obsazeni diskrétnich (nap¥. excita¢nich) i spojitych stavii (ve fdzovém prostoru) v rovnovéaze pomoci
Boltzmannova rozdéleni je pfimocary. P¥i vypoctu ioniza¢ni rovnovahy ovSem musime vzajemné
porovnavat pocty elementarnich kvantovych diskrétnich i spojitych stavi. Fazovy prostor tedy
musime kvantovat pomoci relaci neuréitosti, abychom dostali spocetnou (stéle vSak nekonec¢nou)
mnozinu elementéarnich stavi o fazovém objemu d°T" = d3zd>p ~ h3. Proces ionizace a rekombinace

Xij = Xijpte, (1.14)

kde X; ; je j-kréat ionizovany prvek X; a e je elektron, mizeme chapat jako chemickou reakci (srov.
kapitolu 1.3.3) a jeji levou a pravou stranu za dva riizné stavy (pfesnéji dvé mnoziny elementarnich
stavil, které oznacime L a P) téze fyzikalni soustavy. Potom

Z Z
np = nfL , mp= n7p , (1.15)
kde
n=nr+np, Z =754+ Zp, (1.16)

a stavové sumy kazdé strany chemické reakce lze napsat jako soucin stavovych sum pfislusejicich
jednotlivym stupiitim volnosti a (vnitfnim i kinetickym),

Zrp= Zexp (—le ZEZQ> = HZexp <_]<;1TEZO‘> . (1.17)

Stavovou sumu prislusejici nerelativistickému transla¢nimu pohybu ¢astice o hmotnosti m mtzeme
napsat jako soudet pres elementarni kvantové stavy velikosti d°T = d3zd®p ~ h3 ve fazovém

prostoru
2 3,73 3/2
- D d°zxd’p 2rmkT
Ly = /exp( ka:T) T V( 02 , (1.18)




kde V je jednotkovy objem, a stavovou sumu vnitinich stupnt volnosti iontu X;; jako soucin
stavové sumy odpovidajici ioniza¢ni energii |E; ; 1| ze zdkladni hladiny (tj. jednoduchého souéinitele
exp(—FE; j1/kT), kde E; ;1 < 0) a sumy odpovidajici excita¢ni energii F; ;1 — E; j  do hladiny k

Eiji— Eijk
Uij = zk:exp (UkT”> : (1.19)
Z rovnice (1.15) tak mtzeme odvodit Sahovu rovnici ioniza¢ni rovnovahy

nijiine _ np  Zp (27rmekT>3/2 <Ei,j.1> Uij+1
_yTr e — T8 = _— exp kT

N5 o nr B ZL N h? Ui’j 7K” ’ (120)
kde n;; a m. jsou nyni éiselné hustoty iontd X;; a elektront (tj. jejich poéty v jednotkovém
objemu V). Koeficient 2 pfed Z, volnych elektronti odpovida jejich vnitinimu stupni volnosti
orientace spinu, na némz jejich energie nezavisi. Stavové sumy Z, iontu jsme zkratili v pfiblizeni
M j ~ My j+1, presnéji bychom méli m, nahradit redukovanou hmotou elektronu mem; j1/m; ;.
Doplnime-li podminku kvasineutrality

ne =Y jnij, (1.21)
,J
miizeme pro zadané hustoty n; = ;M jednotlivych druhi ¢astic FeSenim soustavy rovnic (1.20)
vypocitat elektronovou hustotu n. a stupné ionizace vsech ¢astic.
Cviéeni 2 Odvodte a Teste Sahovu rovnici pro cisté vodikové plazma.

7 predpokladu Boltzmannova rovnovazného rozdéleni miizeme odvodit také naptiklad stiedni
hustotu prostorového rozdéleni kladné i zaporné nabitych ¢astic v okoli kazdé zvolené nabité ¢astice.
Hustota n, ¢astic s ndbojem ¢ ve vzdalenosti r od zvolené ¢astice s ndbojem @ je tedy

ng(r) = g0 eXp (_ q]‘fg)) ~ ngo (1 - Ij;fq + o(¢2)> , (1.22)

kde ngo je stfedni hustota a T, teplota téchto ¢astic a ¢(r) je elektrostaticky potencial. Ten je
feSenim Poissonovy rovnice

1 d, ,do a*n
Vi = ﬁ%(ﬁ%) =4 (Qé(r) + zq:qnq> ~ 47 (Q(S - q kTZ(J) b . (1.23)

V tpravé této rovnice jsme vyuzili pfedpokladu kvasineutrality plazmatu ) qdnq0 =0a zanedbali

jsme ¢Eleny nelinearni ve ¢. ReSeni této rovnice mé tvar?

Q r
¢ = _exp 35 ) (1.24)
kde )
A= an S L0 (1.25)
b Zq: kT,

4Shodny tvar mé také Yukawtiv potencial v jaderné fyzice.



udava tzv. Debyetv stinici polomér Ap, na skéle jehoz velikosti je exponencidlné tlumen coulom-
bicky potencial naboje g zvolené ¢astice.”

Aby mohly byt uZity postupy tohoto statistického vypoctu, musi byt splnéna podminka, Ze
uvnitf objemu o velikosti Ap se nachazi velky pocet nabitych Castic, ¢ili Ze tzv. plazmovy parametr

A=) ngr, > 1. (1.26)

q

V rozvoji (1.22) jsme k tomu uzili pfedpokladu, Ze kinetickd energie ¢éstic v Debyeové sféfe je
mnohem vétsi nez jejich potencidlni energie

2

KT, > qo(r) ~ ;LD . (1.27)

vvvvv

nekonecény také pocet vazanych stavi, v nichz maji elektrony nizsi energii a tedy vétsi pravdépodob-
nost vyskytu nez ve volnych ionizovanych stavech. To by ovSem platilo pouze pro atom osamoceny
v celém vesmiru. Ve vyssich hladindch jsou vinové funkce prostorové rozlehlejsi a proto jsou v real-
ném plynu ¢i plazmatu ruseny okolnimi ¢asticemi. Fakticky pocet hladin je tedy kone¢ny a musi byt
omezen v zavislosti na hustoté ¢astic. Alternativni zpusob odhadu poctu stabilnich hladin je za-
lozen na fesSeni Schrodingerovy v debyeovsky stinéném potencidlu, v némz je pocet vazanych stavi
redukovan v zavislosti na velikosti stinéni. V poruchovém pfiblizeni maji vyssi hladiny pozitivni
energii a jsou tedy nestabilni.

1.1.3 Boltzmannova rovnice

Predpoklddejme, ze plyn se sklddé z velkého poctu (V) ¢astic jednoho druhu, jejichz stav je popsan
soufadnicemi z* a hybnostmi p; (i = 1,2,3). Stav plynu lze potom popsat tzv. jednoéasticovou
rozdélovaci funkci f = f(¢, 2, p;) udévajici pocet ¢astic v jednotkovém objemu fazového prostoru

d°N = f(t,2',p;)d’zd’p . (1.28)

Za jednotku fazového objemu miizeme zvolit objem elementéarniho kvantového stavu (d°T' =
(dwdp)® ~ h?) a f potom bude znamenat pravdépodobnost obsazeni stavu.

Z jednocasticové rozdélovaci funkce f mizeme vypocitat nékteré makroskopické veli¢iny charak-
terizujici plyn. Z nich nejdilezitéjsi jsou hustota ¢éastic n (hmoty p), hustota hybnosti 7 (rychlost
v) a slozky tenzoru napéti T' (vic¢i soufadnicové soustavé, resp. 7 viéi vlastni klidové soustavé
plynu), tj. slozky tenzoru energie-hybnosti, které jsou dany jako momenty f

n=p/m = (= [1d (1.29)
m=p' = (pif) = /pifd?’p (1.30)
mT% = m(pv'v! +79) = (pip,;f) = /pipjfdgp, (1.31)

5V literatuie se nékdy traduje chybné tvrzeni, ze k debyeovskému stinéni pfispivaji pouze elektrony, protoze
ionizované atomy jsou tézké a malo pohyblivé. Rovnovazné feSeni ovSem nezavisi na tepelné rychlosti riznych castic
a z kvadratické zavislosti na q je zfejmé, Ze jednou ionizované atomy prispivaji ke stinéni stejné a vicekrat ionizované
atomy dokonce jesté vice nez elektrony.



kde m je hmotnost jedné Castice. Ze stopy tenzoru napéti mizeme vypocitat i hustotu kinetické
energie (nerelativistickych ¢éstic)

1 1 1 p?
= -Tr(T) = =pv® + &0 = (—pipif) = | ~—fd* 1.32
ST = 307 20 = (opinf) = [ B pdp (132
kde g9 = 3 >, 7% je hustota tepelné energie.

Vsimnéme si, Ze zatim co veli¢iny n, p, m a T jsou linearni funkcionaly rozdélovaci funkce f,
veli¢iny v a 7 Castéji uzivané v hydrodynamickém popisu (misto 7 a T') jsou nelinearni.

Pohyb kazdé ¢astice lze popsat trajektoriemi x = x(t), p = p(t) ve fdzovém prostoru (viz napf.
obr. 1.1.a). Jestlize ¢astice nemohou s ¢asem vznikat ani zanikat a jestlize plati tzv. Liouvilletv

teorém?® s .
2 - 4 =0, 1.33
I dt ; <6‘x1 3pi> ( )
tj. fazovy objem je invariantem pohybu, pak je také f invariantem pohybu a plati pro néj beze-
srazkova Boltzmannova rovnice

df Of dat Of  dp; Of

t ot dt Ox*  dt Op;

=0. (1.34)

Specidlnim, ale pfitom dosti obecnym, pfipadem kdy plati Liouvilleiv teorém (1.33) je ptipad
hamiltonovského pohybu popsaného kanonickymi pohybovymi rovnicemi

dx? _ OH dp;  OH

= = —— . 1.
dt  Op;’ dt oxt (1.35)
Pak totiz s . s
1dr ozt Op; 0’H 0*H
- il = - =0. 1.36
I dt ; (8331 + 6pi> ; <8pi8331 0z 0p; ( )
Boltzmannovu rovnici (1.34) lze v tom pfipadé zapsat také pomoci Poissonovych zévorek
of
H,f]=0. 1.37
o H1 = (1.37)

Pohyb kazdé c¢astice je obecné urcen jednak ptisobenim vnéjsich poli ale i vzajemnou interakci
s ostatnimi ¢asticemi plynu. Hamiltonian kazdé ¢astice je tedy zavisly i na stavech ostatnich ¢astic
a pohybové rovnice (1.35) vSech N éastic jsou vzdjemné svizané. V tom piipadé je invariantni
pouze fazovy objem dST v prostoru stavii celého systému N éastic a misto rovnice (1.37) plati
pouze rovnice
ofy

ot

pro N-¢asticovou rozdélovaci funkei fy = fy (21, ..., 2N, p1, -, PN, t) reprezentujici pravdépodob-
nost vyskytu celého systému v daném stavu, resp. pocet systému z néjakého velkého souboru

—[Hn, fN] =0, (1.38)

6 Pii jednoparametrické grupé transformaci & = &(t,&p) v N-dim prostoru se totiz objem T' = deE =

| JE(t+At) |— 1] i

N — Neo — as(t) OE() | 4N N 8¢ dVe, =
f|950|d &0 méni r = f dt|850|d o fhmAt 0 | GBI |d o sz 1 8¢t a§0| o =
Zi\f 1 ggl T" (specidlnim pfipadem je ¢asovd zména V Va”L objemu V' elementu tekutiny v rychlostnim poli

vt.)



=

th
Obrazek 1.1: Fazové trajektorie. Jednorozmérny pohyb a) neinteragujicich ¢astic ve vnéjsim poli

potencidlové bariéry ®(z) = —22, b) volnych ¢astic interagujicich @iy (4 — 2) = (va — )72

systémi, které jsou v daném stavu. Pro K éastic (K = 1,..., N — 1) miZeme zavést K-Casticovou
rozdélovaci funkci

N
fK(J:l,...,xK,pl,...,pKJ):/fN(acl,...,xN,pl,...,pN,t) H d3l’id3pi7 (139)
i=K+1

vyjadiujici pravdépodobnost jejich vyskytu v jistém stavu z 6 K-dimenzionalniho podprostoru pro-
storu stavil vSech ¢stic bez ohledu na stav zbyvajicich N — K ¢&astic (pfedpokladdme implicitng,
Ze vSechny Gastice jsou stejného druhu a zdména stavi kazdé dvojice je nerozliSitelnd).

Hamiltonian Hy muZzeme zpravidla povazovat za soucet jednocasticovych hamiltoniani H,
jednotlivych ¢astic pohybujicich se nezavisle ve vnéjsich a kolektivnich polich a dvoucasticovych
(popfipadé nékolika malo vice éasticovych) interakénich hamiltonidnt @, vyjadiujicich vzéjemnou
interakci pro kazdou dvojici ¢astic

N
HN(:L'la oy TN, P1, 7pN) = ZHl(x’L?p’L) + Z(I)(xi,l'japi,pj) . (140)

i=1 i<j

Vyintegrovanim rovnice (1.38) pfes stavy ¢astic ¢ = K +1,..., N (analogicky definici (1.39)) dosta-
neme pohybovou rovnici pro fx. Integraci per partes

OH, 0fy  OH, Ofy
H dp; = - dp;
/[ 1 fN] d'rldpz / ( 8%2 apl apz axl ) dmzdpz

+00 Foo
_ /[[Nhf}v} dmi—/[aHlfN] dp; =0 (1.41)

Ox; pi=—o00 Opi Zi=—00

se lze presvéd¢it, Ze pFispévky jednodésticovych hamiltoniant Hi(z;,p;) pro ¢ > K jsou nulové.
Analogicky se vyrusi i pfispévky interakénich hamiltoniant ®; ; pro K < i < j. VSechny interaké¢ni
Cleny s pro i < K < j jsou dohromady N — K nasobkem ¢lenu s j = K + 1 a zbylé cleny
jednoc¢asticové i interakéni s ¢, 7 < K dévaji analogicky (1.40) hamiltonidn Hy soustavy K &éstic.
Pohybovéa rovnice pro fx ma tedy tvar

Ofc 1y - (N-K 3 B, d3 d3 1.42
W_[ K fr] = (N — );/[ i K+ fr1] v 1 d presa (1.42)
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Tyto rovnice pro riizna K tvoii tzv. hierarchii BBGKY.” Prvni rovnice z této soustavy

of

7; —[Hi, fil = (N = 1) / (@12, f2] d®2d’ps (1.43)
je analogicky (1.37) jedno¢asticova Boltzmannova rovnice na jejiz pravé strané vsak stoji pfispévek
dvojcasticové rozdélovaci funkce. Pro tu plati rovnice

2
% — [Ha, f2] = (N = 2);/[@,3,1”3] d*z3d’ps (1.44)

atd. Pravou stranu rovnice (1.43) lze chépat rovnéz jako zménu jednocésticové rozdélovaci funkce
v dtsledku vzniku nebo zaniku ¢astice v daném stavu v diisledku jeji interakce (srazky) s ostatnimi
Casticemi. Mezi srdzkami se kazd4 ¢astice pohybuje nezavisle na ostatnich (viz obr.1.1.b — nahofe)
podle rovnic (1.35), kde hamiltonidn je jiz zavisly pouze na souradnicich dané ¢astice (vnéjsi a ko-
lektivni pole vstupuji do hamiltonidnu pouze jako parametry) a tedy jednocasticovy fazovy objem
se zachovava. Srazka, jejiz pravdépodobnost je ddna jednocasticovou rozdélovaci funkei druhé inter-
agujici ¢astice (pokud jsou stavy rtiznych ¢astic nezévislé, nebo dvojéasticovou rozdélovaci funkci,
pokud jsou jejich stavy korelované), se projevi jako pfechod sledované éastice na jinou fdzovou
trajektorii (viz obr. 1.1.b — dole), tj. jako zdnik ¢stice na jeji ptivodni trajektorii a vznik na nové
trajektorii (popfipadé pouze zanik nebo pouze vznik, jestlize jde o nepruznou srazku ¢i chemickou
reakci, pfi které se zmeéni typ vstupujicich éastic). Pusobeni sraZzek je zahrnuto do Boltzmannovy
rovnice pomoci tzv. srazkového ¢lenu na pravé strané, kterd vyjadiuje pravdépodobnost vzniku
Céstice (se zapornym znaménkem téz zdniku),

af  da' Of dpz-af(cif) ' (1.45)

ot dt Ozt dt Op;  \ ot

1.1.4 Momentové rovnice a hydrodynamicka aproximace

Vypoc¢teme-li momenty Boltzmannovy rovnice (1.45) v prostoru hybnosti, dostaneme parcidlni
diferencidlni rovnice pro momenty definované rovnicemi (1.29) az (1.31). Odvodme si tyto rovnice
pro jednoduchy prfipad ¢astic ve skalarnim potencidlovém poli, kdy hamiltonian

2
H= g—m +md(z) (1.46)
podle (1.35) tedy
dzt  p; dp; 0P
_ E— : 14
bt m’ dt " oa (147)

takze (1.45) ma konkrétné tvar

of  pof 9 af (bf
ot " moxi oxiop (6t> ' (1.48)

Nulty moment (tj. [ d®p) této rovnice déva

on 1 0nt n

"Bogoljubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon — podrobnéji viz [6].
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kde na pravé strané je moment srazkového ¢lenu definovany analogicky (1.29), ktery udéva ¢iselnou
hustotu ¢astic vzniklych srazkami za jednotku éasu (coz musi byt nula, pokud nedochézi k che-
mickym reakcim). Integrél tietiho ¢lenu na levé strané rovnice (1.48) je nulovy, protoZe je to
integral derivace rozdé€lovaci funkce f, kterd musi jit pro nekonec¢né p k nule, aby dévala kone¢nou
hustotu. P¥epigeme-li tuto rovnici pomoci rychlosti v zavedené v (1.30), dostaneme zndmou rovnici

kontinuity .
a .0 ov' 0
9Py yill 4 2 <p> . (1.50)

ot "V oar Par ~ \ Gt

Prvni momenty rovnice (1.48) dostaneme vynasobenim p/ a vyintegrovanim (tj. [ d®pp?)

ord 9T 0P ol

—_— - — = — . 1.51

ot " or o (&)C (151)
Tteti ¢len na levé strané jsme upravili integraci per partes [ pjg—zf = —6? [ f, na pravé strané je

opét hustota hybnosti pfedana srazkami za jednotku ¢asu (kterd musi byt nulovd, jestlize dochazi
pouze ke srazkadm mezi ¢asticemi téhoz druhu). Kombinaci s rovnici kontinuity (1.50) odtud miizeme
dostat pohybovou rovnici pro jednoslozkovy plyn ve tvaru obvyklejsim v hydrodynamice

ov? O orit 0P ol . (dp
A el 1,22 () i (22 1.52
p(at +v3xl)+8zl+p8xﬂ (&)C v (&)C (1.52)
Podobné pro druhé momenty rovnice (1.48) dostaneme (vyintegrovanim [ d®pp/p*/m) rovnici
pro slozky tenzoru napéti

(1.53)

o1k 9Qk N 0P N 0P STk
—— 4T+ T =
ot 0wt ok T owd st ),
kde na pravé strané je opét prispévek srazkového ¢lenu ke zméné tenzoru napéti. Tato rovnice
obsahuje divergenci momentu vyssiho fadu, a to toku sloZek tenzoru napéti (resp. energie, ktera
je imérna jeho stopé) -

Q7* =m X pipjprf) - (1.54)
Jestlize tenzor Q% ptepiseme (analogicky (1.31)) pomoci transformace do vlastni klidové soustavy
plynu (v niz by mél hodnotu ¢*/*)

QUF = ¢k L ik LR i R yindekp (1.55)

pak rovnici (1.53) mtZeme uzitim nizsich momentovych rovnic pfepsat

arik gk O(viTIR) i OV ji vk
, , A LU 1.
o ow e T o T on (1.56)

STk . ép [ omk ol
— Jok [ ZE2) 0 (22 ) ok 2
(5) e (). () ().

Momentové rovnice (1.49), (1.51), (1.53) a dalsi lze zapsat jednotné zavedenim momentt

M® = (p*f) = /pafdgp (1.57)
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zobectiujicich definice (1.29), (1.30), (1.31), (1.54) a dalsi, kde « je tzv. multi-index®, jehoZ norma
udéva stupen (¥ad) momentu. Obecny moment rovnice (1.48) ma potom tvar
0 10

Yy L =
ot +m

(0%
,Aﬁ+ﬂ+ma”MUwai::(&w ) , (1.58)
Ox! Ox* ot ).
kde na pravé strané je prislusny moment srazkového ¢lenu. Vidime tedy, ze kazdd momentova rov-
nice vzdy obsahuje i momenty vyssiho fadu, takze tyto rovnice tvori nekonecnou soustavu parcial-
nich diferencialnich rovnic (ov8em v prostoru s nizsi dimenzi nez ptvodni Boltzmannova rovnice,
protoze zavislost rozdélovaci funkce na hybnosti vlastné representujeme spocetnou posloupnosti
momenti, z nichz lze tuto funkci v principu zpétné rekonstruovat).

Aby soustava momentovych rovnic byla uzaviend, musime nékteré z vyssich momenta apriorné
vyjadfit pomoci nizsich moment. Mizeme napriklad ucinit nejjednodussi predpoklad, ze f bude
déno rovnovaznym maxwellovskym rozdélenim (srovnej rov. (1.140))

~ )2
f=n(2rmkT) ™% exp <%) , (1.59)

kde vyska a stied gausovské kiivky jsou v souhlase s (1.29) a (1.30) dany p a v, které musi
spliiovat pohybové rovnice (1.50) a (1.52). Podle (1.31) je pro rozdéleni (1.59) tenzor napéti ve
vlastni soustavé izotropni, tmérny teploté rozdéleni T',

79 =59 P = §nkT = (wg 7 (1.60)

kde P je tlak a e je hustota tepelné energie. Teplota mtze byt pfedem zadand (napi. urcend
rovnovahou se zafenim), nebo pro ni (resp. pro €) ze stopy rovnice (1.56), kde tok tepla ¢ = 0
v disledku pfedpokladu (1.59), dostdvdme rovnici energetické rovnovahy

0 . 0 5 o' oe

<6t +waxi> e+ el = (&> . (1.61)
Druhy ¢len na levé strané této rovnice udava zménu vnitini energie v dusledku prace vykonané
stlacovanim plynu proti jeho tlaku. Srazkovy clen na pravé strané by byl nulovy pro adiabaticky
pohyb jednoslozkového plynu, nebo miize vyjadfovat prispévek vymény energie s ostatnimi slozkami
nebo zafenim — tento ¢len by v pfipadé zarivé rovnovahy musel dominovat. Podobné i ostatni
slozky rovnice (1.56) maji vyznam kritéria opravnénosti pfedpokladu (1.59) — srazkové cleny
na pravé strané musi byt dostatecné dominantni aby zajistily relaxaci odchylek od rovnovazného
rozdéleni zpusobovanych gradienty na levé strané.

8Multi-index « je vektorovy index (vektor s celodiselnymi slozkami), pomoci kterého miizeme definovat mocninu

p® vektoru p
3 .
pa — H(pZ)a’ .
i=1
Jeho norma je definované vztahem
3
la) = E ol
i=1

Index i\?zl muzeme chipat soucasné jako jednotkovy multi-index ve sméru i, takze napf¥.

pipa — pa+i .
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Jestlize srazky nejsou dostateéné U¢inné aby zajistily platnost pfiblizeni (1.59), musime do
Boltzmannovy rovnice resp. jejich moment pravou stranu dosadit a pocitat odchylky skutecné
rozdélovaci funkce od (1.59). Skuteénym tvarem srazkového ¢lenu se budeme zabyvat v kapitole 1.2.
Pro ilustraci jeho vlivu na feseni Boltzmannovy rovnice vsak mtizeme vystacit se zjednodusenym
‘BGK’- modelem (Bhatnagar, Gross, Krook [1], [12])

of\ _ _f=fo
((%)C__ = (1.62)

kde At je néjaky relaxacéni ¢as® a fy je rovnovazna rozdélovaci funkce dana (v nerelativistickém
pfipadé) vztahem (1.59). Obecny moment tohoto srazkového ¢lenu mé tvar

<5M0‘> Mo — Mg

= 1.63
ot At ( )
takze napf. v piipadé jednoslozkového plynu je jeho pfispévek k hustoté a hybnosti (poptipadé
i hustoté energie) nulovy, protoze fy jsme volili tak, aby dévalo stejné hodnoty téchto momentt
jako f. VySsi momenty, jako napf. slozky tenzoru napéti (resp. pouze jeho odchylky od izotrop-
niho tlaku) nebo tenzoru @, pak miizeme odhadnout pomoci rozvoje podle malého parametru At
z dosazeni (1.63) do (1.58)

0 1 0

M* = Mg — At | =M+ ——
0 <8t 0+m(’99€z

Mt 4 maigj)iM{j‘_i) +o(At?) , (1.64)
a po jejich dosazeni do prislusnych nizsich momentovych rovnic dostaneme diftizni aproximaci,
pri¢emz At urc¢uje piislusné diftzni koeficienty (viskozitu, tepelnou vodivost aj.).

Vsechny momenty M pfitom muZeme explicitné vypoditat dosazenim (1.59) do (1.57). Je
zfejmé, Ze ve vlastni soustavé plynu (ve které v = 0) budou vSechny momenty M, pro které je
alespoii jedna slozka o' lich4, rovny nule, ale nekoneény pocet sudych momentt bude nenulovy.
V obecné (nikoliv vlastni) soustavé pak bude podle binomické formule kazdy moment linedrni
kombinaci stejného a nizsich moment® klidovych. Pro praktické vypoéty proto méize byt vyhodné'®
prejit od reprezentace f v p-prostoru nikoliv k mocninnym momenttm (1.57), ale k rozvoji f do
vhodné soustavy funkei (‘ket-vektorit’) |a)

|f) = f%a) . (1.65)

Koeficienty rozvoje f® jsou potom zobecnéné momenty, které dostaneme vynasobenim f s dudlnimi
‘bra-vektory’ f¢ = (a|f) (kde (a|3) = 6*?) a konkrétni tvar momentovych rovnic analogickych

(1.58) pro né dostaneme dosazenim vyjddieni operdtort p a a% v |a)-reprezentaci do Boltzmannovy

rovnice (1.45) s konkrétnim vyjadienim slozek Liouvilleova operatoru % jako funkci p. Napiiklad,
jestlize lze ocekédvat, Ze odchylky od rovnovazného rozdéleni (1.59) ¢astic budou malé, pak je
vyhodné uzit tzv. Gradovy metody (viz napi. [6]), ve které je reprezentace |«) tvofena Hermiteo-
vymi polynomy vynasobenymi gaussovskou vahou (1.59) véi niz jsou ortonormélni, takze (a| jsou
samotné hermiteovské polynomy. Hermiteovské momenty jsou linedrnimi kombinacemi fyzikalné
vyznamnych momenti (1.57) a kromé nultého jsou nulové pro (lokdlné) rovnovazné rozdéleni se
spravnou rychlosti a teplotou. Proto zpravidla stac¢i uvazovat prvnich 20 momenti (tj. do tfetiho
stupné) nebo 13 momentii (do druhého stupné a toky energie ~ Q%7).

9Nepiesnost BGK-aproximace spoéiva predevsim v piedpokladu ze k této relaxaci dochazi v celém rychlostnim
prostoru stejnou rychlosti.

10ptechod k nové reprezentaci je vyhodny tehdy, jestlize tato reprezentace vystihuje (pfedpoklddanou) symetrii
feSeni konkrétni ulohy, takze staci nezanedbat mensi pocet zobecnénych momenti. Ze stejnych divodi muze byt
vyhodné prejit k diskrétni reprezentaci i ve smiSeném x- a p- fezu fazovym prostorem.
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1.1.5 Magnetohydrodynamika

Predpokladejme, ze plazma se sklada ze dvou druhti ¢astic s kladnym a zdpornym nabojem g4
a hmotami m4. Kazdy z téchto druha ¢astic je popsan rozdélovaci funkci fi, kterd spliuje Bolt-
zmannovu rovhici

. . 5
Oufs + 00y f+ + D' Opi f1 = (&fﬂ:) ; (1.66)
kde rychlost kazdé ¢éstice (srovnej s (1.47))

ll = 1-67
m4 ’ ( )

a zrychleni je nyni ptisobeno nejen gravitac¢ni, ale i elektrostatickou a Lorentzovou silou

p=—maVid 4+ qu B + = giikpipk (1.68)
Cm+
Nulté momenty rovnic (1.66) maji tvar'!
iy _ [ 0p+
Opt + Vi(rh) = R (1.69)
a prvini momenty
i ij i 9+ i 9* _ijk_j pk ol
10) v, TY V® — —p B — —¢"5n) . B* = . 1.70
oL VT 4 pu ¥ - gy Ik g () (1.70)

Rovnice (1.53) pro druhé momenty zobecnénd pro nabité ¢astice mé tvar

) g . . . . B . sTI*
O,T1* + V,QP* + 1 Vr® + 1t vid — L= (] BF 4 ok piy - L2 (ialplk ikl = +
m4 cm4 ot
(1.71)

Zavedeme-li celkovou hustotu hmoty p = py + p— a celkovou rychlost v = (74 + 7_)/p, pak
sectenim rovnic (1.69) pro oba druhy ¢astic dostaneme rovnici kontinuity hmoty

; )
Op + Vi(pv*) = ((Stp) =0, (1.72)

kde jsme zaroven predpokladali, Ze v procesech srazek castice zddného druhu nevznikaji ani ne-
zanikaji a pravé strany rovnic (1.69) proto musi byt nulové.'> Rovnici kontinuity mizZeme upravit
také do tvaru

d .
%p + pVivl =0. (173)
Podobné, zavedeme-li celkovou hustotu naboje n = %—:p+ +-2=p_ aproud J = (%7@ + =7_),
pak vdhovanym souétem rovnic (1.69) dostaneme rovnici kontinuity néboje

on+Vi(J') = (;tn) =0. (1.74)

11Nebot fp aijkpjﬁpifi = - fp eiksl f1 = 0.
12V realném plazmatu miize dochézet k rekombinaci a ionizaci. Pak je zapotiebi pfidat jesté alespoti rovnici pro
neutralni ¢astice a nulovy bude pouze soucet pravych stran.
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Se¢tenim rovnic (1.70) dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru
, 3 , 1 5
O (pv') + V,;TY + pVi® — nE' — ~cF Jipk = (&ﬂz> =0, (1.75)
c

kde vzhledem k zachovani hybnosti pfi srazkach musi soucet srazkovych ¢lenti vymizet. Celkovy
tenzor napéti miiZeme rozloZit na cast pfislusejici usporadanému pohybu pv'v? a &ast tlakovou'3
P9 tj. TY =T + T = pv'v? + P%. Piedpokladédme-li tlak izotropni (coZ je ovSem pii existenci
proudu, tj. nenulovych prvnich momentt rozdélovacich funkei, tézko pfesné splnitelné) a predpo-
kladdme nulovy celkovy naboj 7, pak po tpravé d;(pv') = pdo — V;(pviv?) vyuzivajici rovnice
kontinuity (1.72) dostavame pohybovou rovnici ve tvaru

d 1
p—v=-VP—-—pVo+-JxB. (1.76)
dt c
Vahovanym sou¢tem rovnic (1.70) dostaneme pohybovou rovnici pro proud
2 2
; A+ ij i e i 9% _ijk_i pk 0 i
oJ" T ®— S p B — =SB = =J"| . 1.77
¢ +iji T +nV mipi cmig T (& ) ( )

Srazkovy ¢len na pravé strané je zde obecné nenulovy, protoze obé slozky si ve srazkach vyménuji
hybnost a tim disipuje proud. Jestlize pfedpokladame charakteristicky relaxac¢ni ¢as pro ustaveni
rovnovahy (tj. pro vymizeni proudu po vypnuti sily, ktera jej zpusobuje) At, pak v BGK aproximaci
((£7J) = —) mé tato rovnice tvar

2 2
i d+ ij i 43 i 9%  _ijk_j pk
tj. po rozepsani hybnosti obou slozek jako linearnich kombinaci v a J
Ji=al + ek gigk (1.79)
kde
af = At (—anvivj -V; (%Pf + qPij) — Vo — %pEi + (q+ + q> nE’
my m_ mym_ my m_
—ququjkpUjBk> ’ (1.80)
cmyme_
* A
t _
6k:<94+q)1#. (1.81)
c \my m_
Resen{ rovnice (1.79) mé tvar!4
fm(a+ﬂﬂja+5 o’ %) . (1.82)

Jestlize zanedbdme ¢leny od druhého fadu v At (coZ znamend v8echny ¢leny s ), v rovnici (1.80)
predpokladame nulovou hustotu ndboje a zanedbame gradienty parcialnich tlakt obou slozek, pak
se tato rovnice redukuje na Ohmuv zakon

J:dE+%xm. (1.83)

13Tj. napéti vzhledem k vlastnimu klidovému systému plazmatu. Tlak je souétem parcidlnich tlakd obou druhii
Castic.
4 Opakovanym zpétnym dosazenim totiz J = a+J x 8 = a+ax B+ (JB)B—(BB)J = a+ax B+ (aB)B— (BB)J.
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kde vodivost
o= 9= pAat. (1.84)
mym_
Rovnice (1.76) a (1.83) popisuji vliv elektromagnetického pole na pohyb plazmatu. Naproti
tomu Maxwellovy rovnice

1 4
VxB--0E=—17, (1.85)
C C
VE =4mn~0, (1.86)
1
VxE+-0B=0, (1.87)
a
VB=0, (1.88)

popisuji vliv zdrojii na pole. V rovnici (1.86) jsme opét zanedbali hustotu naboje. Jestlize v rovnici
(1.85) zanedbame polarizaci vakua proti el. proudu J, pak se zjednodusi na

HE~0=J="VxB. (1.89)
4

Dosadime-li odsud proud do rovnice (1.76), dostaneme pohybovou rovnici pro plazma v zadaném
magnetickém poli'®

d 1 1
pav=—VP—pVe - —V(B.B)+ —(BV)B. (1.90)

Naproti tomu vyvoj magnetického pole je dén rovnici (1.87), kde mizeme z Ohmova zékona (1.83)
vylouéit E a z (1.89) opét i J, takze dostaneme pohybovou rovnici pro B

(32

atB:—chE:Vx(—£J+va):—V><(4 VxB)+V x (vxB). (1.91)

o o

Miuzeme ji dale prepsat do lagrangeovskych soufadnic
gB—&B+(V)B——Civ23+(BV)—B(V) (1.92)
gB=0 v. =0 Vv ) . .

Prvni ¢len na pravé strané popisuje diftiizi magnetického pole, zatimco druhé dva ¢leny jeho zamrz-
nuti do plazmatu. Diftzni ¢len dominuje v piipadé malé vodivosti o, malych gradientt rychlosti
Vv a naopak velkjch nehomogenit magnetického pole V2B, jejichZ relaxaci zptisobuje. V opaéném
pripadé vysoké vodivosti ¢ — oo muzeme tento ¢len zanedbat a z kombinace s rovnici kontinuity
(1.73) odvodit vztah

d (B 1

— (=) ==(B.V)v (1.93)

dt \ p p
pro vyvoj magnetického pole. Jestlize vyjadiime soufadnice magnetickych silo¢ar prochézejicich
zvolenym elementem plazmatu v parametrickém tvaru x* = x*(¢, s, 1,2 tak, Ze vektor

. _ B"  0a

N_p o (1.94)

15Pfitom jsme uzili relace

((a X b) X C)i = 6i]-k€jlmalbmck = (5kl6im — (Silékm)albmck = (ac)bi — (bc)a,- .
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je teény k silocare a rychlost plazmatu
. 0xt
vt = 5 (1.95)

(soufadnice &7 2 se pohybuji s plazmatem a parametrizuji volbu siloéary), pak v souhlase s rov.
(1.93)

W_os_or_odor o
dt  9s0t s OxF ds  Oxk

(1.96)
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1.2 Srazkovy c¢len

1.2.1 Binarni srazky

Metodou fetézce BBGKY jsme nalezli srézkovy ¢len Boltzmannovy rovnice (1.43) ve tvaru

(Z’)C _(N- 1)/@1’27]02] Baod®ps . (1.97)

Predpoklddejme, Ze bindrni interakéni potencidl ®; 5 = ®(|r|), kde r = x2 — 1 je vzdjemna
vzdalenost ¢astic, a ze ®(|r|) = 0 pro r > R, tj. vné jistého malého poloméru interakce. Vné tohoto
poloméru miizeme ocekavat ndhodné, vzajemné nekorelované rozdéleni ¢astic,

f2($1,P1,$2,p2) = fl(xlapl)fl(l’z;pz) . (1-98)

Naproti tomu pro mensi vzdalenosti mize ® divergovat, a potom fo musi klesat k nule, coz od-
povida skutecnosti, ze Castice se k sobé nemohou v dusledku své interakce neomezené priblizit.
Abychom mohli podle (1.97) vydislit srazkovy ¢len, musime nalézt (anti-)korelaci ¢astic v malych
vzdalenostech. Predpokladejme, Ze dvojcasticova rozdélovaci funkce je ¢asové nezavisla, prosto-
rové zavisld pouze na r, a ze jeji ovlivnéni vnéjsimi poli vystupujicimi v Hamiltonidnu (napf.
gravitacnim, elektromagnetickym) i ovlivnéni dal§imi éasticemi je (alespoii béhem bindrni srazky)
zanedbatelné. Dostavame tak pro ni dalsi rovnici (1.44) v explicitnim tvaru

2, .2 i i
_ p1 + D3 o p1_p2%_
(o) = P12 w00, o] = 000 ]+ P2 (1.99)
Odtud mizeme vyjadiit [®(r), fo] a po dosazeni do (1.97) dostédvame
) S—pt [0
(5:) — (N — 1)/p2mp1 8—£d3rd3p2. (1.100)

Vnitini integral gradientu dvojcasticové rozdélovaci funkce pfechézi na integral této funkce pres
plochu kolmou ke sméru ph — p}, tj. ve valcovych soufadnicich b, ¢, z (b je srdzkovy parametr)

O = [1rlz= o, (1.101)

Obrazek 1.2: Geometrie binarni srazky.
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kde Z > R je poloviéni vyska vélce obsahujici sféru binarni interakce (pfitom vsak stéle podstatné
mensi neZ jsou prostorové nehomogenity vyjadiené zavislosti fi(z)). V z = —Z je podle pfed-
pokladu (1.98) dvojéasticova rozdélovaci funkee vyjadfujici hustotu vzajemné proti sob& naléta-
vajicich ¢astic dédna soucinem lokalnich (na prostorové skile b < R homogennich) jedno¢ésticovych
funkei. Naproti tomu v z = +Z je hustota vylétavajicich ¢astic f2(b) obecné nehomogenni. Protoze
proces srazky dvou ¢éstic vySetiujeme jako pohyb (neovlivnény interakci s dalsimi ¢ésticemi) ve
dvoucasticovém fazovém prostoru, fo je konstantni podél piislusné fazové trajektorie, takze

fa(b,z2 = 4+Z,p2 — p1) = fa(r > R,py — p}) = f1(p1) fr(P5) (1.102)

kde p} , jsou hybnosti které musi mit nalétévajici ¢astice aby se po srazce dostaly do sméri p; o
a srdzkového parametru b (vzhledem k ¢asové reverzibilité!6 tak jde o vySetfovani diferencialniho
G¢inného prifezu do = 27bdb rozptylu —p1 2 — —pj,). Po dosazeni do (1.100) tak dostavame
srazkovy ¢len ve tvaru

? Y2
(%) == [ 2B [AGDAGE - Al 2mbanen . (1103
C

Tento vyraz obsahuje relativni rychlost ?2-PL ¢astic vynasobenou diferencidlnim tc¢innym prifte-
zem, Cili, v souhlase s pfedstavou znazornénou v obr. 1.1-b, pravdépodobnost procesu srazek, pri
nichz ¢astice odejdou z fazového elementu urceného p; o do p’1,2 nebo naopak. Tento vysledek miize
byt zobecnén i pro kvantové procesy a riizné pocty interagujicich éastic (napf. pro rozpady ¢astic
na Castice jingch druht), kdy mechanickd analogie dvojéasticové srazky je neplatna.

1.2.2 Obecny tvar

Srazkovy €len na pravé strané Boltzmannovy rovnice (1.45) pro jednoéasticovou rozdélovaci funkei
¢astic typu A udava celkovou fazovou hustotu pravdépodobnosti vzniku (nebo negativni hodnota
zéniku) téchto ¢astic interakel s ostatnimi ¢4sticemi téhoz nebo jiného druhu. Proto jej mtizeme
vyjadrit jako soucet kladnych prispévku od jednotlivych elementarnich procesd, pfi nichz dochéazi
ke vzniku takovéto castice ve sledovaném elementu fazového prostoru, a zapornych ptispévka od
procesu, pri nichz ¢astice zanika. To znamend, ze napiiklad rozptyl, coz je prechod ¢astice z jednoho
bodu v prostoru hybnosti do druhého, chdpeme jako zanik ¢astice v pivodnim a vznik v novém
elementu fizového prostoru. Uvazujme tedy obecnou (‘chemickou’) reakei mezi ¢asticemi Xp|¥_,,
pii niz vznikaji ¢astice Xp|N_ /0,

M N
Y Xp= Y Xg. (1.104)
B=1 B=M+1

Pokud vSechna Xp muZeme povazovat za nekvantové Gastice (tj. jestlize miZzeme zanedbat
stimulovanou emisi pro bosony a vylucovaci princip pro fermiony, coz lze vzdy, kdyz jsou rozdélovaci
funkce zanedbatelné vici fazové hustoté ¢ elementarnich kvantovych stavii), pak prispévek reakce
(1.104) ke srazkovému €lenu ¢astice X 4 bude

N

M
(55‘]‘;;4) (pA) = Z VC/ P(p1’7pN) H fB(pB) H d3pB , (1105)
N B=1

C.Xc=Xa po=pa B=1,B#C

16 Begesrazkova Boltzmannova rovnice pro N-&asticovou rozdélovaci funkci je asové reverzibilni. Binarni interakce
puvodné nekorelovanych nalétavajicich ¢astic zpusobuje korelaci mezi vylétavajicimi ¢asticemi, kterou by bylo tfeba
si ‘zapamatovat’, aby byl cely systém stale vratny. Pfiblizenim dvojcasticové rozdélovaci funkce vylétavajicich ¢astic
opét nekorelovanym rozdélenim v jiném elementu dvojéasticového fazového prostoru predpokladame, ze srazkova
korelace je vlivem dalsiho vyvoje ‘zapomenuta’ a proto takto odvozena jednocasticova Boltzmannova rovnice s pravou
stranou se stava Casové ireverzibilni.
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kde ‘stechiometrické koeficienty’ vo = +1 pro ¢astice vznikajici (C' > M) a ve = —1 pro &astice
zanikajici (C' < M). P(p1,...,pn) je pravdépodobnost probéhnuti reakce (1.104) za jednotku ¢asu
mezi ¢asticemi s po¢ateénimi hybnostmi py, ..., pas do koncovych hybnosti pasy1, ..., pn. Srézkovy
¢len na pravé strané Boltzmannovy rovnice je tedy (na rozdil od levé strany) obecné nelinedrni
v rozdélovaci funkci ¢astic.

Jestlize rozdélovaci funkce nékteré ze vznikajicich ¢astic (napf. X¢) neni zanedbatelnd vici ¢¢
muzeme do vyrazu (1.105) ‘zabudovat’ bosonové nebo fermionové chovani této ¢astice pridanim
do integrandu na pravé strané ¢lenu (jakési ‘modifikované’ rozdélovaci funkce'”)

fo=1+ Je (1.106)

oc’
kde horni znaménko (+) plati pro bosony (a ¢len udévé zvyseni pravdépodobnosti reakce (1.104)
v disledku stimulované emise) a dolni znaménko (—) pro fermiony (a ¢len pak udéavéd snizeni
pravdépodobnosti reakce vlivem Pauliho vylufovaciho principu). Takto zobecnény vyraz (1.105)
vSak muzeme formalné povaZzovat za prispévek reakce

M N
Xe+> Xp= > Xp+X0, (1.107)
B=1 B=M+1
jejiz pravdépodobnost

takze vyraz (1.105) lze brat jako obecny tvar srazkového ¢lenu.

1.2.3 Momentovy rozvoj

K feseni Boltzmannovy rovnice metodou rozvoje do zobecnénych moment ve tvaru (1.65) potfebu-
jeme rozvinout i srazkovy c¢len
0fa 6fa “
- == ! 1.109
() =) (1.109)

a jeho momenty vyjadrit pomoci momentd rozdélovacich funkei ¢astic acastnicich se srazky. Podle
(1.105) jsou momenty srazkového ¢lenu dény integralem pravdépodobnosti P(pi,...,pn) reakce
(1.104) pfes vSechny hybnosti

ofa) © 0fa s Y

(ﬁ) — (o (&) = Y w /(a(pc)|P(p1, o) T F5ow) T ps - (1.110)
c c C,XcEXA B=1 B=1

Tuto pravdépodobnost mtizeme povazovat za integra¢ni jadro operatoru

P =ansr, s an) PN (o an] (1.111)
piitazujiciho jistému rozdéleni f(py, ..., par) = [Ih—y f5(pp) Eastic vstupujicich do reakce (1.104)
rozdéleni f(pars1, .-, PN ) Castic vystupujicich (baze téchto soufinovych prostort jsou tvofeny sou-
¢iny bazovych prvki v jednocasticovych prostorech). Dosazenim piislusnych rozvojt (1.65) do

177 de je ziejma vyhodnost volby elementarniho kvantového stavu za jednotku fazového objemu, kdy ¢ = 1.
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(1.110) dostaneme moment srazkového ¢lenu ve tvaru multilinedrni kombinace momenti rozdélo-
vacich funkei ¢astic do reakce (1.104) vstupujicich

é
((.Sf;)C Z PA Qe XM H fBaB ’ (1.112)

SN

POCIVI+17~~-7C“N

kde koeficienty P, ¢, jsou dany maticovymi elementy P, .4,/ = operdtoru P

gee ey QXN
N N
P oy = T+ > oo Persmen T (1ag) (1.113)

C=M+1,Xc=X,4 B=M+1,B#C

M N
- Y Qlergryeen o 1T (les)
C=1,Xc=Xa B=M+1
kde
Q2P = (Bel({ep)))]ec) - (1.114)

Koeficient (1ja) = [ 1]a) je zpravidla 60 (jestlize jednicka je zdkladnim ¢lenem ortonormalni béze
funkci), takze kladné ¢leny v tomto souctu ptes C, tj. ¢leny pro ¢astici X¢ vystupujici (C > M),
jsou pfimo rovné nékterym maticovym elementim. Zaporné ¢leny (pro éastice vstupujici, C < M)
jsou naproti tomu zpravidla linearni kombinaci vice maticovych elementt, protoze v integralu
(1.110) se k jednomu ket-vektoru (v f¢) vyskytuji dva bra-vektory (v P a («|), jejichz soucin je
nutné nejprve pomoci koeficienti () rozlozit na soucet jednotlivych bra-vektori.

Pfimocary vypocet koeficienti P, ¢ .~ mnebo PV by byl zna¢né obtizny, protoze
vyzaduje trojnasobnou integraci pfes hybnost kazdé z N castic. Pfitom pocet téchto koeficientt
roste alesponi s M + 1. resp. N-tou mocninou poc¢tu uvazovanych momentt rozdélovaci funkce.
Rada z téchto koeficient vSak vypadne a zbylé lze zjednodusit diky symetriim srazky. Je naptiklad
zfejmé, ze pro identické vstupujici nebo vystupujici ¢astice musi tyto koeficienty byt symetrické vici
zaméné prislusnych indexu. Jestlize P zavisi pouze na relativni orientaci hybnosti ¢astic acastnicich
se srazky (tj. srdzka nen{ anizotropni napf. v disledku vnéjsiho elektromagnetického pole), pak musi
byt shodné koeficienty liSici se pouze prohozenim prostorovych os. Dalsi symetrie koeficientt musi
vyplyvat ze zdkonid zachovani hybnosti, popfipadé energie (pro pruznou srazku). Necht, obecné,
P(p1,...,pn) je invariantni viadi jisté grupé transformaci

p—p =0 (p¢) (1.115)
parametrizované parametrem . Baze {|a)} rozvoje (1.65) indukuje jistou reprezentaci T¢ této
grupy

/ / [e%

(")) = Te "o lalp)) (1.116)
kterd urcuje transformacni vztahy pro maticové elementy P
B —1ya’
P = (T ), PYT (1.117)

V dusledku invariance P(p1,...,py) vaéi (1.115) tedy musi maticové elementy vyhovovat homo-
gennim linedrnim rovnicim

-1
[(Tg )T s — 57,67 } P =0, (1.118)
z nichz mizeme nékteré elementy vyjadrit jako linedarni kombinace jinych. Protoze v praxi muze

byt i feSeni téchto rovnic obtizné, je vyhodnéjsi vyuzivat symetrii P pfechazenim k takovym bazim
v prostorech hybnosti, v nichz se maticové elementy zjednodusi (napf. se stanou diagonalni).
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Rozvoj pro binarni srazku. Jako piiklad uvedme vypocet rozvoje srazkového ¢lenu do pro-
storovych Hermiteovych polynomt |&) = II?_, P, (p;) pro bindrni srazku

Xi+Xo= X+ X5 (1.119)

Pokud se omezime na rozvoj do druhého fadu, tj. na 10 momenti, pak potfebujeme vypocitat
fadové 10° maticovych element'® z celkového poétu 10 koeficientt rozvoje pravdépodobnosti
P(p1,p2, P}, ph) této reakce jako funkce vSech proménngch. Pokud ovSem provedeme transformaci

My

{p1,p2} — {pT,p} (a analogicky pro ¢arkované veli¢iny) do t&zisfovych systémii pted a po srazce,

P12 = &pT +p, (1.120)
1 2

kde pr je hybnost celé soustavy a p hybnost ¢astice s relativni rychlosti (v = vy —v1) a redukovanou

hmotnosti (m = ﬂfi@ ), pak vzhledem k zachovéani hybnosti pfi sraZzce musi byt maticové elementy

funkce P timérné jednotkové matici v indexech ar, o/ odpovidajicich proménnym pr, p/p. Viech

10* elementt funkce P(p1,p2,p},ps) je tak linedrni kombinaci pouhych 102 élent rozvoje téze

funkce P(p,p’) vyjaddfené pouze v proménnych hybnosti relativniho pohybu srazejicich se ¢éstic,

(o ab| Plaras) = (o) ablapad’ Yo | Pla){aralaras) . (1.121)

Pravdépodobnost P muZe kromé invariance vici volbé rychlosti inercidlniho systému (ktera
je specidlnim dusledkem vyse zapoéteného zékona zachovani hybnosti) mit i dalsi symetrie, napf.
muze spliiovat zachovani energie nebo byt invariantni vic¢i natoc¢eni vztazné soustavy. Vliv téchto
symetrii se nejsndze vyjadii v reprezentaci sférickych harmonik'®

[nim) = Z (anlm)|a) . (1.122)

|| =2n+1
V ptipadé pruzné srazky se zachovava kinetickd energie relativniho pohybu, tj. |p’| = |p|. V obecném
ptipadé se zméni o uvolnénou energii vnitinich stupiitt volnosti, tj. P(p,p’) ~ §(|p'| — /p? + 2mE).
V obou piipadech viak miizeme separovat a integrovat radialni ¢ast P(p,p’) v proménné p’. Uhlova

zévislost pravdépodobnosti rozptylu P zpravidla byva invariantni viaci rotaci prostoru hybnosti
a z&visi pouze na thlu x rozptylu mezi sméry Jdo a ¥'¢" nalétavajici a rozptylené éstice,

P(p,p') = 3(1p'| = V* + 2mE) Lo (x) . (1.123)

kde o je diferencialni i¢inny priufez. Vhodnou rotaci prostoru hybnosti pak mtuzeme dosdhnout
splynuti sméru J¢ s osou z a sméru ¢’ = 0 s osou z, takZe zbyva rozvinout tthlovou zavislost
rozptylu pouze do Legendreovych polynomi v cos ,

m'l1o(p| = /P + 2mE) 2
m
of o3 (n'16(|p'| = Vo7 + 2mE) Lo (Ip|) ). (1.124)

(n'U'm’|PInlm) {I'm/|o(x, [p|)[Im)|nl)

Vsechny maticové elementy se tak redukuji na linedrni kombinace nékolika méalo integralti thlové
a rychlostni zavislosti i¢inného prifezu srazky.

187, pro vSechny indexy &astice, pro niz srazkovy ¢len poéitame, a pro indexy obou &astic do reakce vstupujicich.

19Protoze Hermiteovy polynomy jsou vlastni funkce 1-dim. kvantového harmonického oscilatoru, je ziejmé, ze
prostorové Hermiteovy polynomy musi byt linedrni kombinaci vlastnich funkci [nim) = |nl)|lm) p¥islusného sféricky
symetrického hamiltonidnu. Radidlni ¢ast |nl) je pfitom déna zobecnénymi Laguerrovymi polynomy.
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1.3 Termodynamicka rovnovaha

1.3.1 Entropie a H-teorém

Rozdélovaci funkce f umoziiuje konkrétné vypocitat stfedni hodnoty ruznych makroskopickych
veli¢in pro ji popsané makroskopické rozdéleni ¢astic a obecné tedy nese jistou informaci o stavu
souboru téchto ¢astic. Mirou této informace je Boltzmannova entropie

S =kInW , (1.125)

kde k je Boltzmannova konstanta a W je pocet riznych mikrostav odpovidajicich danému makro-
stavu.2? Mame-li napft. g stavii pro N identickych klasickych ¢astic, pak WX = g% /N!. Pro Fermiho
— Diracovy ¢&astice WP = gl/(g — N)!/N! (protoze s kazdou ¢astici ubyde jeden stav k dispozici
pro ostatn{) a pro Boseho — Einsteinovy &astice WBE = (N +g—1)!/(g—1)!/N! (protoze s kazdym
bosonem roste pravdépodobnost piechodu jiného bosonu do téhoz stavu, tedy efektivné pribyva
dalsi stav). Dosazenim WX! do (1.125) dostaneme pro N = fAg éastic v Ag stavech entropii?!

AS¥ = kIn (AgN/N1) = kN (InAg — InN + 1) = kf (1 — Inf) Ag, (1.126)

takZe objemova hustota entropie klasického plynu??
sk = k/f (1—Inf)h3d%p . (1.127)

Podobné pro bosonovy nebo fermionovy plyn?? (s rozdélovaci funkei f normovanou na elementarni
kvantovy objem fazového prostoru)

s=—k [ (fInfF finf) h3dp, (1.128)
/( )

kde ve shodé s (1.106) f = 1 £ f (horni znaménko plati pro bosony a dolni pro fermiony; vyraz
(1.127) odtud dostaneme pro f < 1).

Pro celkovou entropii .S, ktera je integralem s pfes objem, plati tzv. Boltzmanntv H-teorém,
podle néhoz je S veli¢ina neklesajici béhem casového vyvoje. Jestlize totiz vyjadiime entropii jako
sumu pies elementarni kvantové stavy

S=kY fi(1-Inf), (1.129)
i
pro jejichz obsazovaci ¢isla f? plati kinetické rovnice (viz rov. (1.1))
df? ~ ;
== Z(Pjifjfpijf)a (1.130)
Jii#]

20Poget moznych kombinaci, resp. pravdépodobnost kazdé z nich je totiz multiplikativni veli¢ina p¥es jednotlivé
podsystémy, zatimco mnozstvi informace o nich je aditivni.

21Pfedpokladame, ze N >> 1, takZe mizeme uzit Stirlingovy formule InN! ~ N(InN — 1), cf. [9]. Tento vztah
lze dokazat rekurentné, In(N + 1)! ~ In(N + 1) + N(InN — 1) ¥ In(N+1) — 1+ N(InN +In(1 +1/N) — 1) =
(N+1)(In(N +1) —1).

22G¢itani pres jednotlivé stavy pFitom nahradime integraci pfes prostor hybnosti, d3g = h=3d3p.

23Ve vyrazu pro WBE zanedbavame 1. Dale piedpokladame, Ze také g > 1 a (g—N)>1.
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kde P;; je pravdépodobnost prechodu systému ze stavu ¢ do stavu j, pak derivovanim (1.129)
a dosazenim (1.130) dostaneme

. _kzdf nfi =~k Y (Puf — Pyf)inf =
i£j
fZ
= kY Puf (P 7 1) f—>0 (1.131)

1<J

Pro pravdépodobnosti pfechodti mezi elementarnimi kvantovymi stavy plati P;; = Pj; (viz rov. (1.2)
a proto kazdy ¢len této sumy je nezédporny (protoze je Gmérny vyrazu tvaru (x — 1)lnz). Entro-
pie je tedy konstantni pravé kdyz vSechny prechody s nenulovou pravdépodobnosti jsou v detailni
rovnovaze?*

Pfl —Pjfi=0. (1.132)
V opacném piipadé roste, dokud neni dosazeno tohoto rovnovazného stavu. Ke stejnému vysledku
dojdeme vyjdeme-li misto z rov. (1.129) z vyrazu pro bosony nebo fermiony analogického (1.128)
a na pravé strané rov. (1.130) doplnime modifikované rozdélovaci funkce f koncovych stavi.

Cviceni 3 DokaZte Boltzmanniv H-teorém pro kvantovy plyn. Uvazte, jaky tvar md v tomto pri-
padé mit rov. (1.130).

1.3.2 Rovnovazné rozdéleni

Hledejme nyni explicitni tvar rozdéleni v rovnovazném stavu. Pfi rovnovaze s tepelnou lazni o dané
teploté prostiednictvim anihilace a kreace ¢astic musi byt hustota energie

€= /th_3d3p, (1.133)

kde E = E(p) je energie jedné ¢astice (tento vztah je zobecnénim (1.32)),rovna zadané hodnoté.
Pfi rovnovaze s lazni pouze prostfednictvim srazek, pfi nichz se pocet ¢astic zachovava, musi byt
navic i hustota ¢astic dand vyrazem (1.29) rovnéd zadané hodnoté. V obou pfipadech tedy bude
rovnovazny stav urcen vazanym extrémem hustoty entropie s s vazbovymi podminkami € = konst.
nebo ¢ = konst. a n = konst. (pfitom implicitné piedpoklddame, ze f vyjadiujeme ve vlastni
klidové soustavé plynu, takze nemusime klast dalsi podminku na hodnotu hustoty hybnosti, ktera
je nulovd)

0=9ds—adn — Poc . (1.134)

Pro fermionovy nebo bosonovy plyn podle (1.128)
5s = fk/ ((1nf +1)6f F (Inf + 1)§f) h=3dp = fk/ <1nf - 1nf) SFR 3%, (1.135)
nebot §f = +4f. Proto tedy podle (1.134), (1.29) a (1.133)

0= —/ [k (1nf - mf) ta+ 5E] SFh3d%p (1.136)

24Je tfeba si uvédomit, ze P;; # 0 pouze pro stavy i a j (viz rov. (1.3)) se stejnou energii a proto je vporadku,
Ze i obsazeni téchto stavi jsou v rovnovaze stejnd. Piechody mezi stavy s rtiznou energii (a rozdilnym obsazenim)
jsou mozné pouze interakci a vyménou energie s jinym systémem — napf. excitace atomu zafenim, nebo zména
kinetické energie Castice srazkou s jinou ¢astici. V tom pfipadé vSak indexy ¢, j musi urCovat elementarni stavy obou
podsystémt a f?, fJ jsou souéiny obsazeni obou podsystémi.
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pro kazdé d f, takze
1+f
n-—7

= % + %E . (1.137)
Odtud po preznaceni lagrangeovskych souciniteli
1
a:f%, b== (1.138)
dostaneme rovnovazné rozdéleni bosonového nebo fermionového plynu ve tvaru
e L (1.139)

Podobné pro klasicky plyn miizeme variovat vztah (1.127), takze odpadne ¢len s Inf (co# odpovida
predpokladu f < 1) a vysledkem je Boltzmanovo rozdéleni

E—p
=e -, 1.140
r=ew (-5 (1140
které 1ze dostat rovnéz jako limitu zanedbanim jednicky ve jmenovateli (1.139).

V piipadé volného vzniku a zdniku ¢astic (napf. pro fotony absorbované a vyzafované jinymi
Césticemi) bude n libovolné a proto =0 i chemicky potencidl u=0. Pfi dané hustoté n Gastic je

vztah
3d3
n—/fh 3d®p / (1.141)
exp ( ) F1

implicitni rovnici pro chemicky potencial i = p(n,T), nebo spolu s rovnici (1.133) soustavou rovnic
pro p = p(n,e), T = T(n,e). Pro proménné n je (1.133) implicitni rovnici pro T' = T'(¢) a rovnice
(1.141) pak udévé zavislost n = n(T).

Napf. pro degenerovany fermionovy plyn, tj. pro teploty kT < p, je f ~ exp(—=#*) — 0 pro
E>uafwlfexp( ) — 1 pro E < p, takze®

Pu oo puA
n = fh3d3p ~ 4nh ™3 / dep—l—/ —dA =
/ 0 o 1+exp(i%)

2
i kT
dp I

kde jsme zavedli transformaci p - A = p — p, a p, je FeSenim rovnice E, = E(p,) = p. Pro
nulovou teplotu je p,, rovno Fermiho hybnosti pr definované vztahem

4T 4

= bt - (1.143)

Pro nenulovou teplotu se chemicky potenciél 1isi od Fermiho energie Er = E(pr) o veli¢inu fadu
o(T?). Podobné hustota energie

Py % 2p,(2E, + p, 2E)A
/ E(p)p2dp+/ pﬂ( © Pu dp) dA| =
0 0

1+ exp(%%)

/ fE(p)h3d®p ~ 4nh =3

25Uzivame pFitom substituce p = pu+ A prop >p, ap=p,—A prop < p, a pfiblizeni E(p) >~ p+ [%] A,
P
v némz p?/[exp(E74) + 1] ~ (py + A)2/[1 + exp(E'A/KT)] = p? — (pu + A)%/[1 + exp(— E'A/KT)].
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dE k:T
= 47h73 / E(p)p*dp + 2p,(2E,, + pj— i ) = (1.144)
dp I
Vysledné hustota entropie rovnovazného rozdéleni je
s = / Fkln 1$exp(—E7) —|—f h=3d3p =
kT
1 N OF W
- - (i) =33, _ —

= /p 2p® Ffhd’p Tn+ Ta, (1.145)

kde i je libovoln4 prostorové slozka 1, 2 nebo 3 (prvni fadek integrujeme per-partes v p’, zavorka
ukazuje, Ze pres i nes¢itdme). Specidlng, jestlize F = E(|p|), pak prvni ¢len mizeme déle upravit,

takze )
B33 K
- = —e. 1.14
?)T/||d|| Pp—Hnt e (1.146)

V pripadé nerelativistickych ¢astic, pro které

lp|?
= — 1.147
2m ' ( )
dostaneme 5
1
=2 1.14
STart T (1.148)
V ptipadé ultrarelativistickych ¢dstic (napf. fotont), pro které je
E =¢|p|, (1.149)
dostaneme hustotu entropie
_ A _n (1.150)
§=gm€— T, .

pficemz n = M° a ¢ = cM" a obecny moment radialni ¢asti rovnovazné rozdélovaci funkce?®

M"‘/\pl fR3dp = £dn(n +2)1h~° (kéF) F<iexp(_%) n+3) : (1.151)

1.3.3 Rovnovaha chemickych reakci

Pro smés ¢astic riznych typid X, které mohou byt stidle popsany nezavislymi jednocasticovymi
funkcemi fx, jsou celkové hustoty entropie a energie soucty prispévka hustot od jednotlivych typt
Céstic, takze rovnici (1.134) je tfeba zobecnit do tvaru

0=0Y sx—» axdnx—BY dex, (1.152)
X X X

267de specialni funkce F je déna vztahem

oo

o0
F(z,s) = Z k528 = 28(2,5,1) , D(z,8,v) = Z(v +k)752R
k=0

Speciélné pro z = 1

F(1,8) = (s EZ

kde ¢ je Riemannova zeta funkce, ¢(3)=1.2020569031596 a C( ) = 74/90 =1.0823232337111.
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a variovat vici vSem fx. Proto dostavame rovnice typu (1.139) pro kazdé fx se stejnou teplotou T
(pokud dochézi k vymeéné energie mezi rliznymi typy ¢éstic), ale s riznymi chemickymi potencialy
Lx, jestlize hustoty ¢astic pfislusného typu jsou fixovany (nebo s nulovymi ux, kdyz ¢astice mohou
vznikat a zanikat).
Jestlize dochazi k chemické reakci
> uxX 20 (1.153)
X

mezi ¢asticemi rtiznych typi, pak jejich chemické potencidly nemohou byt nezavislé, ale musi
splnovat linearni rovnice

ZVXuX =0. (1.154)
X

Priklad rovnovahy reakce beta-rozpadu
n=p+tet+v, (1.155)

s relativistickymi hodnotami Fermiho energie elektrontl a nerelativistickymi nukleony?” je znazor-
nén na obr. 1.3. Tato reakce hraje dilezitou roli pfi vzniku neutronovych hvézd. Vzhledem ke
kvazineutralité musi byt hustoty a v termodynamické rovnovaze podle rov. (1.143) tedy i Fer-
miho hybnosti elektronti a protont stejné, coz ovsem vzhledem k fadovému rozdilu jejich klidovych
hmotnosti znamend, Ze elektrony mohou byt jiz silné relativistické, zatimco protony stale nerelati-
vistické,

MeC K PFe = PFp K MpC (1.156)

a Fermiho energie elektront (a tim i chemicky potencidl) podstatné vétsi nez protonii
p%’p/@mp) ~ Ep, < Epe~ppec. (1.157)

Podle rovnice (1.154) ovSem
fe + tip = fn (1.158)

(kdyz pfedpokladame, ze vznikld neutrina mohou z prostoru hvézdy volné unikat, takze jejich
hustota neni fixovdna a jejich chemicky potencial je nulovy), takZe chemicky potencidl neutront
musi byt vyrovnan pfedevsim chemickym potencidlem elektrond a tedy

EFJ, < EF,e ~ EFm . (1159)

Fermiho hybnost a tim i hustota neutroni je proto v rovnovaze podstatné vétsi nez hybnosti resp.
hustoty elektronti a protonti.

27Tento tzv. URCA proces, ve kterém vznikajici neutrina a antineutrina odnaseji energii, se uplatiiuje v ochlazovani
vznikajicich neutronovych hvézd.
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| PF.e = PFp PFn | | T
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Obrazek 1.3: Rovnovaha reakce n = p+ e + v s relativistickou Fermiho energii elektroni a nerela-
tivistickymi nukleony.
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Kapitola 2

Teorie kosmického plazmatu

Tato kapitola obsahuje pasdze z navazujici prednasky NTMF028 “Teorie kosmického plazmatu”
vedené spolu s prof. M. Karlickym.

2.1 Zariva hydrodynamika

Pro vznik a vyvoj plazmatu je dulezita interakce hmoty se zafenim, které mize dodavat nebo
odnaset energii potfebnou k jeji ionizaci, a zménou tlaku nebo primou vyménou hybnosti ovliviiovat
také jeji dynamiku. Shrneme proto nejprve popis pole zafeni.

2.1.1 Klasicka teorie prenosu zareni

Ve fyzikalni interpretaci (1.29) aZ (1.32) momentt f jsme pfedpokladali, Ze popisujeme pouze
nerelativistické ¢astice. Vime vSak, Ze i foton ma svoji hybnost
L hv,

kde v je jeho frekvence a 7 jednotkovy vektor ve sméru pohybu. Pole zafeni byva zvykem popisovat
specifickou intenzitou I,, udavajici zativou energii dE, ktera projde jednotkovou plochou d?S kol-
mou k 7 za jednotkovy &as dt do jednotkového prostorového thlu d2Q v jednotkovém frekvenénim
intervalu dv. Tyto fotony ovSem zaujimaji objem d*p = p?dp d*Q = h3v?/c? dv d*>$) v hybnostnim
prostoru a plochou d2.5 projdou ty, které se nachézeji ve vélci objemu d3x = cdt d?S, piicemz kazdy
nese energii hv. Proslou energii tedy mtizeme vyjadrit také pomoci rozdélovaci funkce f fotont

dE = I, d*Sdtd*Qdv = hv»_ f(p) d*z d®p/h?® (2.2)

kde se sc¢ita pres obé polarizace fotonu. Odtud dostavame vztah specifické intenzity a rozdélovaci
funkce fotont 5
N 2hv
L(t,z,1) = 2 ft,z,p) . (2.3)
Vzhledem k odlisSnému vztahu rychlosti, hybnosti a energie u relativistickych a ultrarelativistic-
kych ¢astic je pro né tfeba upravit fyzikaln{ interpretaci momenti f. Ciselné hustota fotonti (obou
polarizaci) je ddna analogicky (1.29) vztahem

d*p 1 2
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z makroskopického hlediska je vSak vyznamnéjsi hustota zafivé energie

d3 1 )
er=2 [ wfos I,dvd*Q) (2.5)
&

coz je analogie (1.32) pro ultrarelativistické ¢astice (pro které energie E = pc). Hustota hybnosti
pole zareni 7. je imérna hustoté toku zarivé energie

F!=c*nl = 2/hunicfd3p = /niI dvd*§ (2.6)
T T h3 v ’ .

a tenzor napéti (tlak) zafeni, tj. hustota toku hybnosti je podobné (1.31)

ij i dPp 1 i g 2
T7 =2 [ hvn njfﬁ =— [ n'n’[,dvd"Q . (2.7)
c

Rovnéz transformaéni vlastnosti pii pfechodu k jinému inercidlnimu systému jsou odlisné pro
relativisticky a nerelativisticky plyn a podrobnéji se jimi budeme zabyvat v kapitole 2.2. Jestlize
vsak zname pohybové rovnice fotonu, které napt. v kartézskych soutadnicich ve vakuu maji jed-
noduchy tvar & = cri, p = 0, ktery zjevné spliiuje Liouvilletiv teorém, pak i pro rozdélovaci funkci
fotont plati Boltzmannova rovnice (1.45), kterou mizeme podle (2.3) pfepsat pomoci I, jako tzv.
rovnici pfenosu zafeni

101, 01, ol
- — === . 2.8
c Ot n Oox* (cét)c (28)
Jeji integraci pres prostor hybnosti dostaneme rovnici kontinuity energie zafeni
0 o ol
—&r _Fi = —) dvd*Q, 2.9
TR /(cét)c v (29)
a jejim vynéasobenim n*/c a integraci rovnici kontinuity hybnosti zafeni
0 4 R nk (41
= TH = | — (=2 dvd®Q. 2.10
5‘tﬁr+8xl " / c \cdt). v (2.10)
V kiivocarych soufadnicich se modifikuje zavislost @* = &*(7i) = hin?, kde h% = h%(x) jsou

metrické koeficienty dané vztahem zpravidla ortonormalm béaze, v niz slozky 7 vyjadrujeme, k
soufadnicové bazi.! Také n’ # 0, takze podobnost rovnice pfenosu zafeni s Boltzmannovou rovnici
(1.45) je jesté napadnéjsi. V diferencialné se pohybujicim prostiedi se obecné méni dopplerovsky i
vai je navic ovlivnéno i aberaci. V kapitole 2.2 uvidime, ze f je — na rozdil od I, — lorentzovsky
invariantni.? Rovnice pienosu zafeni méa v tom piipadé obecny tvar

101, hin 2 n<> 6[ dv 50 >1,) _ (41,
cor TMan Y X e o tea” v (&) (2.11)

kde ve tfetim c¢lenu derivujeme a sc¢itdme pouze pres dva nezavislé smérové kosiny nebo jiné pa-
rametry uhlové zavislosti I, (7). Protoze tento zapis je méné ptehledny a pfitom svoji podstatou

I Metrické koeficienty davaji alternativni vyjadieni metriky g;, nebot 1 = g;pa¢cF = gikh;hfnjnl = éjlnjnl,
2Proto specifickd intenzita se transformuje jako I, = (v'/v)3I,, celkova intenzita I = fooo I,dv jako I'/T =
1
(V' /v)?*, a napt. efektivni teplota zafeni Tor, ~ 1 jako T!; /Tet. = V' /v, jak pozorujeme napi. u dipélové anizotropie
reliktniho zafeni.
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ekvivalentni (1.45), je obecné pfirozendjsi vychézet rovnou z Boltzmannovy rovnice. V mnohych
piipadech ocekdvané symetrie feSeni (napf. slabé tthlové a vyrazné frekvenéni zavislosti rozdélo-
vac{ funkce) ovéem miize byt vyhodna volba sférickych soutadnic v prostoru hybnosti, kterou v a
i reprezentuji.

Cvideni 4 Odvodte konkrétni tvar rovnice pfenosu zdfeni ve statickych sférickiych soufadnicich
pro obecn€ i sféricky symetrickeé pole zdrent.

Levé strana rovnice prenosu zafeni (2.8) je ted totdlni derivace %IV nikoliv podle ¢asu ale
podle drahy s méfené podél paprsku. Srazkovy ¢len na pravé strané rovnice (2.8) byva zpravidla
vyjadfen ve tvaru

cot

kde opacita «, = k,p (resp. specifickd opacita k,) udavé pravdépodobnost absorpce fotonu na
jednotkové draze s (a byva ddna souinem ¢iselné hustoty absorbujicich ¢astic a jejich u¢inného
prufezu) a vydatnost S, vyjadiuje pfispévek emitovaného (a rozptyleného) zafeni v daném sméru
a frekvenci. Pokud jsou opacita a vydatnost zndmé funkce, mizeme snadno nalézt formélni feseni
linedrni rovnice (2.8) s pravou stranou (2.12) ve tvaru

(‘””)C — (S, — 1), (2.12)

L(r,) = 1(0) exp(—7,) + /0 S (#) explt — 1)t | (2.13)

kde jsme zavedli monochromatickou optickou hloubku 7, jako novou proménnou substituci
dr, = ads . (2.14)

Pokud ovSsem dochazi k rozptylu, pak vydatnost obsahuje ¢leny zavislé pres jisté integralni jadro
na intenzitach ve vSech jinych smérech (ev. i frekvencich pii frekvenéni redistribuci), takZe rovnici
prenosu zareni je tfeba FeSit jako soustavu integrodiferencialnich rovnic pro vSechny paprsky a
frekvence.
Opacitu a vydatnost v klidovém systému prostredi lze Casto povazovat za izotropni. V tom
pifipadé lze rovnici (2.10) pro gradient tlaku zafeni zjednodusené zapsat ve tvaru
0 ), 0 hi_ Q

— Tk — F* 2.1
atﬂ-T‘ + axz ™ C r o ( 5)

kde & = [a, FFdv/ [ FFdv je efektivni opacita.

2.1.2 Fenomenologicka hydrodynamika a zafiva hydrodynamika

Hydrodynamicky popis kapalin i plyni byva zpravidla odvozovan z fenomenologické predstavy
kontinua, jehoz fyzikalni charakteristiky jako hustota p, rychlost ¢ atd. jsou funkcemi casu ¢ a
polohy popsané zvolenymi ‘Eulerovymi’ soufadnicemi z (f = f(¢,x)). Vyvoj kontinua je pak dan
parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi pro tyto veli¢iny. V tomto kontinuu je mozné urcit identitu
jeho libovolné ¢asti a sledovat jeji pohyb = = x(t,x¢), kde x¢ jsou (‘co-moving’, tj. soub&zné)
‘Lagrangeovy’ soufadnice, pfi¢emz pole rychlosti je dano

0
v = &x(t, Zo) - (2.16)

Pohybové rovnice lze prevést z eulerovského do lagrangeovského popisu zavedenim ‘proudové’ ¢a-
sové derivace

d 0]
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Zvolime-li jistou oblast €1y lagrangeovskyjch soufadnic, pak jeji objem v Case t je dan

0= o= [ %

Proudové derivace objemu je (srov. pozn. 6 na str. 9)

d B 9 | 0x(t, zo)
a’= /Q at | oo / Z i

(kde jsme v kazdém ¢lenu rozderivovaného determinantu uzili Gpravy

ox(t, xo)

3
| 0. (2.18)

Ox(t, wo)
33:0

d3zo = /(Vv)d3x ~ V.(Vov) (2.19)
Q

9 9z' _ 9v' 9z
Btamé — 9xF 31’

rovnost plati pro infinitesimalné malé oblasti ). Predpoklddame-li tedy, ze celkova hmotnost
M = pV této oblasti se zachovava, pak odtud dostaneme rovnici kontinuity v lagrangeovském
resp. eulerovském tvaru

posledni

dp dp B
E + p(Vv) = B + V(pv)=0. (2.20)

Podobné, predpokladdme-li, Ze celkovd zména hybnosti je ddna silou (tlakovou i objemovou)
pusobici na element kontinua, dostaneme pohybovou ‘Navierovu — Stokesovu rovnici’

dv v
—=p|l= \v4 =f-VP 2.21
o = (5 + V) = £ -V, (221)
kde f je nyni objemova hustota sily (napf. —pV® v pfipadé skalarniho potencialu) a P je tlak (nebo
anizotropni tenzor napéti pro viskozni kontinuum). Velikost tlaku je zpravidla uréena pfislusnou

stavovou rovnici
P=P(pT). (2.22)

Teplota T, ktera souvisi s hustotou tepelné energie, je bud dédna termodynamickou rovnovéhou s
jistou tepelnou l4zni (napf¥. polem zafeni), nebo musi byt FeSena z rovnice energetické rovnovahy.
Pfi konstruovani této rovnice je tfeba vzit v Gvahu, ze ke zméné tepelné energie pohybujiciho se
elementu plynu pfispivd (kromé ostatnich procesi s vykonem E) i prace vykonana stlacovanim

proti jeho tlaku,
d dVv

Naprtiklad pro plyn s I stupni volnosti na kazdou ¢astici je

l l
=—_nkT ==-P 2.24
€ 2n 5F ( )
takze pii adiabatické expanzi (E = 0)
d vl _ _2d 241
P—==-V71—(PV 1T 2.2
0= d(eV)+ I 2V ldt( V), (2.25)
tj.
P =PVyV ™" ~ p" | (2.26)
kde koeficient adiabatické expanze
2+1
K= TJF : (2.27)
takze
- (2.28)
k-1 ’



P

= . 2.29
€=-— (2.29)
Rovnice energetické rovnovahy tedy bude mit tvar
d :
—e+ke(Vo)=¢, (2.30)

dt

kde na pravé strané vystupuje objemova hustota vykonu ostatnich procestii, napt. termonuklear-
nich reakei, energie absorbované ze zéreni (kterou lze urcit z feSeni rovnice pfenosu zafeni), nebo
divergence toku tepelné energie proudiciho vedenim — srov. (1.61) pro idedlni plyn, pro ktery [ = 3
ak= %

V obecném pripadé, kdyz vnitini stupné zahrnuji napf. excitaci a ionizaci, je vnitfni energie
déna integralem rovnice (2.23) pro F = 0, tedy

sV:—/PMh (2.31)

Zariva hydrodynamika je obor problémi dynamiky kontinua (zpravidla plynu), ktera je pod-
statné ovlivnéna interakci se zafenim. Toto ovlivnéni muze byt na riznych urovnich. Nejcastéji
z4¥ivé Cleny vystupuji jako zdroje (nebo ztraty) v rovnici energetické rovnovéhy, tedy jako jeden ze
zdrojli € na pravé strané rov. (1.61). Tim, Ze zafeni oh¥iva nebo ochlazuje plyn, méni jeho teplotu
a tlak, a tim ovliviiuje jeho dynamiku. Tlak plynu muizZe byt zménén i fotoionizaci (nebo fotodiso-
ciaci), ktera zméni v rov. (2.22) pfi konstantni hustoté hmoty p stfedni hmotnost volné ¢astice a
¢iselnou hustotu ¢astic n. Zareni vSak muze mit i pfimy dynamicky acinek. Tim, ze kazdy foton
nese hybnost timérnou své energii, mize ménit hustotu hybnosti (a tedy pfimo rychlostni pole)
¢astic plynu nejen pii absorpci a emisi, ale i pfi rozptylu. Tento zdroj hybnosti vystupuje na pravé
strané rov. (2.21) bud jako hustota sily a nebo (podle rovnice pfenosu zafeni ekvivalentné) jako
gradient tlaku zafeni neseného polem zafeni. Reseni tiloh zaiivé hydrodynamiky zpravidla vyzaduje
kromé feseni dynamickych rovnic plynu uvedenych v tomto odstavci i feSeni rovnice pfenosu zafeni
uvedené v odstavci 2.1.1. Rovnice pfenosu v pohybujicim se prostiedi je ovSem zna¢né kompliko-
vana, zejména pokud rychlosti plynu nejsou zanedbatelné vici rychlosti svétla. Pak totiz absorpé¢ni
a emisn{ koeficienty (viéi nehybné vztazné soustavé) zavisi na sméru fotonu i plynu. Tuto potiz
miZeme zpravidla obejit pfechodem k soubéZnym soufadnicim (nebo alespoili co-moving vztazné
tetradé, kterd nemusi byt souradnicovd), ¢imz se ovSem naopak zkomplikuje leva strana rovnice
prenosu. V obou pripadech potfebujeme transformovat veli¢iny vztahujici se k ultrarelativistickym
Casticim (fotontim) mezi riznymi inercidlnimi soustavami (byt tfeba se vzdjemnymi rychlostmi
zcela nerelativistickymi). Tyto transformace je tfeba bud provést lorentzovsky invariantné a pak
odvodit jejich nerelativistické aproximace, nebo alespon postupovat velmi opatrné pfi intuitivnim
zanedbavani relativistickych korekci i pfi interpretaci ziskanych vysledkt.

2.1.3 Radialni akrece a hvézdny vitr

Jako ptiklad aplikace klasické zarivé hydrodynamiky vypoctéme stacionarni radialni tok prostiedi
s rychlosti v* = v(r)r'/r. Z eulerovského tvaru rovnice kontinuity (2.20) dostédvame rovnici

0=V (p(r)v(r) ri) = r_Qi (p(r)v(r)r?) , (2.32)

r dr
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Vk Tk

Obrazek 2.1: Sféricky symetricky tok kontinua.

kterd ma reseni
p(r)o(r)r® = h, (2.33)

kde h je tok hmoty do jednotkového prostorového ihlu konstantni pro vSechna r (kladny pro vytok
a zaporny pro akreci). Pohybova rovnice (2.21) mé nenulovou pouze radidlni slozku

dv d
— =—pg— —(P+P,), 2.34
p(r)vdr 144 dr( ) ( 3 )

kde g je gravitaéni zrychleni a P, je radidlni slozka tenzoru napéti pole zafeni (2.7), jejiz gradient
lze vyjadiit podle (2.15) rovnéz pomoci radidlniho toku zafeni. Tlak plynu P je stavovou rovnici
(2.22) svézén s hustotou p a teplotou T. Znéme-li teplotni rezim, ktery mitize byt dén interakci
s polem zafeni (napf. jako izotermicky) nebo muze byt adiabaticky aj., pak je tlak P svazén
s hustotou p, kterou lze pomoci (2.33) vyjadfit pomoci rychlosti v, pro kterou tak dostédvame
jedinou diferencidlni rovnici

KT 1\ dv ,d (KT\ &
e [ (i Y R 2.
(v mv> dr I <mr2)+c (2:35)

Jeji integraci dostavame implicitni algebraickou rovnici pro v ve tvaru
F(v) = @) — @ (1) , (2.36)
kde nap¥. pro izotermicky pfipad mé funkce F'(v) na levé strané tvar

v

Vg

v = \/f : (2.38)

Na pravé strané rovnice (2.36) je modifikovany potencidl ®,,(r), ktery mé v izotermickém piipadé
(a pfi konstantni efektivni specifické opacité) tvar

T T P T
T m

1 kT
F(v) = 5(1)2 —v?) — Eln

(2.37)

s minimem rovnym nule v kritickém bodé

mr c dmer
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opét s extrémem v kritickém bodé

m RL

kde G je gravita¢ni konstanta, M hmotnost télesa a L = 47r2F, jeho luminosita. Aby existovalo
FeSeni v(r) pro vSechna r, musi integracni konstanta ®5 > ®,,(ry). Pokud &5 > ®,, (1), existuji
dvé feseni, jedno s rychlosti podkritickou a druhé s nadkritickou (viz pferusované ¢ary v obr. 2.1).
V ptipadé @, = P,,(r) jsou tato FeSeni v kritickém bodé propojena, takze lze vybrat FeSeni
hvézdného vétru, které je asymptoticky pro r — 0 statické a pro r — oo dynamické, nebo feseni
radialni akrece, u kterého je tomu naopak a jehoz rychlost je zdporna (viz plné ¢ary v obr. 2.1).
Pritom predpokladame, Ze specifickd opacita < je konstantni a zafeni télesa je natolik malé, Ze

4
L<"GM = Ly , (2.41)
K

takze pritazlivy gravitaéni potencial pfevlada nad odpudivym tlakem zafeni (prava strana této ne-
rovnosti je tzv. Eddingtonova luminosita Lgqq a luminosita L spliiujici tuto podminku se nazyva
pod-eddingtonovska). Konstantnost % spliiuje napf. Thomsoniv rozptyl na volngch elektronech
kT = neor/p (pokud zistava konstantni ne/p), ktery je pro nerelativistické elektrony frekvenéné
nezavisly. Obecné je vSak opacita zdvisla na hustoté (napf. pravdépodobnost volné-volnych pie-
chodi roste se ¢tvercem hustoty) i frekvenci zafeni, takze je tieba znat spektralni rozlozeni zéfeni
i stav hmoty pro vSechna 7.

Ve frekvencich, v nichz je vysoka opacita, muze byt hvézdny vitr opticky tlusty, takze zafeni
centralniho zdroje muze byt z vétsi ¢asti absorbovano a prerozdéleno do jinych frekvenci a smeért,
¢imz se opacita efektivné snizuje. To nastava zejména v rezonancnich spektralnich carach, které
ovsem dopplerovsky posun vznikajici v diisledku grandientu rychlosti pribézné posouva do soused-
nich frekvenci s dosud neabsorbovanym zaienim. Urychlovani hvézdného vétru tlakem zafeni tak
miize pokracovat dokud se neuplatni tzv. line-locking mechanismus, v némz se dtilezita absorp¢ni
¢ara posune do oblasti spektra absorbované jinymi prechody. Pfikladem jsou vytrysky s koncovou
rychlosti blizkou 0,28¢ (napf. asi 0,26¢ u SS 433), kterd odpovidé relativistickému dopplerovskému
posunu (1 — 3)/y/1 - % = % = % ¢ary Lymann « ke hrané lymannovské série, za niz je zafeni
centralniho objektu utlumeno lymanovskym kontinuem.

Specifickd opacita tedy mutze zaviset i na priubéhu rychlosti. V pfipadé rychlého monotonniho
vzristu mizeme optickou hloubku v jedné ¢are rozsifené tepelnou rychlosti v vypocitat pomoci
tzv. Sobolevovy aproximace

oy (A oo, o

(vovr/c)?
kde v' = dfi—(:) je gradient rychlosti. Celkovy tlak zareni zavisi na rozlozeni absorp¢nich ¢ar podle
jejich sil oscilatori, které ma pfiblizné mocninny priubéh; pocet car silnéjsich nez K,
N(kr) = Nox§™ ', (2.43)

kde « je koeficient s hodnotou mezi 0,5 az 0,6. Slabé ¢ary se ve svém velkém poctu prekryvaji a
zpusobuji tak jako pseudokontinuum tlak zareni imérny pouze toku zéafeni, zatimco necetné silné
Cary pusobi tlakem timérnym gradientu rychlosti. Stfedovanim pres uvedené rozloZzeni ¢ar vychazi
celkové zrychleni zptisobené tlakem rezonanénich céar®

KTFT 1 dv @
r=k — 1 2.44
g c (anTp dr) (244)

3Tzv. CAK teorie (Castor, Abbot, Klein), viz [3], [2].
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kde & je normovaci konstanta danné Ny. Pohybova rovnice (2.35) méa pak v izotermickém ptiblizeni

tvar 2\ g > o o do)
v\ dv 207 M 5 dv
A AT R e 2.4
<U v ) dr r T T (r Udr) 0 (245)
kde I A o
dre \ kpvp M

2.1.4 Razové vilny

V predeslé kapitole jsme hledali stacionarni feseni hydrodynamickych rovnic pro urychlovany proud
hmoty, kterd spojité propojuji jeho popis v podzvukové a nadzvukové oblasti prostoru. V pifirodé
se ovSem Casto setkdvame se situaci, kdy se makroskopické veli¢iny (napf. hustota a rychlost plynu)
méni prakticky skokové, presnéji feceno na prostorové skale fadu stfedni volné drahy jednotlivych
castic. O té predpokldadame, ze je podstatné mensi nez charakteristickd délka makroskopickych
nehomogenit prostredi, takze k popisu prostiedi je vhodné pouzivat prostorové funkce nespojité
na jisté plose rozhrani. Piikladem takové situace jsou tzv. rédzové viny vznikajici napf. pti akreci
materidlu padajicitho nadzvukovou rychlosti na povrch hvézdy, pti srazce hvézdnych vétrt ze dvou
slozek dvojhvézdy, pfi interakci kosmickych vytryskti s mezihvézdnym prostiedim, pfi interakci
slune¢niho vétru s magnetosférami planet atd.

Diferencialni rovnice popisujici ¢asovy vyvoj makroskopickych veli¢in kontinua jako je rovnice
kontinuity hmoty (1.49) nebo naboje (1.74), pohybova rovnice (1.51) ¢ (1.90), nebo rovnice ener-
getické rovnovahy (1.61) maji tvar zadkoni zachovani

6pX + 8.]}(

ot ox’

veli¢iny X s hustotou px, tokem Jx a hustotou zdroje Sx, nebo je lze do tohoto tvaru upravit.

Vyintegrovanim téchto rovnic ve sméru normaly nF k plose diskontinuity podél limitné malého
useku drahy z jedné jeji strany na druhou dostaneme tzv. Rankinovy-Hugoniotovy podminky

= Sy (2.47)

[Tin']] =0, (2.48)

v nichz prvni ¢len s éasovou derivaci i prava strana vypadly v disledku pfedpoklddané spojitosti.

Konkrétné z rovnice kontinuity hmoty tak dostavame podminku

1
% + % =0 = pon'vg—pn'v] =0, (2.49)

kterd ovSem plati pouze ve vztaznych soustavich, vii¢i nimz se plocha diskontinuity (rdzové vina)
nepohybuje. Pokud by se diskontinuita pohybovala rychlosti v4, pak musime rychlosti v; » nahradit
rozdilem vy 2 — vq (pfiemz fyzikalni smysl mé pouze slozka vg rovnobézna s n). Tuto podminku
Ize splnit dvéma zptisoby — bud musi byt n’v* = 0 a tedy hmota se na obou stranach diskontinuity
pohybuje rovnonézné s jeji plochou a pak jeji hustoty na obou stranach jsou nezavislé, nebo rychlost
ma také nenulovou slozku ve sméru norméaly k ploSe, a pak hustoty musi byt nepfimo timérné
velikostem téchto slozek tak, aby prutok hmoty byl z obou stran stejny. Pravé v tomto druhém
pripadé se jedna o razovou vlnu, nastavat ale muze i diskontinuita prvniho typu.

Podobné z pohybové rovnice (1.75), jejimz specidlnim pfipadem pro neionizovany plyn je (1.51)
a ktera méa po dosazeni celkového tenzoru napéti (1.31) s izotropnim tlakem 7% = §% P a elektric-
kého proudu podle (1.89) tvar

. o . ) 1 1 .
O (pv") + V;(pv'v?! + P§7) + pV,;® — nE" — Evj(BZBJ - 55’332) =0, (2.50)
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dostévame )

pvi(nfv?) + Pn’ + i(16“32 - B'BY)| =0. (2.51)
472 1
Tato rovnice udavéa rovnovdhu celkového tlaku (tj. tlaku uspofddaného pohybu, vnitiniho tlaku
plynu a magnetického tlaku) z obou stran rozhrani. V pfipadé, Ze rychlost je rovnobé&zna s dis-
kontinuitou a nejedna se tedy o razovou vlnu, jsou slozky tlakt usporddaného pohybu kolmé k
diskontinuité nulové a rovnovahu musi zajistovat vnitini a magneticky tlak.
Z rovnice kontinuity energie dostavame pro (neionizovany) polytropicky plyn podminku zacho-
véani energie ve tvaru

[(H“1P+;pv2) (njvj)}jzo. (2.52)

Dalsi podminky pro nespojitosti v plazmatu vyplyvaji z Maxwellovych rovnic (1.88)
12
[Bln’]l =0 (2.53)
a z rovnice (1.91) pro vyvoj magnetického pole v limité nekoneéné vodivosti
[nx (vxB):=0. (2.54)
VysSetfujme nyni jednoduchy pripad razové viny v polytropickém plynu. Jeho vlastnosti jsou
popsany hustotami hmoty p; 2, rychlostmi v; 2 ve sméru normély k rdzové vlné a tlaky P;» na

obou jejich stranach. Tyto tfi veli¢iny v nalétavajicim proudu povazujme za zadané a pro jejich
hodnoty p2, v2 a P5 za rdzovou vlnou dostdvame z podminek (2.49) az (2.52) soustavu rovnic

p2v2 =  p1u1 (2.55)
Pyt povy = (1+&pmof (2.56)
aPy +pvs = (1+af)pv}, (2.57)
kde jsme oznacili
2K P1
= = . 2.5
a=— a 13 o7 (2.58)

Z rov. (2.55) mizeme vypocitat hustotu ps, z (2.56) tlak py a po dosazeni do (2.57) dostaneme
kvadratickou rovnici
(a — )2 — a1 + &vyvg + (€ + 1) =0 (2.59)

pro vy. Ta ma dvé FeSeni, z nichz jedno (ve = v1) je trividlni a odpovida nerusenému toku hmoty
pres kteroukoliv plochu. Rozkladem

[(a—1)vg — (1 + a)vi][vg —v1] =0 (2.60)
na kofenové cinitele nalezneme feseni odpovidajici razové viné

14+
a—1

m (2.61)

Vo =

Pro plyn s ! stupni volnosti na kazdou ¢astici a zanedbatelnym poéateénim tlakem (£ = 0) tak
vzhledem k (2.27) klesne rychlost plynu za rdzovou vlnou na 1/(a—1) = 1/(I+1) ptvodni hodnoty,
tj. na ¢tvrtinu pro Castice, které maji pouze kinetické stupné volnosti.
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2.2 Relativisticka kineticka teorie

Zvoleny pozorovatel muze kinetickou teorii v podobé, ve které jsme ji formulovali v kapitole 1.1,
aplikovat z pohledu své vztazné soustavy i na plyn sloZzeny z relativistickych éastic (viz napf.
odstavec 2.1.1). Jestlize se vSak budeme zabyvat vztahy mezi veli¢inami naméfenymi riznymi
inercidlnimi pozorovateli, pak pfedpoklady galileovské grupy transformaci (tj. absolutni ¢as, inva-
riantnost prostorového i hybnostniho objemu a pouhé posunuti v prostoru hybnosti, které jsme
pouzivali napt. pfi vyjaddfeni (1.31) tenzoru napéti viéi vztazné soustavé pomoci jeho slozek ve
vlastni soustavé plynu) budou omezovat pouzitelnost klasické teorie na pfipad nerelativistického
plynu a nerelativistickych rychlosti vztaznych soustav. Chceme-li vybudovat lorentzovsky invari-
antni kinetickou teorii pouzitelnou v ramci specialni a tim spiSe i obecné teorie relativity, musime
revidovat zavedeni zakladnich pojma pocinaje fizovym prostorem. S jejich pouzitim pak muzeme
odvodit dynamické vztahy pro rozdélovaci funkci a jejich dusledky jako jsou (zafiva gravito-) mag-
netohydrodynamika.

2.2.1 Fazovy prostor

Necht V' je prostorocas s pseudo-riemannovskou metrikou g (se signaturou —+,+,+). Metrika g
definuje na V lorentzovsky invariantni ¢tyf-objem

n=dV =/—|g|dz’ Ada' Ada® Ada? = dt AV, (2.62)
kde (20,2, 22, 23) jsou soufadnice v libovolné mapé a |g| je determinant matice kovariantnich
slozek g (takze v libovolné ortonormalni bazi dz* je |g| = —1). Tii-objem

ny = dV = (d*V.U) (2.63)

méfeny pozorovatelem se ¢tyf-rychlosti U a vlastnim casem ¢ se transformuje pii prechodu k
¢arkovanému pozorovateli
dat 3 nu

T#i-objem tedy lorentzovsky kontrahuje v opa¢ném poméru (daném v = (1 — v2/c?)~/2) nez ve
kterém Casovy interval dilatuje, zatimco prostorocasovy ¢tyr-objem zistava lorentzovsky invari-
antni.

Na te¢ném prostoru T, hybnosti (p°, pl,p?,p?) ¢astic v daném bodé x definuje g &tyf-objem
hybnosti

d3vl —

m=d*P = \/—|g|dp® A dp* A dp® A dpP. (2.65)
Ten je opét lorentzovsky invariantni, i kdyZ jeho projekce do U a kolmé nadroviny (tj. do ¢asové

a prostorovych slozek z hlediska zvoleného pozorovatele) nejsou invariantni. Pokud se zabyvame
pouze casticemi s danou klidovou hmotnosti m, jejichz ¢tyf-hybnosti splnuji relaci

0= d(p) =p* +m?, (2.66)

popfipadeé jinou, napf. disperzni relaci, pak se prostor hybnosti redukuje na tzv. hmotovou slupku
T4, tj. tiidimenzionalni podvarietu variety T, ve které mizeme jako soufadnice pouzit napf.
prostorové (z hlediska zvoleného pozorovatele) slozky p a ¢asovou slozku vyjadfit jako jejich funkci
p° = p°(p') (zpravidla se omezujeme na p° > 0, viz obr. 2.2a). Lorentzovsky invariantni tii-objem
mg na Ty (indukovany metrikou g) dostaneme zGzenim d*P s jednotkovym vektorem kolmym k T,
takze

do

d*P = —— Ay, 2.67
[dol " (267
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Obrazek 2.2: a) Soufadnice na hmotové slupce. b) Fazové trajektorie ¢astic padajicich radidlné na
¢ernou diru.

V konkrétnim tvaru rovnice (2.66)

dp = 2pedp”™ = |do|* = —4p? = 4m? | (2.68)
takze )
V=gl dp® A dp* A dp? A dp® = Epodpo ATy, (2.69)
odkud vychazi
m
Ty = \/7|g|p—0dp1 A dp® A dp® . (2.70)

Relativistickym zobecnénim fazového prostoru je te¢ny bundle M = {(z,p)|x € V,p € T} (viz
definice 7 na str. 57) s metrikou
_(9 0
G= ( 0 g ) (2.71)

a osmi-objemem
Q = d'VAdP= (2.72)

—|g| dz® A dat A dx? A da® A dp® A dpt A dp* A dp® =
—dz® A dxt A dx? A dx A dpy A dpr A dps A dps.

Pro &astice spliujici relaci (2.66) je fazovym prostorem hmotovéd slupka My jako sedmidimenzio-
nalni podvarieta M s invariantni mirou

Qp =d*'V Ay (2.73)

2.2.2 Liouvilleuv teorém a Boltzmannova rovnice

Ve fazovém prostoru M definuji pohybové rovnice jedné ¢astice

de

dw = =2(6), (2.74)

40



kde & = (2%, 21, 22,23, p°, pt, p?, p?), jednoparametrickou grupu pohybovych transformaci, tj. fazo-
vych trajektorll parametrlzovanych afinnim parametrem w. Fazovy objem € je vii¢i tomuto pohybu
invariantni, pokud Liouvilletiv operator L = % splnuje tzv. Liouvilletv teorém

divL =0 (2.75)
Pak totiz (podle (A.87), (A.86) a (A.60))

/ /éLQ / (L.Q)z/D(divL)Q:O, (2.76)

kde D = D(w) C M je libovolna oblast (pfi¢emz mira €2 je ddna metrikou a divergence odpovidajici
metrickou konexi). V tomto ptipadé je mira

= (L.Q) (2.77)

invariantni mirou udéavajici hustotu fazovych trajektorii protlnajlcich libovolnou sedmidimenzional-
ni nadplochu (napt. vlastni fazovy prostor I' = {(z,p) € M|(U-Z) = 0} pozorovatele nebo soustavy
pozorovatell se ¢tyfrychlosti U), nebot

0:/Dd<LQ>:AD(LQ):ADw:/Fw—/,w. (2.78)

Potom miizeme také definovat invariantni rozdélovaci funkci f na M jako hustotu fazovych tra-
jektorii obsazenych ¢asticemi tak, Ze pocet ¢astic N(I') naméfenych pozorovatelem v jeho fazovém
objemu [, nu Ad*P je

/ fw. (2.79)

Pohybové rovnice pro vyvoj f v disledku pohybu (2.74) a popfipadé i srézek je tzv. Boltzmannova
rovnice 5f

L(f)=|=— 2.80

n=(5) - (2.50)

kde srazkovy ¢len na pravé strané udava lorentzovsky invariantni fazovou hustotu ¢astic vznikaji-
cich minus zanikajicich v daném elementu fazového objemu,

L(5) e=vor-var= [ o= [aswen= [ une.  es

Srazkovy ¢len (%) muze byt opét vyjadien jako multilinedrni funkciondl f integraci pies hybnosti
C
pocatecnich a koncovych stavi ostatnich ¢astic ticastnicich se srazky.
Pohyb (2.74) spliiuje Liouvilletiv teorém (2.75) pokud jde o pohyb hamiltonovsky, tj.

dx* OH (z",
Lp=2- = % (2.82)
_dp. __OH(z",py)
e dw Oxt ’
nebot pak je
divL =2/, = iLzL + - O°H__ O°H 0. (2.83)

dzt op, ' Ox'dp, Op, Ozt
Liouvilletiv teorém je tedy splnén v dtlezitych pfipadech geodetického pohybu v obecné teorii
relativity nebo pro pohyb nabitych ¢astic v elektromagnetickém poli.
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2.2.3 Makroskopické veli¢iny a jejich dynamické vztahy

Podobné jako v nerelativistické kinetické teorii, urcuje i nyni rozdélovaci funkce f hodnoty lokalnich
i globalnich makroskopickych veli¢in charakterizujicich vlastnosti celého souboru ¢astic popsaného
funkci f. Analogicky zavedeni hustoty ¢éstic, hustoty hybnosti a tenzoru napéti v odstavci 1.1.1
nebo 2.1.1, mohou byt prostoroc¢asové hustoty ¢ riznych tenzorovych velicin @ typu 77 déany
jako soucet prispévkil od vSech obsazenych hybnostnich stavi v prislusné udalosti, tj. integralem
piislusné veli¢iny Q stfedované s vahou f pies d*P, resp. pFes hmotovou slupku T

q= / Qfd*P . (2.84)

Nékteré veli¢iny jako napf. entropie zavedena v odstavci 1.3.1 mohou byt dany i nelinearni zavislosti
na rozdélovaci funkci f. Z Boltzmannovy rovnice (2.80) pak pro tyto veliiny vyplyvaji zadkony
zachovani, resp. jiné dynamické vztahy.

v

8DV X Dp

l DV X DP ‘DV X 3DP
a‘p

Obrazek 2.3: Oblast integrace

Vynasobme rovnici (2.80) naptiklad skalarni funkei Q(f, z, p) na fazovém prostoru, kterd muize
byt zavisla i na rozdélovaci funkci f a implicitné i na nékterych parametrech popisovanych ¢astic
(napf. na jejich nabojich rtizného typu), a integrujme ji pfes oblast fazového prostoru D = Dy X Dp,
kterd je direktnim sou¢inem (libovolné malé) oblasti Dy prostorocasu a oblasti Dp na prostoru
4-hybnost{ (polomér této oblasti na te¢ném fibru pijde naopak limitné do nekone¢na). Analogicky
rovnici (2.81) plati

| et ( ) - [ areprine= [ w0~ [ ru@o. (2.85)

Protoze povrch oblasti D se skladéd ze dvou éasti (viz obr. 2.3),
oD = (6DV X Dp) U (DV X aDp) s (286)

muzeme prvni z integralt upravit

/ LfQ(f.2,p))0
D

/ d(fQIL.Y)) = / fQULSY =
D oD

/ fQ(L.d*V)d*P + / fQ(L.A*PYd*V . (2.87)
oDy JDp Dy JODp

Druhy ¢len na pravé strané vymizi, jestlize rozdélovaci funkce f klesa k velkym hodnotam slozek
hybnosti mnohem rychleji nez roste @ (i v pfipadé zavislosti Q) na f) a velikost 9D p. Zavedeme-li
prostoroéasovy vektor J hustoty 4-proudu veli¢iny @Q tak, aby*

(J.d*V) = fQ(L.A*V)d*P, (2.88)

Dp

4Prostoro¢asova Gast L. 6(Z-L vektoru L na teéném bundlu je pfitom obecné funkci hybnosti p.
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pak dostavame
/L(fQ)d4VAd4P:/ <J.d4v>:/ d<J.d4V>:/ (div.J)d*V . (2.89)
D oDy Dy Dy

Protoze rov. (2.85) mé platit pro libovolnou oblast Dy, musi v kazdé udalosti platit rovnice kon-
tinuity toku J i v diferencidlnim tvaru

@) - [ g@ar=[ o (5) e (2.90)
Dp Dp ow ¢

Toto odvozeni rovnice kontinuity miizeme pro hamiltonovsky pohyb zapsat také v soufadnico-
vém tvaru. Boltzmannova rovnice (2.80) vyjaddfend pomoci Poissonovych zavorek ma tvar

of o0H O0f O0H _ (éf
ozt dp, Op, Ozt  \Sw

L(f)= - f =17, H] = (29)

Vektor toku J lze definovat vztahem

/de

Jeho kovariantni (¢tyt-)divergence J*, je tedy ddna vztahem
. . 8f GH
VAR = W = [ gt S Tlane+ [ 5@ T dne =
B of of O0H 8 OH B
- [o(5) M- +/Q8 or LHdpn+/8 L(Q—)fﬂdpw

_ /Q<5f> T] s - /ap 2 @ fHdpm_
\/%/Q (m)cd4p+ \/m/[Q,H]fd“P, (2.93)

- [le.msar= [ q ((‘;{))C&P. (2.99)

Specidlng, kdyz zvolime @ = 1, pak [Q, H] = 0 a &tyi-tok hustoty éastic

f(=lgh)~2 H dpy. . (2.92)

tj.

dx*
L= | = fd*pP 2.
J / o f (2.95)

splnuje jednoduchou rovnici kontinuity

Lo of
J;L_/((m)(?d‘lp, (2.96)

kde srazkovy ¢len na pravé strané udava casoprostorovou hustotu vzniku nebo zaniku ¢astic pfislu-
$ného druhu pfi srazkich (a v mnoha pfipadech lze tento élen brat jako nulovy).

Dalsi moment Boltzmannovy rovnice davd pohybovou rovnici, tj. rovnici zachovani hybnosti.
Hybnost p, neni skalarni velic¢ina, mtzeme z ni vSak skaldrni veli¢inu zkonstruovat ztzenim s
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libovolnym vektorem v"*. Zvolime-li tedy veli¢inu Q = v*p,;, pak jeji ¢tyF-tok J mé podle rov. (2.92)
tvar

d L
T :w/pn T fdip =" T (2.97)
dw
kde it
x
T.'= | ps ‘P 2.98
o= [0l (299)
je kanonicky tenzor energie-hybnosti soustavy ¢astic. Poissonova zavorka
OH OH
H] = po® —of 2.99
QuH] = po" G — v (299)

takze rovnice (2.94) m4 tvar
OH )
(T, "), — " T, " + 0" / %fd“P =" /pﬂ (&Dcd‘ip , (2.100)

ktery musi byt splnén pro vSechna vektorova pole v. Tenzor energie-hybnosti proto musi spliovat
rovnici kontinuity hybnosti

o0H of
A
T, 4w Ty + %fd‘lp = /p,{ <5w)cd4P, (2.101)
co? je pohybova rovnice kontinua. w?,, jsou 1-formy konexe — srov. (A.47).

Pro soustavu nabitych ¢astic v gravitacnim a elektromagnetickém poli je jednocasticovy Ha-
miltonian 1

H =g (p = eA)(pr — e4y) (2.102)

kde e je ndboj ¢astice a A(x) je ¢tyFpotencidl elektromagnetického pole. Pohybové rovnice ¢astice
(2.82) tedy maji tvar

Ccllz)b = gZ =p' —eA", (2.103)
D O L e eABr — eAN) + el — oA Ay
Ctyf-tok hustoty spliiujici rovnici kontinuity (2.96) je ddn vztahem
Jt = / gg fd*P = / (p* — eA") fd*P (2.104)
a kanonicky tenzor energie-hybnosti
T."= [ px gifd‘lp = /pn(pL —eA")fd'P . (2.105)

Pro nulovy naboj nebo elektromagnetické pole je tenzor T symetricky. V tom pfipadé se druhy a
t¥eti ¢len na levé strané pohybové rovnice (2.101) vyrusi a ¢tyf-divergence tenzoru energie-hybnosti
soustavy ¢astic popsané rozdélovaci funkci f je dana pouze srazkovym ¢lenem na pravé strané. Pro
nabité castice v elektromagnetickém poli ma kanonicky tenzor energie-hybnosti antisymetrickou
cast

T — T =e(A JY — A"JY) (2.106)
takze druhy a tfeti ¢len na levé strané rov. (2.101) se slozi na ¢len vyjadiujici v pohybové rovnici
4]
T." —eJ'A,. = /p,i <5f> d*p (2.107)
; w),

hustotu elektromagnetické sily ptisobici na nabité kontinuum.
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2.2.4 Lokalné dynamicky symetrické rozdéleni

V kapitole 1.3 jsme odvodili, Ze ve vlastnim klidovém systému plynu je v termodynamické rovnovaze
rozdélovaci funkce ¢astic funkci pouze energie ¢astic E = F(p) méfené v tomto systému (a soufadnic
x). Jestlize nyni vime, Ze f je lorentzovsky invariantni, pak to znamend, %e v obecné soustaveé,
viéi niz m4 lokdlni vlastni klidova soustava plynu 4-rychlost U* = U*(z), musi byt rovnovazna
rozdélovaci funkce zavisla na 4-hybnosti pouze prostiednictvim sou¢inu p,U*. V termodynamické
rovnovaze musi mit f navic néktery z konkrétnich tvart (1.139) nebo (1.140) podle kvantové povahy
popisovanych ¢astic. Jestlize vSak budeme mit jakékoliv rozdéleni tvaru

f= 1 (U())) (2.108)

které nazveme lokdlné dynamicky symetrické (tedy napf. bude energetické rozloZzeni odlisné od
rovnovéazného, bude vsak stéle izotropni), pak z Boltzmannovy rovnice pro dynamiku tohoto plynu
vyplyvaji silnd omezeni.
Pfedevsim ze samotné podminky UU = —1 (tj. (C.4), kde nyni pro zjednoduseni vyrazii uzijeme
geometrické jednotky ¢ = 1) vyplyva
uu“t =0, (2.109)

odkud pro 4-zrychleni
a"=U"U" (2.110)

lokdlnich pozorovatelt v klidu vii¢i plynu dostdvdme podminku (C.5) kolmosti na 4-rychlost.
Zavedeme-li projektor do vlastniho prostoru téchto pozorovateld®

P =UU" + ¢, (2.111)
muzeme s jeho pomoci kazdy 4-vektor X rozlozit na ¢asovou a prostorovou slozku
X' =-U"U.,X") + P X" (2.112)

rovnobéznou a kolmou k U. Podobné kazdy tenzor X mutzeme rozlozit na ¢asovou, smiSenou
(prostorové-casovou) a prostorovou slozku

X =UUS(UrXMU,) — (PAUSULXM + U UNPS XM) + P P5 XM (2.113)
Pro kovariantni derivaci samotného U se tento vyraz vzhledem k (2.109) zjednodusi na
UL;I{ _ —PLAUHUA;#UM + PL)\P/{MU)\;;L _ _aLUn + UL;)\PK)\ (2114)
1
= —ad'U"+w"+c"+ §0P“'v , (2.115)
kde antisymetricky tenzor rotace (vorticity)
Wt — U[L;/\p'f}\ = ylsnl 4 gl (2.116)

a symetricky tenzor smyku (shear)

ey 1 , 1
ot = U pr) — SUMPT = U 4 oty — 0P (2.117)

5Dosazenim se lze presvédéit ze P je skuteéné projektor
PLKPH)\ = PL)\

a ze jeho stopa P! = 3.
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jsou prostorové tenzory ve vlastnim klidovém systému plynu a
0=U", (2.118)

je skalar expanze.

Obecny mocninny moment rozdélovaci funkce je symetricky tenzor. V piipadé lokalné dyna-
micky symetrického rozdéleni, jehoz jedinym vyznacnym smeérem je 4-rychlost U, musi byt ka-
zdy moment zkonstruovan ze symetrizovanych tenzorovych sou¢inti U a g. Napf. tenzor energie-
hybnosti musi mit tvar linearni kombinace

T ~ (p'p" f) = A(x)U'U" + B(x)g" (2.119)
a tenzor tretiho radu
Q" ~ (pp"p N f) = W(2)U'UrU + 3V (2)U g™ . (2.120)

Z momentt Boltzmannovy rovnice pro plyn v metrickém poli vyplyva, ze kovariantni 4-divergence
se musi rovnat momentu srazkového ¢lenu. Jestlize rozdélovaci funkce je dynamicky symetricka a
srazky mezi ¢asticemi tuto symetrii nenarusuji (nap¥. interakei s jingm druhem ¢éastic rozdélenych
nesymetricky), pak i srdzkovy ¢len musi byt lokalné dynamicky symetricky a jeho momenty musi byt
také zkonstruovany z U a g. Konkrétné pro druhy moment Boltzmannovy rovnice tak dostavame
vztah

of

@, = 0 () )~ x@Ue o 4 Y@ (2.121)

ze kterého po dosazeni (2.120) vyplyva diferencidlni rovnice pro U

(W +Wo)U U + 2Wa"UN + (V + V) g™ + 2VeruN 4+ 2VU Y = X (2)URU + Y (2)g™ .
(2.122)
Rozlozenim této rovnice do ¢asové, smisené a prostorové slozky, a dale rozlozenim prostorové slozky
na jeji ¢ast s nulovou stopou a na stopu, dostaneme vztahy

W+Wo-3V-V0 = X-Y (2.123)
(V-W)* = P-V* (2.124)

o = 0 (2.125)

v+ gva = Y. (2.126)

Z rovnice (2.124) tedy vyplyvé, Ze nutnou podminkou k tomu, aby plyn mohl byt lokélné dynamicky
symetricky (a specidlné tedy i v termodynamické rovnovaze), je, Ze jeho zrychleni musi byt Gmeérné
prostorové projekci gradientu jistého skaldru. Podobné podle (2.125) je nutnou podminkou také
nulovost smyku. Lze dokazat, Ze dalsi nutnou podminkou je, Ze plyn nemuze byt soucasné rotujici
a expandujici, tj. fw = 0.

2.3 Numerické metody dynamiky plynua
K feseni konkrétnich tloh dynamiky plynti napf. v astrofyzice musime ¢asto uzivat numerického
modelovani. Existuje fada rtznych osvédcenych metod, které Ize k tomuto tucelu zvolit, a lze po-

meérné snadno vytvorit dalsi, vice ¢i méné odlisné. Proto se zde nebudeme snazit o systematicky
prehled a vyklad vSech metod a radéji si na nékolika vybranych metodach ukazeme jejich vlastnosti
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a problémy spojené s jejich uzivanim. V zasadé vSak numerické metody vychazeji z modelovani
plynu bud kontinuem, popsanym parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, nebo velkym pocétem ¢astic
spliiujicich pohybové rovnice (existuje ovSem i fada metod smiSenych). O obou téchto pFistupech
existuje velké mnozstvi literatury (napt. [11] pro sifové metody).

V pripadé spojitého popisu prostfedi mizeme proménné veli¢iny numericky reprezentovat jejich
hodnotami v jisté prostorové siti, nebo rozvojem do vhodného systému funkci. Druhy pfistup byva
vyhodny kdyZz vychézi z jisté (alespon pfiblizné) symetrie tilohy a snizuje tak jeji dimenzi (za cenu
vétsiho poc¢tu proménnych, ktery je vsak stale mensi nez pocet uzli sité potiebnych k reprezentaci
potlacené dimenze). Parcidlni diferencilni rovnice, ke kterym tloha v obou p¥ipadech vede (pokud
rozvojem nepotla¢ime napf¥. vSechny prostorové dimenze a nedostaneme tak soustavu obyc¢ejnych
diferencidlnich rovnic), byva zvykem klasifikovat jako eliptické (napf. Poissonova rovnice (9% +
d2)F(x,y) = Q(x,y)), parabolické (napf. rovnice difuze (0; + C92)F(t,z) = 0) a hyperbolické
(napf. vlnova rovnice (97 — ¢?92)F(t,x) = 0). Z numerického hlediska je mezi nimi rozdil v tom,
Ze prvni dava ‘problém okrajovych podminek’ vyzadujici self-konzistentni statické feseni ve vSech
proménnych, zatim co druhé dva typy davaji tzv. ‘Cauchyho problém’ (‘poéateénich podminek’),
umoznujici postupnou integraci ¢asového vyvoje. Pravé timto pripadem se budeme v nasledujicim
zabyvat.

2.3.1 Metody siti

Hydrodynamické rovnice a dalsi rovnice, které s nimi mohou byt pfipadné svdzany (napf. Ma-
xwellovy rovnice pro elektromagnetické pole, nebo Poissonova rovnice pro newtonovsky gravitacni
potencidl), tvofi zpravidla soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho fddu. Pokud jsou
totiz nékteré diferencidlni rovnice vyssiho fadu, 1ze je vhodnymi substitucemi a doplnénim definic-
nich rovnic pfevést na rovnice prvniho faddu pro vétsi pocet proménnych (napf. Poissonovu rovnici
pro potencial oznacenim gradientii potencialu jako intenzit pole).

Stabilitu feseni takové soustavy rovnic samotné i riznych diferen¢nich schémat uzitych k jejimu
numerickému FeSeni mizeme vysetfovat pomoci tzv. von Neumannovy analyzy lokalni stability, tj.
studiem chovani amplitud jednotlivych fourierovskych modu poruch feseni. Pfedpokladejme, ze
rovnice mohou byt zapsany v eulerovskych soufadnicich ve tvaru

ou+ 0, F(u) +G(u) =0. (2.127)

Proménné u je obecné viceslozkovd mnozina — ‘vektor’ (ve smyslu pole v programovacich jazycich,
nikoliv z hlediska diferencidlni geometrie) stavovych veli¢in, F(u) pfedstavuje toky téchto veli¢in
a G(u) zdrojové ¢leny. Pokud by soustava nebyla linedrni v w, miZeme ji napfed linearizovat do
tvaru

0w = L(u) = Au+ Boyu , (2.128)
kde L je linearni diferencialni operator, tj. A a B jsou matice.® Potom pro Fourierovu transformaci
i (kde u(t,z) = [ 1(t, k)e'**dk) dostdvame rovnici

oy = At + ikBu (2.129)
ktera ma formalni feseni
u(t, k) = exp(At + ikBt)u(0, k) . (2.130)

Rozlozime-li tedy vektor u do vlastnich vektora matice A+ikB, pak jeho slozky odpovidajici vlast-
nim hodnotam se zapornou realnou ¢asti budou exponencialné tlumené a s kladnou exponenciilné
porostou.

SPokud soustava linearnich rovnic (2.128) obsahuje na pravé strané absolutni ¢len, vysetiujeme napied chovani
homogenni soustavy.
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Nahradime-li soustavu diferencidlnich rovnic (2.128) diferen¢nimi rovnicemi

+m
wt = 3" oy, (2.131)

l=—m

a uf = u(nAt, jAr) rozlozime v x do Fourierovy fady u} =}, itetkIAT pak v analogii s (2.130)

J
+m _ n
= ( > cle“@lm> ad . (2.132)

dostaneme
l=—m

Kazdy mod tedy opét bude klesat nebo poroste podle velikosti absolutni hodnoty ptislusné vlastni
hodnoty matice Zf:"im Cjetktar,

Jako piiklad vySetfujme nejprve soustavu rovnic kontinuity (1.49) a pohybové rovnice (1.51) s
nulovymi srazkovymi ¢leny v jedné prostorové dimenzi,

u:(i), F(u)z(;>7 G(u)z(p%,), (2.133)

kterou uzavieme algebraickou rovnici (1.31)

7r2

T=="+ P(p) (2.134)

pro celkovy tenzor napéti T pii znamé stavové rovnici 79 = P(p)d§%¥ pro tlak P ve vlastni soustavé
kontinua. Rovnice (2.128) m4 tedy tvar

f()- (2 1)(2) (2 2)a(2). e

kde v = % je rychlost proudéni kontinua a ¢? = %—1; je ¢tverec rychlosti zvuku (pfi stavové rovnici
P(p)) v klidové soustavé kontinua. Po Fourierové transformaci tedy bude mit matice na pravé

strané rovnice (2.129) tvar

. 0 ik

Vlastni hodnoty této matice jsou

@/
Ay = —ik (v +ey/1— zkc2> , (2.137)

a vlastni vektory
ik
us (k) = — < ;i > . (2.138)

Reseni (2.130) tak bude predstavovat zvukové viny s vlnovym vektorem k a frekvencemi (), to
znamend postupujici rychlostmi v + ¢ (v je rychlost undSeni proudénim a ¢ je rychlost zvuku ve
vlastni soustavé kontinua). Pokud je ® # 0, pak amplituda jedné z téchto vln s Casem exponenci-
alné roste a druhd klesd (podle znaménka R(A)).

Toto chovéani jednotlivych fourierovskych modu samotné soustavy diferencidlnich rovnic i cho-
vani jeji aproximace pomoci ruznych diferencnich schémat k numerickému modelovani ¢asového
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Tabulka 2.1: Chyby metody FTCS
kAx ckAt wv/c  cosTluvkAt
10° 10° 985 1.015
30° 30° .886 1.118
90° 90° 500 1414
90°  45° 590 1.118=1.25'/2
90° 10° 634 1.006=1.057'/9

vyvoje kontinua muzeme vySetfovat i na velmi jednoduchém piikladu daném parcialni diferenci-
alni rovnici

Oiu + cOpu =0 (2.139)

pro skalar u, jejiz feSeni mé tvar konstantni obecné viny
ul = u(ty, ;) = uo(zj — ctn) (2.140)

pohybujici se rychlosti c.

FTCS Patrné nejelementarnéjsi metoda feseni spociva ve vyjadieni Casové derivace funkce u z
pohybové rovnice pomoci ostatnich ¢lentt a v postupném pfi¢itani k pocateénim hodnotdm wug v
kazdém bodé prirtustku Atd;u odpovidajicich konstantnimu ¢asovému kroku At. Prostorové deri-
vace pfitom nahradime koneénymi diferencemi (proto nazev forward time — centered space), takze
v piipadé rov. (2.139) dostédvame rekurentni vztahy

ntl o i‘t(
J 7 2Ax
Jestlize napiiklad poc¢dteéni podminka mé tvar ug(z) = sin kz, pak se s pomoci souétovych vzorci
muzeme Uplnou indukci presvéddit, ze

u ul g —uj_q) . (2.141)

u} = cos™"(vkAt)sin(kz; — vkt,) , (2.142)
kde A
tg(vkAt) = Z—x sin(kAz) . (2.143)

Tento vysledek souhlasi s pfesnym Fesenim (2.140) pouze v limité Az — 0 a At — 0, kdy v = ¢. Pro
koneéné diference vSak vidime (napf. v tab. 2.1), Ze viny s kratsi vinovou délkou postupuji mensi
rychlosti v a jejich amplituda roste. Protoze poc¢atecéni tvar ug obecné neharmonické viny mutizeme
rozlozit na jednotlivé fourierovské slozky, které se pak v disledku disperze rychlosti v = v(k) budou
rozbihat a vzhledem ke ¢lenu cos™™(vkAt) jejich amplitudy porostou rozdilnou rychlosti, je zfejmé,
ze vadou integra¢niho schématu se bude tvar vlny ménit.

V pripadé FTCS schématu (2.141) pro nasi modelovou rovnici (2.139) dostavame ve shod€ s
(2.142) a (2.143)

At "
an = (1 - z’cA—x sin kAm) @ (2.144)

tj. tim rychlejsi divergenci vSech modu, ¢im vétsi je tzv. Courantovo Cislo C' = CX‘;. V dusledku
této numerické nestability se mohou napf. hodnoty v sudych a lichych bodech neustale navzajem
vzdalovat, aniz by to schéma (2.141), ve kterém se tyto soustavy bodl navzijem ovliviiuji pouze
prostiednictvim svych prostorovych derivaci (a nikoliv svoji celkovou velikosti), mohlo kompenzo-

vat. K potlaceni této nestability je proto tfeba do integra¢niho schématu zavést jisté stredovani.
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Obrazek 2.4: Grafické zndzornéni numerickych schémat — a) FTCS, b) Lax , ¢) leap-frog, d) Lax —
Wendrof; sipka znazornuje uréeni pocateéni hodnoty, prosta ¢ara urceni casové derivace

Laxovo schéma Jednu z nekone¢né mnoha moznosti dava tzv. Laxovo schéma vyjadiené reku-
rentnim vztahem 1 A
1 c
uitt = §(u;?+1 +uf ) — m(uyﬂ —uf ). (2.145)
Metodou von Neumannovy analyzy stability odtud mizeme vyjadiit rekurentni vztah pro fourie-
rovské slozky
~n+1 _ CAt . -n
Gy = | coskAx —i——sinkAx | ay, , (2.146)
Ax
odkud je ziejmé, ze v tomto schématu jsou vSechny mody stabilni zvolime-li C? < 1. Rovnici
(2.145) mizeme také prepsat ve tvaru
1 cAt 1
u}H' =uj — E(“?H —uj_q)+ §(u?+1 —2uf +uj_4), (2.147)
ktery se od (2.141) 1isi pfidavnym t¥etim ¢lenem. Tento ¢len je Gmérny diferencné vyjddiené druhé
derivaci u, ktera zjevné prispiva k potlaceni oscilaci funkce u. Takovyto ¢len nazyvame numerickou
(umélou) viskozitou.

Schéma leap-frog FTCS i Laxovo schéma pocitaji prostorové derivace z hodnot na pocatku
casového kroku, ty se vSak v pribéhu kroku méni. Presnéjsi vysledek by daly derivace ve stfedu
¢asového kroku. Toho lze jednoduSe dosdhnout ve schématu leap-frog

_ cAt
u?'z—o—l — un 1

j i T Ay Wi T ui) (2.148)

které k hodnotdm v sudych uzlech (podle parity j 4+ n) priéita pfiristky vypoétené z derivaci v
lichych bodech a naopak.

Laxovo — Wendroffovo schéma Velikost numerické viskozity, jaka se objevuje ve tfetim ¢lenu
na pravé strané (2.147), lze zvolit také tak, aby vysledné schéma bylo pfesné do druhého Fadu
Taylorova rozvoje podle At

1
u?"'l =u(ty, + At,x;) = uj + Atdyu(t,, z;) + Q(At)Qﬁftu(tn,xj) . (2.149)
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Podle vlnové rovnice, kterou dostaneme derivovanim (2.139), totiz 07,u = —cdZ,u = ?02_u, takze
tuto vlastnost mé schéma

n+1l __ u — cAt (un — ) 62(At)2

D VN A A 2(Ax)?

zavedené Laxem a Wendroffem. Laxovo — Wendrofovo schéma lze také interpretovat jako postupny
odhad hodnot ve stfedech bunék sité Laxovou metodou

u (ufyq —2uf +uf_y) (2.150)

nt1j2 1 cAt

Ujtio = 5(“? +ufiq) F E(u?il —uj), (2.151)

z nichZ ve druhém pulkroku vypocteme analogicky metodé leap-frog vysledny krok

At n n
W = S (2.152)

j i T A Witz T Yi-1y2

Schéma upwind Dalsi velmi jednoduchou mozZnosti je schéma pocitajici prostorové diference
asymetricky ‘po proudu’ (upwind, upstream)

ntl _ n cAt

ul uf — E(U? —uj_q), (2.153)
které miizeme piepsat v symetrizovaném tvaru
cAt lc| At
u?“ =uj — E(“}lﬂ —uj_q)+ E(uyﬂ —2uf +uj_y) . (2.154)

Cviéeni 5 Provedte von Neumannovu analyjzu stability numerického schématu

;-”1 =uj — E(U?H —uj_y) +o(uf —2u} +uj_)

s obecnou numerickou viskozitou o a aplikujte ji na vyse uvedend nebo dalsi schémata.

u

2.3.2 N-casticové metody

Alternativni metodou k popisu dynamiky velkého souboru ¢éstic (napf. atomt plynu nebo hvézd
v galaxii) jako kontinua pomoci hydrodynamickych, tj. parcidlnich diferencidlnich rovnic, je jeho
reprezentace pomoci soutadnic velkého poctu castic, pro které fesime pohybové rovnice. Nizké
vypocetni kapacita nas zpravidla nuti omezit se na pocet bodu, ktery je o mnoho fadd nizsi, nez
skuteény pocet ¢astic studované soustavy. Kazda pocitana castice v tom pripadé predstavuje pod-
statné vétsi pocet castic. Tomu je tfeba prizplisobit pfedevsim zapocteni vzajemné interakce ¢astic.
Konkrétni naprogramovani vypoc¢tu miize pracovat bud s trvale sledovanymi ¢asticemi, nebo miize
pouzivat rizné varianty metody Monte Carlo s ndhodné generovanymi, nebo ndhodné interagu-
jicimi ¢asticemi. Vyhodou ¢asticovych modelt ve srovnani se sitovymi metodami je okolnost, Ze
nemarni vypocetni ¢as na modelovani vyvoje v oblastech s velmi nizkou hustotou, které nemohou
prakticky ovlivnit feseni v hustych oblastech prostoru.

N-particle simulations. Pfimocaré programové implementace simultanniho feseni pohybovych
rovnic zpravidla poéitaji s fadové 10* &astic. Jsou vihodné zejména pro modelovani systémii se sla-
bymi bindrnimi interakcemi (hvézdokupy, galaxie, velkorozmérova struktura v kosmologii). Zrych-
leni jednotlivych castic v disledku binarni interakce silné vzrista pii blizkych setkanich s jinymi
Casticemi. Proto jsou vyhodné programy s moznosti proménného casového kroku, voleného pro
kazdou ¢astici podle jeji okamzité vzdalenosti od nejblizsich sousedii. Uspora strojového ¢asu na
slabé interagujicich ¢asticich pak umoznuje zvysit o fad pocet sledovanych ¢astic.
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PIC — Particles in cell. Strojovy ¢as potfebny k vypoctu zrychleni pfi explicitnim zahrnuti
vSech bindrnich interakci (rovnéz i jenom vypocet vzajemnych vzdalenosti, ktery by umoznil od-
hadnout, které interakce mohou byt zanedbany) roste u N-¢asticovych metod jako N2. Proto miize
byt vyhodné kombinovat ¢dsticovou metodu se sitovou metodou — rozdélit prostor na objemové bu-
nky, pro kazdou ¢astici urcovat, ve které burice se v danném okamziku nachazi, a explicitné pocitat
pouze jeji interakci s ¢asticemi v téze nebo sousedni burice, zatimco interakce s ostatnimi se berou
jako nasobek poctu castic ve vzdalené burice a interakci s charakteristickou ¢astici ve stfedu oné
buriky. Podobného efektu 1ze dosdhnout i sdruzovanim vzdalenych ¢astic do jistych kup, nebo napf.
nahrazenim blizkych bindrnich interakci ndhodnymi srazkami a vzdalenych interakci s kolektivnim
polem pocitanym metodou siti.

SPH — Smoothed particle hydrodynamics. Podobné jako N-¢asticové simulace, metoda
SPH aproximuje kontinuum velkym poé¢tem &astic v bodech 7,(t)|2_;, z nichz kazdé je piifazeno
jisté ‘rozmazévaci’ jadro, tj. nezdporna prostorova funkce W (r — r,, h) normovand na jednicku
(/ Wd3r = 1), parametrizovand charakteristickou ‘rozmazavaci’ délkou h, s (prakticky) nenulovym

nosi¢em v malém okoli r,; pfikladem jadra W muze byt Gaussova funkce
W(r —rq,h) = h3n % exp(—2?), kde x=h"tr—r,l, (2.155)
nebo C?-spojité Wendlandovo jadro s kone¢nym nosi¢em

21

W =reh) = a56e0

(2—-2)*(22z+1), pro <2, (2.156)
a W =0 pro x > 2. Jestlize a-t4 Gastice pfispiva k né&jaké (intenzivni) fyzikdlni veli¢iné ¢ (napf.
hustoté hmoty, hybnosti ¢i energie ap.) extenzivni hodnotou @, (hmotnosti, hybnosti, energii
Céstice), pak stfedni hustota této velifiny v bodé r je ddna

(a(r) = QW (r —ra(t),h) (2.157)

tj. souc¢tem piispévkl hustot od vSech ¢astic. Napiiklad hustotu hmoty p(r) tak miZzeme vypocitat
podle (2.157) vztahem

p(?“) = Z maW(r - Ta(t)v h) ) (2158)

kde m, je hmotnost a-té ¢astice. Hodnoty intenzivnich veli¢in ¢(r) (jako je tlak, teplota ap.)
miizeme interpolovat vztahem

Mg

(a(r) ~ > Eq(m)W(r —rq(t),h), (2.159)

a

kde p, je hustota hmoty a-té ¢astice, vypoctend pomoci (2.158) v jejim stiedu r,. (Pro samotnou
hustotu p jsou vyrazy (2.158) a (2.159) identické).

Pro tsporu vypocetniho ¢asu se séitani provadi pfes omezeny pocet blizkych c¢astic. K jejich
identifikaci lze uzit pomocnou prostorovou sit. V ptipadé zapocteni dalekodosahovych sil, tj. prede-
v§im vlastni gravitace, jejiz skalarni potencial je dan feSenim Poissonovy rovnice, je nutné zapocitat
prispévek vsech, tedy i vzdalenych c¢astic. Ty lze vsak pro tsporu vypocetniho ¢asu sdruzit do hye-
rarchicky uspofddanych podmnozin celého souboru (napf. metodou kd-tree), které pak mohou
urcit také blizké sousedy.
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Derivovanim vyrazu (2.157) mZeme nalézt gradient veli¢iny ¢ ve tvaru

0
’I“)) = za: Qa%w(r - ra(t)a h) (2'160)
a ¢asovou derivaci
alr) = =3 Quth W (r = ra(t). ) (2:161)
kde
= i (2.162)
Vg = dtra .

je rychlost a-té ¢astice. JestliZe tedy podle (2.157) vypocteme také hustotu hybnosti (z niz a hustoty
hmoty p lze definovat makroskopickou rychlost v(r))

w(r) = p(r)v(r) ~ Zmava(t)W(r —1q(t), ), (2.163)
pak v dusledku (2.161) a (2.162) tyto veli¢iny identicky spliiuji rovnici kontinuity hmoty

oip+Vi(pw') =0. (2.164)

Ve srovnani s (2.161) ovSem ¢asova derivace hustoty hybnosti (2.163) bude
d A
r) =~ ;ma%W(r Zmavavfla v W(r —rq(t),h), (2.165)
kde druhy ¢len na pravé strané je v analogii s (2.160)
2 Mt A W (r = ralt), ) = V(oo (1 (1) (2.166)
Abychom dostali rovnici zachovani hybnosti, tj. pohybovou rovnici nap¥. ve tvaru
Oh(pv") + V9 (p(r)v' (r)o? (1) + PH7) — pgi = 0 (2.167)
pro hydrodynamiku plynu s tlakem P% v silovém poli ptisobicim zrychleni ¢°, musi zrychleni kazdé

Castice byt

dot Vipi

4=~ % 4 gi(ry,) . 2.168
b Vg (2.168)
Hodnotu tlaku P, (zpravidla izotropntho PY = P§%) v kazdé ¢astici je tieba urcit z dalsich

predpoklad, napf. ze stavové rovnice. Podle (2.159) pak muZeme tlak interpolovat do libovolného
bodu a v analogii s (2.160) miZeme vypocitat i gradient tlaku

VP =Y %Pa%vm — 74(t), h) (2.169)

v kazdém bodé, tedy i ve stfedu kazdé ¢astice (kde je derivace jadra nulové, takze gradient tlaku je
urcen okolnimi ¢asticemi). Integrovanim pohybovych rovnic (2.162) a (2.168) tak dostavame pohyb
¢astic plynu v Lagrangeovském popisu hydrodynamiky, tj. jeho proudnice.

Metodu SPH lze dale doplnit o feSeni rovnice zachovani energie, zapoc¢itani magnetohydrody-
namiky a dalsich jevd — viz napf. [10].

53



Priloha A

Vybér z diferencialni geometrie

A.1 Tenzorova algebra

V této kapitole budou shrnuty zakladni algebraické vlastnosti vektori, tenzort a dalsich geomet-
rickych objektd, tj. vlastnosti odpovidajici chovani a vztahim jimi popsanych fyzikalnich veli¢in v
jednotlivych bodech pfislusného fyzikalniho prostoru (napf. prostorocasu nebo fazového prostoru),
nikoliv vsak k jejich prostorovym zménam.

A.1.1 Vektory a kovektory, tenzorovy soucin a uZeni

Definice 1 Vektorovy prostor nad télesem® skaldri (zpravidla redinych c¢isel R, nebo komplex-
nich ¢isel) je mnozina T vektord, na které je ddna operace séitani s vlastnostmi:
a) asociativnost, VX, Y, Z € T: (X +Y)+Z=X+ (Y + 2)
b) komutativnost: X +Y =Y + X
¢) 30 € T (nulovy vektor): X +0=X VX e€T)
d)VX eT, 3— X €T (opacény vektor): — X + X =0,
a ddle je na T ddno ndsobent skaldrem s vlatnostmi:
e)VX eT, a,be R: a(bX) = (ab)X
fl1XxX =X
g) distributivnost vici sc¢itant vektord: a(X +Y) = aX 4+ aY
h) distributivnost vici sc¢itani skaldri: (a + b)X = aX + bX.
Vektory X;|*_, jsou linedrné& zavislé, jestlize Ja;|" ; € R: > a? #0, Y a; X; =0.
T je n-dimenzionalni, jestliZe v ném existuje tzv. bdze n linedrné nezavislych vektori a kaZdd
n + 1-tice vektord je linedrné zavisld.
Dualni vektorovy prostor T* je prostor linedrnich zobrazeni

E:T—>R.
{exp_, €T} a {0F7_, € T*} = {ex|7_,}* jsou vzdjemné dudlni baze T a T*, jestliZe

0'(e;) = 5t . (A.1)

ITéleso je asociativni okruh s jednotkou (a.1 = 1.a = a), ve kterém pro kazdy nenulovy prvek a existuje inverzni
prvek a~! (a.a™! = a~1.a = 1). Okruh je komutativni grupa (viiéi séitani) s oboustranng distributivnim nasobenim.
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Ziejmé T* k n-dimenzionalnimu 7' je rovnéz n-dimenziondlni. Ztotoznujeme T** =T a piSeme
£(X) = (€X) = X',
kde X = X'e; € T a ¢ = £,0° € T* (ptes shodné horni a dolni indexy se s¢ita).
Definice 2 Prostor T} tenzoru typu (p,q) je prostor multilinedrnich zobrazent

AT x .. xT"xTx.xT—=>R.

p q

Na mnoZiné tenzori véech typi je definovdna operace tenzorovy soucin

®: TP x T] — TP

q+s
tak, Ze
(A B)(&,...,n, ..., X,...Y,..) = A(¢, ..., X,..).B(y, ..., Y, ...) (A.2)
N~ NN A N~ N~
P r q S P q T S

a zobrazeni UZeni v i-tém a j-tém indexu

q q—
tak, Ze
(AVE oy X, Y ) =D A, 08, X e, Y ) (A.3)
i—1 p—i j—1 q—j i—1 p—i  j—1 q—j

kde {ex|n_,} = {0F[7_,}* jsou libovolné dudlni bdze.

Ziejmé plati dim(T}) = nPt4, Tenzorovy soudin tvoii algebru v prostoru direktnich souctii

ooq—oly. Kazda (nikoliv nutné dudlni) dvojice bazi na 7" a T indukuje bézi na T} (tvofenou

tenzorovymi souciny jejich prvki), v niz lze tenzor A € TP vyjadrit slozkové
A=A""Te;, ®.. 06,0607 ©..0¢ .

Lze ovérit, ze definice iZeni je nezavisla na volbé dvojice dudlnich bazi.

A.1.2 Vnéjsi algebra

Definice 3 Prostory p-vektoru NPT C T} resp. p-forem APT* C Tg (p < n) jsou podprostory
tenzoru antisymetrickiyjch ve vSech argumentech. Vnéjsi souéin je zobrazeni

A APT x NIT — APTIT

takove, Ze

—1)lel
(EAY)E o) = DX V) ot o) (A4)

g

kde |o| je parita permutace o ¢isel 1,...,p+ q. Vnitini soudin p-formy £ a q-vektoru X je |p—q|-
forma resp. vektor vznikly ziZenim jejich tenzorového soucinu v prunich min(p,q) indezech,

(€X) = (o X).
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Ziejmé plati ze dim(APT) = (), A°T = R, AN'T =T =T, AN'T* = TP = T*. Vné&jsi souéin je
antisymetricky

(XAY)=(-D®P(Y NX), (A.5)

linedrni a asociativni. Tvoii tedy (tzv. Grassmanovu) algebru v 2"-dimenzionalnim prostoru di-

rektnich souctt @;_q(APT).

Definice 4 Zvolime-li na n-dimenziondlnim prostoru T jednotkovou n-formu e¢ € A"T™, pak
tato definuje dualni zobrazeni
x 0 APT <> A"7PT™

tak, Ze pro A € NPT, w € NPT™

*xA = Z%<EA> . (A.6)
KW = %(wE} , (A.7)

kde E € AT je jednotkovy n-vektor, pro ktery

«xE=1. (A.8)

Plati
wxw = (—1)PP)y (A.9)

Vnéjsi soucin p-vektort je tieba odliSovat od vektorového soucinu vektort, ktery je také an-
tisymetrickd a bilinedrni operace (nékdy také oznaCovand symbolem A), ale definovand pouze
na 3-dimenzionalnim vektorovém prostoru. V takovém prostoru s metrikou lze vektorovy sou-
¢in Z vektort X,Y lze konstruovat zvednutim indext jejich kontrakce s jednotkovou 3-formou,
Z=XxY =g, X®Y)).

A.1.3 Skalarni soudin

Definice 5 Symetricky, tzv. kovariantni metricky tenzor g € TV, pro jeho# slozky 9i; v libo-
volné bazi T* je

definuje na T skalarni souéin
(. ):TxT—>F

tak, Ze proVX,Y €T o
(XY)=(Y.X)=g(X,Y) =g;; XY’ (A.10)

(kde X a Y7 jsou slozky v dudlni bdzi), ddle definuje snizovani indext, tj. zobrazeni
g:T—=T"

tak, Ze
(9(X)Y) =g(X,Y). (A.11)

g ddle indukuje k nému inverzni zobrazeni (zvySovani indexu)

g T =T,
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ktere definuje skaldrni soucin na T

€n) =08 =9(g " (€).9g () =g"&n; (A12)

kde g% jsou slozky kontravariantniho metrického tenzoru g=' € T7. Bdze {e;} je ortogo-
nalni, jestlize
(cie)=0  pro i#j,

a ortonormalni, jestlize
(67;.6]‘) = :i:c?” .

A.2 Tenzorova analyza

V této kapitole budou shrnuty zakladni vlastnosti tecnych vektori, vektorovych a tenzorovych
poli a jejich derivaci na zak¥ivenych prostorech (varietdch) jako je napf. obecné relativisticky
prostorocas.

A.2.1 Tecné vektory a n-formy na varietach

Definice 6 Topologicky prostor M je diferencovatelna varieta dimenze n, jestlize je ddn tzv.
Uplny atlas souradnicovych map, tj. lokdIné definovanych zobrazeni

wv:M—R"

pokrijvagicich celé M takovych, Ze v priniku jejich definicnich obori je j o v~! nekonecné dife-
rencovatelné s nenulovym jakobidnem.

Definice 7 Necht M je diferencovatelnd varieta a F prostor redlnych funci (“skaldrdi”) na M.
Teénym vektorem v bodé A € M nazveme zobrazeni

Xa: F—=R
které je linedrni, tj. splriiuje
Xa(f +c.g) = Xa(f) +cXalg) (A.13)
pro libovolnd f,g € F, c € R, pro které plati
Xa(f9) = Xa(f)-9(A) + f(A).Xa(g) . (A.14)

Mnozina Ta vsech tecniych vektori v pevném bodé A se nazyvd fibre, a jejich sjednoceni B =
UaemTa teény bundle.

Vlastnost (A.13) uréuje, ze X4 jsou linedrni zobrazeni na (co-dimenziondlnim) vektorovém
prostoru F. Te¢ny fibre tedy tvoii opét linearni vektorovy prostor vi¢i operacim séitani a nasobeni
¢islem definovanym vztahem

(Xa+cYa)(f) = Xa(f) +cYalf) -
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Vlastnost (A.14) urcuje, ze X 4 se chova jako derivace (tedy napf. XA (f") = nf" tXa(f)),
takze teény vektor je diferencialni operdtor. Lze ukazat, ze souradnicové vyjadieni X4 v mapé p
(u(A) = (2, ...,27;)) m4 tvar

0
(for™ Ml - (A.15)

Fibre T4 je tedy n-dimenzionélni vektorovy prostor a {% ? .} jeho soufadnicovi béze in-
dukovanad mapou p. Teény bundle B tvofi 2n-dimenzionalni varietu, jejiz atlas je tvoien vSemi
mapami sluéitelnymi s mapou, kterd VX4 € Ty prifadi (2}, ..., 2%, X}, ..., X}) € R*™.

Definice 7 odpovidé intuitivni pfedstavé vektoru X4 jako Sipky z bodu A € M do (infinite-
zimalné vzdaleného) bodu A + A tak, ze pro Vf € F (a specidlné i kdyz za f zvolime slozku
soufadnicové mapy) X 4(f) udava linedrni ¢len Taylorova rozvoje

FA+A) =~ f(A)+ Xalf) -

Definice 8 Necht M je diferencovatelnd varieta a F prostor redlngch funci (“skaldrd”) na M.
Teény vektorovy prostor T na M je prostor teénych vektoru X (neboli “kontravariantnich vek-
torovych poli”) na M, tj. prostor zobrazeni

X F—=>F
kterd jsou linedrni a diferencidlni, tj. spliuji
X(f+cg)=X(f)+cX(g) (A.16)

X(f.9)=X(f).g+ fX(g) (A.17)
pro libovolnd f,g € F, c € R.

Vektorové pole na M tvofi n-dim. podvarietu te¢ného bundlu.

Defini¢éni obor {A € M} vektorového pole lze omezit na libovolné N ¢ M (X : F(M) — F(N)).
Je-li N podvarieta M, pak T(N) je podprostor T'(M) vektort teénych k N. Ziejmé totiz kazda
funkce na M je soucasné funkci na N, proto teény vektor na N je vektorem i na M, definovanym
pouze v bodech N a ’'necitlivym’ k rozdilnému chovani funkci mimo N. Kazda soufadnicova mapa
w(A) = {z(A)|™,} indukuje ve svém definiénim oboru soufadnicovou béazi {9,:|"_;} (rozumi se
Opi | = %( fou~1)). Pii pfechodu k soutadnicim {y’} se prvky soufadnicové baze transformuji

Oy’
Opi = %ayj . (A.18)
Tvrzeni 1 Komutdtor
[X,)Y]=XoY —-YoX (A.19)

vektoru X, Y je vektor.

Pro dikaz je kli¢ové vlastnost komutétoru dana rovnici (A.15), kterd plati, protoze smisené ¢leny
typu X (f).Y(g) se vyrusi. Prvky soufadnicové béze komutuji (jsou ’holonomni’). V obecné bézi

{ei} = {0’}

(X, Y] = (X(Y*) = Y(XF) + XY ey (A.20)
kde
Ci'cj = _Cfi = Gk([ei, ej]) (A.21)

jsou tzv. koeficienty struktury dané béze.
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Definice 9 Kotecny vektorovy prostor T je dudlni vektorovy prostor 1-forem neboli “kovariant-
nich vektorovych poli”, tj. prostor zobrazeni

E:T — F.
Analogicky prostor TP tenzoru typu (p,q) je prostor multilinedrnich zobrazeni

A:T"x ... xT"xTx...xT—F

p q

a prostory p-vektoru resp. p-forem jsou antisymetrické podprostory T} resp. T;?- V prostorech
vSech tenzori resp. p-vektoru a p-forem jsou definovdny tenzorovy soucin a uZeni, resp. vnéjsi a
vnitrnd soucin analogicky definicim 2 a 3.

Tenzor typu Tg na M je souCasné tenzorem téhoz typu na podvarieté N C M, spec. p-forma
na M je p-formou na N (nenulovou pouze pro p < dimN).

Definice 10 Vnéjsi diferencial je linedrni zobrazeni
d: NPT* — NPHLT™

takove, Ze

df(X) = X(f) (A.22)
pro f € NOT* = F,
dw An) = (dw) An+ (—1)Pw A (dn) (A.23)
pro w € NPT q
ddw =0. (A.24)

Pro kazdou soufadnicovou mapu {z*|?_; } tvoii {da*|"_,} bazi T*, ktera se transformuje

oz’

dz' = 597 dy’ (A.25)
a je dudlni k bézi {0,:|1",}
Tvrzeni 2 Pro I-formu w je
dw(X,Y) = X (w(Y)) = Y(w(X)) —w([X,Y]) . (A.26)

Dikaz: V libovolné soufadnicové bazi plati podle (A.18)

X(w(Y) = Y(w(X)) —w(X,Y]) = X(w;Y?) =Y (w;X7) —wj(X(Y?) - Y (X)) =
= X(w))Y? —Y(w)X? = (dw; Ada?)(X,Y) = dw(X,Y)

Q.E.D.
Dtisledek: V dudlni bézi lze koeficienty struktury vyjadiit alternativné k (A.21) jako

cfj = —db" (e, e;) . (A.27)
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Definice 11 w € APT* definuje miru (integrdl) na p-dimenziondlni podvarieté N C M

/w = /w(8117...78mp)dx1...dmp, (A.28)

kde {z'|_,} je libovolnd soutadnicovd mapa na N.

Tvrzeni 3 Zobecnéni Stokesova véta Pro uzavienou p-dimenziondlni hranici OV (p + 1)-

dimenziondlni oblasti V' plati
/ dw = / w. (A.29)
1% av

Definice 12 Vnitini derivace je zobrazeni § : T — F takové, ZeVf € F a X, Y € T plati

S(fX+Y)=X(f)+ f6X + Y . (A.30)

Vnitini derivace vektorového pole X je tedy ve zvolené bazi v n-dimenzionalnim prostoru dana
n-tici funkei (derivacemi jednotlivych prvki baze),

6X = e;(X') + X'e; . (A.31)
Kazda n-forma ) na n-dimensionalni varieté urcuje vnitini derivaci § vektoru X vztahem
d(QX) = (6X)Q. (A.32)
V soufadnicové bézi, ve které Q = Qodz! A ... Adz™ a X = X?0,, totiz
d(QX) = 0;(QX)daz' A ... Adx™ = (9;(X7) + X0;(InQ0))Qodx A ... Adz™ (A.33)
coz odpovida vztahu (A.31), jestlize vnitini derivace prvka baze 9; zavedeme vztahem
00; = 0;(InQ) . (A.34)

Naopak, obecnou vnitini derivaci ¢ lze zapsat ve tvaru (A.33), jestlize lze nalézt funkci Qg tak,
aby spliiovala rovnice (A.34), tj. jsou-li splnény podminky integrability téchto rovnic

0:(60;) = 0;(5;) . (A.35)

které maji v obecné bazi tvar
61'(56]‘) — ej(éei) = 5[6i, ej] . (A36)
Dausledek: Pro vnitini derivaci ¢ spliujici tyto podminky plati podle (A.32) a (A.29)

/V (6X)Q = /a J(x). (A.37)
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A.2.2 Afinni konexe

Definice 13 Afinni konexi nazveme zobrazeni

V:TxT—T
takove, 2e VX, Y, Z €T, f € F
VivizX = fVy X + VX (A.38)
Vx(fY+2)=X(f).Y + fVxY +VxZ. (A.39)

Afinni konexe VxY se tedy chova tenzorové vici indexu X a diferencialné viuci argumentu Y,
tj. popisuje zménu pole Y podél pole X. V libovolné dualni bazi {e;} = {0}

VxY = (X(Y*) + Yk, (X)) .ex , (A.40)

kde , )
wki _ wkijej _ gk(vej €i).07 (A.41)

jsou 1-formy konexe v piislusné bazi (jejich slozky wk’ij jsou tzv. Ricciho rotaéni koeficienty).
Pozadavkem
X((Y)) = (Vx&Y) + (EVxY) (A.42)

resp. analogickym pozadavkem na rozderivovani tenzorového soucinu a jeho zGzeni, je definovana
afinni konexe také na 1-formach

Vxé = (X (&) — &' (X)) 0", (A.43)
resp. na tenzorech T7 jako zobrazeni
VT xTP = TP
takové, ze VA € TP, XY, ... € T\, ... € T*
X(A(,...,.Y,...) =VxA(E .Y, . )+ AVxE LY )+ o+ A VXY L)+ .. (Ad4)
Definice 14 Kovariantni derivaci (odpovidajici afinni konezi V) nazveme zobrazeni
D:TP — T5+1

takové, Ze VA€ TP, X €T
(DA® X)=VxA. (A.45)

V libovolné dualni bazi {e;} = {#"}* zna¢ime

DA=V, A@0F = A} e ®.. @6, 00" ®..000 0", (A.46)
a piseme 4 . ‘ 4 o 4 .
150050 . ] yeenyly Tyernyl 7 155 7
A e = A e AL W e = AT W = (A.47)
kde

i11~~7ip _ i],-u,ip
noduke = €(A57770)
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Definice 15 Divergenci vektorového pole X (odpovidajici afinni konexi V ) nazveme skaldr, ktery
je zuzZenim kovariantni derivace X, tj.

divX = (DX) = X", + X', . (A.48)
Porovnanim tohoto vztahu s (A.31) je zfejmé, Ze divergence je vnitini derivaci a jeji ptisobeni
na vektory béaze je dano ztizenim Ricciho rotac¢nich koeficient,

Se; = why, . (A.49)

Matice 1-forem konexe (viz (A.41)) se nechové tenzorové v indexech k a ¢ pfi pfechodu k jiné
bazi, avsak lze z ni tenzory vytvorit.

Definice 16 Jestlize V je afinni koneze, pak tenzorem torze (urcengm touto konexi) nazveme
tenzor Q € (T @ A’T*) C T) takovy, 2e VX,Y € T

VxY - VyX - [X,)Y]=(Q,X®Y) (A.50)
a tenzorem k¥ivosti nazveme tenzor R € (T @ T* @ N\*T*) C Ty takovy, 2 VX,Y,Z € T

VxVyZ —VyVxZ -V xy|Z = (R,Z®XQY). (A.51)

Oba tyto tenzory jsou antisymetrické v poslednich dvou argumentech (X a Y'), proto je lze ve
zvolené bazi reprezentovat 2-formami torze 7*

' resp. kiivosti QF, tak, Ze
Q=e,® r* R
R=¢, 260 20 .

Z porovnani (A.40) a (A.20) je zfejmé, zZe

VxY = VyX — [X,Y] = (YiWh (X) = X' (Y) = X'YIcl)) e, (A.52)
takze
k k k k
Q" =w'j; —whiy — ¢ (A.53)

Tvrzeni 4 Cartanovy rovnice struktury proni
™ = doF + W A O (A.54)

a druhé ‘
QF, = dw*, + wkj A (A.55)

Specidlné pro konexi bez torze je prava strana (A.54) identicky rovna nule. Dtkaz (A.54) plyne
dosazenim (A.27) do (A.53). Podobné (A.55) vyplyva z (A.51) dosazenim (A.40) a uzitim (A.26).
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A.2.3 Riemannovska geometrie

Definice 17 Metrickou konexi nazgvime afinni konexi V, kterd zachovdvad skaldrni soucin, tj.
takovou, kterd spliuje
Z(X,)Y)=(VzX,Y)+ (X,VzY) (A.56)

pro vSechna X,Y, Z.

Dosazenim za X, Y, Z bazovych vektort e;, e;, e, dostdvdme vztah
dgij = w;j +wji , (A57)
kde 1-formy w;; = gikwkj, nebo ve slozkovém zapisu
er(9ij) = wijk + wjik - (A.58)
Po snizeni{ indexu k v rovnici (A.53) mtizeme nalézt feSeni linedrni soustavy (A.53), (A.58) ve tvaru
1
wige = 5(enlgij) +ej(gin) — eilgn) (A.59)
—Cijk t Cjik + Ckij
—Qijr + Qjik + Qrij ) -

Afinni konexe je tak jednoznacné urcena pozadavkem metri¢nosti a pozadavkem vymizeni torze
(pro ktery je tfeti fadek tohoto vyrazu identicky rovny nule). V soufadnicové bazi, ve které vymizi
i koeficienty Strukpury ve druhém radku, jsou slozky w’;, nazyvany Christoffelovy symboly (a
obvykle znaceny I" ;).

Tvrzeni 5 Divergence (definovand vztahem (A.48)) odpovidajici metrické konexi bez torze je vni-
tni derivace uréend podle vztahu (A.32) n-formou Q objemu jednotkového vzhledem k metrice
generujict konexi

(divX)Q = d(X.Q) . (A.60)
Dikaz: Podle (A.59)
L i g1,
ko= —gFig, = 2 A.61
Wik 29 Gik,j 2|g| s ( 6 )

kde |g| je determinant matice kontravariantnich slozek metriky (slozka g** jakozto prvek matice
inverzni ke kovariantnim slozkdm metriky je totiz podil subdeterminantu ke g;; a celého determi-
nantu |g|). Metrickd divergence tedy spliiuje podminku (A.34) pro

Q = \/%|gldzt A ... Ada™ (A.62)

coz je n-forma objemu jednotkového vuci g, kterda ma v libovolné ortonormalni bazi jednoduchy
tvar Q =60 A AO".

Dausledek (Gaussova véta): Pro riemannovskou divergenci vektorového pole X plati podle
(A.37)

/ divX)Q= [ (QX). (A.63)
|4 oV
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Tvrzeni 6 Pro metrickou konexi spliiuji slozky R'y,,, = (), e1@ey,) tenzoru kifvosti antisymetrii

Rikim = —Rkitm - (A.64)
Pro konexi bez torze splnuji symetrii
R ) = Rl + Rl + Ry = 0, (A.65)
a tzv. Bianchiho identity
R men) = Blyimn + Bkt + Ry = 0. (A.66)

Na n-dimensionalni varieté md Riemannuv tenzor, tj., tenzor kiivosti uréeny metrickou konexi

bez torze 15n*(n? — 1) algebraicky nezdvishjch slozek.

Ricciho tenzor Ry, = R';,,  je potom symetricky.

Tvrzeni 7 Vektor X = % tecny ke geodetické kiivce x = x(t), tj. piimce, kterd je extremdlou

delky S,
0=106S8= 5/ V(X X)dt , (A.67)
je paralelné prendsen podél této krivky, tj.
VxX =0. (A.68)
Dtikaz: Rovnice extremdaly akce S = [ L(z,#)dt dostaneme variovanim 0z drdhy x a jejich

derivaci di. K vyjadieni lagrangianu geodetiky v tomto tvaru je vyhodné vzit slozky (X' = i?)

tecného vektoru X = % v soufadnicové basi 9,: soufadnicového systému x?, tj.

L(z, &) = /g (w)ad7 . (A.69)

Dosazenim tohoto lagrangianu do standardniho postupu variovani

. oL d (OL
dostévame vztah
1 i 4o gind + grgd?
0= ——giin(xv)i'ds! — — | ——=——- 1| , A7l
e dt( 2V/9(@,) AT
tj.,
0= *(gz‘j,k — Yik,j — gkj,i)fﬁ X7 — Gik® — GikXT N/ g(m,x)— — | - (A-72)
2 dt \ \/g(&, )

Tento vztah plati pro libovolnou parametrizaci drahy x(t). Jestlize navic nalozime podminku aby ¢
byl afinni parametr, tj. ¢ = S, pak g(&, %) = 1 a posledni ¢len vymizi. S touto podminkou muizeme
geodetiku vypocitat i z ekvivalentniho varia¢niho principu

0= 6/g(9’c,9’c)dt . (A.73)
Vzhledem k tomu, Ze v soufadnicové bézi c;;; = 0, nalézdme porovnanim prvniho ¢lenu na pravé

strané (A.72) s rovnici (A.59), Ze odpovidd —wy;;@47 metrické konexe bez torze (Q;;r = 0) a prvni
dva ¢leny tak dévaji levou stranu rovnice (A.68).
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A.3 Lieova derivace a Killingovy vektory

Definice 18 Lieova derivace £x podle vektorového pole X je zobrazeni £x : T} — T} takové,

ze

L£x(A®B)= (£xA)® B+ A® (£xB), (A.74)
£x(A) = (£xA), (A.75)
£xf=X(f) pro Vf € Tg (A.76)
L£xY =[X,Y] pro VY € Ty . (A.77)

Ve srovnani s rov. (A.38) pro afinni konexi pfibyva na pravé strané vyrazu

Efx+zy = fﬁxY+£ZY—Y(f)X (A.78)

t¥eti ¢len. Proto v obecné bazi {e;}

LxY =X'L£,.Y —Y(XVe; = Xle;(YF)ep — YEerp(XVe; + XY ey, en] , (A.79)

a specialné v souradnicové bazi

(ExY) = XM —YEXT (A.80)

Protoze pro o € T}

£x{0,Y)=(£x0,Y)+ (0,£xY), (A.81)

pro slozky Lieovy derivace ko-vektoru plati obecné

(EXU),» = <£X0', €i> = Ex<0', €i> — <0’,£X€i> = X(O’i) — <0’, [X, 81]>
= XFep(oy) + ei(XP)or — XF (0, [ex, ei]) - (A.82)

V soufadnicové bazi {dz’} tedy plati pro slozky

a pro derivace prvki baze

takze pro libovolny skalar f

(Ex0)i = X oip + op X*; (A.83)
£x(da*) = X* da? (A.84)
£x(df) = d[X(f)] - (A.85)

Podobné pro Lieovy derivace vyssich tenzord pfibyva k derivacim slozek pro kazdy kontrava-
riantni nebo kovariantni index ¢len s derivacemi X analogicky druhym ¢lentim v rovnicich (A.80)
nebo (A.83). Jestlize varieta je riemannovskd, parcidlni derivace v téchto rovnicich mohou byt
nahrazeny i kovariantnimi derivacemi, protoze pfidavné ¢leny s konexemi se v disledku symetrie
wi(jk) vzajemné vyrusi. Specialné pro p-formu o plati (vzhledem k (A.84))

£XU =

£x (04, ipdz™ A Nda') = (XFoi, ik + ZUil...k...ipXk,ik)dxil A Nda'r =
d{o, X) . (A.86)
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Tvrzeni 8 Necht na n-dimenziondlni varieté M je ddna jednoparametrickd grupa pohybid (ij.
zobrazeni M x R — M takové, Ze Vw € R a xg € M 3z, = x(xo,w) € M). Pak pro kaZdou
otevienou oblast ¥g (kterd se grupovgm pohybem transformuje na ., ) p-dimenziondlni nadplochy

(p <n) ap-formu o € NPT* plati
d
— o= £ao. (A.87)
dw S S dw

Ditikaz vyplyva ze zaménnosti integrace a derivace v soufadnicovém vyjadieni

0 0 ozt Ox'r
= —...—)ds1...ds, = iy e dsy...ds, , A.88
L= [0 g gisdsy = [ G G s s, (A89)
kde {s1, ..., sp} je libovolna parametrizace nadplochy X, pfenasena grupovym pohybem i na nad-
dz'k

plochy ¥, (2 = z%(s1...5p,w)|7;) a 5= Jsou soutadnicové slozky vektord tecnych k témto plo-
cham. Vektor te¢ny k pohybovym trajektoriim je v souradnicovém vyjadieni

d _8xi 0

X = —
dw Ow O0x*’

(A.89)

takze derivovanim (A.88) dostavame

d

g =
dw Sw

Tiy v b X dsy...ds, ,  (A.90)

kaxil 8l.ip n ia . 61.2'1 62.’Eik axip
ds1 " Dsp Pt sy T Osp0w T Oy

coz podle (A.86) souhlasi s pravou stranou dokazovaného vztahu (A.87).
Definice 19 Na riemannovské varieté s metrikou g se vektor € nazyva Killinguv vektor, jestlize
£eg=0. (A.91)
Vyjadiime-li tuto podminku v soufadnicovych slozkach
0= (£¢9)ir = & giny + gzkﬁl;i + gilfl;k ; (A.92)

dostavame
0= &kii + &k (A.93)

protoze pro metrickou konexi kovariantni derivace slozek metriky identicky vymizi.

Tvrzeni 9 Jestlize X = % je vektor tecny ke geodetice, pak pro kazZdy Killingiv vektor £ je skaldrni
soucin g(&, X) konstantni podél této geodetiky.

Dukaz: J
%9(57){) = (& X"), X' = &, X' XF + kak;iXi =0, (A.94)

protoze prvni ¢len vymizi diky antisymetrii £,;) podle (A.93), a druhy ¢len podle rovnice geodetiky
(A.68).
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Priloha B
Variacni principy

B.1 Soustava s koneénym poctem stupni volnosti

V klasické mechanice mizeme pohyb soustavy s n stupni volnosti z¢|"_; (napf. pohyb hmotného
bodu) vyjadfit variaénim principem nejmensi akce

0=268, (B.1)

kde akce S je funkciondlem pohybu x = z(t) soustavy danym tzv. lagrangidnem L = L(t, z, &)

5= / L(t, 2, 4)dt (B.2)

a = %. Variaci akce tedy mizeme vyjadfit ve tvaru

i _[oL oL d 0L i
0S8 = /( )dt— [aiiéaz} +/ (&ci dt@g’ci) dz'dt (B.3)

a z principu (B.1) potom (p¥i nulové variaci dz*¢ poc¢ateéniho a koncového bodu) vyplyvaji pohybové
rovnice ve tvaru Eulerovych — Lagrangeovych rovnic

0L d (0L
C Ozt dt (ag'ci) ' (B4

Tento tvar rovnic je invariantni viici libovolné transformaci soufadnic z° — y7 = 37 (¢, 2*). Definujeme-
li zobecnénou hybnost

oL
pi = 9ai
dp;i

(B.5)

pak z (B.4) vyplyva, ze p; je 1nvar1antem pohybu (%
kanonicky sdruzené soutadnici ' (tj. 2% = 0).
Kdy% z rovnic (B.5) vypocteme @ = @(t, x,p),! pak ve fazovém prostoru {z,p} mtzeme pohy-

bové rovnice ekvivalentni rovnicim (B.4) napsat ve tvaru Hamiltonovych kanonickych rovnic

= 0) pravé kdyz lagrangian nezavisi na

dz*  OH dp; OH
= = — T B'
dt  Op;’ dt oxt’ (B.6)

Opi _ _9%L
8id  Oal0@d

I Rovnice p; = p;(t, z, &) lze fesit vaci &, jestlize matice je regularni.
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kde definujeme hamiltonian ‘
H(t,xz,p) = pi&' — L(t,z, &) . (B.7)

(Levé rovnice (B.6) pfitom udavaji zévislost & na p.) Rovnice (B.6) miZzeme také odvodit jako
Eulerovy — Lagrangeovy rovnice z Hamiltonova — Jacobiho varia¢niho principu

0=168= 5/(191»5& — H(t,z,p))dt , (B.8)

ve kterém povazujeme z a p za nezavislé proménné. Z rovnic (B.6) vyplyva

d oOH
%H(t,l‘,p) - W )

takZe hamiltonian je invariantem pohybu pravé kdyz nezavisi explicitné na case.

7 kvantového hlediska princip nejmensi akce plati proto, ze ve skutecnosti se soustava z poca-
te¢ni udélosti (¢;,x;) do koncové udélosti (t¢, x¢) muze Sifit po vSech trajektoriich x(¢) s témito
koncovymi body, a kazda z téchto trajektorii pfispiva k vlnové funkei v (t¢, x¢) ¢lenem exp(%S ).
Prispévky drah blizkych extremale akce se scitaji se stejnou fazi, zatim co prispévky vzdalenéjsich
drah se vzadjemné rusi — viz [4]. Zménime-li koncovou udélost, (t¢,z¢) = (¢, z) — (t + At,z + Ax),
pak akce (B.2) se zméni

AS(t,x) = LAt + oL Sz’ + / [8L 4 (8L )] sx'dt , (B.10)

o oxi  dt \ o

pfi¢emz v koncovém bodé Ax = oz + £At (viz obr.).

Az /
At e )\
ox
AS

S(t,x) = const.

t

// g

Podél extremaly je posledni ¢len v (B.10) nulovy v disledku (B.4), takze

AS(t,x) = 6,L. Azt — (aLxZ — L) At = p; Azt — HAt . (B.11)
oz! oz’

V newtonovské mechanice, kde existuje univerzéalni ¢as t, jsou akce S i lagrangian L skalarni
veli¢iny invariantni pfi libovolné transformaci x — 2’ = a/(¢,x). V relativité je vSak ¢asova sou-
fadnice 2° = ct ekvivalentni prostorovym soufadnicim a kazd4 nenulova variace dz svétocary ma
alespon z hlediska nékterych pozorovatelid nenulovou variaci i ¢asové slozky. Na rozdil od akce,
kterd ma lorentzovsky invariantni fyzikdlni vyznam, lagrangian ve vyrazu (B.2) je zavisly na zvo-
lené souradnicové soustavé. Abychom dosli k relativistické formulaci varia¢niho principu, musime
zrovnopravnit postaveni vsech prostoroc¢asovych souradnic prechodem k parametrickému vyjadreni
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pohybu z* = z*(w)|",, ve kterém 2° je pi{davna n + 1., zatim bliZe neuréena funkce parametru
w. Pro libovolnou parametrizaci je potom akce dana vyrazem

S = /f(x,x’)dw, (B.12)

kde ' = % a parametricky lagrangidn

flx, 2"y =tL(t,z,z), (B.13)

nezavisi explicitné na w. Protoze & = f—,,, zobecnénd hybnost kanonicky sdruzené k prostorovym
soufadnicim

_of 0L

Pr= 527 = o

se nezméni. Jestlize vezmeme ¢asovou soufadnici ¢(w) rovnéz jako dynamickou proménnou, pak
zobecnéna hybnost sdruzend k ¢ bude

/ @/
Po = ;f _19 <t’L(t,x, ":,)) _1 <L _OLz ) - —%H(t,x,p) . (B.15)

2 cot c oxi t

(B.14)

Prostorové slozky Eulerovych — Lagrangeovych rovnic odvozenych z f jsou t'-ndsobkem rovnic
(B.4) a jejich ¢asova slozka je rovnéz jejich linedrni kombinaci (souc¢tem nasobkt z’). VSech n +
1 lagrangeovskych rovnic je tedy konzistentnich s pivodnimi ¢asovymi rovnicemi, nemaji vSak
jednoznacné fesSeni, protoze jim vyhovuje jakakoliv parametrizace. K dosazeni jednoznacnosti je
tfeba k variaénimu principu (B.1) pro parametrické vyjadieni zavislosti x(w) pfidat dopliujici
podminku fixujici parametrizaci. Ta mtze mit tvar algebraické rovnice

w(z, ') =0, (B.16)

kde w je libovolna funkce. Prostoroc¢asové variace dz* pak jiz nejsou nezavislé, ale musi vyhovovat
linearni rovnici

0w Ow .,

takze v (B.1) musime variovat (B.12) s vazbou (B.16). Lagrangeovsky varia¢ni princip pro para-
metrické vyjadfeni pohybu ma tedy tvar

0=48= 5/(f(x,x') + n(w)w(z,z"))dw , (B.18)

kde n je lagrangeovsky soucinitel varia¢ni tilohy s podminkou.

Podobné v hamiltonovském formalismu pro parametrické vyjadieni pohybu nemtuzeme vychazet
z akce (B.12), protoZe soustava rovnic (B.14), (B.15) pro ', 2’ nem4 jednoznac¢né feseni (podminka
z pozn. ! na str. 67 neni pro f dané (B.13) splnéna). Vyraz p,x*’ — f formalné vytvoteny z f pro z*
analogicky jako hamiltonian (B.7) z L pro z' je identicky rovny nule,? coz odpovid4 skute¢nosti,
ze takto vytvoreny hamiltonidn, ktery nemutze explicitné zaviset na w, by musel byt — analogicky
(B.9) — trividlnim integralem pohybu. Vzhledem k (B.15) miizeme integral v (B.8) vyjadfit jako
J p.x*'dw (Hamiltonova funkce pro z*(w) by tedy byla identicky rovna 0). p, v8ak nejsou nezavisla,
protoze musi spliiovat podminku (B.15). Hamiltontiv — Jacobiho varia¢ni princip pro parametricky
vyjadfeny pohyb tedy musi mit tvar

0= (5/(pLI” — Nw)H(x,p))dw , (B.19)

2 pat — f =pox® +pix¥ —t'L = —Ht' +t'(p;a* — L) =0.
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kde N je opét lagrangeovsky soucéinitel a tzv. superhamiltonian
H(x,p) = po + H(t,z,p) (B.20)
je vyraz, jehoz nulovost davd podminku (B.15). Variovanim (B.19) viiéi pg dostaneme
0=2a2"— N(w), (B.21)

odkud je zfejmy fyzikdlni vyznam N(w).

B.2 Pole

“on

Pro obecné prostorocasové pole p; = pr(x) (index “;” oznacuje jednotlivé slozky pole @) je akce
S funkciondlem lagrangeovské hustoty £ = L(p, 0p)

S = / Ld*z (B.22)

takZe variace

oL oL
58 = /§Ed4x:/ (5 + 5 ,C) d*z
; EeR o1 3%017#: P,

B oL 0 0L 4
= /; (8901 P 3301%) dprd*x (B.23)
a pohybové rovnice pole
oL 0] oL
= — — . B.24
0 dpr Oz~ (8@1,,{> ( )

Jestlize lagrangian nezavisi explicitné na soufadnicich, pak jeho prostoro¢asova zména je dana
pouze zménou pole

oL oL oL 0 ( oL ) (B.25)

ar  9p T Bp T den \ g, P

(index pole, pies ktery se vyraz séitd, pro struénost vynechivime). Proto miZeme definovat tzv.
kanonicky tenzor energie—hybnosti

oL [KA]
Tr= % o ot B.26
8()075 ¥, JA ( )

pro ktery plati zakon zachovani
T, =0. (B.27)

t je libovolny tenzor s vyznacenou antisymetrii, diky které v zakonu zachovani vypadne.
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Priloha C

Vybér z elektrodynamiky

C.1 Algebraické vlastnosti elektromagnetického pole

C.1.1 Lorentzova sila

Existuji fyzikalni veli¢iny elektromagnetické pole F' (které lze popsat prostoro¢asovou 2-formou,
tj. antisymetrickym tenzorem typu (0,2) vypliiujicim prostorocas) a skaldrni elektromagneticky
naboj g takové, Ze pro 4-rychlost U

Ut = ‘ilx (C.1)
T
kde 7 je vlastni ¢as’
1
T = E/ —gux()dztdar (C.2)

méfeny podél svétocary x = x(7) této bodové Eastice s klidovou hmotnosti m a nabojem ¢, plati
tzv. Lorentzuv zikon DU ‘
L K

pra %FHU : (C.3)

Tento vztah predstavuje dynamicky zakon pro U nabitych ¢astic a soucasné implicitné i definici

veli¢in F a ¢2, coz je u empiricky zjisténych fyzikalnich zakonitosti (na rozdil od ¢isté abstraktni

matematiky) pfipustné [8]. I kdyz vztah (C.3) pouZijeme k proméfeni F' v jisté oblasti prosto-

roc¢asu a ¢ jisté mnoziny Castic, stale v jeho tvrzeni zlstava znacna sila predikce pohybu pro dalsi
kombinace vyskytu téchto ¢astic v jednotlivych ¢astech zminéné oblasti.

Obecny dynamicky zakon musi vyhovovat podminkdm kladenym na veli¢iny, jejichz dynamiku

popisuje. Pro 4-rychlost U musi byt zachovana podminka

U? =—¢? (C.4)
vyplyvajici z definic (C.1) a (C.2), takZe 4-zrychleni a = % musi byt kolmé na U,
(Ua)=0. (C.5)

V nasem piipadé Lorentzovy sily dané pravou stranou rovnice (C.3) je tato podminka splnéna diky
antisymetrii F'.

ISignaturu metrického tenzoru g prostorocasu miizeme zvolit — + ++. Ve specialné relativistickém piipadé,
kdy je g dan Minkowského metrikou n = diag(—1,+1,+1,+1), miZeme v Lorentzové zakoné (C.3) uvazovat misto
kovariantni derivace prostou uplnou derivaci podle 7.

2Tvar (C.3) vyrazu pro Lorentzovu 4-silu svazuje, ale neuréuje jednoznaéné, volbu jednotek F' a q. P¥i jiné,
nezavislé volbé téchto jednotek se prava strana muze liSit o multiplikativni konstantu. Viz téz str. 73.
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C.1.2 “341”-formalismus

Kovariantni vyjadfeni elektromagnetického pole jako prostoroc¢asové 2-formy v sobé implicitné shr-
nuje algebraické vlastnosti tohoto pole, tj. jeho chovani vzhledem ke grupé Lorentzovych transfor-
maci. Historicky postup byl opa¢ny — kovariantni formulace byla umoznéna empirickym zjisténim
téchto vlastnosti v rdmci starsi formulace zaloZené na popisu pomoci dvou prostorovych (z hlediska
zvolené vztazné soustavy) vektorovych poli — elektrického pole E a magnetického pole B. Pro po-
chopeni vzajemné korespondence uvedeme nyni vztahy mezi relativistickou 2-formovou formulaci
a klasickou formulaci, nazyvanou také “3+1” (tj. budovanou z hlediska rozstépeni prostorocasu na
vlastni 3-dim. prostor a ¢as zvoleného pozorovatele). Klasickd formulace mize v nékterych kon-
krétnich pfipadech (kdy symetrie feSeného problému nabizi pfirozenou vztaznou soustavu, vi¢i niz
se mé toto rozstépeni provadét) ddvat jednodussi a ndzornéjsi popis pole i pohybu ¢astic v ném.

Zvolime-li v kazdé udalosti prostorocasu vztazné pozorovatele se 4-rychlosti u, pak 4-vektory
elektrického napéti a magnetické indukce

1

E* = EFLKu” (C.6)
1 K A
B, = 2 Euantl P (C.7)

jsou kolmé na u. Jsou tedy tecné k vlastnim prostorim pozorovatelti, ktefi je mohou brat jako
3-vektory elektrického a magnetického pole v dané udélosti. Z téchto vektort lze zpétné zrekon-
struovat tenzor elektromagnetického pole3

2 1
Ff = Syl BR o 2 M By, (C.8)
c c
Ve vlastni bazi pozorovatele (v niz u* = ¢djy) ma F slozky

‘ k=0 1 2 3

—0 _FE1 _E? _E3
F.=| .| E 0o B -B |. (C.9)
5| E?* -B3 0 B!
.| B3 B2 —B' 0
Vyjadiime-li U* = ~(c,v*) v této bazi pomoci soufadnicové rychlosti v* = dd—“:, kde t = 2°/c

je soufadnicovy ¢as a v = (1 — (v/c)?)~2 je Lorentziiv faktor, pak pohybovéa rovnice (C.3) mé
prostorové slozky

d(yv® - :

(o) _ 29 i | % gy (C.10)

dr m c

a ¢asovou slozku (tj. rovnici pro energii ¢astice, kterd je na predchozich rovnicich zavisld)
y _ G
— = —FE"%y . C.11
dr cm b ( )

Ve vétsiné soustav fyzikalnich jednotek byva zvykem uzivat pro slozky B a E tenzoru F rozdilné
jednotky, podobné jako pro hybnost a energii ¢astice, prestoze jsou dany prostorovou a ¢asovou
slozkou téhoz 4-vektoru. Napiiklad v soustavach CGSE a CGSM

[Elcase = ¢[Blcase:  [Elcasm = ¢[Bleasu (C.12)

3Hranat4 zavorka znadi antisymetrizaci, Al* BFl = A*B% — Ax B¢,
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¢imZz v obou pfipadech na pravé strané rovnice (C.10) odpadd jmenovatel ¢ uvnitt zévorky. Zde
naopak budeme vSechny slozky F' mérit stejnou jednotkou

[F] = em™/2g' /2571 = [E]case = [Bloasm = 1gauss = 10°y = 107*T | (C.13)

¢imz se zjednodusi a symetrizuje vétsina ostatnich vztahti (napf. (C.9), nebo vyraz (??) pro hustotu
energie pole) stejné jako v geometrické soustavé jednotek. Pro elektricky ndboj budeme uzivat
jednotku

[q] = cm3/2g1/2871 = [Q]CGSE . (014)

C.1.3 Lorentzova transformace

Obecné Lorentzova transformace (ve zvolené udalosti) je dana pfechodem od jedné ortonormélni
tetrady k jiné
{e.} = {el}, e =€ A", n= ATyA . (C.15)

Lorentzova transformace je tedy linearni transformace prostorocasovych 4-vektort zachovavajici
jejich indefinitni skalarni souc¢in. Mnozina vsech Lorentzovych transformaci tvoii 6-ti parametric-
kou Lieovu grupu a matice A jsou jeji vektorovou reprezentaci (nejjednodussi reprezentaci grupy
Lorentzovych transformaci je tzv. spinorova reprezentace). 3-parametrickou podgrupou této grupy
je mnozina vSech prostorovych rotaci. V pripadé prostorové rotace o thel ¢ je Lorentzova trans-

formace ddna matici*
. (1 0
AH_(()e@kM¢)> (C.16)

a elektrické i magnetické pole se pfi ni transformuji jako prostorové vektory
E' = AFE (C.17)
B = AB. (C.18)

V piipadé ¢istého boostu (tj. pfechodu do soustavy s jinou rychlosti) s rychlosti ¥ = ¢07 je
Lorentzova transformace dana matici

Al :< v v6n )
: Bn 1+ (y-Lnen )

Pf¥i této prostoro-casové rotaci® se projevi spole¢na podstata elektrické a magnetické slozky pole
F jejich vzajemnou indukci®

(C.19)

E = [W1+(1-y)nen]E+v8nx B (C.20)
B = [y 1+(1—-vy)n®@n]B—yBnx E. (C.21)

Piispévky pfi¢ngch (vaéi §) slozek E i B k E’ resp. B’ se zvétsuji o Lorentzovsky faktor, zatimco
prispévky podélnych slozek jsou invariantni.

4Funkci obecné matice mizeme vypocitat napf. pomoci Taylorova rozvoje funkce nebo z Jordanova rozkladu
matice. Matice €;5;¢! ma vlastni hodnoty 0 ve sméru @ a i@ v kolmych smérech, proto nasledujici zapis je ekvivalentni
N da) |
50znagime-li v = cosh o, pak 78 = sinh v a A ~ (:ﬁf}}l‘g CS(‘;‘{;‘; .
6Vektorovy soucin x dvou vektorti ve t¥idimenzionalnim prostoru je duilem (danym jednotkovou 3-formou ge-
nerovanou metrikou) k jejich vnéjsimu souéinu A. V tomto vyznamu byvé nékdy symbol X nahrazovan symbolem

A.

standardnimu zapisu rotace ~ (
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Z transformadnich vlastnosti F' vyplyvd, Ze obecné existuje (alespoii lokdlné) inercidlni sou-
stava, ve které jsou elektrickd a magneticka slozka pole rovnobézné, tj. jejich vektorovy soucin
vymizi. Jak uvidime pozdéji, tento vektorovy soucin (Poyntingiiv vektor) ma vyznam hustoty toku
elektromagnetické energie. Je proto pfirozené hledat tetradu {e]}, ve které E’ || B, pomoci boostu
ve sméru n = £XB. Pro tento ptipad se transformace (C.20) a (C.21) zjednodusi na

[ExB["
E = 4 (1 - |EfB|B2> E+ “EZ?E”(EB)B (C.22)
B = 4 <1 - |E><BB|E2> B+ |E7fB|(EB)E , (C.23)
odkud dostavame podminku pro 3 ve tvaru
O:E’xB’:v2<1—wﬁ+52>ExB. (C.24)

Tato kvadraticka rovnice ma jedno fyzikalni feSeni

1 2|IEx B
B =tanha, kde o= iargtanhﬁ (C.25)
(druhé feseni > 1) vzdy, kromé singuldrniho pfipadu “nulového” neboli “zaFivého” pole (|E| = |B|,

E 1 B — viz str. 7?), kdy 8 — 1 (v pfipadé kolmych ale riizné velkych poli lze mensi z nich
vynulovat). Dalsim boostem ve sméru obou poli se jejich velikost ani smér neméni, takze existuje
cela tfida hledanych inercialnich soustav. Nésledujici vhodnou rotaci prostorovych vektort tetrady
1ze redukovat F' na dvé nezavislé slozky

F = —edz® Adz' + bdz? Ada? . (C.26)

7 2-formové povahy pole F' dale vyplyvéa existence dvou skalarnich charakteristik invariantnich
viéi Lorentzové transformaci, a to normy F”’

|F|* = F*"F,, = B> — E? (C.27)
a zuzeni F' s dudlem *F )
1( FF) ="M, F, = (EB), (C.28)
F s dudlem *F, jehoz slozky jsou
‘ k=0 1 2 3

0 0 B' B B
| =B! 0o E* —E2 |. (C.29)
» | —=B* —E3 0 E!
5| -B3 E? —FE! 0

* A
En = ELK,)\[LF o=

C.1.4 Variac¢ni princip

Pohybovou rovnici nabité éastice (C.3) lze také formulovat variaénim principem nejmensi akce
(B.1), kde akce S, resp. lagrangidn L = L(z, ) Gastice jsou dany vyrazem

S = / (—mC\/—TJ? - %(A.U)) dr . (C.30)

"Z4pis indextt || OZnacuje scitani pres ¢ < £ a je ekvivalentni déleni souctu permutaci jejich poctu.
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Tzv. 4-potencidl pole A uréuje pole F' vztahem (?7), resp. (??) — viz kap. ?7?. Zobecnénd hybnost
Castice je tedy

oL q
= =mg,U" — 2 A, C.31
P = 5o =My ; (C.31)
a Lagrangeovy pohybové rovnice (B.4) potom skuteéné maji tvar
D q
—Ur==(A"_ —A_HU". C.32
mvt =2, — 4,0 (€32)

Prvni ¢len Ly v integrandu (C.30) pfedstavuje lagrangian volné ¢astice (v metrickém poli),
druhy L; interakéni lagrangian. Z Lagrangeovych rovnic (B.4) se lze presvédéit, ze také lagrangidn
L' = f(Lo)+ g.L; vede ke stejnym pohybovym rovnicim, jestlize konstanta g = f/(Lg). V obecném
piipadé to znamend omezeni L'(L) az na linedrni zévislost. V piipadé (obecné-)relativistické ¢astice
je vSak Lo konstantni diky podmince (C.4), takZe f miize byt libovolna funkce, coz odpovida variaci
(B.2) s neuréitym lagrangeovskym souéinitelem podminky (C.4). Lze volit napf. nerelativisticky
vypadajici lagrangidn L{, = mU?/2. Volba (C.30) vsak m4 tu vyhodu, e implicitné zarucuje, ze 7
bude afinni parametr — viz [8], str. 323. Hodnota multiplikativni konstanty zaru¢uje korespondenci
s nerelativistickou limitou, jeji znaménko minimélnost akce pro geodetiku, kterd ma maximalni
vlastni ¢as (viz paradox dvojcat).
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