10.

Matematickd logika: cvieni

Lekce 5: Axiomatizace predikatové logiky

. Dokazte implikaci zleva do prava Véty 5.1.

Necht’ % je libovolny predikatovy jazyk. Dokazte, Ze tfida vSech kone¢nych struktur, ozna¢me
ji K, neni axiomatizovatelna (i.e. neexistuje P-teorie T takova, Ze pro kaZdou sstrukturu M plati:
M = T pravé tehdy, kdyZz M € K). (Hint: véta o kompaktnosti)

Dokazte, ze tfida vSech nekonecnych struktur pro jazyk $ = 0 (tzn. jazyk pouze s rovnosti =) je

axiomatizovatelnd. Ddle dokazte, Ze kazda teorie T, kterd ji axiomatizuje je nekonecnd. (Hint:

z ¥z

pro dikaz druhé ¢asti pouzijte predchozi cviceni)
Dokazte (aspon nemalou ¢ast) Lemma 5.4 (bez pouZiti véty o tplnosti).

Dokazte Vétu 5.5 (bez pouZiti véty o dplnosti). (Hint: véta plati i ve vyrokové logice, dikaz je
tteba modifikovat pouze po posledni formuli.)

Dokazte, Ze Gplnd teorie T je Henkinovskd iff pro kaZzdou ¢(x) tZ. T ¥ Vx ¢(x) existuje konstanta
ctz. T ¥ o(x/c).

Dokazte, zZe Diisledek 5.12 je ekvivaletni formulace véty o tplnosti.

. Formule je univerzélni/existencni pokud je ekvivaletni formuli v prenexnim normélnim tvaru,

ktera obsahuje pouze univerzalni/existencni kvantifikatory.

Dokazte ndsledujici tvrzeni: Necht' ¢(x) je P-fle bez kvantifikatord, ¢ existenéni sentence a T
mnoZina univerzdlnich sentenci. Pak T, Vx ¢(x) =  iff existuji uzaviené P°-termy 1, ..., t tZ.
T, \ ¢(t;) = . (Hint: pouZijte Herbrandovu vétu.)

i<k

. Dokazte, Ze pokud je teorie T’ konzervativni rozsiteni $-teorie T, pak pro kazdou P-sentenci

o plati, Ze T’ U {¢} konzervativni rozsireni T U {¢}.

Dokazte Vétu 5.19 uzitim véty 5.15 (Skolemova véta).



