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Axiomaticky systém pro jazyk = (F, P, ar)

(P) axiomy A1-A5, kde misto vyrokovych atomu
dosadime libovolné P-formule

V1 Vx ¢ — @(x/1) t substitutovatelny za x v ¢
a1 px/t) — Axgp t substitutovatelny za x v ¢
V2 Vx(y = @) = (x = Yxo) xnenivolnav y
12 Yx(p = x) = (Axp - x) x nenivolnav y

Refl x=ux
Sym xxy-oy=xx
Trans x=yAyxz—ox=xz
Congy é\ X =Y = X1, %) =1, Y0) pro kazdy f € F
Congp Z\nxi ~y = (P(x1,..., %) © P(y1,..., %) pro kazdy P € P
i<n

MP modus ponens pro P-fle: z ¢ a ¢ — ¥ odvod ¥
gen  generalizace: z ¢ odvod’ Vx .
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Duikaz

Ddkaz P-fle ¢ z mnoziny predpokladl I' je kone¢na posloupnost P-fli
Wiy Yy 1204, = ¢ apro kazdé i < n, bud

@ y; je instance axiomu nebo prvek I', nebo

@ existuji j,k < itz. yy = y; — y;, nebo

@ existuje j < itz.y; = Vxy;

Piseme I" v ¢ pokud existuje dilkaz ¢ z mnoziny predpokladd I

Pozorovani: T +7 ¢ iff (Vy | ¢ € T} v Vo
MGzeme tedy chapat +* jako relaci na P-sentencich

Ale nemuzeme definovat dilkaz jako posloupnost sentencil!l
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Véta o uplnosti

Véta 5.1 (Gdodelova véta o Uplnosti)
Pro kazdy jazyk P a kaZdou P-teorii T U {¢} plati:

T iff TE ¢
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Na jazyku opét moc nezalezi

Lemma 5.2
Pro kaZdy jazyk P a kaZdou P-teorii T U {¢} jsou nasledujici ekvivaletni:
Q7+” ®
Q T +¥ ¢ pro kazdy jazyk P’ 2 P
@ T +¥ ¢ pro nejmensi jazyk P’ tz. T U {¢} jsou P’ -fle
Q T+ ¢ pro kazdy jazyk P’ tz. T U {¢} jsou P’ -fle

Pozn. bez dikazu; neni obtizny ale pracny a technicky

Dostaneme to jako dusledek véty o Uplnosti
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Relace dokazatelnosti je relace dusledku

Lemma 5.3

Relace + je finitarni relace disledku na mnoziné P-sentenci, tj. plati:
@ {plro reflexivita
@ pokudT v+ ¢, tak TUS + ¢ monotonie
@ pokudTrypaSU{pt iy, pakTUS Fy fez
@ pokud T v+ ¢, pak existuje koneCna T’ C T t2. T' + ¢ finitarita
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Dilezité teorémy
Teorém: formule dokazatelna z prazdné mnoziny predpokladu
Lemma 5.4

Nasledujici formule jsou teorémy (pokud x neni volna v y):

0. Teorém vyrokové logiky, kde misto vyrokovych atomu
dosadime libovolné P-formule

1.y & Yxy 2.dxy o x

3. Yx(p = ¥) = (Vxp — Vxy) 4. VxVyp & Yy Vxgp

5 Yx(p = ) » (Axe — Axy) 6. IxAyp o Aydxp
7.9x(x = @) © (x = Yxp) 8. Vx(p = x) © (Axp — x)
9. Ix(x = ¢) & (x = dxy) 10. (¢ = x) © (xp = x)
11. dxp & =Vx—p 12.Vxp & —-dx—p
13. x(p VYY) & Axe VvV Ixy 14. y VV¥x@ & Yx(y V @)
15.Vx (@ AY) & Vxo A VXY 16. y AN dxp & Ix(xy A @)
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Néco malo o ekvivalentci

Véta 5.5
Necht ¢, ¥ jsou sentence a y formule. Pak
oY ooy Foog
peYryop gpoddioyrpoy
poYyryeoy

kde ¥ je fle vznikla z y nahrazenim nékterych vyskyta fle ¢ fli
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Véta o dedukci

Véta 5.6
Pro kazdou teorii T U {p, ¥} :

T,ory  iff  Treo—y.

Dukaz.
<: dusledek pravidla modus ponens
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Véta o dedukci

Véta 5.6
Pro kazdou teorii T U {p, ¥} :

T,ory  iff  Treo—y.

Dikaz.
=:necht ay,...,a, = ¢ jedikaz y z T, . Ukazeme indukci, Zze pro kazdé
i<nplatiTr e — a;.

@ «a; = ¢: jako ve vyrokové logice

@ «a; € T nebo to je axiom: jako ve vyrokové logice

@ existuji j,k < itZ. oy = aj — «;: jako ve vyrokové logice

@ existuje j < itZ. a; = Vxa;:

p— IP
Vx (¢ — ;) gen
¢ — xa; VY2 a MP (x uréité neni volna ve ¢)

O

v
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Dukaz po pripadech

Véta 5.7 (Dukaz po pripadech)
Necht' T U {¢, y} je teorie. Pokud T,y + ¢ aT,— + @, pak T + ¢.

Ddkaz je Uplné stejny jako ve vyroké logice.
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Véta o konstantach

Véta 5.8 (Véta o konstantach)

Necht' T je teorie, ¢(x) formule a c konstanta, ktera se v T and ¢
nevyskytuje. Pak T + ¢ iff T + ¢(x/c).

Ddkaz.
Z T + ¢ diky generalizaci dostaneme T + Vx ¢

Diky axiomu V1 a MP mame T + ¢(x/c)
(konstanta je vzdy substituovatelna za x)

Opacny smér: uvazme dikaz ¢(x/c) z T a promeénnou y nevyskytujici
se v tomto dukazu.

Nahrazeni konst. ¢ promén. y transformuje ten dukaz v dikaz ¢(x/y)
Tudiz diky generalizaci dostaneme T + Yy o(x/y)

Diky axiomu Y1 aMP mame T + ¢  (x je substituovatelna za y ve ¢(x/y)
a ¢ = px/y)(y/x)) o
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Teorie

P-Teorie T: libovolnd mnozina P-sentenci

Definice 5.9
Teorie T je
Uplna pokud pro kazdou sentenci ¢ plati: T + ¢ nebo T + =g
konsistentni pokud pro zadnou sentenci g neplati T+ o a T + —¢
spornd pokud pro kazdou sentenci ¢ plati T' + ¢
Henkinovska pokud pro kazdou fli ¢(x), tZz. T + Jx ¢ existuje konstanta
cePtz. Tt go(x/c)J

Jako ve vyrokové logice: teorie je sporné IFF neni konsistentni.

Lemma 5.10

Necht' T je P-teorie a ¢ P-sentence, tZ. T ¥ ¢. Pak existuje jazyk P’ 2 P a
Uplna konsistentni Henkinovska #’-teorie T' 2 T tZ. T' ¥ ¢.

Petr Cintula (Ul AV CR) Matematicka logika 5 .cs.cas.cz/cintula/MAL 12/25



DUkaz Lemma 5.10

Vezméme jazyk £’ vznikly pfidanim spocetné mnoho konstant do #.

Enumerujme #’-formule s nejvyse jednou volnou proménnou

X0(x), x1(x), . ...

Konstrujeme rostouci posloupnost #’-teorii T; tz. T; ¥ .
Zatneme Ty = T, coz spliuje nasi podminku.

V indukénim kroku odliSime dvé moznosti:

Petr Cintula (Ul AV CR) Matematicka logika 5 .cs.cas.cz/cintula/MAL 13/25



Indukéni krok A je to!
(H1) Pokud T;, Ax x; + ¢: definujeme Tiy = T; U {=3x x;}.

(H2) Pokud T;, dx y; ¥ ¢: definujeme Ti = T; U {xi(x/c)}
pro néjakou ¢ nevyskytujici se v T; U {y;}.

Pro spor predpokladejme, ze T;y + .

(H1) diky dikazu po ptipadech dostaneme T; + ¢; spor s IP!

(H2) » Ti+ xi(x/c) = ¢ véta o dedukci
» T+ (xi — @)(x/c) x neni volna ve ¢
»Titxyi— o véta o konstantach
> TirVx(xi = @) pravidlo generalizace
> Tirdxyi — o axiom (32) a MP
» TiU{Ixxi} ko véta o dedukuci
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Indukéni krok A je to!
(H1) Pokud T;, Ax x; + ¢: definujeme Tiy = T; U {=3x x;}.

(H2) Pokud T;, dx y; ¥ ¢: definujeme Ti = T; U {xi(x/c)}
pro néjakou ¢ nevyskytujici se v T; U {y;}.

Pak #’-teorie T" = |J T; ¥ ¢ (diky finitarité) a je tedy konsistentni

T’ je Uplna: Pokud T” ¥ y; a x; je sentence, tak jsme pouZzili pfipad (H1)
protoze jinak y; = xi(x/c) € T’

Tudiz T + =3x x; a jelikoz y; < Ax y; je teorém, dostaneme: T + —y;

T’ je Henkinovska: Pokud T’ + Jx y;, tak jsme pouZzili pfipad (H2)
jinak T" + =3x x; tj. T’ by byla sporna
Tudiz T’ + yi(x/c)
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Kanonicky model

Necht' T je uplna Henkinovska konsistentni $-teorie a UT je mnozina
uzavienych P-termu

Pro kazdy uzavieny term ¢ definujeme
((lr ={s€UT |T+1t=~s}

_ EMm CM
P-struktura CNiy = (C, <f T>f€F , <P T>P€P> kde

@ C={[flr | te UT}

o f([tilr,....[ta)r) = [f(11,....1)]r pro kaZdy n-amif € F
o ([tilr,....[talr) € P ift T+ P(zy,...,t,) pro kazdy n-arni P € P.
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Je definice )iy korektni?
Uvazme binarni funkéni symbol f a termy #,5,¢', s, t.2.

[t = []r [slr = [s"]r

Musime dokazat, ze

£ (A7, [s1r) = [ = A7 = FE (17 [5'17)

Pozorovani: [tl7 = [t']r iff TrY =t
Dlkaz pozorovani:
@ re(tlr xxx, Vx(x=x),t~t
@ [t]y =[]y implikuje r € [¢'],cozdledef: T+t ~ ¢
@ obracené: pokud r € [f]y pak dle def: T+t~ r
o tedy T+ ¢ ~ ratade dle def: r € [{']Ir Trans
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Je definice )iy korektni?
Uvazme binarni funkéni symbol f a termy ¢, 5,7, s, t.Z.
r =171y Islr =[s"lr
Musime dokazat, ze
N [s10) = @9l = @)l = f (A 17, [5']r)

Pozorovani: [t]r = [¢']r iff T+t ~t

Odstranéni otazniku:

@ x~x' Ayry - flx,y) = f(x,y) Congry
et As=s — f(t,s) =~ f({,s) V1
o Tedy [f(#,9)]r ~ [f(¢,s)]r pozorovani
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Je definice )iy korektni?
Uvazme binarni funkéni symbol f a termy ¢, 5,7, s, t.Z.
r =171y Islr =[s"lr
Musime dokazat, ze
N [s10) = @9l = @)l = f (A 17, [5']r)

Pozorovani: [t]r = [¢']r iff T+t ~t

Analogicky bychom dokéazali

UA7, [s17) € P iff T v P(r, ) iff T+ P, s") iff (£ 17, [s'17) € P

Petr Cintula (Ul AV CR) Matematicka logika 5 .cs.cas.cz/cintula/MAL 16/25



Kanonicky model pro Henkinovskeé teorie

Lemma 5.11
Necht' T je uplna Henkinovska konsistetni teorie T. Pak pro kaZdou
sentenci ¢ plati:

EMr E o iff Tt

Dikaz.
Dokazeme, Ze pro kazdou fli ¢(xy, ..., x,) a kazdé €Nir-ohodnoceni
v(x) = [til7:

CMir E olv] iff Tro(t,t,...,t)

Pokud ¢ je atomicka fle, tak tvrzeni plyne z definice €Niy

Pokud ¢ = = nebo ¢ = ¥ — y postupujeme jako ve vyrokové logice
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Kanonicky model pro Henkinovskeé teorie

Lemma 5.11
Necht' T je uplna Henkinovska konsistetni teorie T. Pak pro kaZdou
sentenci ¢ plati:

EMr E o iff Tt

Dukaz.
Dokazeme, Ze pro kazdou fli ¢(xy, ..., x,) a kazdé €Nir-ohodnoceni
v(x) = [til7:
CMir E ¢[v] iff Tro(t,t,...,t)
Pokud ¢ = Axy(x, y1,...,y.), pak piSeme fetez ekvivalenci:

(*] G»EIRT |= 3)690(3@}’1,- . -J’n)[V]

@ M7y k= o, y15- -, Y [Va=iar ] pro néjaky ¢t € UT
@ TtHott,... t) pro ngjaky ¢t € UT
@ T+ Axplx, ty,..., 1) zde pouzijeme, ze T je Henkinovska!

v
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Kanonicky model pro Henkinovskeé teorie

Lemma 5.11
Necht' T je uplna Henkinovska konsistetni teorie T. Pak pro kaZdou
sentenci ¢ plati:

EMr E o iff Tt

Dukaz.
Dokazeme, Ze pro kazdou fli ¢(xy, ..., x,) a kazdé €Nir-ohodnoceni
v(x) = [til7:
CMir E ¢[v] iff Tro(t,t,...,t)
Pokud ¢ = Yxy(x, y1,...,y), pak piSeme fetez ekvivalenci:

@ My E Vxo(x,y1,...,y)lV]

@ CMir E o(x,¥1,. -, Y[ Vaz(ay ] pro kazdy t € UT
@ T+ op(tt,...,t) pro kazdy t € UT
@ T+VYxp(x,ty,...,t,) tady musime jesté néco dokazat!

v
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Kanonicky model pro Henkinovskeé teorie

Lemma 5.11
Necht' T je uplna Henkinovska konsistetni teorie T. Pak pro kaZdou
sentenci ¢ plati:

EMr E o iff Tt

Dikaz.
Dokazeme, Ze pro kazdou fli ¢(xy, ..., x,) a kazdé €Nir-ohodnoceni
v(x;) = [t]7:

CMir E ¢[v] iff Tro(t,t,...,t)

Tvrzeni: pro kazdou (x) tz. T ¥ Vx ¢ existuje konst. ¢ tZ. T ¥ ¢(x/c)
Dlkaz: T ¥ Vx ¢ implikuje (diky Uplnosti T), ze T + =Vx ¢
Tudiz T + Jx - a tedy (T je Henkin.) existuje konst. ¢ tz. T + —(x/c)

Tudiz (diky konsistentnosti 7) mame T ¥ ¢(x/c).
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Dukaz véty o uplnosti
Ptedpokladejme T ¥* ¢

Pak dle lemma 5.10 existuje jazyk £’ 2 P a P’-teorie T’ tz.
@ T’ je UpIna konsistentni Henkinovska
eT' 2T
o T" ¥ ¢

Pak Lemma 5.11 ¥ika, ze €Niy je P’-model teorie T7 a Vi - ¢
Uvazme P-model E M vznikly z €Nty opomenutim symboll z P \ P

Ocividné M je model P-teorie T a M ¥ ¢

Tedy T £* ¢
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Alternativni formulace Uplnosti a kompaktnost

Pozorovani: teorie T je konsistentni iff T ¥ L

Dusledek 5.12 (Uplnost)
Teorie T je konsistentni iff ma model.

Pozorovani: tento dusledek je ekvivalentni formulace véty o Upnosti

Duasledek 5.13 (Kompaktnost)
Teorie T ma model iff kaZzda jeji konéna podteorie ma model.
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Herbrandova véta

Definujeme #¢ jako P pokud P obsahuje néjakou konstantu, jinak jako
rozsSifeni P o konstantu ¢

Véta 5.14
Necht ¢ je P-fle bez kvantifikatort. Pak Ax ¢ je tautologie iff existuji
uzaviené P-termy t1,. .., t; tZ. formule \/ ¢(x/t;) je tautologie.

i<k

Jeden smér dlikazu je ztejmy: ¢(x/t) — x g
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Dikaz druhého sméru
Z predpokladu vime, ze fle ¥x —¢ nema £“-model
Tvrzeni: teorie T = {—¢(x/s) | s € UT} také nema £“-model
Dukaz tvrzeni: necht M je model T, uvazme jeho podstrukturu M’:
o M ={sM|seUT}
o MM, sy = MM, ... M) pro kazdy n-arni f € P*
o (M. My e PMiff (M, ... M) € PM pro kazdy n-amni P € P°
Indukei je snadné ukazat, Ze pro otevienou fli y» a M’-ohodnoceni v:
M Eylvl it MEylv]
Tedy pro kazdy term s € UT mame M’ | —¢(x/s), t.j. M’ = —p[v,_m]

atudiz M’ E Vx —¢ — spor
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Dukaz druhého sméru
Z predpokladu vime, ze fle Vx —=¢ nema $“-model
Tvrzeni: teorie T = {—¢(x/s) | s € UT} také nema £“-model

Z kompaktnosti: existuji uzaviené P°-termy 1q,..., i tZ.

{mp(x/t1), ..., —@(x/t)} nema model

Tedy E V ¢(x/tx) pro uzaviené Pe-termy ty, ...,
i<k
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Skolemova véta

Véta 5.15
Necht' T je P-teorie, ¢(y, x1, . .., x,) je P-formule, ve které se nikde

nekvantifikuje pres x;, a f je n-arni funkéni symbol nevyskytujici se
vT U{p}.

PakT & Axy,....,x, Yy iff T |E xi, ..., %, o/f(x1,. .., X))

Jeden smér dlkazu je zfejmy, jelikoz mame:

Yy = e(y/f(x15. .5 Xn))
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Dukaz drunhého sméru

Pfedpokladejme, ze T £ Axy,...,x, YWy o
Vezméme model T t.z2. M £ Axy, ..., x, Yy e
Tudiz pro kazdou ay, ..., a, € M existuje b € M tz.

M - Qa[Vxl:al ..... x,,:a,,,y:b]

Rozsifme M o funkéni symbol f intepretovany jako fM (ay,...,a,) = b

Oc¢ividné M’ E T a M’ £ Axy, ..., %, o/f(x1,. .., X))
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Konzervativni rozsireni teorie

Definice 5.16
Necht $ C #’ jsou predikatové jazyky, T je P-teorie a S je $’-teorie.
@ S je rozSifeni T, pokud pro kazdou #-sentenci plati:
Ttrye implikuje SFo
@ S je konzervativni rozsifeni T, pokud pro kazdou #-sentenci plati:

Tre iff Sko

Lemma 5.17

Necht P C P’ jsou predikatové jazyky, T je P-teorie a S je P’ -teorie
rozSifujici T. Pokud pro kaZdy model T existuje model S se stejnou

v v

doménou a interperaci symbolt z P. Pak S je konzervativni rozsireni T.
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Konzervativni rozsireni teorie

Definice 5.16
Necht $ C #’ jsou predikatové jazyky, T je P-teorie a S je $’-teorie.
@ S je rozSifeni T, pokud pro kazdou #-sentenci plati:
Ttrye implikuje SFo
@ S je konzervativni rozsifeni T, pokud pro kazdou #-sentenci plati:

Tre iff Sko

Véta 5.18

Necht' T je P-teorie, ¢(x1,...,X,) je P-formule a P’ je rozsifeni P o novy
n-arni predikatovy symbol P. Pak nasledujici P’ -teorie:

S=TU{¥x,...,x,(P(x1,...,X%,) & @)}

je konzervativni rozsifeni T.
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Dalsi priklad

Véta 5.19

Necht' T je P-teorie, Vxi, ..., x, dyp je P-sentence dokazatelnav T a P’ je
rozsifeni P o novy n-arni funkéni symbol f. Pak nasledujici ’-teorie:

S=TU{¥x1,....,%0Q0/f(x1,..., X))}

je konzervativni rozsireni T.

Dlkaz.
Obé véty plynou snadno z Lemma 5.17. O
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