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Uvodem pripomenme situaci s integraly, kterou zname leckdy uz od stfedni
gkoly, ¢i od tuvodnich vysokoskolskych kurzu matematické analyzy.
Prvni z integralt, se kterym se setkdvame, a ktery obc¢as vskutku lze i vypocitat,
je
Newtonuv integral

Bud —o0o0 < a < b < co. Necht f : [a,b] — R je funkce definovand v intervalu
[a, b]. PTedpoklddejme, ze

existuje primitivni funkce F' k funkci f v [a, b],

tj. pro x € [a, b] plati F'(z) = f(x) (v koncovych bodech intervalu [a, b] uvazujeme
prislusné jednostranné derivace).
Polozme

b
F) - F(o) = () [ f(a)da,

Cislo (N) ff f(z)dz nazveme Newtonovym integralem funkce f od a do b. Mnozinu
vsech funkei f — R, které maji Newtonuv integral oznac¢ime znakem N ([a, b]).
Uvedena definice Newtonova integralu patii do kategorie tzv. deskriptivnich
definici integralu. Integral je popsan pomoci pojmu primitivni funkce. Na prvni
pohled neni u Newtonova integralu patrné, ze s jeho pomoci lze popsat ob-
sah rovinného utvaru, ktery je napiiklad urcen nezdpornou funkci f, osou = a
piimkami x = a , x = b. Deskriptivni definice tuto skutecnost pfimo nepopisuje.

Trochu jina je, rovnéz elementarni, definice, kterd je konstruktivni. Vyuziva
myslenku popisu obsahu vyse zminéného rovinného utvaru pomoci staroveké ex-
haustivni metody. Jde o

Riemannuv integral

Predpokladejme, ze je —oo < a < b < co. Je-li ddno k + 1 bodi

a=aqp<a] << apq1<ap=Dh,
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fikdme, ze je dano délenf intervalu [a,b] na intervaly [aj;_1,¢5], 7 = 1,...,k.
Déleni intervalu [a, b] ozna¢me D, nebo podrobnéji

D:{a:a0<a1<~--<ak,1<ak:b}.

v(D) = max (a; —a;-1)
7j=1,....k
nazveme normou déleni D.
Jestlize v kazdém intervalu [o;_1, 5], 7 = 1,...,k déleni D je dén bod 7; €
[aj—1, a;], mluvime o déleni s vyznaénymi body a oznacime jej symbolem (D, 1) =
(D,11,...,7k), tedy je

(D’T):(D>T17"'a7-k):{a:aOSTlSalS"’Sak—lg'rkgak:b}-

Necht je ddna funkce f : [a,b] — R. K déleni (D, 7q,...,7) s vyznaénymi
body a k funkci f utvoime tzv. Riemannuv integrdlni soucet

o(f; D7) =Y f(m) (e — 1)

Jj=1

Cislo I € R nazveme Riemannovym integrdlem funkce f : [a,b] — R od a do
b, kdyz ke kazdému e > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé déleni s vyznaénymi
body (D, T), pro které v(D) < 4, plati nerovnost

lo(f; D, 1) —I| <e.

Kdyz existuje ¢islo I € R uvedené v definici, fikdme, Ze existuje Riemannuv
integral I = (R) f; f(z)dz.

Kdyz je —0o < b < a < +00, polozime f:f(as)dac = — [ f(z)dz a klademe
[ f(x)dz =0 pro a € R.

Jestlize existuje (R) fabf(x)dx, fekneme, ze funkce f : [a,b] — R je inte-
grovatelnd v Riemannové smyslu. Mnozinu vSech funkei f : [a,b] — R inte-
grovatelnych v Riemannové smyslu ozna¢ime R([a, b]), tj.

b
R([a,b)) = {f : [a,5] — R: (R) / F(@)da existuje }.

moci dolnich a hornich integralnich souc¢ti a dolniho a horniho Riemannova in-
tegralu. Nebudeme se ji zde ale vénovat.

Zde uvedend definice pochéazi vskutku od B. Riemanna z roku 1854. Uz v
samotné definici je vidno, Ze jde o obsah rovinného utvaru, scitaji se obsahy
obdélnikti o strandch f(7;) a aj — a1, odtud pak nazev "konstruktivni definice”.
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Na tomto misté se slusi pfipomenout, ze pojmy Newtonova a Riemannova
integrdlu jsou rtzné. Na piikladech lze totiz ukazat, ze existuji funkce inte-
grovatelné dle Newtonovy definice ale neintegrovatelné dle definice Riemannovy,
integrovatelné dle Riemannovy definice ale neintegrovatelné dle definice Newtonovy.

Riemannuv integral v elementdrnich matematickych kurzech na vysokych
gkolach déla velmi dobrou sluzbu v tom, ze s jeho pomoci lze snadno ukazat,
ze spojitd funkce f : [a,b] — R md vzdy primitivn{ funkci F : [a,b] — R.

Podivejme se na chvili na situaci, ve které bychom chtéli Newtontuv integral
(N) fab f(z)dz = F(b)—F(a) piiblizné vyjadfit pomoci riemannovskych integralnich

souctu o(f; D, 1) = Z§:1 f(m) (o — aj—1).
Necht funkce f : [a,b] — R m& Newtonav integral

b
V) [ fado = Fb) - Pla)

Protoze F je primitivn{ funkei k funkci f v [a,b], je F'(7) = f(7) pro kazdé
T € [a,b], a to dle definice derivace znamend, ze k danému ¢ > 0 a 7 € [a, b]
existuje A = A(7,¢) > 0 tak, ze pro kazdé = € [a,b], 0 < |z — 7| < A je

’F(x)—F(T)

r—T

— ()| <e,
tj. je
|[F(z) — F(1) = f(r)(@ = 7)| < glz — 7]

pro kazdé x € [a,b], 0 < |z — 7| < A.
Kdyz tedy bude

T—A(r,e) <a1 <7< <T+A(1,e) a 1,02 € [a,b]

pak bude také
[F(a2) = F(on) = f(7)(a2 — )| < (1)
[F(a2) = F(7) = f(T)(o2 = 7)| + [F(7) = F(a1) = f(T)(T —a1)| <
<e(lag =7+ |7 —a1]) = e(az — aq).
Predpokladejme, ze dovedeme sestrojit déleni intervalu [a, b]

D={a=ap<mn<a;<---<oap1 <7 < ap =0b}

tak, ze pro néj bude platit

Tj—A(Tj,E)<Oéj_1§Tj§ij<Tj+A(Tj,6)), 1=1,... k. (2)

Podle definice a (1) pak méame
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k
= Z[F(%‘) — F(aj—1) = f()(aj — aj-1)]| <

k
<Y |F(ay) = Flajo1) — f(rj)(a; — aj1)| <
j=1
k
< 5Z(aj —aj_1) =¢e(b—a).
j=1

Vzhledem k tomu, ze € > 0 muze byt libovolné malé, tato posledni nerovnost
znamend, ze Newtonuv integral (V) ff f(x)dx lze libovolné piesné aproximovat
integralnim souctem 25:1 f(75)(aj — aj—1), ktery je stejného tvaru jako u Rie-
mannova integralu.

Vyse provedend tivaha je korektni az na to, zZe nenfi ziejmé, zda existuje déleni
D intervalu [a, b], které spliuje pozadavek z (2). Kdyz tedy budeme chtit splnit
tkol, ktery podle vyse uvedeného postupu umozni definovat Newtonuv integral
pomoci riemannovskych integrdlnich souc¢tii, musime vyjasnit otdzku existence
déleni, které splnuje (2).

Uved'me nékolik jednoduchych pojmu.

Piedpoklddejme, Ze je na intervalu [a,b] ddna kladnd funkce A : [a,b] —
(0, 400); pro nase potieby ji nazveme kalibrem.

Déleni

D =A{ap, 11,010, ..., Q—1, Tk, Ok }

intervalu [a, b], které spliuje
7j € [aj-1,05] C (75 = A7), 7 + A(75)), j=1,....k (3)

nazveme A-jemnym délenim intervalu [a,b]. Mnozinu vSech déleni, ktera jsou
A-jemnd vzhledem ke kalibru A, ozna¢me symbolem A(A).
Odpovéd na vyse poloZzenou otézku o existenci déleni dava nasledujici
Cousinovo lemma. Je-li A : [a,b] — (0,400) kalibr, potom je

A(A) #0,
tj. ke kazdému kalibru A existuje délent, které je A-jemné.
S timto aparatem nyni uvedeme novy pojem integralu a tim je
Kurzweiltiv integral

Cislo I € R nazveme Kurzweilovvym integralem funkce f : [a,b] — R od a do
b, kdyz ke kazdému € > 0 existuje kalibr A > 0 tak, ze pro kazdé A-jemné déleni
s vyznaénymi body (D, 7) plati nerovnost

lo(f;D,7)—I| <e.
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Kdyz existuje ¢islo I € R uvedené v definici, fikdme, ze existuje Kurzweiluv
integral I = (K) f; f(x)dx.

Jestlize existuje (K) f;f(.r)dx, fekneme, ze funkce f : [a,b] — R je inte-
grovatelng v Kurzweilové smyslu. Mnozinu vsech funkei f : [a,b] — R inte-
grovatelnych v Kurzweilové smyslu oznacime K ([a, b)), tj.

b
K([a b)) = {f : [a,] — R; (K) / F(@)da existuje }.

Nejprve nékolik komentait k tomuto novému pojmu:

Ve srovnani s Riemannovou definici se Kurzweilova definice lisi jen nepatrné;
nerovnost v(D) < 6 pro normu déleni je nahrazena A-jemnosti déleni. Bude-
li pro kalibr A(x) = §, potom A-jemné déleni spliiuje nerovnost v(D) < 20,
a tedy je kazdd funkce f € R([a,b]) také v K([a,b]). VySe uvedend dvaha o
vyjadfitelnosti Newtonova integrélu dale ukazuje, ze kazda funkce f € N([a, b))
je také v K ([a,b]). Poznamenejme jesté, ze kazda spojitd funkce f € C([a,b]) je
prvkem N ([a,b]) a také R([a,b]). Tim dostavame inkluze

C([a,b]) € N([a,b]) C K([a,b])

C(la,b])  R([a,b]) C K([a,b]).

Kurzweiluv integral tedy zahrnuje jak Newtonuv tak i Riemannuv integral. M4
tedy schopnost integrovat kazdou derivaci. Tuto vlastnost mé Newtonuv integral,
nemd ji ale integral Riemanntv.

Tento pojem integralu se v roce 1957 poprvé objevil v praci ¢eského matem-
atika Jaroslava Kurzweila: Generalized ordinary differential equations and con-
tinuous dependence on a parameter, Czech. Math. Journal, 7 (82), 418 — 449.

Jak nazev préace prozrazuje, tykala se spojité zavislosti na parametru pro
obycejné diferencidlni rovnice a specialisté v teorii integralu ji pochopitelné po-
zornost nevénovali.

Nezavisle na praci J. Kurzweila tento zpusob definice integralu objevil v roce
1960 britsky matematik Ralph Henstock.

Pocatkem minulého stoleti se v matematice objevil pojem Lebesgueova in-
tegralu, tj. tfida funkei L(]a, b]). Lebesgueuv integrél je zékladnim pojmem matem-
atické analyzy dneska. Brzy se ale ukézalo, ze pomoci Lebesgueova integralu nelze
integrovat kazdou derivaci. Lebesgueuv integral dovede integrovat pouze derivace
absolutné spojitych funkci. Toto zjisténi vedlo k tomu, ze ve dvacatych letech
se mnoho matematiku vénovalo budovani teorie takovych integralu, které dove-
dou integrovat kazdou derivaci. Tak spatfil svétlo svéta pojem perronovsky inte-
grovatelnych funkci P([a, b]) a pojem funkei inegrovatelnych v (izkém) Denjoyove
smyslu D([a, b]). Brzy se ukézalo, ze je L([a,b]) C P([a,b]) = D([a,b)]).

Uz ve vySe zminéné praci J. Kurzweil dokézal, zZe je

K([a,b]) = P([a, 0]).
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Méme tedy v piipadé K ([a, b]) co do ¢inéni s pojmem integralu, ktery je definovan
pomoci riemannovskych integrdlnich souctu a tento konstruktivné definovany in-
tegral je ekvivalentni deskriptivné definovanému Perronovu integralu P([a, b]).

Zajimavy je také vztah Kurzweilova integralu k integralu Lebesgueovu. V této
souvislosti plati nasledujici

Tvrzeni. f € L([a,b]) pravé kdyz je f a |f]| € K([a,b]).

Kurzweiluv integrél integrdl mé totiz tu vlastnost, ze kdyz je f € K([a,b])
nemusi byt |f| € K([a,b]). Rikd se proto, ze jde o neabsolutné konvergentni in-
tegrdl. Z uvedeného tvrzeni ale ihned plyne, Ze nezaporné funkce je lebesgueovsky
integrovatelnd pravé kdyz je integrovatelnd v Kurzweilové smyslu.

O nékterych vlastnostech Kurzweilova integralu

Zajimavéa a v piipadech klasickych integrdlu neobvykla je nasledujici

Hakeova véta Bud ddna funkce f : [a,b] — R, Ze pro kazdé c € [a,b], ¢ < b
existuje integrdl (K) fac f(x)dx. Predpoklidejme, Ze existuje vlastni limita

lime—p— (K) [ f(x)de =1.
Potom ezistuje také integral (K) f: f(x)dx a plati rovnost

(K) [? f(z)de = T.

Obdobn4 véta plati i pro piipad levého konce intervalu [a, b]. Tuto pfirozenou
a zadouci vlastnost nema Riemanniuv a ani Lebesgueuv integral. V piipadech
téchto integralu to vede k zavedeni pojmu nevlastniho integralu tak, ze se limita
I deklaruje jako hodnota integralu.

Na tomto misté se zcela prirozené objevi otdzka definice integrdlu funkce f
pres mneomezené intervaly typu [a,+00), (—o0,b] nebo (—o0,400). Uvazujme
napf. interval [a,+00). Je pochopitelné zddouci zachovat vlastnost, kterou v
tomto piipadé popisuje vyse uvedend Hakeova véta pro b = +o0.

Formalneé je nékolik moznosti jak takovou ”souctovou” definici integralu uvést.
Uvedeme jednu z nich.

Definice. Bud a € R. Cislo I € R nazveme Kurzweilovym integralem funkce
f i ]a,+0) — R od a do +o0, kdyz ke kazdému £ > 0 existuje kalibr A :
[a, +00) — (0,400) a konstanta L > 0 tak, ze pro kazdy omezeny interval [a, b],
pro ktery je [a, L] C [a, b] a kazdé A- jemné déleni D intervalu [a, b] plati nerovnost

lo(f; D) —I| <e.

Obdobné lze postupovat i ve zbylych dvou pripadech. Vysledny integral za-
chova vSechny vlastnosti integralu, které plati pro kompaktni intervaly a navic
”obsahuje” nevlastni Riemanniiv i Lebesguetuv integral.

V souvislosti s riznymi teoriemi integralu je z hlediska jejich pouzitelnosti v
aplikacich dulezité znat ”dobré” konvergencni véty.

V nejjednodussi podobé jde o tvrzeni nasledujiciho typu:
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Bud’ ddna posloupnost funkci fp, : [a,b] — R a funkce f : [a,b] — R tak, Ze
plati fr, — f, fn, n € N jsou integrovatelné v intervalu [a, b].
Potom je funkce f integrovatelnd v [a,b] a plati

b b b
lim fn:/ lim fn:/ f.

Zde je tfeba dat vyznam tomu, co znamend zapis f, — f. Kdyz napt. f, — f
znamena stejnomernou konvergenci posloupnosti funkei f,, k funkci f na intervalu
[a, b], potom 1ze jednoduSe (na trovni elementarniho kurzu analyzy) dokazat, ze
bez dalsich podminek konvergenéni véta plati v ptipadé Riemannova integralu.
Obdobné je tomu i v piipadé integralu Lebesgueova a Kurzweilova. Stejnomérna
konvergence posloupnosti funkei f,, k funkci f na intervalu [a,b] ale je silny, v
konkrétnich situacich ¢asto nesplnény, pozadavek.

Za dobré konvergenéni tvrzeni se povazuje situace, kdyz zapis f, — f zna-
mend bodovou konvergenci posloupnosti funkei f,, k funkeci f na intervalu [a, b],
tj. kdyz je lim,, o0 fn(z) = f(x) pro z € [a,b], piipadné pro skoro vsechna (ve
smyslu Lebesgueovy miry) = € [a,b]. Takové véty zndme pro Lebesgueuv in-
tegral (Leviova véta o monotonni konvergenci, Lebesgueova véta o dominované
konvergenci, Vitaliova véta).

7 pohledu vyuky jsou dobré i véty, které lze snadno a rychle dokazat.

Podivejme se na situaci, kdyz zapis f,, — f znamend bodovou konvergenci
posloupnosti funkei f,, k funkci f na intervalu [a,b] a na Kurzweiluv integral.
Vsimnéme si, ze v konvergenéni vété jde o rovnost limy, o fab fn = f: limy, o0 fn,
tj. o zaménu poradi limity a integralu. DalSim pozorovanim budiz poznatek,
ze Kurzweiluv integral definovany vysSe je vysledkem procedury, ktera formalné
pripomind definici jisté ”limity” (tuto skute¢nost lze v rdmci souc¢asné matem-
atiky upfesnit).

Dale je dobré si uvédomit, ze dva limitni procesy zavislé na dvou proménnych
lze vzajemné zameénit, kdyz jeden z nich je stejnomérny vzhledem ke zbylé proménné.

Co v dané situaci bodové konvergence posloupnosti bude znamenat, ze proces
Kurzweilovy integrace je stejnomérny vzhledem k proménné n? Toto lze upfesnit
nasledujicim zpusobem.

Necht f, : [a,b] — R, n € N je posloupnost funkef .

Rekneme, ze posloupnost funkei {f,} je stejné integrovatelnd v [a,b], kdyz
jsou splnény nasledujici dvé podminky:

1) Kazdé funkce f,, je integrovatelnd v [a, b] v Kurzweilové smyslu.
2) Ke kazdému ¢ > 0 existuje kalibr A : J — (0,+00) tak, ze pro kazdé

A-jemné déleni D intervalu [a, b] a kazdé n € N plati nerovnost

b
(03 D) — (K) / fo(@)de] < e
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Pouzitim pojmu stejné integrovatelnosti neni obtizné dokazat, ze plati nasledujici

Konvergené¢ni véta. Necht posloupnost funkci {f, : [a,b] — R} je stejné
integrovatelnd v [a, b).

Kdyz je
pro kazdé x € [a,b], kde f : [a,b] — R, potom je funkce f v Kurzweilové smyslu
integrovatelnd v [a,b] a plati

b b
lim (K) / fo(2)dz = (K) / f(z)da.
n—oo a a

Tato véta mé strucny a jednoduchy dukaz. Neni ale jednoduché pro danou
posloupnost ovérit, Ze je stejné integrovatelna. Lze ale dokézat nésledujici postacujici
podminku:

Kdyz je

lim, o0 fn(z) = f(z), = € [a,b], frn € K([a,b])
a plat?
g(x) < fn(z) < h(z), x € [a,b], n €N

kde g, h € K([a,b], potom je posloupnost {f,} stejné integrovatelnd v [a, b).

S touto podminkou dostaneme z uvedené konvergencéni véty vétu, kterd je
blizka Lebesgueové vété o dominované konvergenci.

Pro definici Kurzweilova integralu jsme uzili pojem déleni A-jemnych vzhle-
dem ke kalibru A, tj. pozadovali jsme splnéni podminky (3). Kdyz tuto podminku
nahradime podminkou

[ajflaaj] C (Tj - A(Tj)>7_j + A(Tj))7 J=1,...,k, (4)

tj. nebudeme pozadovat, aby 7; € [oj_1, o], nazveme déleni D A-jemnym M-
délenim intervalu [a, b].
Pouzijeme-li tento pojem, dostaneme

McShanetv integral

Cislo I € R nazveme McShaneovym integralem funkce f : [a,b] — R od a
do b, kdyz ke kazdému € > 0 existuje kalibr A > 0 tak, ze pro kazdé A-jemné
M-déleni s vyznaénymi body (D, 7) plati nerovnost

lo(f; D, 1) —I| <e.

Kdyz existuje ¢islo I € R uvedené v definici, fikdme, ze existuje McShaneuv
integral I = (M) fab f(x)dz.
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Jestlize existuje (M) ff f(x)dx, fekneme, ze funkce f : [a,b] — R je inte-
grovatelnd v McShaneové smyslu. Mnozinu vSech funkei f : [a,b] — R inte-
grovatelnych v McShaneové smyslu oznacime K ([a,b]), tj.

b
M([a,b]) ={f : [a,b] — R; (M)/ f(z)dz existuje }.

Protoze ziejmé kazdé A-jemné déleni s vyznaénymi body (D, 7) je také A-
jemné M-déleni, Ize ocekavat, ze McShaneuv pojem integralu je uzsi nez Kurzweiliv,
tj. ze plati M([a,b]) C K([a,b]). Vskutku lze dokézat, ze plati

Tvrzeni. f € M([a,b]) prdvé kdyz je f a |f] € K([a,b]).

To ale, dle diive uvedeného tvrzeni, znamenad, ze pojem McShaneova integralu
vede ke tiidé absolutné integrovatelnych funkci a je ekvivalentni Lebesgueovu
integralu.

Popsany piistup k pojmu integralu méa diky osobnosti Jaroslava Kurzweila
sviij puvod v Cechéch a letos uplynulo 50 let od doby, kdy byl publikovén.

Kurzweiluv integral vznikl pro potieby teorie obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic.
Umoznil popsat fyzikdlni konvergencéni jevy, které pted jeho vznikem nebylo
mozno matematicky uchopit. Zuplnil ”prostor” diferencidlnich rovnic, dobie pop-
sal tzv. obyCejné diferencidlni rovnice s impulsy, oteviel cestu ke klasickému
vySetfovani okrajovych tloh s obecnymi okrajovymi podminkami, poslouzil k
pruzkumu integralnich rovnic v prostoru funkei s koneénou variaci, apod.

S ohledem na definici pomoci integralnich souctu, lze Kurzweiluv integral
primo prenést na funkce, které maji hodnoty v topologickém vektorovém pros-
toru. Vyznamny z hlediska potieb dnesni matematiky je zejména piipad Bana-
chova prostoru.

Jde o velmi obecnou koncepci pojmu, ktery ma viechny dobré vlastnosti, které
by slusny integral mél mit. Otazkou je pro¢ tato koncepce zustava mezi specialisty
a nedostava se v 8irsi mife do obecné uzivané matematiky. Duvod proto je tieba
hlavné hledat v tom, ze v piipadé funkeci vice proménnych lze sice integral defino-
vat integral vSak ztraci dobré a prijemné vlastnosti, napr. véta o substituci neplati
v obecné poloze, i jednoduchd transformace prevede existujici integral do neex-
istujictho. Analogie toho, Ze integral z kazdé derivace existuje (Stokesova véta)

vvvvvv

Seznam védeckych praci, které se vykladanému pojmu integralu vénuji je
velmi dlouhy. Zde uvedu jen seznam nékterych kniznich publikaci, které k nasemu
integralu maji vztah.
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