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Hustoty rozdéleni pravdépodobnosti

pro odhady ukazatele C)

Ukazatel Cpy, nékdy téz znaceny jako index Cpy, je spolu s ukazatelem C), nejcastéjsim
nastrojem pro hodnoceni zpusobilosti vyrobniho procesu vyjadiené zde chovanim sle-
dovaného znaku jakosti na vyrobku, ktery je procesem produkovan. Pozadavek na ukaza-
tele Cp, dava zdkaznik ¢i konstruktér a tento pozadavek se jednak vztahuje na parametr
polohy p a jednak na droven variability o. V definici ukazatele Cp; je minéna tzv. inhe-
rentni variabilita, kterd predstavuje ruznorodost jednoho vyrobku od druhého, které jsou
odebirany ve formeé tzv. logickych podskupin. Tedy tato variabilita z pohledu casu by se
dala téz charakterizovat jako okamzita variabilita vyjadiujici proménlivost uvniti pod-
skupiny. Druhy parametr i je parametr polohy a vyjadiuje umisténi hodnot sledovaného
not, které jsou rozmistény kolem ného pravé s mirou variability ¢i rozptylenosti o. Za
predpokladu, ze data lze povazovat za normalné rozdélend, vzorec pro ukazatele Cy je
nasledujici:

USL — p

3o’

i — LSL

Opk = min (CpkU7 CpkL) y kde CtpkU = 30

CpkL -

USL a LSL jsou horni a dolni mezni hodnoty. Jestlize je dan pozadavek na hodnotu
ukazatele Cpy, napi. Cp, = 1,33, je nutno si uvédomit, Ze tim nejsou jednoznacné urceny
hodnoty parametri i a 0. To ale znamend, ze zadané pouze hodnoty pro ukazatele C
nestaci, je nutno bud stanovit hodnotu parametru p ¢ naopak parametru o. Hodnota
parametru o vyplyva napi. z udani hodnoty ukazatele C,, proto se v praxi nejcastéji
udava dvojice C,, Cp, pro uplnou charakterizaci pozadavku na stav procesu. Déle je nutné
si uvédomit, ze pokud C, = Cp, je to pozadavek na piesné centrovdni polohy znaku
jakosti doprostfed specifikacniho rozmezi. Déle pii nerovnosti Cp; < C), to znamen4,
ze parametr polohy p nemusi lezet presné uprostied specifikacniho rozmezi, ale z hodnoy
ukazatele Cp;, nevyplyva, zdali mé proces sedét napravo ¢i nalevo od stfedu specifika¢niho
rozmezi. Pokud bychom pozadovali, aby proces byl umistén napravo od stredu, pak jediné
explicitné vyjadienim, ze v tomto piipadé je Cpr = Cpry. Pokud je tedy predepsana
hodnota parametru o, pak z hodnoty pro Cp; vyplyva existence dvou hodnot p_ a py
pro parametr polohy, totiz

p— — LSL

USL — py
Y 30_ )

30 Cprr =

Corr =

kdyz parametr polohy u bude bud roven p_ € p, pak Cp bude roven predepsané hod-
noté. Pokud parametr polohy p bude mezi, tj.
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pak hodnota ukazatele Cp; nebude horsi.

Z definice ukazatele Cp, vyplyva, ze toto ma smysl pozadovat, kdyz parametry p a o
budou v case neménné, nebo v praxi témér neménné. Tomuto stavu odpovidé stabilita pro-
cesu v ¢ase a je nutno toto zajistit, napt. pomoci metod SPC, aby bylo mozno odpovédné
zpusobilost procesu analyzovat. Pokud by tento stav tzv. statisticky zvladnutého procesu

nebyl dosazen, hodnoceni zpusobilosti stoji na vodé a obvykle neodpovida realité.

Tedy na jednu stranu mame hodnotu pro Cy, na druhé strané je redlny proces a je
otazka, zdali tento proces je schopen pozadavek splnit. Jak se to dozvime? Jediné tak,
ze z procesu odebereme néjaké vyrobky, na nich sledovany znak premétime, ze ziskanych
dat vypocteme vhodné odhady pro Cy, a ty s danou pozadovanou hodnotou zkonfron-
tujeme pomoci statistické analyzy. Abychom dovedli odhadovat droven inherentni varia-
bility, potifebujeme, aby data byla zorganizovana v podskupinach. Pak ptichazeji obvykle

nasledujici t¥i moznosti, jak parametr o odhadovat:

1. ¢ R
CORE T dy(n)
S
2. g =
757 Caln)

kde x;; je j-té pozorovani v i-té podskuping, i = 1,2,...,k; j = 1,2,...,n. R je prumérné

rozpéti, tedy
R =

el

k
Y Ri, R;=maxz; —minz;,
i=1 J J

S je prumérnd smeérodatna odchylka z podskupin, tedy

1/2
3 1 z’f: 1 n ( )’
S = - Si, S; = PN Lij — T4 )
ko k(n—1) = /
_ 1 z":
ni3 J

Odhad ukazatele Cp, oznacme ho C‘pk, pak ma tvar:

A <USL—£L‘ x—LSL)

Cpr = min
P 36 30




kde & je jeden z vySe uvazovanych odhadu smérodatné odchylky o.

Jestlize data maji individualni charakter, tedy kazda podskupina obsahuje pouze
jedno pozorovani, pak se problém podskupin obvykle fesi pomoci tzv. klouzavého rozpéti,
coz vlastné znamena vytvareni umeélych podskupin, napi. ze dvou po sobé jdoucich po-
zorovani. Pak lze taktéz uvazovat ony tii typy odhadu inherentni smérodatné odchylky,
ale je nutno mit na pameéti, ze tentokrat se v souctu vyskytuji stochasticky zavisla data.
Dalsim problémem je, ze tim do hry vstupuje vyrazné cas ve formé ¢asového odstupu
mezi dvéma sousednimi pozorovanimi. Budeme predpokladat, ze data jsou organizovana
ve formé podskupin o poctu n > 2 kusu v podskupiné, tento pocet je neménny a mame
k dispozici k podskupin. Predpokladejme, ze data jsou vzajemné stochasticky nezavisla a

normadalné rozdéleni.

Abychom mohli studovat vlastnosti odhadu ukazatele Cpy, je nutno nejdiive odvodit
distribuéni funkce a hustoty rozdéleni téchto odhadu. Je ziejmé, ze tvar téchto funkei bude
zaviset na pouzitém odhadu smérodatné odchylky, coz v literatute témér neni rozliSovano

a v softwarech pro vyhodnocovani zpusobilosti rovnéz.

Je nékolik pristupu, jak odvodit tvar rozdéleni pro odhad C'pk:

1. Postup zalozeny na soucinu dvou nezavislych nahodnych veli¢in

Ukazatel Cp se dd vyjadiit jako souc¢in dvou veli¢in, z nichz jedna je funkci pouze
parametru polohy p a druhéd pouze parametru smérodatné odchylky o. Plati totiz, ze

Co = (1 - K)C,,

kde K = 271 piicemz T = USLALSL - A — USL_LSL

Odtud pro odhad C’pk jasneé plati, ze
Cor = (1 = K) Gy,
Kde F—T| USL—LSL A
K==x" 2 6=  ~5
Protoze vychazime z predpokladu, ze znak jakosti je normalné rozdélen, pak ndhodné

veliciny 1 — K a C’p musi byt stochasticky nezavislé. Tento fakt je pak vyuzit pro odvozeni
hustoty rozdéleni pravdépodobnosti pro odhad épk. Hustota pro odhad C'p zavisi na volbé
dohadu smérodatné odchylky a jeji odvozeni lze najit v [1].

Pottebujeme tedy odvodit hustotu pro veli¢inu 1 — K. Vyjdéme z vyjadieni pravdeé-
podobnosti ndhodného jevu {1 — K < A}, tedy pro A redlné spocitejme

P{l—f(<)\}:P{1—)\<K}:1—P{f(§1—)\}:1
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v piipadé, ze 1 — X < 0, tedy pro A > 1, nebot K > 0. Pro A < 1 mdme pak

P{K<1-X=P{F-T|<A(1-\)}=
= P{T-A(1-N)<T<T+A(1-N}=

- P{(T_H_A(1_A))m< _M\/ES(T—MJrA(l—)\))\/%}:

i ) (Brmuosaon).

(T — M+A(1—)\))> ~

protoze T mé rozdéleni N (u, ) Po snadnych upravdach mame, ze
P{1-K <A} =1- 0 (3Vkn(Cpw — AG)) + @ (3VEn(AC, — Cpir))

__ p—LSL USL—p
kde CpkL = T3, CpkU = 35 -

Derivovanim podle A pak jiz snadno odvodime hustotu pro veli¢inu 1 — K:
fiok) = 3C, Vin (0(3VER(AC, — Cyir)) + ¢(3VEn(Cyp — ACy)))

pro A < 1,apro A >1je f, x(A) =0. (®(-) je distribuéni funkce od N(0, 1), ¢(-) je jeji
hustota.)

Necht fép (+) je hustota rozdéleni pravdépodobnosti odhadu C'p, pak vzorec pro hustotu

odhadu C, zaloZeny na soucinu dvou nezavislych nahodnych velicin je:

fe, () = /:oifép( ) fi- K( )du pro z > 0
fépk(x) = /Oooifé( ) fio K( )du pro x < 0.

Volbou hustoty fép(-) podle ruzného odhadu parametru o dostaneme tii piipady pro
hustotu fépk (). Problém je ovsem v tom, ze nelze z vyse uvedeného vzorce hustotu fC‘pk (+)
explicitné vyjadrit, ale Ize udélat numerickou studii a numericky vyjadrit odhady kvantilu,
coz se napt. hodi pro konstrukci statisticky pokryvnych intervalu pro odhad C’pk.

2. Druhy ptistup je zalozen na nasledujici rovnosti:

P{épk > )\} =P {Hlll’l (épkLaépkU) > )\} =
A A T — LSL USL — =
- P{CpkL>)\,CpkU>>\}:P{36_>>\,36_>A}
Hledame tedy podminky, za nichz jsou obé nerovnosti popisujici dva ndhodné jevy splnény.

Podminky splnéni je nutno rozdélit na 4 mozné piipady:



a) A>0, >0

V tomto ptipadé lze snadno ukazat, ze podminka splnéni obou nerovnosti je
LSL + 3X\o” < T < USL — 3)¢,

- - SL—LS
pokud bude USL — LSL > 6Ad, tedy ¢ < %.

b) A>0,6<0
Tato situace vede k nerovnosti USL — LSL < 6\&, coz nemuze byt splnéno, nebot
USL — LSL > 0, ale 6A¢ < 0.

c) A<0,6>0

Tato situace vede k nerovnosti
LSL + 3X\d < T < USL — 3\,
kterd plati pro kazdé 6 > 0, protoze A < 0.

d) A<0,5<0
Zde dospéjeme k nerovnosti

USL — 3X6 < T < LSL + 3)g,

USL—-LSL > b

kterd muze byt splnéna jediné pro =&

Pro A > 0 shrnutim obou piipadu a),b) mame, ze

P{Cpr <A} =1-P{Cpu >} =
— 1—P{LSL+3\6 <T < USL — 3\6} =

_ 1_P{M<LSL+3)\U—”><x—,u\/E<\/E<USL—3)\J—,u>}:
o o o
o (4 (s +:2)) o (30— ).

Nyni je nutné si uvédomit, ze ¢ je nahodna veli¢ina, ktera ma rozdéleni pravdépodobnosti

podle volby odhadu pro ¢. Lze snadno ukazat, ze pti volbé 6 = d;l(?n) lze hustotu podilu %

aproximovat velice dobfte, viz [1], hustotou N (1 5 ), kde a,, B, jsou parametry charak-

’a%kz

terizujici asymptotické chovani vybérového rozpéti R z normalniho rozdéleni.

Oznaéme g¢(+) hustotu rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny ¢, pak distribu¢ni funkce

o)

odhadu C'pk pro A > 0 ma tvar
Foo (V) = P{Cu <)} =

= 1-— /OCP//\ (—CD (3\/%(012;6(] — )\u)) + o (3\//<:_n()\u - CpkL))) g(u) du.
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Protoze 2C, = Cpir + Cpru, pak lze distribuéni funkei Fcpk() vyjadiit nasledovné

Fe (A)=1- /Ocp/,\ ((@ (?)\/%(C’p;€ — Au))) - (3\/%()@ —C,+ Cpk)>) g(u) du.

Vzorec pro odpovidajici hustotu fépk('> pro A > 0 ziskdame derivovanim integralu podle
parametru. Vyjdéme z obecného vzorce

F\) = /0 P ) du,

pak za predpokladi, které jsou splnény (viz [2]), derivace F'(\) podle parametru A je

F'(\) = /OB(A) dhg N qu+ h(BOY), ) BN,

V nasem piipadé B(\) = %, tedy B'(\) = _%7

h(u,\) = {—CD (BM(CM — )\u)) + @ (3\/%()\1@ —2C, + Cpk)) } g(u).

Odtud je snadno vidét, ze pro A > 0 je hustota pro C’pk rovha
Cp/A
e, (\) = /0 3VEkn-u {<p (()\u —2C, + Cpr) 3V kn) + ¢ (3\/ kn(Cpr — )xu)) } g(u) du.

Pro A < 0 vychazi hustota rozdéleni pravdépodobnosti pro C’pk jako soucet dvou slozek,
protoze musime oddélit ¢ > 0 a ¢ < 0. Pak

fépk()‘) = /OOO 3vVknu {gp (3%()@ - 3C, + C'pk)> + (?)\/E(C’p;€ — )\u))}g(u) du
+ /_CP/)\ 3Vknu {gp (SM(AU - Cpk)) + ¢ (SM(CM —2C, — )\u)) } g(u) du.

Pro praktické ticely je mozno na zdkladé numerickych studii polozit fC‘pk (A) =0pro A <0.

3. Postup zalozeny na podminéné pravdépodobnosti
Vyjdéme opét ze soucinu Cp, = (1—K) C), coz v Feci odhadu téchto ukazateli znamend

Cor = (1 = K) C,. Tedy

P{C’pk<)\}:P{(l—f()é’p<>\}:/+OOP{(1—K)U<A‘Cp:u}g(u)du,

—00

kde ¢g(-) je hustota rozdéleni pravdépodobnosti pro veli¢inu C'p. Jiz vime, ze lze uvazovat tii
moznosti tvaru této hustoty podle volby odhadu parametru o. Je nutno ve vyse uvedeném

vzorci rozlisit dva piipady, a to v > 0, u < 0. Pro v > 0 se pak jedna o vyraz
00 “ Al o~
/ P (1—K)<—‘C’p:u g(u) du,
0 U
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a pro u < 0 se jedna o vyraz
0 . A -
/ P{(l—K)>‘Cp:u}g(u)du.
—00 u
Celkem tedy pro A > 0

Fp () = P{épk<)\}:/:oP{(1—f()<A}g(u)du—i—

u

+/ < {1—K)<2}>g(u)du+/:g(u)du

protoze P{(1— K) <z} =1 pro z > 1.

Potiebujeme tedy znat distribuén{ funkei veliciny (1 — K), coz jiz bylo odvozeno difve:
P{(l—f()<$}:1— (3\/ ( pkU_xC ))+q>(3vkn(ACp—CpkL)),

zde x =2.

Derivovanim podle proménné A dosahneme implicitniho vyjadieni pro hustotu odhadu
épk, totiz pro A > 0 (pro A < 0 lze odvodit hustotu fépk<.) obdobneé, pro praktické tcely
1ze ji polozit jako 0)

Fe, () = /:0 3Cp/hn ((@ (3\/E(pr - 20,,))) +

u

o (37 (5.6 = G ) ) st us

+/OOOBCI’;/% ((90 <2Cp_cpkL>>> (2\/_< pkU—ch»)g(u)du

V piipadé odhadu C’p zalozeném na “pooled” smérodatné odchylce ¢ast s integralem pro
u < 0 odpad4, protoze hustota g(-) je odvozena od x3-rozdéleni.

Pro A > 1 je hustota veli¢iny (1 — K) rovna 0, tim g(-) ze vzorce vypada. Samozfejmé
by bylo mozné roli velicin (1 — K) a ép v podmince otocit a dojit tak k vyjadient

P{Cu <A} = /+°°P{ép<A\(1—f(:z)}h(z)dz:

— 00

/100 {0<} dz+/ { }h(z)dz,

opét z toho duvodu, ze h(z) = 0 pro z > 1, kdyz h(-) bude hustota veli¢iny 1 — K.

V dalsim bude provedena srovnavaci numericka studie vSech ti{ pristupu k vyjadieni
hustoty odhadu é’pk a porovnani numerickych odhadu ptislusnych kvantili pro a =
0,01, 0,02, 0,05, 0,95, 0,98 a 0,99. Studie bude provedena pomoci softwaru MathCad.
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Numerickd studie v Dodatku se vénuje srovnani vSech t¥i pristupu k aproximaci hus-
toty rozdéleni pravdépodobnosti odhadu C'pk.

Pro urceni hranic konfiden¢nich intervalu a statistiky pokryvnych intervala je nutno
odvodit rozdéleni veli¢iny épk /Cpr., tedy

épk: (1_[%).@
Cpk 1-K Cp'

Hodnoty ukazateli C), a Cp; musi byt pfedem stanoveny. Tedy distribué¢ni funkce pro
podil Cy/Cly, ma tvar:

- +oo [C 1-K
o »

~

kde ¢(-) je hustota veli¢iny (1 — K)/(1 — K). Tuto hustotu potfebujeme odvodit, proto

1-K .

1. TR >0=1— K >0, protoze lze uvazovat, ze |p —T| < A,
tedy K < 1= {LSL <7 < USL}.
1-K _ _

2. 1_K<OE{I>USL61T<LSL}.

Z toho plyne, ze

~

P{CI'”“<A} - P{CP<A.Hf
Cpk: Op 1-K

7 € (LSL, USL)} +

> 1- K, _ _
+P{Op>)\- — x>USLéix<LSL}.
Cp 1—-K

Je-li splnéna podminka T € (LSL, USL), pak to znamena, ze

~

1-K
1-K

<1,

pro podminku, ze T > USL ¢ T < LSL to pak znaci, ze

~

1-K

> 1.
1-K

Tim se distribu¢ni funkce pro podil épk /Cyr rozpada na dveé césti.

Nejdiive ale musime odvodit hustotu rozdéleni pravdépodobnosti pro veli¢inu

~

(1-K)/(1 - K). Médme

Q(u)zp{(1—K)/(1—K)<u}:P{1—f(<%fu},
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protoze 1 — K = Cp,/C,. Odtud jiz snadno

Qu) = 1—P{\x—T| <A—uACpk},
Cp
protoze K = ELT'. Jelikoz aritmeticky pramér T ma rozdéleni N (u,2), pak
LSL — A
Qu) = 1—P{<SM+U Cpk) kan<
o c C

_ (USL—M_M.CM> \/ﬁ}:

o o G,

= (3\/_( kU — pku))+(1)(3\/_( pkU — pkL))

kde ®(-) je distribuce N(0,1).

Protoze pfi odvozovéani je ve vyrazu absolutni hodnota |T — T'|, pak musi byt A —
uA cc—’;f > 0, coz vede k pozadavku, aby

Pro u > CC—:;C je pak automaticky Q(u) = 1.
Souhrnneé tedy, bude-li Cpr = Cpry, pak distribuce Q(u) pro u < CC—; ma tvar
Qu) =1 =& (3VEn(Cyr — uCyr)) + @ (3VEkn(u Gy, — 2C, + Cpi) ) -
V piipade, ze Cpr = Cprr, pak distribuce Q(u) pro u < CC—; ma tvar
Qu) =1 —® (3Vkn (—Cp +2C, — Cppw)) + @ (3Vkn (Cpru — Cpi) ) -

Diky vlastnosti distribuce ®(-), totiz, ze ®(—z) = 1 — ®(2), je snadno vidét, ze obé
vyjadfeni pro hodnotu distribuce Q(-) jsou totozné, ¢ili nezavisi na tom, zdali Cpr, = Cpru

él Cpk = CpkL'
Odtud jiz snadno odvodime vyraz pro hustotu ¢(-):

q(u) =0 pro u>——
pk

q(u )_3Cpk\/_( (3\/_( )) +¢(3\/_( ok + U Cpp — C))) jinak.

Tim se dostavame ke koneénému vyjadreni distribuce F(+) pro podil g—;’z



A>0:

Pak tedy pro A > 0

protoze %g > 0 s pravdépodobnosti 1.

Pro ilustraci uvazujme piipad s odhadem parametru o zalozeném na R, tedy

pak tedy

()56 0)

Souhrnné pak tedy mame vyjadreni pro distribuci F'(-):

F(\) = /OCP/CM <1 - (Od"ﬁ\n/g <;L — 1))) q(u)du pro A >0

F()\):/O @(a"ﬂf (i—l))q(u)du pro A < 0.

Odtud jiz snadno derivovanim ziskdme hustotu rozdéleni pravdépodobnosti pro veli¢inu

épk/Cpk:

pro A > 0:

= [Tt (5 )
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aproA<0

o= [ v, (“"f (5-1)) - Maan

(pro praktické ucely lze polozit definitoricky f(A) = 0 pro A < 0, protoze f(A) pro A <0
je zanedbatelnd).

V dodatku jsou uvedeny tabulky kvantilu pro rozdéleni pravdépodobnosti podilu
C’pk/C’pk pro velikost podskupiny n = 2, 5 a 10 a pocet podskupin £ = 10, 20, 25 a 50.
Kvantily lze vyuzit nésledovné: vybereme konfidenéni iroven 1 — 2a, kde napt. o = 0,01
¢i 0,025. Najdeme odpovidajici kvantily ¢, a ¢1_o, pak

C
P{Qa < ok SQla} =1-2a.
Cok
Odtud snadno odvodime statisticky pokryvny interval pro C’pk, totiz
Cpk o S CAfpk: S Cpk d1—a;

¢i konfidencni interval pro Cpy:

Cpk < Cpk %
q1—a o

Hustoty rozdéleni pravdépodobnosti pro ukazatele Cy.;, a Cpy .

Tyto ukazatelé piedstavuji zaklad pro definovéni ukazatele C,;, a pouzivaji se predevsim
pii zadani pouze jediné specifika¢ni meze. Je-li to USL, pak se pouzije Cpry, pii zaddni
LSL se pracuje s Cpyr.

i — LSL USL — i

30 30

kde p je parametr polohy a ¢ je smérodatnd odchylka inherentni variability sledovaného

CpkL = C1pkU -

znaku jakosti. Definice obou ukazatelu v tomto pojeti predpokldda normalni rozdéleni
N(u,0?) znaku jakosti.

Redlny stav procesu pak vyjadiuji jejich odhady épkL a épkU, kde parametr u je
odhadovan aritmetickym prumérem T ze vSech dat a parametr ¢ je odhadovan pomoci
nékterého odhadu smérodatné odchylky o, tedy

R 5

E n 1/2
G T am 7T ( M=) 22" ) '

Jde tedy o to odvodit tvar rozdéleni téchto odhadi ukazatelt Cpyr, a Cpry podle pouzitého

odhadu drovné inherentni variability. Je predpoklddano, ze data jsou organizovana do
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podskupin o rozsahu n > 2 a jsou mezi sebou navzijem nezavisla. Z predpokladu o nor-

malité dat vyplyva, ze veli¢iny T a ¢ jsou vzajemné nezavislé. Hustoty odhadu C’pkL a

Cpru odvodime na zakladé vzorce pro hustotu podilu dvou nezévislych ndhodnych velicin

+oo
) = [ fx(2) fr(2) d
kde fx(-) je hustota citatele, fy(:) je hustota jmenovatele v podilu X/Y. Zde mame

__ T—LSL
X = 3

zakladé rozdéleni pro T:

aY = 0g Ci 0g ¢i 67. Nejdiive probereme piipad s Y = 6. Je zfejmé, ze na

T — LSL pu—LSL o2
-5 N ) Y
3 3 9kn

)

odhad 6 ma ptiblizné rozdéleni N (a, o

Pak dosazenim do obecného vzorce pro hustotu podilu dojdeme k integralu

F0) = /+oo |Z|3k:an\/ﬁ exp {_9k:n <vz —pu+ LSL)2 2k <z — 0)2} =

—o00 273,02 2 o 22\ o

Integral rozdélime na dvé ¢ésti (—o0,0) U (0, +00) a po substituci ¢t = £ ziskdvame

oo Bkany/n 9kn , A’k )
flv) = /m |t|mexp{—2(vt—30) G-
kde hodnota Cpir, = C. Pro dalsi vypocet integralu rozdélime opét na dvé casti:
_ Bkapy/n [ 3kn(vt —3C)* a2k 5
3kay\/n [0 3kn(vt —3C)* 2k 5
- kb A AL - _ Wy .
f-(v) 2n B t exp { 5 252 (t—1)°pdt

Pak f(v) = f1(v) — /_(v).

V dalsim pouzijeme nésledujici vzorec:

~ 2
/ teiat272bt dt — i _ i \/?exp b— 1 — erf i )
0 2a  2a Va a a

kde a > 0. V nasem pripadé mame

k 2 2
a—2<2n02+gg>, b—k<20n02+gg>,

oznacme jeste d = & (902n + %) Pak hustota f(-) ma explicitni vyjadfeni:

o= BT [ B g () 1)

Pro ilustraci uved me grafické vyjadren{ hustoty pro Cpir, ptik = 30,n =3 a Cprr = 1,
a, = 1,693, 3, = 0, 888.
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Thned je vidét, Ze rozdéleni odhadu ukazatele Cpipr, tedy velicina C'pkU, ma tentyz tvar

hustoty s tim, ze C' = Cpiy, protoze rozdélen{ citatele USL=2 je v tom piipadé

N USL—,u’ o? .
3 9kn

Pokud by nas zajimala hustota podilu épkL /Cpir, pak pouzijeme obecny vzorec pro
hustotu podilu ndhodné veliéiny a nenulového cisla, a ziskdme (g(-) je hustota pro Cr/Corr)
g(v) = Curr f(Cprv). Tento tvar hustoty se hodi pro numerické Feseni nalezeni kon-
fidenénich mezi pro ukazatele Cpyr, €i odvozeni statistického pokryvného intervalu pro
hodnoty odhadu C'pk . Pii zadané hodnoté ukazatele Cpyr..

Jestlize bychom pouzili odhad g, pak se tvar vysledné hustoty pro odhad épkL
nezmeéni, jenom misto a,,, 3, budou konstanty a,,_1 a b,_1 spojené s rozdélenim vybérové

smérodatné odchylky.

Jind situace bude v pripadé pouziti tzv. pooled standard deviation ;. Jeji rozdéleni

je odvoditelné od rozdéleni x? o k(n — 1) stupnich volnosti a ma tvar

X

r(z) =2k(n —1) o [y <k(n—1)x2

5 ,k(n—l)),

o

kde f,2(-, k(n — 1)) je hustota y?-rozdéleni o k(n — 1) stupnich volnosti. Podrobnéji

k(n—1)

2k(n — 1) (Hgle) 2 16Xp{_k(n—1) 2} x

— > 0.
2k(n271) F (k(?’LQ—l)) 20_2 T 0_2 pProxr =~

r(z) =

13



Na zakladé obecného vzorce pro hustotu podilu dvou nezavislych nahodnych velicin,
zde @ a oy, ziskdme vzorec pro hustotu odhadu C’pk © pti pouziti odhadu smérodatné

odchylky zalozeném na “pooled deviation”.

k(n 1)

3Vkn [k(n—1) .
foy) = 22 G [
Ver 9t 1F k1) 1)

X exp {_S)l;n(vt — CpkL)Q} exp {_k(n;l) tg} dt.

Pro zjednoduseni zaved me

<9km} + k(n — 1)) v(v) = —=9kn Cpirv,

[\D\»—t

pv) =

pak lze hustotu f(-) prepsat do tvaru

k('n 1)

) = 3Vkn  [k(n—1)]
S Ver o i (M )
></ ¢hn=1) { y(v)t}dt =

3Vkn [k(n— 1)] 9kn Cﬁm
= k(n—1) _ eXpy———%= X
% w—ﬂ*% )

=t v (G5} D (55).

kde funkce D_,(-) patii do rodiny tzv. funkeci parabolického vélce a pro r > 0 je tato
funkce definovana jako:

N

z

D_.(z) = €L /Oo e 1
L'(r) Jo

Hustotu f(-) lze napsat taky v ponékud jednodussim tvaru, a to

k(n 1) —k(n—1)+1

3vkn[k(n — 1)] 27T B(v)”
mz%—lr(@)

9]{:77/ OpkL © 2 e
X expg ————— / e 2 250 dx.
0

E(n=1)+1
2

flo) =

2

Aproximace hustoty rozdéleni pravdépodobnosti odhadu épk.

7 predchoziho odvozovani tvaru hustoty pro odhad épk je videt, ze se velice tézko do-

pracujeme explicitniho vyjadieni tvaru hustoty. Kdybychom takové explicitni vyjadieni
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ve tvaru vhodného vzorce méli, tak ziskani pozadovanych kvantilu pro konstrukeci sta-
tistického pokryvného intervalu by bylo mozno snadno ziskat. V literature (napt. [2])
lze najit odhady kvantilu ¢i odkazy na dalsi literaturu, kde jsou vhodné odhady kvan-
tilu navrzeny a studovany, ale aproximovat celou hustotu jinou vhodnou hustotou zatim

studovano nebylo.

Na zakladé numerické studie lze predpokladat, ze relativné dobrou aproximaci hustoty
odhadu C’pk se jevi hustota odhadu C'pkL, resp. C'pkU, ktera byla odvozena v ptechozim.
Jestlize se bude lisit hodnota C}, od Cpy, tedy C,, > Cp, vice, tim spiSe se chovani odhadu
Opk bude blizit chovani odhadu C’pk Ci C'pkU podle toho, na které strané od centra toleranc-
niho rozmezi bude umistén parametr polohy. Horsi aproximaci lze tedy ocekavat v téch
piipadech, kdy C, = C, (pozadavek na pfesné centrovani) ¢i C, bude malo odlisné od
Cy. Necht jsou dény pozadované hodnoty ukazatela C, a Cp. Ddle mame k dispozici
data organizovana do podskupin rozsahu n > 2 a pocet podskupin je k. Odhad inherentni

variability (parametr o) bude odhadovan pomoci R, resp. pomoci 3.

Vyse byla odvozena hustota pro odhad C’pkL, resp. épkU na zakladé vzorce pro podil
dvou nezavislych ndhodnych veli¢in. Pro odhady smérodatné odchylky o, a to R/ds(u) a
5/Cy(u), lze odvodit explicitni tvar hustoty pro odhady C’pk L, resp. C’pkU, a to ve formé

+o0o
fegn@ = [l fr(oy) Sy () dy,

kde fx(-) je hustota rozdéleni N (CpkL, ﬁ), fr(+) je hustota rozdéleni N (1 B ) po
dosazeni téchto hustot do vzorce a potiebnych vypoctech dojdeme k vyjadieni ve tvaru.

Jopu (@) = 3%{ Pi d}[ <1 ) ié) A p{lju())H ’

“75)!
Alz) |

KH
/
e
=12
S
v&
N——
KA
—

kde
d = ;(914:7102“—# Og)
Az) = ;<9k‘nx + ;f)
B(z) = ;<9knCPka+ ;f)

a ®(-) je distribucni funkce pro N(0,1).

Toto je aproximace pro piipad odhadu parametru o pomoci R/dy(u). V piipadé
odhadu ¢ pomoci 5/Cy(n) se ve vzorci misto «,, (3, pouziji parametry a, 1, b,_1 jiz

difve zminéné.
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Vhodnost aproximace ovérime na numerické studii provedené pomoci software Math-
Cad. Studie je uvedena v Dodatku.
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DODATEK

obsahujici numerické studie:
1. porovnani tfi pristupt k vypoctu hustoty odhadu indexu Cpk

2. vliv volby odhadu pro smérodatnou odchylku na
tvar hustoty odhadu indexu Cpk

3. porovnani hodnot kvantili rozdéleni odhadu indexu Cpk
s kvantily rozdéleni odhadu indexu CpkL

4. tabulka hodnot dilezitych kvantili rozdéleni podilu odhadu
indexu Cpk a hodnoty indexu Cpk



Numericka studie porovnavajici 3 uvazované pristupy k vypoctu hustoty
rozdéleni pravdépodobnosti odhadu ukazatele Cpk

Studie provadi srovnani tfi pfistupt k vyjadieni hustoty odhadu ukazatele Cpk, které jsou
rozebirany v praci. Srovnani je provedeno na zékladé vypoctu vybranych kvantilii pro rozsah
podskupiny n=3,5 a 10 a pro pocet podskupin k=10,15,20,25,50 a 100. Jednotlivé piistupy
jsou oznaceny Soucin, Min a Podm.pst. podle zakladniho principu odvozeni tvaru hustoty.
Srovnani bylo provedeno pro hustotu zalozenou na odhadu inherentni smérodatné odchylky
pomoci vybérového rozpéti R.

Sou¢in Cp=1,67 Cpk=1,33

n=3 k=10 15 20 25 50 100

0,01 0,940 0,996 1,031 1,057 1,126 1,179
0,02 0,975 1,027 1,060 1,084 1,147 1,195
0,05 1,031 1,077 1,105 1,126 1,179 1,220
0,50 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330
0,95 1,843 1,722 1,658 1,616 1,521 1,460
0,98 2,035 1,856 1,764 1,706 1,577 1,496
0,99 2,185 1,958 1,843 1,772 1,616 1,521

Min  Cp=1,67 Cpk=1,33

n=3 k=10 15 20 25 50 100

0,01 0,940 0,996 1,031 1,057 1,126 1,179
0,02 0,975 1,027 1,060 1,084 1,147 1,195
0,05 1,081 1,077 1,105 1,126 1,179 1,220
0,50 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330
0,95 1,842 1,722 1,657 1,616 1,521 1,460
0,98 2,034 1,856 1,764 1,706 1,577 1,496
0,99 2,185 1,958 1,843 1,771 1,616 1,521

Podm. Pst. Cp=1,67  Cpk=1,33

n=3 k=10 15 20 25 50 100

0,01 0,940 0,996 1,031 1,057 1,126 1,179
0,02 0,975 1,027 1,060 1,084 1,147 1,195
0,05 1,081 1,077 1,105 1,126 1,179 1,220
0,50 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330
0,95 1,842 1,722 1,657 1,616 1,521 1,460
0,98 2,034 1,856 1,764 1,706 1,577 1,496
0,99 2,185 1,957 1,843 1,771 1,616 1,521




Sou¢in Cp=1,67  Cpk=1,33

n=5 k=10 15 20 25 50 100
0,01 1,028 1,074 1,103 1,124 1,178 1,219
0,02 1,057 1,099 1,126 1,145 1,194 1,231
0,05 1,103 1,139 1,162 1,178 1,219 1,250
0,50 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330
0,95 1,660 1,588 1,549 1,522 1,461 1,420
0,98 1,767 1,668 1,614 1,579 1,497 1,444
0,99 1,846 1,725 1,660 1,618 1,522 1,461
Min Cp=1,67 Cpk=1,33

n=5 k=10 15 20 25 50 100
0,01 1,028 1,074 1,103 1,124 1,178 1,219
0,02 1,057 1,099 1,126 1,145 1,194 1,231
0,05 1,103 1,139 1,162 1,178 1,219 1,250
0,50 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330
0,95 1,660 1,588 1,549 1,522 1,461 1,420
0,98 1,767 1,668 1,614 1,579 1,497 1,444
0,99 1,846 1,725 1,660 1,618 1,522 1,461
Podm. Pst. Cp=1,67 Cpk=1,33

n=>5 k=10 15 20 25 50 100
0,01 1,028 1,074 1,103 1,124 1,178 1,219
0,02 1,057 1,099 1,126 1,145 1,194 1,231
0,05 1,103 1,139 1,162 1,178 1,219 1,250
0,50 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330
0,95 1,660 1,588 1,549 1,522 1,461 1,420
0,98 1,767 1,668 1,614 1,579 1,497 1,444
0,99 1,846 1,725 1,660 1,618 1,522 1,461
Sou¢in  Cp=1,67 Cpk=1,33

n=10 k=10 15 20 25 50 100
0,01 1,106 1,142 1,164 1,180 1,220 1,251
0,02 1,128 1,161 1,181 1,196 1,232 1,260
0,05 1,164 1,192 1,209 1,220 1,251 1,273
0,50 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330
0,95 1,545 1,501 1,176 1,459 1,419 1,392
0,98 1,609 1,550 1,517 1,495 1,443 1,408
0,99 1,655 1,584 1,545 1,520 1,459 1,419




Min Cp=1,67 Cpk=1,33

n=10 k=10 15 20 25 50 100

0,01 1,106 1,142 1,164 1,180 1,220 1,251
0,02 1,128 1,161 1,181 1,196 1,232 1,260
0,05 1,164 1,192 1,209 1,220 1,251 1,273
0,50 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330
0,95 1,545 1,501 1,476 1,459 1,419 1,392
0,98 1,609 1,550 1,517 1,495 1,443 1,408
0,99 1,655 1,584 1,545 1,520 1,459 1,419

Podm. Pst. Cp=1,67 Cpk=1,33

n=10 k=10 15 20 25 50 100

0,01 1,106 1,142 1,164 1,180 1,220 1,251
0,02 1,128 1,161 1,181 1,196 1,232 1,260
0,05 1,164 1,192 1,209 1,220 1,251 1,273
0,50 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330 1,330
0,95 1,545 1,501 1,476 1,459 1,419 1,392
0,98 1,609 1,550 1,517 1,495 1,443 1,408
0,99 1,655 1,584 1,545 1,520 1,459 1,419

Na zakladé¢ tohoto srovnani lze tvrdit, Ze pro numerické vyjadieni pribehu hustoty rozdéleni
pravdépodobnosti pro odhad ukazatele Cpk jsou vSechny tii ptistupy uvedené v praci naprosto
ekvivalentni a rozdily v hodnotach ptislusnych kvantilti, pokud néjaké jsou, pak jsou

v tisicinach.




Numericka studie o vlivu volby odhadu smérodatné odchylky

Srovnani kvantili rozdéleni pravdépodobnosti odhadu ukazatele Cpk vii¢i pouZitému odhadu
inherentni smérodatné odchylky og, G5, o1:

n=velikost podskupiny, k=pocet podskupin, o= pravdépodobnost odpovidajici ptislusnému

kvantilu
Vypocet kvantill je zaloZen na tvaru ptislusné hustoty odhadu ukazatele Cpk odvozeném od
soucinu velic¢in 1-K a Cp

Cp=1,33

Cpk=1

n=3

10

15

20

25

50

100

R

S

I

R

0,01

0,696

0,697

0,705

0,740

0,740

0,748

0,768

0,768

0,775

0,788

0,788

0,794

0,842

0,842

0,847

0,883

0,884

0,887

0,02

0,724

0,724

0,734

0,763

0,764

0,774

0,790

0,791

0,798

0,809

0,809

0,816

0,858

0,858

0,863

0,896

0,896

0,900

0,05

0,768

0,768

0,780

0,803

0,804

0,813

0,826

0,826

0,834

0,842

0,842

0,849

0,883

0,884

0,889

0,915

0,915

0,919

0,50

1

1

1,016

1

1,011

1,008

1,006

1,003

1,002

0,95

1,393

1,391

1,377

1,301

1,300

1,290

1252

1251

1,242

1,220

1,219

1211

1,147

1,146

1,141

1,100

1,100

1,096

0,98

1,539

1,536

1,497

1,403

1,402

1,377

1,333

1,331

1,313

1,289

1,288

1,272

1,190

1,189

1,180

1,128

1,127

1,122

0,99

1,654

1,650

1,586

1,481

1,478

1,440

1,393

1,391

1,363

1,338

1,337

1,315

1,220

1,219

1,207

1,147

1,146

1,139

Cp=1,33 Cpk=1

n=5

10

15

20

25

50

100

R

S

I

R

0,01

0,764

0,768

0,771

0,800

0,803

0,807

0,823

0,826

0,829

0,839

0,842

0,845

0,882

0,844

0,886

0,914

0,915

0,917

0,02

0,787

0,790

0,795

0,820

0,823

0,827

0,841

0,844

0,847

0,856

0,858

0,861

0,894

0,896

0,896

0,923

0,925

0,926

0,05

0,823

0,826

0,832

0,851

0,854

0,859

0,869

0,871

0,875

0,882

0,884

0,887

0,914

0,915

0,918

0,938

0,939

0,940

0,50

1

1

1,008

1

1,005

1,004

1,003

1,002

1,001

0,95

1,254

1,248

1,245

1,200

1,195

1,192

1,169

1,165

1,162

1,149

1,145

1,143

1,101

1,099

1,097

1,070

1,068

1,067

0,98

1,337

1,328

1,316

1,261

1,254

1,246

1,219

1,214

1,207

1,192

1,187

1,182

1,129

1,126

1,123

1,089

1,087

1,085

0,99

1,397

1,386

1,367

1,304

1,297

1,284

1,254

1,248

1,239

1222

1,217

1,209

1,149

1,145

1,141

1,101

1,099

1,096

Cp=1,33

Cpk=1

n=10

10

15

20

25

50

100

R

R

0,01

0,825

0,834

0,836

0,853

0,861

0,862

0,871

0,878

0,879

0,883

0,890

0,891

0,915

0,920

0,921

0,938

0,942

0,943

0,02

0,843

0,851

0,853

0,868

0,876

0,877

0,884

0,891

0,892

0,895

0,902

0,903

0,924

0,929

0,929

0,945

0,949

0,949

0,05

0,871

0,878

0,880

0,892

0,898

0,900

0,905

0,911

0,913

0,915

0,920

0,921

0,938

0,942

0,943

0,956

0,959

0,959

0,50

1,004

1,002

1,002

1,001

1,001

0,95

1,166

1,153

1,153

1,132

1,122

1,122

1,113

1,104

1,104

1,100

1,093

1,092

1,069

1,064

1,064

1,048

1,045

1,044

0,98

1,216

1,198

1,195

1,170

1,157

1,155

1,145

1,133

1,132

1,127

1,118

1,116

1,087

1,081

1,080

1,060

1,056

1,056

0,99

1,250

1,229

1,225

1,197

1,182

1,178

1,166

1,153

1,151

1,147

1,135

1,133

1,100

1,093

1,091

1,069

1,064

1,063




Cp=1,67

Cpk=1,33 n=3

10

15

20

25

50

100

R

R

0,01

0,940

0,941

0,952

0,996

0,996

1,006

1,031

1,032

1,041

1,057

1,058

1,066

1,126

1,126

1,133

1,179

1,180

1,185

0,02

0,975

0,976

0,988

1,027

1,027

1,038

1,060

1,061

1,070

1,084

1,084

1,093

1,147

1,147

1,154

1,195

1,196

1,201

0,05

1,031

1,032

1,048

1,077

1,077

1,090

1,105

1,106

1,117

1,126

1,126

1,136

1,179

1,180

1,187

1,220

1,220

1,225

0,50

1,33

1,33

1352

1,33

1,33

1,345

1,33

1,33

1,341

1,33

1,33

1,339

1,33

1,33

1,334

1,33

1,33

1,332

0,95

1,843

1,840

1,821

1,722

1,721

1,706

1,658

1,656

1,644

1,616

1,615

1,604

1,521

1,520

1,513

1,460

1,459

1,455

0,98

2,035

2,031

1,977

1,856

1,854

1,820

1,764

1,762

1,736

1,706

1,704

1,683

1,577

1,576

1,563

1,496

1,495

1,488

0,99

2,185

2,180

2,092

1,958

1,955

1,902

1,843

1,840

1,802

1,772

1,770

1,739

1,616

1,615

1,598

1,521

1,520

1,510

Cp=1,67

Cpk=1,33

n=>5

10

15

20

25

50

100

R

R

0,01

1,028

1,033

1,038

1,074

1,078

1,083

1,103

1,107

LIl

1,124

1,127

1,131

1,178

1,181

1,184

1,219

1,221

1,223

0,02

1,057

1,062

1,068

1,099

1,103

1,108

1,126

1,130

1,134

1,145

1,148

1,152

1,194

1,197

1,200

1,231

1,233

1,285

0,05

1,103

1,107

1,115

1,139

1,143

1,149

1,162

1,165

1,170

1,178

1,181

1,185

1,219

1221

1,224

1,250

1,251

1,253

0,50

1,33

1,33

1,341

1,33

1,33

1,337

1,33

1,33

1,335

1,33

1,33

1,334

1,33

1,33

1,332

1,33

1,33

1,331

0,95

1,660

1,651

1,646

1,588

1,582

1,578

1,549

1,543

1,539

1,522

1,518

1,514

1,461

1,458

1,455

1,420

1,418

1,416

0,98

1,767

1,755

1,739

1,668

1,659

1,648

1,614

1,606

1,598

1,579

1,572

1,565

1,497

1,493

1,489

1,444

1,442

1,439

0,99

1,846

1,831

1,805

1,725

1,714

1,697

1,660

1,651

1,638

1,618

1,611

1,600

1,522

1,518

1,512

1,161

1,458

1,454

Cp=1,67

Cpk=1,33

n=10

10

15

20

25

50

100

0,01

1,106

1,119

1,120

1,142

1,153

1,154

1,164

1,174

1,175

1,180

1,189

1,190

1,220

1,228

1,228

1,251

1,256

1,257

0,02

1,128

1,140

1,143

1,161

1,171

1,173

1,181

1,191

1,192

1,196

1,204

1,206

1,232

1,239

1,240

1,260

1,264

1,265

0,05

1,164

1,174

1,177

1,192

1,200

1,203

1,209

1,216

1218

1,220

1,228

1,229

1,251

1,256

1,257

1,273

1,277

1,278

0,50

1,33

1,33

1,335

1,33

1,33

1,333

1,33

1,33

1,332

1,33

1,33

1,332

1,33

1,33

1,331

1,33

1,33

1,330

0,95

1,545

1,527

1,527

1,501

1,487

1,487

1,476

1,464

1,464

1,459

1,449

1,448

1,419

1,412

1,412

1,392

1,387

1,387

0,98

1,609

1,585

1,581

1,550

1,532

1,529

1,517

1,502

1,499

1,495

1,482

1,480

1,443

1,434

1,433

1,408

1,402

1,401

0,99

1,655

1,626

1,619

1,584

1,563

1,558

1,545

1,527

1,524

1,520

1,504

1,501

1,459

1,449

1,447

1,419

1,412

1,411

Shrnuti numerické studie: Na zékladé velikosti kvantilového rozpéti Ize tvrdit, Ze nejkratsi

rozpéti vykazuje pouziti ,,pooled standard deviation*, zatim co ob¢ dvé zbyvajici moznosti

jsou prakticky rovnocenné pro maly rozsah podskupiny, ale za¢inaji se liSit pii vétSim rozsahu
podskupiny ve prospéch klasické smérodatné odchylky. Zde jesté hraje roli pocet

uvazovanych podskupin a Ize fici, Ze s rostoucim poc¢tem podskupin se rozdily mezi
uvazovanymi odhady inherentni smérodatné odchylky stiraji.




Numericka studie porovnani kvantilii rozdéleni pravdépodobnosti
odhadu ukazatele Cpk a odhadu ukazatele CpkL
(aproximace hustoty odhadu Cpk pomoci hustoty odhadu CpkL)

k=pocet podskupin

n=velikost podskupiny

o Cpk |CpkL Cpk |CpkL Cpk |CpkL Cpk |CpkL
0,01 {Cp=1 ]0,746|0,765 |Cp=1,33/0,7640,765 |Cp=1 |0,809|0,824 | Cp=1,33]0,823 0,824
0,02 | Cpk=1 ]0,767]0,787 | Cpk=1 0,787|0,787 |Cpk=1 |0,8260,841 |Cpk=1 |0,841]0,841
0,05 | CpkL=10,800 0,823 | CpkL=1 | 0,823 0,823 | CpkL=1 0,852 0,869 | CpkL=1 | 0,869 | 0,869
0,50 | k=10 0,963 |1 k=10 1 1 k=20 0,974 |1 k=20 1 1
0,95 | n=5 1,198 1,255 |n=5 1,254 11,255 |n=5 1,131 1,169 |n=5 1,1691,169
0,98 1,275|1,337 1,337/1,337 1,178 1,220 1,2191,220
0,99 1,332]1,398 1,397 /1,389 1,2121,256 1,254 1,256
o Cpk |CpkL Cpk |CpkL Cpk |CpkL Cpk |CpkL
0,01{Cp=1 ]0,872]0,881 |Cp=1,33/0,882]0,881 |Cp=1 ]0,907]0,920 | Cp=1,33]0,9140,920
0,02 | Cpk=1 ]0,884]0,894 |Cpk=1 0,894]0,894 |Cpk=1 |0,916]0,927 |Cpk=1 ]0,923]0,927
0,05 | CpkL=1]0,902 0,814 | CpkL=1 [0,914|0,914 | CpkL=1|0,929 0,940 | CpkL=1 | 0,938 | 0,940
0,50 | k=50 0,983 |1 k=50 1 1 k=100 [0,988|1,001 | k=100 |1 1,001
0,95 [n=5 1,079 /1,101 | n=5 1,101 1,101 [n=5 1,054 1,073 |n=5 1,070 (1,073
0,98 1,105|1,129 1,1291,129 1,072 1,099 1,089 | 1,099
0,99 1,123 1,148 1,149 1,148 1,084 | 1,101 1,101 | 1,101
o Cpk |CpkL Cpk |CpkL Cpk |CpkL Cpk |CpkL
0,01 |Cp=1,33 0,764 /0,765 |Cp=1,67 10,764|0,765|Cp=1,33 ]0,823]0,824 |Cp=1,67 |0,8230,824
0,02 | Cpk=1,33 |0,7870,787 | Cpk=1,33 |0,787(0,787 | Cpk=1,33 ]0,841|0,841 | Cpk=1,33 |0,841|0,841
0,05 | CpkL=1,330,823 0,823 | CpkL=1,33]0,823 {0,823 | CpkL=1,33]0,869 | 0,869 | CpkL.=1,33 | 0,869 | 0,869
0,50 | k=10 1 1 k=10 1 1 k=20 1 1 k=20 1 1
0,95 |n=5 1,254 11,255 |n=5 1,254 1,255 | n=5 1,169|1,169 | n=5 1,1691,169
0,98 1,337/1,337 1,337|1,337 1,2191,220 1,2191,220
0,99 1,397]1,398 1,397|1,398 1,254 1,256 1,254 11,256
o Cpk |CpkL Cpk |CpkL Cpk |CpkL Cpk |CpkL
0,01 |Cp=1,33 0,882/0,881 |Cp=1,67 ]0,882{0,881|Cp=1,33 ]0,914]0,920 |Cp=1,67 0,914 /0,920
0,02 | Cpk=1,33 ]0,894/0,894 | Cpk=1,33 ]0,894]0,894 | Cpk=1,33 [0,923|0,927 | Cpk=1,33 0,923 |0,927
0,05 | CpkL=1,33]0,914 /0,914 | CpkL=1,33]0,914[0,914 | CpkL=1,33 10,938 0,940 | CpkLL=1,33 | 0,938 | 0,940
0,50 | k=50 1 1 k=50 1 1 k=100 1 1,001 | k=100 1 1,001
0,95 |[n=5 1,101 1,101 |n=5 1,101 | 1,101 |n=5 1,070 | 1,073 | n=5 1,070 1,073
0,98 1,1291,129 1,1291,129 1,089 1,099 1,089 1,099
0,99 1,149 1,148 1,149 1,148 1,101 | * 1,101 | *

Shrnuti numerické studie: Studie odhalila zajimavé zjisténi, Ze studovana aproximace hustoty
odhadu ukazatele Cpk je lepsi, ¢im je vétsi odstup mezi ukazateli Cp a Cpk. Kdyz Cpk=Cp,
pak jsou rozdily fadové v 5-6ti setindch. Rovnéz rozdily se zmensuji, pokud rostou hodnoty
ukazateld a pocet podskupin. Nejvétsi rozdily se vyskytuji, kdyz Cp=Cpk=1 a pfi malém

poctu podskupin. Lze ale fici, ze pro praktické ucely je navrhovana aproximace uspokojiva.




Numericka studie kvantili rozdéleni pravdépodobnosti pro podil
odhadCpk/Cpk

k=pocet podskupin n=velikost podskupiny

Cp=1 n=3 Cpk=pCp

k=10 k=20 k=25 k=50

a«  |p=1 [0,75 0,67 [p=1 |0,75 0,67 |p=1 |0,75 [0,67 |p=1 [0,75 |0,67

0,01 10,68310,687 0,676 0,757 0,762 10,754 (0,778 10,783 {0,776 10,834 | 0,838 | 0,834

0,025 10,719 10,728 10,720 | 0,786 | 0,795 10,789 | 0,805 | 0,813 | 0,808 | 0,855 | 0,862 | 0,858

0,05 10,75210,767 10,759 10,813 |0,825 /0,819 {0,829 | 0,841 | 0,836 0,874 | 0,883 | 0,879

0,5 10,968 1,016 1,016 0,974 /1,008 | 1,008 | 0,976 [1,006 | 1,006 |0,982 | 1,003 | 1,003

0,95 11,299(1,392 1,400 | 1,191 |1,252 1,258 [1,167 | 1,220 | 1,225 | 1,111 |1,148 1,151

0,975 11,383 11,486 | 1,496 | 1,242 11,308 | 1,315 (1,210 | 1,269 | 1,275 1,139 |1,178 | 1,183

0,99 11,491 1,608 1,620 1,304 |1,378 | 1,386 1,263 |1,328 /1,335 1,173 | 1,216 |1,221

Cp=1,33 n=3 Cpk=pCp

k=10 k=20 k=25 k=50

a«  |p=1 [0,75 0,67 [p=1 [0,75 [0,67 [p=1 [0,75 0,67 |p=1 [0,75 |0,67

0,01 10,697 10,705 10,699 0,768 |0,775 0,770 | 0,788 [ 0,794 | 0,790 | 0,841 | 0,847 | 0,844

0,025 10,732 10,744 10,739 10,796 | 0,806 | 0,802 | 0,814 | 0,823 | 0,820 | 0,862 | 0,869 | 0,866

0,05 0,76510,780 10,775 0,882 /0,834 |0,831 | 0,838 | 0,849 | 0,846 | 0,880 | 0,889 | 0,887

0,5 10,980|1,016|1,016 0,982 1,008 | 1,008 | 0,984 [1,006 | 1,006 |0,987 | 1,003 | 1,003

0,95 11,312 1,377 1,382 | 1,119 /1,242 11,245 1,174 | 1,212 | 1,214 | 1,116 | 1,141 | 1,143

0,975 11,396 1,468 | 1,474 | 1,250 | 1,296 11,300 | 1,217 | 1,258 | 1,262 | 1,144 | 1,171 | 1,174

0,99 11,506 1,586 1,593 | 1,312 1,363 1,368 [1,271 |1,315 1,320 1,178 | 1,207 |1,210

Cp=1,67 n=3 Cpk=pCp

k=10 k=20 k=25 k=50

a p=1 10,75 10,67 |p=1 |0,75 0,67 [p=1 [0,75 10,67 |[p=1 0,75 0,67

0,01 ]0,70510,714]0,710 0,774 0,781 10,778 {0,793 10,800 | 0,798 10,845 | 0,851 | 0,849

0,025 0,740 | 0,752 10,748 | 0,802 | 0,811 | 0,809 {0,819 | 0,828 | 0,826 | 0,866 | 0,872 | 0,871

0,05 10,772 10,786 0,784 /0,828 | 0,839 10,837 | 0,843 10,853 | 0,851 | 0,884 | 0,892 | 0,890

0,5 10,987(1,017]1,017 {0,988 | 1,008 |1,008 {0,988 | 1,007 | 1,007 {0,990 | 1,003 | 1,003

0,95 11,321]1,370 | 1,374 | 1,205 | 1,237 |1,239 1,179 | 1,207 | 1,209 | 1,119 | 1,138 | 1,140

0,975 11,405 1,460 | 1,464 | 1,256 | 1,290 | 1,293 [ 1,222 | 1,253 | 1,255 | 1,147 | 1,167 | 1,169

0,99 |1,515]1,576 1,580 1,318 /1,356 1,359 (1,276 1,309 | 1,312 | 1,181 |1,203 | 1,205




n=5

Cpk =

p Cp

k=10

k=20

k=25

k=50

p=1

0,75

0,67

p=1

0,75

0,67

p=1

0,75

0,67

p=1

0,75

0,67

0,753

0,756

0,747

0,815

0,818

0,812

0,832

0,835

0,829

0,876

0,879

0,875
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0,782

0,838

0,844

0,839

0,858
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0,892
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0,893

0,809

0,821
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0,858

0,871
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0,876

0,906

0,913

0,910

0,971

1,008

1,005

0,978

1,004

1,004

0,980

1,003

1,003

0,985

1,002
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1,188

1,257

1,263

1,124

1,171

1,175

1,109

1,150

1,154

1,074

1,102

1,105

1,138

1,314

1,322

1,156

1,207

1,212

1,137

1,182

1,187

1,093

1,123

1,127

1,301

1,385

1,394

1,195

1,251

1,257

1,171

1,220

1,226

1,115

1,148

1,152

Cp=1,33

n=5

Cpk=pCp

k=10

k=20

k=25
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0,75

0,67

p=1
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1,248

1,299
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1,142
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1,176

1,009

1,114
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1,310

1,367
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1,239
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1,176

1,209

1,213

1,121

1,137

1,139

Cp=1,67

n=5

Cpk=pCp

k=10

k=20

k=25

k=50

p=1

0,75

0,67

p=1

0,75

0,67

p=1

0,75
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p=1

0,75
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0,01

0,771
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0,847

0,885
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0,900
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0,879
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0,889
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0,975
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1,292
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1,114

1,116
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1,316

1,359

1,363

1,205

1,233

1,236

1,180

1,204

1,206

1,121

1,137

1,139

Cp=1

n=10

Cpk=pCp

k=10

p=1

0,75

0,67

0,75

0,67

0,75

0,67

0,75

0,67

0,01

0,822

0,824

0,817

0,871

0,866
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0,879
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0,912

0,025

0,844
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0,897
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0,926

0,05

0,863
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0,867
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0,903

0,916

0,913

0,939

0,937

0,5

0,977

1,003

1,003

1,002

1,002

1,001

1,001

1,001

1,001

0,95

1,115

1,162

1,166

1,110

1,113

1,097

1,100

1,067

1,069

0,975

1,145

1,196

1,201

1,133

1,137

1,117

1,121

1,081

1,083

0,99

1,181

1,237

1,244

1,159

1,164

1,141

1,145

1,097

1,100




Cp=1,33

n=10

Cpk=pCp

k=10

k=20

k=25

k=50

o

p=1

0,75

0,67

p=1

0,75

0,67

p=1
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0,75
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0,01
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0,835
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0,875

0,879

0,876

0,887

0,891

0,888
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0,852
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0,891

0,897
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0,907

0,905
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0,871

0,880

0,878

0,906

0,913

0,911

0,915

0,921

0,919

0,939
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0,5

0,984

1,004

1,004

0,989

1,002
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0,989
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Cp=1,67

n=10

Cpk=pCp
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p=1
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p=1
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0,75

0,67
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0,836

0,841

0,839

0,879

0,883
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0,890

0,894

0,893

0,920
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0,025

0,857

0,864

0,862
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0,900

0,899

0,905

0,910

0,909

0,931

0,935

0,934
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0,876

0,884

0,883

0,909
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