Vyhodnocovani zpusobilosti

a vykonnosti vyrobniho procesu

Jiri Michalek

CQR 2009



Vyhodnocovani zpusobilosti

a vykonnosti vyrobniho procesu

Jiri Michalek

Centrum pro jakost a spolehlivost ve vyrobé CQR



Vsechna prava vyhrazena. Tato publikace ani zadna jeji ¢ast nesmi
byt reprodukovana nebo sitena v zadné formé, elektronické ¢i mechanické,
vcetné fotokopii, bez pisemného souhlasu autora.

Tato publikace vznikla za podpory projektu 1M06047 Ministerstva
skolstvi, mladeze a télovychovy.

Autor: RNDr. Jiri Michalek, CSc.



(© 2009 Centrum pro jakost a spolehlivost ve vyrobé
UTIA AV CR v.v.i., Pod Vodarenskou vézi 4, 182 08 Praha 8
ISBN: 978-80-903834-2-5

Nazev: Vyhodnocovéani zpusobilosti a vykonnosti
vyrobniho procesu

Autor: RNDr. Jiri Michalek, CSc.
Odborné recenze: Ing. Josef Kiepela
Naklad: 300 ks

Pocet stran: 96

Format: Bb

Vydalo: Centrum pro jakost a spolehlivost ve vyrobé CQR
Ustav teorie informace a automatizace AV CR, v.v.i.

ISBN: 978-80-0903834-2-5



0 Uvod

Tato publikace vznikla v rémci projektu MSMT CR ¢. 1M06047
“Vyzkumné centrum pro jakost a spolehlivost ve vyrobé
CQR” a jeji vznik je motivovan dlouholetymi zkusenostmi autora
ziskanymi béhem Skoleni lidi z praxe v ramci jeho lektorské ¢innosti
na pudé Ceské spolecnosti pro jakost. Hodnoceni zpusobilosti a
vykonnosti vyrobnich procesu je provadéno predevsim u dodavatelu
do automobilového prumyslu, kde fada metod aplikované matema-
tické statistiky jiz zdomécnéla a jsou vyuzivany v soucasné dobé po-
moci celé rady softwartu domacich i cizich. Bohuzel ne vzdycky jsou
vysledky ziskané statistickymi metodami interpretovany spravnym
zpusobem a neni tomu ani jinak u ukazatelu zpusobilosti a vykon-
nosti. Cela rada softwaru na zakladé nameétenych dat vrati pouze
odhady téchto ukazatelu, aniz by se mnohdy ovérily predpoklady
pro jejich spravné pouziti a rovnéz zavéry postavené pouze na
hodnotach odhadu mohou znamenat nebezpe¢i pro odbératele ve
vétsim poctu neshodnych vyrobku nezli je pozadovano a pro doda-
vatele to muze znamenat naopak prisnéjsi pozadavky na presnost
vyrobniho procesu.

Tato publikace je predevsim urcéena lidem z praxe, ktefi provadéji
hodnoceni zpusobilosti ¢ vykonnosti vyrobniho procesu a se statis-
tickymi metodami jisté zkuSenosti jiz maji, ale muze téz slouzit
jako studijni materidl na vysokych skolach technického zaméreni,
kde se vyucuji statistické metody pro fizeni jakosti. Svym obsahem
se muze zdat byt prilis teoretickd, napt. zvlasté ¢ast 7, vénovana
odvozenim hustot rozdéleni pravdépodobnosti pro jednotlivé odha-
dy ukazatelu, ale bohuzel pro spravné pochopeni jejich pouzivani
v praxi je nutno pracovat s nékterymi néstroji matematické sta-
tistiky jako je konfidenéni interval, statisticky pokryvny interval
apod. Pro lepsi pochopeni postupt pro vyhodnocovani zpusobilosti
¢i vykonnosti procesu jsou v textu a v dopliku uvedeny piiklady
s konkrétnimi daty, na nichz jsou tyto postupy ilustrovany.



1 Zakladni pojmy a definice

Vyhodnocovani zpusobilosti a vykonnosti vyrobniho procesu je sou-
¢ésti statistického fizeni procesu (SPC). Cilem statistického Fizeni
neboli regulace procesu je dostat proces do stabilntho stavu (sta-
tisticky zvladnutého stavu), kdy na proces pusobi pouze ndhodné
priciny, které sice nenechdvaji proces v klidu, ale jejich vliv se pro-
jevuje v tom, ze sledovany jakostni znak lze chapat jako nahodnou
veli¢inu s urcitym typem rozdéleni pravdépodobnosti, které je sta-
bilni v ¢ase. Toto rozdéleni pravdépodobnosti lze pak pouzit pro
predikci budouciho stavu procesu. Obvykle vhodné rozdéleni prav-
dépodobnosti je zavislé na parametrech, jejichz hodnoty vétsinou
nezname a je nutno je odhadnout z nameérenych dat. Pod vlivem
nahodnych pticin vyrobni proces vykazuje variabilitu, kterd je mu
vlastni (inherentni) a kterou nelze z procesu odstranit. Lze pouze
vhodnymi zasahy do procesu snizovat jeji uroven a dostat tak pro-
ces do stavu, kdy bude produkovat prijatelny podil neshodnych
vyrobku. Analyza regula¢nich diagramu dava signaly o mozném
vyskytu druhé kategorie pticin, které vyvolavaji zmény v chovani
vyrobniho procesu. Tyto pric¢iny se nazyvaji specialni ¢i vymezitelné,
protoze je casto dovedeme identifikovat na rozdil od nahodnych
pricin, které rozpoznat neumime. Vymezitelné priciny vyvolavaji
zmeény v procesu, které se u métitelnych znaku jakosti na vyrobku
projevuji posouvanim parametru polohy ¢i zménami v tirovni vari-
ability, a u neméfitelnych (atributivnich) znaku zménami v piitom-
nosti neshodnych kust ¢i neshod. Tyto vymezitelné pric¢iny je nutno
z procesu odstranit a nechat prostor pro ptusobeni pouze nahodnych
pricin, teprve proces nachazejici se ve stabilnim stavu muzeme vy-
hodnocovat z hlediska jeho zpusobilosti. Bohuzel ne vzdy je mozno
vSechny vymezitelné priciny z procesu odstranit a ucinit takova
opatifeni, aby se jejich vyskyt nemohl opakovat. Takové priciny
jako napt. opotfebovani nastroje ¢i ruzné davky materialu na vstu-
pu nelze z procesu vyloucit, jsou jeho trvalou slozkou. Ale presto
Ize i takové procesy regulovat, napt. pomoci regulacnich diagramu
s rozSitenymi mezemi, ale pfi vyhodnocovani jejich zpusobilosti a
vykonnosti je nutno postupovat opatrné, protoze v téchto pripadech
se casto setkavame s nenormélné rozdélenymi daty, kdy je tieba



hodnotit chovani sledovaného jakostniho znaku jinymi postupy nezli
u normalné rozdélenych dat.

Centrovani procesu a jeho variabilita vyznamné ovliviuji vyrobu
prijatelného vyrobku. Jestlize se parametr polohy posouva od stfedu
specifikacniho rozmezi, zmensuje se tim prostor pro troven kolisani.
Posun v poloze, zvyseni trovné variability ¢i oba tyto faktory sou-
casné mohou vést k vyrobé takovych kusu, u nichz se hodnota
jakostniho znaku dostane mimo mezni hodnoty dané technickou
specifikaci. Pak se takovy proces dostava do sporu s pozadavky
konstruktéra ¢i zakaznika.

Analyza vyrobniho procesu pomoci ukazatelu zpusobilosti a vy-
konnosti je velice mocnym nastrojem v rukou obsluhy a majitele
procesu.

K ¢emu analyza zpusobilosti vyrobniho procesu muze slouzit?

1. Zaklad pro zlepSovani procesu

2. Poplasné zarizeni pro hlidani procesu

3. Podklad pro zduvodnéni nakupu nového strojniho zarizeni
4. Certifikace pro zakaznika

5. Podklad pro novou konstrukci ¢i navrh vyrobku

6. Néastroj pro udrzbu strojniho zatizeni

7. Motivace pro spolupracovniky

Urcité by se nasly jesté dalsi duvody,pro¢ sledovat a vyhodno-

vvvvvv

dukaz o zpusobilosti procesu dle prani zakaznika ¢i konstruktéra.

Ukazatele zpusobilosti a vykonnosti se Siroce vyuzivaji po celém
sveté a jejich vyhoda je v tom, ze jednim bezrozmérnym cislem lze
snadno vyjadrit pozadavek na chovani daného jakostniho znaku.
Jsou ¢i mély by byt soucasti kontraktu ¢i vykresu, aby bylo naprosto



jasné, co zdkaznik ¢i konstruktér vyzaduje. Jaké kroky jsou do-
poruceny pii zavadéni ukazatelu zpusobilosti a jejich nasledné analy-
zy:

1. Zakaznik definuje nominalni ¢ cilovou hodnotu jakostniho
znaku

2. Déale by zakaznik mél definovat meze specifikace tak, aby
vyrobek byl funkéni.
Mel by téz prihlédnout k variabilité vyrobniho procesu.

3. Vyrobce analyzuje proces, ktery bude vyrobek vyrabét a sta-
novit, zdali je schopen splnit zakaznikovy pozadavky.

4. Zakaznik a vyrobce by se méli dohodnout na speifikac¢nich
mezich pro vyrobu.

5. Na zacdtku produkce vyrobce provede analyzu zpusobilosti
svého procesu vudi pozadavkum zakaznika a ukaze nume-
rickou analyzou na zakladé dat z procesu, ze jeho proces je
zpusobily. Pokud ne, musi hledat pric¢iny v procesu vedouci
ke zvysené urovni variability a tuto troven co nejvice snizit.

Zadanim jednoho bezrozmérného cisla se vyjadii pozadavek na
chovani vyrobntho procesu. Na druhou stranu je otazkou, zdali
vyrobni proces je schopen toto splnit. Je tedy nutné z procesu
odebrat urcitda data, ukazatele zpusobilosti ¢ vykonnosti vhodné
na zakladé sebranych dat odhadnout a tyto odhady konfronto-
vat s pozadovanymi hodnotami ukazateli. A to je prace pro sta-
tistické metody, a pravé tato konfrontace a zavéry z ni provedené
¢ini v praxi nejvétsi potize ¢i omyly, protoze casto lidé v praxi
nejsou dostatecné pripraveni na spravné pouzivani metod matem-
atické statistiky.

Inherentni variabilita procesu — ta c¢ast variability procesu,
kterd je vyvoldna ndhodnymi pii¢inami.

Variabilita uvnitt podskupin — ta ¢ast variability, ktera je vyvo-
lana kolisanim uvniti odebrané podskupiny kusu z procesu. Pokud
je proces ve zvladnutém stavu, jeji iroven je dobrym odhadem pro
inherentni variabilitu.



Variabilita mezi podskupinami — ta cast variability, ktera je
vyvolana kolisanim procesu mezi podskupinami. Pro proces statis-
ticky zvladnuty by toto kolisani mélo byt nulové (¢i alespon zaned-
batelné). Tato variabilita tizce souvisi se stabilitou procesu.

Celkova (totalni) variabilita — tato variabilita v sobé zahrnuje
jak kolisani uvnitt podskupin, tak i mezi podskupinami. Pro pro-
cesy statisticky nezvladnuté je tato variabilita vyvoldna piitomnosti
vymezitelnych pric¢in v procesu.

Variabilita uvnitt podskupin se vztahuje ke zpusobilosti pro-
cesu, celkova variabilita k jeho vykonnosti.

Jakym zptusobem se drovné jednotlivych typu variability pro-
cesu odhaduji bude uvedeno a zduvodnéno v dalsim.

ppm — mira neshodnosti (parts—pver—million) — vyjadruje pocet
neshodnych kusit v miliénové sérii. Cislo 1076 ppm pak vyjadiuje
pravdépodobnost vyskytu neshodného kusu.

b0 Vintervalu {(p - o, p +o)
w38 lezi 68,26 % vSech pozorovani,
030 mimo tento interval lezi
215,87 %, t.j. 31,74 %.

Vintervalu (p - 20, p +20)

lezi 95,44 % vSech pozorovani,

50 | mimo tento interval lezi
A 22,28 %, t.j. 4,56 %.

Vintervalu (p - 30, u +3c) lezi 99,73 % vSech pozorovani,
mimo tento interval lezi 200,135 %, t.j. 0,27 % (2 700 ppm).

Vintervalu (p - 4o, p + 4o) lezi 99,994 % vSech pozorovani,
mimo tento interval lezi 20,003 %, t.j. 0,006 % (60 ppm).

Vintervalu (p - 50, u + 5c) lezi 99,99994 % vSech pozorovani,
mimo tento interval lezi 2¢0,00003 %, t.j. 0,00006% (0,6 ppm).

Vintervalu (p -6c, p + 60 ) lezi 99,999999999 % vSech pozorovani,
mimo tento interval lezi 2¢0,000000001%, t.j. 0,000000002% (0,002 ppm).

Obr. 1. Zakladni vlastnosti normalniho rozdéleni.



2 Definice ukazatelti zptisobilosti
a vykonnosti pro spojité znaky jakosti

1. Pripad oboustrannych meznich hodnot
(specifikace)

Zéakladni myslenkou, na niz stoji definice ukazatelu zpusobilosti a
vykonnosti, je pomér mezi rozpétim mezi horni a dolni mezni hod-
notou, tj. USL — LSL a ptirozenou variabilitou vyrobniho procesu,
tedy sledovaného jakostniho znaku, kterd se v pripadé normalné
rozdéleného jakostniho znaku uvazuje jako Sestinasobek odpovida-
jici smérodatné odchylky, ktera je u normalniho rozdéleni téz mirou
urovneé variability jakostniho znaku. Pokud se tato smérodatnd od-
chylka vztahuje k trovni inherentni variability, jedna se o ukaza-
tele zpusobilosti procesu Cp; kdyz se uvazovand smérodatnd od-
chylka vztahuje k celkové variabilité procesu, jedna se o ukazatele
vykonnosti B,.

Tedy

_USL-LSL  , _USL-LSL

C
P 60 ’ P 60TQT

Protoze plati, ze 0 < oror a rovnost nastava pouze u procesu
statisticky zvladnutého, plati

c, > P,

Je nutno zduraznit, ze vySe uvedené definice obou ukazatelu jsou
postaveny na predpokladu normality. To znamena, ze tyto ukazatele
nelze pouzit pro hodnoceni zpusobilosti a vykonnosti procesu u ja-
kostnich znaku, které nelze popsat normalnim rozdélenim. V téch
pripadech je nutno pouzit jinou charakteristiku pfirozené variabi-
lity v chovéani jakostniho znaku nezli je Sestindsobek smérodatné
odchylky:.

Zavedeni ukazatele vykonnosti P, se setkalo s velkou kritikou
zejména ze strany statistiku, protoze pro jeho aplikace se nepred-
poklada statisticky zvladnuty proces. Je pak napadén jeho smysl,



predevsim z pohledu predikce procesu, kdyz proces neni stabili-
zovan. Jeho zavedeni bylo vyvolano tou skutecnosti, ze z dlouhodo-
béjsiho pohledu prakticky kazdy vyrobni proces nebude dokonale
stabilni, nebot mnohdy na proces piisobi specifické piiciny takového
razu, ze je neumime z procesu odbourat.

Aby ale pouziti ukazatele mélo smysl, je nutno se presvédcit, ze,
i kdyz proces nebude pfesné statisticky zvladnuty, presto lze data
z néj sebrana povazovat za pochazejici z jediné norméalné rozdélené
populace se smérodatnou odchylkou oror. Pokud toto nebude spl-
néno, ukazatel P, ve vySe uvedeném tvaru ztréci smysl.

PROCESY ZPUSOBILE SPLNIT SPECIFIKACE }PRAKTICKY VSECHNY VYROBKY NA VYSTUPU JSOU UVNITR
SPECIFIKAC() PRI RUZNYCH UROVNICH KOLISANTI:

isL usL st usL

1 1 ] |
. . . .
I 1
! ! ' !
! 1 | |
. . . .
1 1
. ! . !
| 1 1 1
H h

VELIKOST i VELIKOST ==

(HODNOTA ZNAKU) (HODNOTA ZNAKU)

PROCESY NEZPUSOBILE SPLNIT SPECIFIKACE (NA VYSTUPU JSOU VYRABENY VYROBKY MIMO JEDNU
NEBO OBE MEZN HODNOTY):

LSt usL LsL usL
| 1 1 1
. H . .
| 1 ] I
, . .
1
VELIKOST =i VELIKOST _ ===~
(HODNOTA ZNAKU) (HODNOTA ZNAKU)

SMERODATNA ODCHYLKA A ROZPET( (PRO DANY ROZSAH PODSKUPINY &M JE PRUMERNE ROZPET( R VETSI,
TIM JE VETS SMERODATNA ODCHYLKA 8):

Obr. 2. Vztah mezi variabilitou jakostniho znaku a specifikacemi.

Co ukazatel C, svou hodnotou vyjadiuje?

Tak predevsim jeho stanovenim se urcuje tiroven inherentni vari-
ability vyjadrené ve velikosti smérodatné odchylky o. Tak tedy, je-li
C, = % (= 1,33), znamen4d to, ze parametr o by nemél byt vétsi
nezli 1/8 ze specifikacniho rozpéti USL—LSL. Kdyz bude pozadavek
na C, = g (= 1,67), pak smérodatna odchylka musi byt 1/10 speci-
fikacniho rozpéti. Bude-li pozadavek, ze C, ma byt roven 2, pak

7



smérodatna odchylka o pro uroven inherentni variability musi byt
1/12 specifika¢niho rozpéti. Zadanim hodnoty C, zadava zakaznik
¢i konstruktér pozadavek na presnost vyrobniho procesu. Bohuzel se
stava, ze soucasna technologie neni mnohdy s to zadany pozadavek
splnit (napf. u plasti).

Zcela analogicka situace je u ukazatele P,, kde se zaddnim jeho
hodnoty klade pozadavek na tiroven variability méfené parametrem

gTOT-

Druhym aspektem vyjadienym v hodnoté ukazatele C), je poten-
cionélni zastoupeni neshodnych kusu v produkci, pokud bude pro-
ces naprosto statisticky zvladnut a centrovan na prostiedek speci-
fikacniho rozpéti T' = % Pak ocekavany podil neshodnych
(nikoliv maximalni) je vyjadfen ¢islem 1—®(3C,), popiipadé v jed-
notkdch ppm se jednd o ocekavany pocet neshodnych kusu
10%(1—®(3C,)), ®(-) je distribuéni funkce rozdéleni N(0,1). Zada-
vatel hodnoty C), by si mél uvédomit, ze se jedna de facto o poten-
cidlni prumérny pocet neshodnych kusu v produkci. Stejnd situace
je u ukazatele B,, pouze s tim rozdilem, Ze se zde nejedné o poten-
cionalni pocet, ale o o¢ekavany realny pocet v produkei.

Tedy pii C), = % jde o 64 ppm (pfi centrovani na prostiedek T
to predstavuje 32 ppm vuci kazdé z meznich hodnot), pii C), = %
se jedna cca o 1ppm vuci obéma meznim hodnotam. Z tohoto je
ihned vidét, ze dnesni pozadavky na stav vyrobniho procesu mohou
byt hodné prisné.

Ukazatele C, a P, se nevztahuji k parametru polohy. Proces tedy
muze vykazovat vysokou hodnotu C, ¢i P, a muze pfi tom vyrabét
vysoké procento neshodnych kusu. Problém je v tom, Ze proces,
pokud nebude centrovan, vzdy zvysuje podil vyskytu neshodnych
kust. Tento problém fesi ukazatele Cpr a Py

Co = min( 30 3o

USL — i M—LSL)

)
3oror 30ToT

USL — u M—LSL)

Py, = min(

Opét zavedeni téchto ukazatelt vychéazi z predpokladu normalniho
rozdéleni, u je zde parametr polohy, tedy stfedni hodnota normal-



niho rozdéleni. Z definice je vidét, ze opét oba ukazatele maji smysl,
kdyz sledovany jakostni znak 1ze popsat normalnim rozdélenim s pa-
rametry (i, o), resp. (i, oror). Ihned je videt, ze vzdy Cp, > Py
a Cp, > Cp, P, > Py, piicemz C, = Cp, ¢i P, = P, jediné
tehdy, kdyz proces je presné centrovan na prostredek specifikacniho
rozmezi.

Je nutné si uvédomit, Ze hodnota ukazatele C),, klade pozadavek
na uroveinl inherentni variability, ukazatel Cp, otvird prostor pro
parametr p. Pokud C, > Cp, pak existuji dvé hodnoty p—, py
mezi meznimi hodnotami takové, ze pro p = p_ ¢ p = py je
Cpr = ”“*;JSL a Cpp = Usgi(:“* a pro tyto hodnoty parametru p
je Cpi roven pozadované hodnoté. Pro jakékoliv p € (p—,py) je
odpovidajici hodnota Cp vzdy veétsi. Tedy bude-li napt. pozadavek,
aby C, = 1,33 a Cp, = 1,20, pak 0 = 1/8(USL — LSL) a ze zadané
hodnoty 1,20 pro C, snadno zjistime, ze

ji. = USL — 290(USL ~LSL), pu_=LSL+ 290(USL — LSL).

Pokud bude proces vzhledem k parametru polohy p mezi témito
hodnotami p_ + g, pak bude 1,33 > Cp, > 1,20.

Zcela podobna situace je u ukazatele Py, s tim rozdilem, Ze
se jedna o celkovou smérodatnou odchylku. Je opét nutné mit na
paméti, ze pouziti téchto vzorcu pro vSechny Ctyfi ukazatele ma
smysl jediné tehdy, kdyz se jakostni znak chova jako normalné
rozdélena ndhodna velicina. Otazka normality dat by se méla Tesit
pomoci testu dobré shody aplikovanych na data, z nichz potiebu-
jeme hodnotit zpusobilost a vykonnost vyrobniho procesu.

Zadanim hodnot pro C,, Cp, resp. P,, P, ze strany zédkaznika
se tedy vymezi pozadavky na sledovany jakostni znak vuci tech-
nické specifikaci. Otazkou pak zustava, zda-li je proces schopen
tyto pozadavky splnit.

2. Pripad jednostrannych mezi

U celé tady jakostnich znakt je zadana pouze jedna mezni hodnota,
ktera bud neméd byt piekrocena ¢i naopak. Obvykle druhd mezni



C, < 1 - proces neni zpusobily

p
(USL - LSL) = C, = 0,67

LSL USL

40

1 2,28% 2.28%

-3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0

Obr. 3. Nezpisobily proces — C, < 1.

hodnota je nahrazena pfirozenou hranici, napt. nulou. V takovém
piipade ukazatelé¢ C), a P, nemaji smysl, protoze ty vyzaduji zadni
obou meznich hodnot a nahrazeni chybéjici mezni hodnoty piiro-
zenou mezi muze byt zcela nelogické (napt. chceme, aby hézivost
byla co nejmensi),

Jakostni znak pouze s jednou mezni hodnotou lze ale vyhod-
nocovat pomoci ukazatele Cp, ¢i P,,. Pokud je zadana horni mez
USL, lze pouzit ¢ast z ukazatele Cpy, a to zlomek obsahujici pouze
USL, tedy

USL — p USL — u

Corv = v resp. P =

30TOT

V pripadé zadani pouze dolni meze LSL se vyuzije druhy zlomek
v definici Cpy, €1 Py, tedy

i — LSL u— LSL

Copr, = ———, . Py =
phL 30 TSP vt 30

10



Opét je nutno zduraznit, ze aplikace téchto ukazatelu vychazi z pred-
pokladu splnéni normality, coz pravé u téchto jednostrannych pii-
padu nemusi byt vzdy splnéno. Takové jakostni znaky jako je jiz
zminénd hazivost ¢i ovalita, rovinnost, kolmost, velikost thlu, ve-
likost trhaci sily apod. nelze mnohdy popsat normélnim rozdélenim
a formalni pouzivani vyse uvedenych vzorcu nemusi vystihovat real-
nou situaci s jakostnim znakem. V téchto ptripadech je nutno hod-
notit zpusobilost ¢i vykonnost takového procesu pouzitim jinych
vzorcu pro Cp, a Py, které vychdzeji z jinych modelu pro popis
chovani jakostniho znaku (napt. logaritmicko-normalni ¢i Weibullovo
rozdéleni pravdépodobnosti). V piipadé zadani hodnoty pro Cpy
v jednostranném piipadé, napt. zaddanim horni mezni hodnoty a
Cpru, nejsou jednoznacné urceny pozadavky na parametry p a o,
resp. it a oror. Proto je nutné si uvédomit, ze teprve urc¢enim hod-
noty pro parametr p je urcena hodnota parametru o a naopak.
Problém je v tom, ze u jednostranného piipadu obvykle neni zadana
jmenovita ¢i cilova hodnota, aby parametr p byl tak urcen jed-
noznacné. Pokud napi. ze znalosti procesu zndme ¢i mame na za-
kladé historickych dat spolehlivé odhadnut parametr o ¢i oror, lze
toto pouzit pro urceni polohy pro parametr p. Je zfejmé, ¢im veétsi
uroven variability, tim vétsi odstup parametru p od horni meze USL
a naopak. Zcela stejnd situace nastava pii aplikaci Cpyz, viuci dolni
mezni hodnoté.

3 Odhady ukazatelu zpusobilosti
a vykonnosti

V této céasti se budeme vénovat ukazatelum zpusobilosti a vykon-
nosti za predpokladu splnéni normality dat. Piipadu s nenormélné
rozdélenymi daty bude vénovana dalsi ¢ast. Je nutné si uvédomit, ze
na jedné strané jsou pozadované hodnoty ukazatelu od zakaznika ¢i
konstruktéra, a na druhé strané jsou jejich odhady vypoctené ze se-
branych dat, které vykazuji urc¢itou miru variability, jejiz iroven se
odviji jednak od inherentni ¢i totalni variability procesu, poctu dat
a organizace shéru dat. Vypocteny odhad je svou povahou ndhodné
¢islo, jehoz hodnota pfi jinych datech se vypocte jind, i kdyz se
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C, =1 - proces je blizky zpUsobilosti

(USL - LSL) =; C,= 1,0

T

0,45
LSL USL

0,40 -
0,35 -
0,30 -

4 6o .
0,25 < >
0,20 -
0,15 -
0,10 -

0,13% 0,13%
0,05 - \ /
0,00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
4,0 3,0 2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0

Obr. 4. Proces blizky zpusobilosti — C), = 1.

v procesu nic nemuselo zménit. Odhad ukazatelu se tedy chova jako
nahodna veli¢ina charakterizovana svym rozdélenim pravdépodob-
nosti, které zavisi na typu odhadu parametru p a o vystupujicich ve
vzorcich pro ukazatele zpusobilosti a vykonnosti. Chovani odhadu
ukazatelu C,, Cpi, P, a Py, odrazi realitu v procesu, které je nutno
konfrontovat se zadanymi hodnotami ukazatelu, které byly stano-
veny pfed tim, nez se vlastni vyroba rozebéhla.

V této préaci je automaticky predpokladano, ze ziskand méreni
jsou vzajemné nezavisla jak v podskupinéch, tak i mezi podskupi-
nami. Pripad zavislych dat zde neni feSen, protoze pak je nutny
zcela individualni pristup.

Ukazatele C, a P, v sobé obsahuji parametr smérodané odchylky
o, resp. oror. Abychom poznali, jakou tdroven variability vykazuje
sledovany jakostni znak, je nutné sebrat data z procesu, tj. zmérit
néjaké vyrobky a z dat odhady parametru o ¢i oror spocitat. Aby
tyto odhady byly vérohodné, je nutné mit proces pod kontrolou,
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tzn. statisticky zvladnuty. Odhady parametru o a opor jsou silné
zavislé na organizaci sbéru dat.

Pro odhad ukazatele C), potiebujeme odhad parametru o, tj.
smérodatné odchylky vyjadiujici iroven inherentni variability. Pro
ziskani tohoto odhadu potiebujeme mit data organizovana do pod-
skupin jako je tomu pii Shewhartovych regulacnich diagramech.
Inherentni variabilita je odhadovana pomoci variability uvnitt pod-
skupin. Jesté je nutné rozlisit dva pripady, a to zda-li podskupiny
obsahuji alespon 2 kusy, a nebo kazda podskupina je slozena pouze
z jednoho méreni. To je analogicka situace jako pii aplikaci re-
gulaéniho diagramu pro individudlni hodnoty. V tomto ptipadé
je nutné podskupiny uméle vytvorit, napt. uvazovat dvé po sobé
jdouci méteni za podskupinu o velikosti 2.

Jestlize je variabilita uvnitt podskupin odhadovana pomoci vy-
bérového rozpéti R, pak pii uvazovaném poctu k podskupin odha-
dem pro parametr o se uvazuje

1 1&
: 7ZR17
dg(n) k i=1

kde konstanta dy(n) zavisi na velikosti podskupiny a plyne z roz-
déleni vybérovych rozpéti (je tabelovana napi. v CSN ISO normé
¢. 8258), R; je vybérové rozpéti z i-té podskupiny. Zde je uvazovéna
velikost podskupiny n stejnd, pokud by se ménila, pak vzorec pro
odhad bude

o=

Takto organizovand data méame na regulaénim diagramu (7, R) a
lze jich vyuzit i pro odhad inherentni variability. Ostatné Shewhar-
tovy regula¢ni meze jsou konstruovany na zakladé odhadu trovné
inherentni variability.

Kdyz je variabilita uvnitt podskupin odhadovana pomoci vy-
bérové smérodatné odchylky s, pocitané v kazdé podskupine, pak
parametr o lze odhadnout nasledovné:

1 k S;
@; Cy(ni)’

o=

=
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kde opét k je pocet podskupin, n; je velikost i-té podskupiny, kon-
stanty Cy(n;) jsou tabelovany a vyplyvaji z rozdéleni vybérovych
smérodatnych odchylek (viz CSN ISO 8258) a s; je vybérova sme-
rodatna odchylka v i-té podskupiné, tedy

. 1/2
—\2
Si = (m_lZ(%J—%) ) )

kde z;;, j = 1,2, ..., n; jsou naméfené hodnoty znaku jakosti v i-té
podskupineé.

Je doporuceno pracovat s rozpétim R, pokud velikost podskupiny
je mensi (kolem 4-5). Pro vétsi velikosti podskupin se doporucuje
pracovat s vybérovou smérodatnou odchylkou. Tato situace je napf.
u aplikace regulacniho diagramu (7, s).

Obvykle se velikost podskupiny doporucuje konstantni, zjedno-
dusuje to jednak vypocty a u aplikace regula¢nich diagramu je to
vyzadovano.

Treti mozny odhad se nazyva sdruzena vybérova smérodatna
odchylka (pooled standard deviation), ktera se v praxi moc nepouzi-
va, ackoliv v softwarech pro SPC byva k dispozici (napf. Minitab).
Jeji definice je nasledujici:

) 1 & ) 1/2
g = _— S
k(n—1) =" ’

kdyz velikost podskupiny je konstantni rovna n.

Odhad ukazatele C), je pak ve vSech tfech piipadech

~, USL — LSL
“= %

kde je pouzit néktery ze tii uvedenych odhadu inherentni sméro-
datné odchylky.

Pokud jsou podskupiny slozeny pouze z individuédlnich hodnot,
je nutno sdhnout k triku a podskupiny uméle vytvorit. Obvykle
se to déje pomoci tzv. klouzavého rozpéti, coz vlastné predstavuje
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pohyblivé okno délky nékolika pozorovani (nejcastéji délky 2), které
se postupné pohybuje ptes data.

Je zapotiebi se ale presvédcit, ze proces je skutecné ve stabilnim
stavu, napi. pouzitim regulacniho diagramu pro individuédlni hod-
noty. Odhad drovné inherentni variability ma pak tvar:

1 1 k—m+1

dg(m) k—m—l— 1 im1

kde m je délka klouzavého okna, R;(m) je vybérové rozpéti v itém
okné a konstanta dy(m) je tabelovdna. Nejobvyklejsi piipad je pro
m = 2. Je nutné ale podotknout, ze v pripadé pouziti klouzavého
rozpéti vstupuje do hry ¢asovy faktor, protoze mezi dvéma mérenimi
muze byt dosti velky ¢asovy odstup. Tento problém se neobje-
vuje pri odbéru vétsi velikosti podskupiny, kdy se odebiraji kusy
vychézejici z procesu bud soucasné nebo témér soucasné. Role pod-
skupin o vice nezli jednom pozorovani vynikne tim vice, kdyz si
uvédomime, ze odhadujeme variabilitu uvniti podskupin, tj. mezi
bezprostiedné po sobé jdoucimi vyrobky, coz znamena, ze de facto
proces nemusi byt zvladnuty vzhledem k parametru polohy, ale
musi byt zvladnuty k trovni variability. Tento fakt vyplyva z té
skutecnosti, ze ukazatel C), v sobé parametr polohy neobsahuje.
Protoze obvykle u spojitych (tj méfitelnych) znaku jakosti je ve-
likost podskupiny ¢asto mald (pod 8 —10 kusu), nebyva ani v praxi
problém s normalitou dat, protoze data by méla byt rozdélena
normélné v kazdé podskupiné zvlast, tedy neni nutné mit data
normalné rozdélena jako celek.

Odhad zpusobilosti u individualné slozenych dat pomoci uméle
vytvorenych podskupin muze v nékterych ptipadech dosti zkres-
proces, resp. chovani znaku jakosti, dava v tomto ptipadé odhad
vykonnosti procesu pomoci ukazatele P,, kde uroven variability je
odhadovana pomoci klasické vybérové smérodatné odchylky

" 1/2
&:( L Z(:)si—a:)2> ,

n—lizl

kde je celkem n individualnich hodnot. Opét je nutno se presvédcit,
zdali se daji data chapat jako norméalné rozdélend. Pokud je pro-

15



ces zvladnut a stabilni, ovliviiovan pouze inherentni variabilitou,
pak odhady ukazateli C, a P, by se nemély prili§ lisit, protoze
smérodatna odchylka odvozena od klouzavého rozpéti a klasicka
smérodatnd odchylka by se nemély dramaticky lisit. Jestlize ale
vstoupi do hry i variabilita mezi podskupinami, kterd je vyvoldna
tim, ze kazdd individualni hodnota pochézi z rozdéleni s ruznou

stfedni hodnotou, pak muze nastat vyznamny rozdil mezi odhady
C, a P,

U ukazatele vykonnosti P, potfebujeme odhadnout uroven total-
ni variability, tj. jak inherentni, tak i mezi podskupinami. Zde se
pouziva jediného odhadu, a to vybérové celkové smérodatné od-
chylky, kterd nerespektuje rozdéleni dat do podskupin. Odhad pro
JOTOT ma tvar

1 Eong 1/2
oror = (]V— Z Z(%] — :1:)2) )

i=1j=1

kde n; je velikost i-té podskupiny a T je celkovy aritmeticky prumeér
ze viech dat, kterych je dohromady % ; n; = N. Odhad ukazatele
P, je pak dén jako

P USL — LSL

b 60ror

Odhad ukazatele P, ma smysl pouze tehdy, kdyZ vsechna data se
daji vysvétlit tim, Ze pochézeji z jedné zdkladni populace s nor-
malnim rozdélenim, i kdyz muze existovat variabilita mezi pod-
skupinami vyvolana néjakymi vymezitelnymi pficinami. Je nutno
se presvédcit, zda-li data projdou testem normality. Pokud test
normality hypotézu o normalné rozdélenych datech zamitne, ztraci
odhad ukazatele P, zaloZeny na vyse uvedeném tvaru smysl.

Pro odhad ukazatele (), potifebujeme odhadnout jak turoven
inherentni variability, tak i polohu procesu. Uroveii inherentn{ vari-
ability odhadujeme stejnym postupem jako u ukazateli C),. Para-
metr polohy je odhaduje jako celkovy aritmeticky prumér ze vsech
dat, tedy

_ 1
xr =

k
2T
i=1

=
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C, > 1,33 - proces je zpusobily

(USL - LSL) =; C,= 1,33

0,45 [SC USLC
0,40 -

0,35 A
0,30 A
0,25 A < >

0,20 A
0,15 1
0,10
0,05 1

0,00 T T T T T T T T
5,0 40 -30 -20 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

32 ppm 32 ppm

X
[4

Obr. 5. Proces zpusobily — C), =1, 33.

kde 7; je aritmeticky prumeér i-té podskupiny. Tedy odhad @pk ma
pak tvar

A (USL—I x—LSL)

C)r, = min
P 36 30

Tento odhad je rovnéz nahodnd velic¢ina, jejiz chovani je nutno
konfrontovat se zadanou hodnotou ukazatele Cp, pomoci metod
matematické statistiky a rozhodnout, zda proces pozadavek kladeny
na Cpy, spliiuje ¢i nikoliv.

Zcela obdoba situace je u odhadu ukazatele F;,. Parametr polohy
i se opét odhaduje pomoci celkového aritmetického prumeéru ze
vSech dat, tedy

. . <USL—:U x—LSL)
Py, = min , - .
30TOT 30ToT

Jedna velice dulezita poznamka. Shewhartovy regulacni diagramy;,
které se nejcastéji v praxi pouzivaji pro regulaci procesu, maji re-
gulaéni meze odvozeny od odhadt inherentni variability (v piipadé

17



tzv. prirozenych mezi) nebo piimo od stanovené smérodatné od-
chylky o inherentni variability (v ptipadé tzv. technickych mezi).
Pokud tedy proces neni presné pod kontrolou a existuji pripadné
vymezitelné priciny v procesu, které nelze odstranit a je nutno
s nimi pocitat, nemusi byt Shewhartovy regulacni meze t¢innym
nastrojem pro regulaci procesu, protoze mohou byt prilis uzké,
coz muze vést k podstatnému zvyseni rizika falesnych poplachu.
Protoze pak mame co délat s celkovou variabilitou, nabizi se rozsi-
feni puvodnich mezi tim, Ze pouZijeme bud odhad Gror ¢ pifmo
pozadovanou turoven oror celkové variability (opét prvni piipad
pro prirozené meze, druhy piipad pro technické meze). Lze najit
i jind doporuceni, jak meze rozsitit, aby v sobé pojaly i variabilitu
mezi podskupinami.

Takovato situace muze vzniknout na zakladé pozadavku na uka-
zatele C, a Cpy, ze Cpp < C,. To znamend, ze znak jakosti nemusi
mit parametr polohy ptresné v prostiedku specifikacniho rozmezi, ale
otvird se tim prostor pro parametr p ve formé intervalu (pu_, p),
v némz se muze parametr polohy p libovolné pohybovat, aniz by
se hodnota ukazatele C,, zhorsila. Tim ale pfipoustime, ze chovani
parametru p, a tim i jeho odhadu v ramci podskupin, nemusi byt
zcela statisticky zvladnuto a vstupuje do hry moznéd vymezitelna
pri¢ina, a to napf. sefizeni stroje ¢i strojniho zatizeni. Z nerovnosti
Cpr < C, tak plyne, Ze tento pozadavek vede k nutnosti aplikace
rozsitenych regula¢nich mezi pro aritmetické pruméry ¢i indivi-
duélni hodnoty (pfi jednoprvkovych podskupinach), které je nutno
rozsitit takovym zpusobem, aby se vyrovnaly s prostorem (g, i)
pro parametr polohy. Regula¢ni meze pro vybérové rozpéti ¢i vybeé-
rovou smeérodatnou odchylku musi byt v puvodnim tvaru, protoze
ty hlidaji pouze variabilitu uvnitt podskupin. Je zajimavé, ze tento
fakt neni respektovan v metodologii Six Sigma, kterd ptripousti po-
hyb parametru polohy v intervalu (7" — 1,50; T + 1,50) pii 0 =
+(USL — LSL), coz odpovida hodnotém ukazatelit C), = 2 a Cyy, =
1,5. Ale tato skutec¢nost neni promitnuta do konstrukce rozsitenych
regulacnich mezi, které by se s moznym pohybem parametru u
kolem hodnoty T vyrovnaly, aby nedochazelo zbytecné k falesnym
poplachum. Jinymi slovy tato skutecnost znamena, ze nastaveni
hodnoty parametru polohy p kdekoliv v intervalu (u_, py) nevyvola
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sniZzeni hodnoty ukazatele Cy.

Z definice ukazatele Cy, plyne jesté jedna skutecnost, kterd téz

plati i pro jeho odhad C'pk. Parametr polohy u, pokud neni presné
roven hodnoté T = W, pak je bud p > T ¢i p < T. Pokud
> T, pak Cp = Cpry, je-li p < T, pak Cpp = Cppr. Totéz plati
i v pripadé odhadu. Je-li T > T, pak C’pk = épkU. Této vlastnosti
lze pak vyuzit pti testovani zpusobilosti procesu pomoci ukazatele

Cpr a pii konstrukei konfidenénich intervali pro ukazatel Cyy.
C, > 1,67 - proces je zpusobily

(USL - LSL) = C,= 167

LSL USL

0,45
0,40
0,35

0,30 -
~ 100 R
0,25 1 « >

0,20

0,15

0,10

0.05 | 0,3 ppm 0,3 ppm
Vg A

0,00 T T T T T T T T T
-6,0 -50 -40 -3,0 2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 40 50 6,0

Obr. 6. Proces zpusobily — C}, = 1.67.

4 Hodnoceni zpusobilosti a vykonnosti
procesu

V této casti si ukazeme, jak spravné konfrontovat odhad ukaza-
tele ziskany z dat s pozadovanou hodnotou, abychom zjistili, zda-
li proces je vzhledem ke sledovanému znaku jakosti zpusobily ¢i
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nikoliv. K tomu, abychom ziskali odhad ukazatele, potiebujeme
patficny odhad smérodatné odchylky a parametru polohy. Nejdiive
se budeme vénovat ukazatelim zpusobilosti C,, a Cyy.

7 ptredchoziho vime, ze troven inherentni variability ziskdavame
odhadovanim variability uvnitf podskupin, a to
1/2
—\2
(@5 =) ) ,

kde R je prumérné rozpéti, 5 je prumérnd smérodatna odchylka,
x;; je j-té pozorovani v i-té podskupiné, T; je aritmeticky prumér
v i-té podskupiné, k je pocet odebranych podskupin a n je velikost
podskupiny (tj. po¢et odebranych kustu do podskupiny). Parametr
polohy se odhaduje nejcastéji jako celkovy aritmeticky prumeér, tedy

k
> T
i=1

kK n

R R . S X 1 5
OR = , 0§ = y o= |7—7==
T dm) T iy T \kn—1) & A

T =

| =

Ziskané odhady ukazateli C),, a Cp, jsou nahodné veliciny, které se
fidi svym rozdélenim pravdépodobnosti, jehoz odvozeni na zakladée
predpokladu, ze sledovany jakostni znak 1ze popsat normélnim roz-
délenim, neni zvlasté u ukazatelu Cp; nikterak jednoduché a je
nutno sahnout ke vhodnym aproximacim.

Ziskany odhad C’p i C’pk je nahodné ¢islo, které nam samo o so-
bé nefekne nic o tom, jaka je skutecna zpusobilost procesu, tj. jaka
je skutecna hodnota ukazateli C, ¢i Cp. Teprve konstrukece tzv.
konfiden¢niho intervalu pro C, ¢i C,; odhali pravdu o skutecné
zpusobilosti procesu. Konstrukce a délka konfidenéniho intervalu
zavisi jednak na volbé odhadu inherentni smérodatné odchylky, na
volbé trovné spolehlivosti a na poc¢tu dat, ktera mame k dispozici.

Na zdkladé aproximact lze odvodit analyticky tvar pro hustotu
rozdéleni pro piipad odhadu C, na zakladé o a 0g. Pro odhad
071 lze odvodit presny tvar hustoty pro odpovidajici odhad C’p.
Odvozeni vsech tii pripadu hustot je uvedeno v ¢ésti 7.

Pro pripad C’p pri pouziti odhadu 6z a volbé hladiny spolehlivosti
1 — « lze odpovidajici konfidenc¢ni interval pro skuteé¢nou hodnotu
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ukazatele C), aproximovat intervalem

A 671 Ua /2 A ﬁn Ul—a/2
Cy, |1+ <C,<Cy| 14+ ——F,
: ( anVk P aVk
ktery pak s pravdépodobnosti 1 — a onu skutecnou hodnotu ukaza-
tele C, pokryva. Konstanty a,,, 3, zaviseji na velikosti podskupiny
a jsou uvedeny nize v Tabulce 1, £k je pocet podskupin, 14 /2 a t1_q/2
jsou odpovidajici kvantity normélniho rozdéleni N(0,1).

Tabulka 1

n Qn 571 n e ﬁn

2 1,128 0,853 11 3,173 0,787
3 1,693 0,888 12 3,258 0,778
4 2,069 0,880 13 3,336 0,770
5 2,326 0,864 14 3,407 0,762
6 2,534 0,848 15 3,472 0,755
7 2,704 0,833 16 3,532 0,749
8 2,847 0,820 17 3,588 0,743
9 2,970 0,808 18 3,640 0,738
10 3,078 0,797 19 3,689 0,733

20 3,735 0,729

Pokud je odhad C’p zalozen na odhadu smérodatné odchylky &g,
pak konfidencni interval pokryvajici skute¢nou hodnotu ukazatele
C, s pravdépodobnosti 1 — & mé tvar

A bnf « A bnf -«
cp<1+ 17“‘/2><Cp<(1,,<1+ L ”),

anfl\/g anfl\/E
kde
> I'(3) 1
n-1 = n—1p(nzl): 1_2(n—1)’
bn—l = 1— CL2 = L



kde I'(+) je gama funkce. Napt. pro n = 5 je podil b, 1/a,_1 =
0,3780 a podil 5, /a, = 0,3715. Z tohoto vyplyva, Ze se oba typy
konfidenénich intervalu prilis lisit nebudou a vliv volby pro odhad
inherentni smérodatné odchylky nebude mit velky dopad v prak-
tickém pouziti.

V pripadé odhadu C’p zalozeného na vybérové sdruzené smeéro-
datné odchylce 7; 1ze konfidencni interval pro skuteé¢nou hodnotu
ukazatele C), vyjddrit pomoci kvantilu y*-rozdéleni. Konfidenén{
interval mé pak tvar

o | Xoja(k(n—1)) X ap(k(n = 1))
CPJ /k;(n .y <C,< CIQ k/;(n )

kde X2 p(k(n — 1)) a x3_,»(k(n — 1)) jsou odpovidajici kvantily
x%-rozdéleni o k(n — 1) stupnich volnosti.

Pro ilustraci porovnejme tvary vsSech ti{ konfidenc¢nich intervala
na jednom ptikladé: n =5, k=25, a = 0.05:

Gr:  0,8544C, < C, < 1,1456C,
Gg: 0,8518C, < C, < 1,1482C,
61 0,8615C, < C, < 1,1382C,,.

Je vidét, ze sitka konfiden¢nich intervali je pro praktické ucely
témeér stejnd, pro odhad 6 vychazi sirka intervalu nejkratsi i v ostat-
nich pripadech.

Co tedy muzeme na zékladé konfidencniho intervalu tvrdit: Vy-
jde-li napi. ze C, = 1,45 pii velikosti podskupiny 5 a 25ti ode-
branych podskupinach pii volbé a = 0,05, pak muzeme s pravde-
podobnosti 95 % tvrdit, ze skuteénd hodnota ukazatele C,, nenf horsi
nezli dolni hranice intervalu, tj. zde 0,8615-1,45 = 1, 25. a neni lepsi
nezli horni hranice, ktera v tomto piipadé je 1,65. To znamend, zZe
zpusobilost procesu muze byt s pravdépodobnosti 95 % mezi hod-
notami 1,25 a 1,65, pokud jsme pracovali s odhadem smeérodatné
odchylky ;. Pokud by se nékomu zdalo toto rozmezi prilis Siroké,
je jedina sance, a to uvazovat vice podskupin. Je ale nutno mit na
paméti, ze béhem odbéru podskupin proces musi byt v ustaleném
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stavu bez jakéhokoliv zasahu do procesu. Lepsi informaci o hodnoté
ukazatele C), nelze z dat ziskat. Je to moznd piekvapivé, ale hodnota
odhadu C'p vétsi nezli pozadovand hodnota C, obecné nezarucuje
zédkaznikovi, Ze proces spliluje pozadovanou hodnotu C),, a tim i
ocekavany pocet neshodnych kustu. V nasem ilustrativnim ptikladu
hodnota odhadu ép je 1,45, a presto muze byt napiiklad C, = 1,25
¢l 1,27.

Pro ukazatele C je konstrukce konfiden¢niho intervalu kom-
plikovangjsi, protoze odvozeni hustoty rozdéleni pravdépodobnosti
pro C’pk je hodné komplikované a vede na implicitni vyjadieni. Z to-
ho plyne, ze meze konfiden¢nich intervalu lze pocitat pouze num-
ericky ¢i pomoci vhodnych aproximaci. O odvozeni hustot pro C’pk
viz ¢ast 7.

Pro praktické pouziti konfidencnich intervali pro ukazatel Cyy
staci nasledujici aproximace pouzitelna pro vSechny tii mozné od-
hady smérodatné odchylky inherentni variability. Pro konfidenéni
uroven 1 — « je odpovidajici konfidenéni interval dobfe aproximo-
vatelny intervalem

. Ug . Ul_q
Cpk 1+# <Cpk<0pk 1+17/2 .
2k(n —1) 2k(n —1)
Pouziti konfiden¢niho intervalu budeme ilustrovat pomoci nasledu-
jiciho pifkladu. Necht USL = 22,5, LSL = 21,5. Mame 25 pod-

skupin o rozsahu 5 kusu a z nich bylo vypoéteno T = 22,1 a
or = 0,11. Odhad ukazatele Cp;, mé pak hodnotu

~

Cye = min{1,212; 1,818} = 1,212.

Zvolime a = 0,05 a k(n — 1) = 25 -4 = 100, uges = —1,96,
Uog,975 = 1, 96. Pak

1,044 = 1,212-0,8614 < Cyy, < 1,212 -1,1386 = 1, 38.

Lze tedy tvrdit, ze s pravdépodobnosti 0,95 se skutecna hodnota
ukazatele Cp nachdzi uvnitf intervalu (1,044; 1, 380).
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C, = 1,67 - zpusobilé procesy, Spatné centrované

cpk\= 0; C,=167 ; C,=033

045 \

\
’ X LsL \ v UsL
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0,30
0,25
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0,15 | 90,0 % 15,9 %
0,10
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Obr. 7. Vztah mezi C), a Cp.

Problémy pfi vyhodnocovani zptusobilosti
vyrobniho procesu

V praxi se obvykle od vyrobce pozaduje, aby u sledovaného jakostni-
ho znaku, u néhoz je zadan pozadavek na uroven ukazatele zpuso-
bilosti ), platila nerovnost

c,<C,

resp. R
Cpre < Chi,.

Analyzujme tento pozadavek z pohledu matematické statistiky. Pred-
stavme si pro zjednoduseni, Ze zdkaznik pozaduje, aby C, = 1,33, a
aby tedy Op > 1, 33. Soucasné bylo dohodnuto, ze zpusobilost pro-
cesu se bude vyhodnocovat na kazdé regulacni karté typu (z, R),
ktera napt. obsahuje 25 logickych podskupin po 4 vyrobcich v kaz-
dé podskupiné. Na zdkladé vyhodnoceni jedné regulacni karty byl
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ziskan odhad ukazatele C), v hodnoté ép = 1,42. Tim byl splnén
pozadavek zakaznika, ale co to skutecné pro ného znamena?

Na zakladé poctu dat, tj. 100 pozorovani celkem a bodovém
odhadu C’p = 1,42 zkonstruujme konfidenéni interval pro skuteé¢nou
hodnotu ukazatele C),. Tento konfiden¢ni interval jesté zavisi na zvo-
leném riziku «, coz je mira rizika, ze konfidenéni interval nepokryje
skutecnou hodnotu ukazatele C,,. Zvolime a = 0, 03. KdyZ dosadime
do vzorecku pro konstrukci konfidenéniho intervalu pro pripad od-
hadu ukazatele ép pomoci vybérového rozpéti R, tedy

A ﬂnua/Q) A < ﬁnul—a/2>
o (1+ <C,<C, 1+ 2102
”( ank )= T anvk

kde o, = 2,059, 8, = 0,880, a2 = U_a2 = 2,17, Vk = 5. Na
zékladé toho lze tvrdit, Ze spravna hodnota ukazatele C), je s prav-
dépodobnosti 97 % pokryta konfidenénim intervalem

C, € (1,1566; 1,6834).

Z tohoto vysledku je ihned vidét, ze pozadavek na splnéni nerovnosti
C, < C, zdaleka zékaznikovi nezarucuje, ze proces je skuteéné na
urovni pozadované zpusobilosti, napt. v tomto ptrikladu by mélo byt
C, = 1,33. Déle je nutno si uvédomit, ze velikost konfiden¢niho in-
tervalu silné zavisi na poctu dat, ktera mame k dispozici.

Co vlastné znamend pozadavek, ze napi. C}, = 1,33 je dolni
hranice pro odhady C, tohoto ukazatele? Jestlize by jakostni znak
skutecné vyhovoval podmince na ukazatel C,, pak lze s pfedem

zadanym rizikem « pouze tvrdit, Ze hodnoty odhadu ukazatele C),
se mohou s pravdépodobnosti 1 —a objevit v intervalu (odvozeného
snadno od konfiden¢niho intervalu)

1 A 1
Cp Bnu1_q/2 < Cp < Cp Bnuase |’
L4 === L4

coz v uvazovaném piikladé znamena ép € (1,1219; 1,6329). Tomu
je nutno rozumét tak, ze sledovany vyrobni proces spliuje poza-
davek na C, = 1,33, i kdyz z vyhodnoceni zpusobilosti vyslo, ze
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odhad C’p = 1,13. Teprve kdyz C’p < 1,1219, Ize s pravdépodobnosti
98,5 % tvrdit, ze proces je horsi, nezli pozaduje C, = 1,33. Opét
je nutno zduraznit, ze velikost tohoto statistického pokryvného in-
tervalu pro odhady C), silné zavisi na poctu dat. Je nutno mit na
paméti, Ze pozadovand hodnota na C), je, zhruba feceno, medidnem
pro odhady tohoto ukazatele. Lze tedy oc¢ekdvat 50 % hodnot odhadi
C, pod C, a naopak 50 % hodnot odhadu C, nad pozadovanou
hodnotou C,, pokud proces splituje pozadavek vyjadieny hodnotou
ukazatele C,,.

Pokud tedy ziskand hodnota odhadu ép lezi uvnitt pokryvného
intervalu odvozeného od pozadované hodnoty ukazatele C,, poctu
dat a rizika a, neni duvod s pravdépodobnosti 1 — o pochybovat
o tom, zZe proces pozadavek kladeny na C, spliuje.

Jak tedy zajistit, aby byla splnéna nerovnost C, < ép na kazdé
regula¢ni karté? Pokud bychom vyzadovali, aby kazdd regulaéni
karta toto spliiovala, pak odpovéd je, ze 100 %-tné toto nelze za-
jistit, ale 1ze s predem danou mirou rizika «. Aby tato nerovnost
platila napi. s 99 %tni pravdépodobnosti, tedy s rizikem 1%, pak
pozadovand hodnota C,, napi. jiz uvazovanych 1,33 musi byt 1 %-
kvantilem pro odhady ép, tedy musi platit

1
1, 33 - Cp (ﬁnula) .
1 + an\/E
Tento fakt pri zadaném «, rozsahu podskupiny n a po¢tu podskupin
k na karté bude jediné s rizikem « splnén, kdyz

ﬁnu1a>
C,=1,33|1+ )
: < anVk

tedy v nasem uvazovaném piipadé pii a« = 0,01 mame u,_, =
2,326. Pak tedy skutetna hodnota ukazatele C, nesmi byt horsi
nezli hodnota 1, 5944, coz je samoziejmé daleko ptisnéjsi pozadavek
na sledovany jakostni znak, nezli je C, = 1,33. Napf. pro smé-
rodatnou odchylku o sledovaného jakostniho znaku to znamena,
ze zdaleka nestaci jeji velikost jedné osminy toleranéniho rozpéti
zajistujici hodnotu C, = 1, 33, ale jejf velikost nesmi byt vétsi nezli
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hodnota (USL — LSL) /9, 5664; tedy téméf jedna desetina toleranc-
niho rozmezi, coz je rozhodné vétsi pozadavek na piesnost vyroby
nezli vyzaduje pozadovand hodnota pro C, = 1, 33.

Zcela obdobnd situace je s ukazatelem Cp, a jeho odhadem.
O néco se ale komplikuje tim, ze vstupuje do hry parametr polohy
i a jeho odhad aritmeticky prumér z dat. Obvykle se lze v praxi
setkat s pozadavkem, aby épk > Cpi, kde Cpy, je néjaka stanovend
hodnota. Rozebereme si opét, co to znamena pro vyrobni proces.
Z definice ukazatele Cp, ihned plyne, Ze splnéni pozadavku épk >
Cpr bude platit, kdyz zaroven

USL -7 7 — LSL
BETEE > Chpks s > Cpi,
tedy
(%) LSL + 3Cyé < T < USL — 36,

kde T je celkovy aritmeticky prumér ze vsech dat, & je odhad
smérodatné odchylky o (napft. ve tvaru ¢ = ﬁ). Protoze opét
nelze zarucit, aby tato nerovnost platila vzdycky, je nutné pozadovat
jeji splnéni s vysokou pravdépodobnosti, napi. 95 %. Z pozadavku
na C,, obvykle, jak jiz zminéno diive, aby

C,>0C,

plyne pozadavek na odhad smérodatné odchylky &, totiz

USL — LSL

7 <
7=""%6C,

0o

musi byt splnén s vysokou pravdépodobnosti, napt. 95 %. Protoze
stale mlcky predpokladdme, Ze jakostni znak, jehoz se ukazatele C),
a Cp tykaji, lze popsat normalnim rozdélenim, odhady Z pro p
a 0 pro o lze povazovat za stochasticky nezavislé. Abychom tedy
zajistili splnéni pozadavku (x) na T, jsme nuceni pozadovat, aby

LSL + 3Cpk0'0 S T S USL — BCpkO'(]
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rovnéz s vysokou pravdépodobnosti, protoze s pravdépodobnosti
95 % bude interval (LSL + 3Cp,00; USL — 3C,,00) obsazen v in-
tervalu (LSL + 3C,,6; USL — 3C,;6). Aritmeticky prumér T mé
rozdéleni N(u, o2, 02/kn), kdyz budeme uvazovat nejvétsi moznou
smérodatnou odchylku og pro sledovany jakostni znak. Aby hod-
nota T padla s vysokou pravdépodobnosti do intervalu (LSL +
3C,k00; USL — 3Cp00), pak musi platit

00 Ua /2
LSL 4+ 3C, o090 = +
PO Vin
USL — 3C,00 = 00 U1-a/2 + o,

Vin

kde «a je zvolené riziko, a2 a u1_q/2 jsou odpovidajici kvantily
rozdéleni N(0,1). Oznacme

Ho = LSL + 09 <3Cpk — 3/0;5/_2>
n

Hye = USL — 0o <30pk - U1a/2> .

Vin

Interval (u_, py) predstavuje prostor pro parametr polohy sledo-
vaného jakostniho znaku, kde se tento muze libovolné vyskytovat,
aniz by to s vysokou pravdépodobnosti 1 — a narusilo pozadovanou
nerovnost épk > Chpp.

Jak pak takovy proces regulovat? Klasicky zkonstruované regu-
lacn{ diagramy Shewhartova typu jsou pak piilis uzké, nebot regu-
la¢ni diagram pro parametr polohy u vyzaduje, aby tento byl v case
konstantni. Zde ale je povoleno, aby p € (u_, 14 ) a tato libovule se
musi promitnout i do konstrukce regulacnich mezi pro aritmetické
pruméry z podskupin, které parametr polohy hlidaji. Je nutno ale
uvazovat dvé moznosti konstrukce regula¢nich diagramu: ptirozené
a technické regulacni meze. Ptirozené meze jsou pocitany z dat,
technické meze jsou pocitany ze specifikaci na sledovany jakostni
znak. Co se tyce piirozenych mezi, jejich konstrukce se zméni, nebot
jsou odvozeny od chovani dat. Diky tomu, ze parametr polohy se
muze libovolné ménit v rozmezi (u_,u, ), data pak vykazuji jak
inherentni variabilitu uvniti podskupin, tak i variabilitu mezi pod-
skupinami. Tento rys variability se musi promitnout do jejich kon-
strukce a regulacni meze pro aritmetické prumeéry se musi rozsitit
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oproti klasickym regulacnim mezim, které jsou odvozeny pouze
od trovné inherentni variability odhadované pouze na zakladé in-
formace v podskupinach. Tyto meze se nemohou proto vyrovnat
s vetsi urovni variability a jejich pouzivani by vedlo k podstatné
zvysenému poctu falesnych poplachu. Co se tyce regula¢nich mezi
pro rozpéti R, tyto zlstdvaji beze zmény, nebot ty hlidaji pouze
uroven inherentni variability. Konstrukce rozsifenych mezi muze
byt zalozena na odhadu tzv. totadlni smérodatné odchylky, ktera
nerespektuje rozdéleni dat do podskupin, nebo muze byt vyuzit
odhad inherentn{ variability napt. R/dx(n),s/Cy(n) a k tomu ptidan
odhad variability mezi aritmetickymi prumeéry podskupin zalozeny
napt. na klouzavém rozpéti mezi aritmetickymi prumeéry. Jsou mozné
dalsi pristupy, vSe zalezi na povaze sledovaného procesu a jakostniho
znaku. Technické meze je nutno taktéz modifikovat, protoze para-
metr polohy p nemusi byt konstantni v case. Pro ujasnéni, uvazujme
regulacni diagram (7, R). Regulaéni meze pro R je nutno nastavit
tak, aby centralni ptimka byla

CL(R) =09 dg(n),
kde n je velikost podskupiny, a horni a dolni regulacni meze musi
byt
LCL(R) = D1<n) ao,
UCL(R) = Dg(n) ao,
(konstanty ds(n), Di(n) a Dy(n) jsou tabelovany).

Pro regulacni diagram aritmetickych priumért je nutno centralni
piimku nastavit na cilovou hodnotu (zde se predpoklad4 stied to-
leranéniho rozpéti) a regulacni meze nésledovné:

LCL@E) = T — A(n)oy— %

UCL@) = T+ A(n)oy + 0,
T je cilovd hodnota (zde YZ=HEL) " A(n) je opét tabelovéno.

Takto nastavené technické rozsirené meze zajisti, aby proces byl
stabilni s tim, ze C), > C), a Cp, > Cpy s vysokou pravdépodobnosti.
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Priklad: Je vedena regulacni karta (7, R) pro 25 podskupin o péti
kusech v kazdé podskupiné. Pozadavek na sledovany jakostni znak
je: Cp > 1,67 a Cp, > 1,33. Jak se s timto pozadavkem vyrovnat?

Zvolme riziko o = 2 %, se kterym zajistime splnéni obou nerov-
nosti.

Pro parametr ¢ to znamena, Ze jeho odhad 6 nesmi byt s prav-
dépodobnosti 98 % horsi nezli 1 desetina toleranéniho rozpéti USL—
LSL, tedy
USL — LSL

10 B
Abychom tento pozadavek splnili s pravdépodobnosti 98 %, je nutné
pri 25 podskupinach po 5ti kusech dosdhnout pozadované trovné
variability, tedy urovné smérodatné odchylky o jakostniho znaku
tak, aby

o S ayp.

1,67=C, = C, - 0,9361

Bs5 uo0,98
1 _l_ asV 125

as = 2,325, B5 = 0,864, uggs = 2,054. Z toho plyne, Ze proces
musi splnovat pozadavek C, = 1,7840. Jinymi slovy to znamen4,
ze smérodatnd odchylka se musi témér 11x vejit do specifikacniho
rozmezi, presné

USL — LSL
70T 0,704

Odtud jiz snadno zjistime, ze pro pozadavek C‘pk > 1,33 musi byt
s pravdépodobnosti 98 % parametr polohy u v intervalu

P S < fly
kde
USL — LSL 1
= LSL+ - 22 (3.1,3342,326 —— | =
a SL+ 0,700 ( 33+2,3 \/125>

= LSL+ (USL — LSL) - 0, 3931

i, = USL— (USL —LSL)-0,3931.

Pro lepsi predstavivost to znamenad, ze parametr p se muze pohy-
bovat kolem stredu specifikacniho rozmezi v rozsahu

TiUSL;LSL 1—w)
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kde w = 0, 7862 v nasem uvazovaném piipadé.

Provéifme na simulovanych datech. Necht USL = 10, LSL = 0,
pak T' = 5. Pozadavek na nejhorsi moznou smérodatnou odchylku

0o je tedy
10
(oy) =

10,704
Krajni hodnoty pro parametr polohy jsou pak

= 0,9342.

. = 3,931,
iy = 6,069.

Z vygenerovanych dat byly uréeny hodnoty odhadu ukazatelu C), a
Cpki

A N

C,=1,84, (=133

Testovani zpusobilosti a vykonnosti
vyrobniho procesu

Samoziejmé nas zajima, zdali sledovany znak jakosti splnuje po-
zadavky na néj kladené a vyjadrené v Teci ukazatelu zpusobilosti a
vykonnosti. Objevuje se tak otazka, zdali vyrobni proces je zpusobily
¢i nikoliv.

V feCi matematické statistiky to znamend stanovit hypotézu,
napi. ze ukazatel C, je nejméné na drovni 1,33 proti alternativni
hypotéze, ze tento pozadavek neni splnén. Abychom mohli rozhod-
nout, potiebujeme z procesu odebrat data, ta zpracovat a bud’ hy-
potézu nezamitnout ¢i se priklonit k alternativni hypotéze. Protoze
vzdycky mame k dispozici pouze diléi informaci, muzeme se do-
pustit chyby. Jeden typ chyby znamend, ze hypotézu zamitneme,
i kdyz ona plati. Této chybé se tika chyba 1. druhu a pravdépodob-
nost jejiho vyskytu se obvykle nazyva riziko chyby 1. druhu a znadci
se a. Druhy typ chyby znamena, ze naopak hypotéza se nezamita,
i kdyz ona neplati. Jedna se o chybu 2. druhu a odpovidajici riziko
se znaci (3. Bohuzel obecné nelze navrhnout takovy postup, aby obé
chyby byly minimalni. Postupuje se tak, ze se a priori zvoli horni
uroven pro riziko 1. druhu, tzv. hladina vyznamnosti a hleda se
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takovy postup, ktery dava prijatelné riziko 2. druhu 3, neboli co
nejveétsi hodnotu 1— 3, coz je pravdépodobnost zamitnuti hypotézy,
pokud neplati (tzv. sila testu).

Test je zalozen na konstrukci statistickych pokryvnych intervala
pro odhady ukazatelu zpusobilosti ¢i vykonnosti. Pokud bude platit
hypotéza, ze C, > Cy (napi. Cy = 1,33), pak statisticky pokryvny
interval pro odhad C’p ma dolni hranici ve tvaru

C > Cy

P = Brul—a !
pokud odhadujeme C), pomoci 6. Analogicky vypadé dolni hranice
pro 6 Ci 07:

ép Z bnciplul—oz’
1 anfl\/g
resp.
A k(n—1)
Co>C, - ,
P $ Xi-a(k(n —1))

kde u;_, je prislusny kvantil rozdéleni N(0,1), x?__(k(n — 1)) je
kvantil y?-rozdélen{ o k(n — 1) stupnich volnosti. Vsechny hranice
maji stejny tvar vici hodnoté ukazatele C,, ¢im je C), mensi, tim
hranice je tedy pro C, = Cj. Pokud tedy odhad C’p bude veétsi
nezli dolni hranice s C,, = Cj, nemame duvod zamitat zpusobilost
procesu. Pokud hodnota odhadu C’p bude pod dolni hranici, pak
hypotézu o zpusobilosti zamitame.

Pouziti testu ukazeme na prikladu. Mame 25 podskupin pro
péti kusech, pozadujeme, aby C, > 1,33, riziko 1. druhu zvolime
a = 0,05. Pak pii odhadu zalozeném na 6z mame dolni hranici pro
ép pro nezamitnuti hypotézy

A 1,33
2,326-v/25

Pokud tedy odhad ép bude minimalné roven 1,1856, neni duvod
pochybovat o zpusobilosti vyrobniho procesu. Obdobny vysledek
se ziska pti pouziti odhadu smérodatnych odchylek g a ;.
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V dalsim kroku budeme testovat chovani jakostniho znaku z po-
hledu ukazatele Cp. Postup je analogicky jako u ukazatele C,.
Méme hypotézu, ze Cp > Cf, kde hodnota C je stanovena. Alter-
nativni hypotéza je pak Cp, < (', coz oznaci nevyhovujici stav pro-
cesu. Test je opét zalozen na dolni hranici pokryvného intervalu pro
odhad épk. Zde pouzijeme téze aproximace pro vSechny tti pripady
odhadu smeérodatné odchylky, protoze implicitni vyjadieni hustot
rozdéleni pravdépodobnosti odhadu C’pk je nepouzitelné. Hypotéza
o zpusobilosti se nezamitne, kdyz odhad C'pk spliiuje nerovnost

Cor > &

- Ul—o .

<1 + \/2k(n—1))
Pokud hodnota C'pk bude mensi, pak hypotéza o zpusobilosti se
zamita na hladiné vyznamnosti a.

Pro ilustraci opét piiklad. Z 25ti podskupin o rozsahu n = 5
byl vypocten odhad T = 22,1 a smérodatnd odchylka 6; = 0,11.
Pak viici specifikaci LSL = 21,5 a USL = 22,5 mame odhad C);, =
1,212. Pozadavek je, aby Cp, > 1,20, tedy C; = 1, 20. Bude proces
zpusobily ¢i nikoliv? Dolni hranice pri hladiné o = 0,05 je rovna

C 1,20
- = o =1,0753,
1 —I'_ Ul —« 1 + \/’Tﬁ
2k(n—1)

To znamenad, ze nemame duvod zamitnout zpusobilost procesu vuci
ukazateli Cp; na hladiné vyznamnosti 0,05.

Pokud jde o vykonnost procesu, postup je zcela analogicky.
Odhad ukazatele P, je zaloZzen na odhadu totdlni smérodatné od-
chylky a za predpokladu, ze data bez ohledu na déleni do podskupin
lze povazovat za normalné rozdélend, muzeme testovat vykonnost
procesu. Hypotéza je, ze B, > Fy. Tato hypotéza se nezamitne,
kdyz odhad pp bude spliiovat nerovnost

R kn—1
P,>FP,|l———
b= O\l X%,a(kn - 1)’
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k je pocet podskupin o rozsahu n a X%l_a)(k:n — 1) je prislusny
kvantil y2-rozdéleni o kn — 1 stupnich volnosti.

Je-li zadan pozadavek na minimdlnf hodnotu ukazatele P, (po-
kud m4a jeho uvazovani smysl), pak hypotéza, ze P, > P se
nezamitne, kdyz odhad P,; bude spliovat nerovnost

. P,
Por 2 o —

v/ 2(kn—1)

5 Vliv po¢tu dat na odhady ép, épk

Obecné samoziejmé plati, ¢cim vice dat, tim lépe odhadneme skutec-
nost o chovani sledovaného jakostniho znaku. Ze vzorcu pro konfi-
dencni intervaly pro ukazatele C, a Cpy, je ihned vidét, ¢im vice dat,
tim kratsi konfidencéni interval a tim lépe zjistime skute¢nou hod-
notu C), a Cp. Naopak snizovanim rizika o se konfidenéni interval
natahuje. Protoze obvykle se velikost logické podskupiny nemént,
lze ziskat lepsi informaci jediné vétsim poctem logickych podskupin.
To v sobé ale skryva jedno nebezpeci. Na odbér vétsiho poctu pod-
skupin potfebujeme delsi ¢as, a tim se zvySuje riziko, ze zvladnuty
proces se muze dostat pod vliv néjaké vymezitelné pticiny, ktera
se objevila béhem odbéru podskupin a jejim vlivem se zménilo i
chovani jakostniho znaku. Z tohoto duvodu by bylo dobré vedeét,
jak pocet odebranych podskupin ovliviiuje chovani odhadu C'p a
Cpk.-

Samoziejmeé se naskyta ihned otazka, kolik je zapotiebi odebrat
minimalné podskupin, aby bylo mozno s predem zadanou prav-
dépodobnosti detekovat pozadovanou trovenn ukazatele C),, resp.
Cpr. Pozadavek C), = 1 obvykle znamena nezpusobilost procesu,
a my bychom napt. chtéli znat, kolik podskupin je nutno ode-
brat, abychom detekovali stav procesu s C,, > 1,33 (pokud je to
pravda) s pravdépodobnosti napf. 90 %. Méme tedy zadény dvé
hodnoty Cy, Cy, kde Cy < Cy (vyse bylo Cp =1 a C; = 1,33) a
chceme veédét, kolik podskupin musime mit k dispozici, abychom
s pravdépodobnosti 1 — 3 (vyse bylo § = 0,1) méli sanci deteko-

34



vat stav procesu s C, = (', pokud tento stav je skutecné redlny.
Vychéazime tedy z predstavy, ze C, = Cp, ale chceme si byt témer
jisti (s pravdépodobnosti 1 — ), ze C, = Ci, pokud tomu tak
skutecné je.

V prvnim kroku musime predstavu C, = Cj vyloucit, coz zna-
mend, ze odhad ukazatele C}, musi spliovat nerovnost

k(n—1)
Xa(k(n—1))°
kde k je pocet podskupin, n je rozsah podskupiny a x2(k(n — 1))

je kvantil y%rozdéleni o k(n — 1) stupnich volnosti. Odkud tato
nerovnost plyne? Kdyby byla skutecnost takova, ze C, = Cy, pak

ép>00

nameérené hodnoty odhadu ukazatele C’p musi byt s pravdépodob-
nosti 1 — a pod hodnotou

k(n—1)
Xa(k(n —1))°
(Zde jsme uvazovali pouziti vybérové smérodatné odchylky &; pro

odhad C),. Zcela analogicky lze pouzit i odhady o5 ¢i 05 s odpovi-
dajicimi hranicemi pro pokryvné intervaly.)

Co

Pokud bude platit, ze C, = C, pak odhad C), musf byt s prav-
dépodobnosti 1 —  nad hranici

k(n—1)
Xi_p(k(n —1))

tzn. ze s pravdépodobnosti § musi byt

A k(n—1)
G = CIJ N y(k(n — 1))

Porovnanim obou piipadu ziskdvame nerovnost

ChJ Bon=1) | k1)

ép > 01J

Xip(k(n=1)) = "\ X&(k(n —1))’
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tedy v krajnim ptipadeé

CHZJXLAMH—D)
Co X2 (k(n—1))

pii volbé a = [ tak dostavame priblizny vzorec pro jednoznacné
urceny minimalni pocet pozorovani, kterd je nutno provést, aby-
chom zajistili s pravdépodobnosti 1 — 3 detekci stavu C, = (i,
pokud je tento stav realny.

Postup doplnime piikladem. Sledovany jakostni znak by mél
splnovat pozadavek s C, = 1,33. My ale chceme detekovat stav
s C, = 1,67 s pravdépodobnosti 0,95, pokud se v tomto stavu
chovani jakostniho znaku bude nachézet. Kolik pozorovani musime
zajistit, abychom mohli stav s C,, = 1,67 s takovou pravdépodob-
nosti zachytit. Vyjdéme z podilu C;/Cy, tedy

(h.126:¢X&AMH—U)

X(Q),os(k(” - 1))
Tedy musime najit takovy stupen volnosti N = k(n — 1) pro x*-
rozdéleni, aby
X%,%(N )
X(2),05(N )
Odpovidajici N je nutno hledat zkusmo, nize je uvedena pro zjed-
noduseni Tabulka 2. Kdyz zvolime N = 100, pak mame, ze
2 (100 124,34
Xogs(100) . 124,34 . | jor
X5,05(100) 77,93
7 toho ihned plyne, ze napi. pfi n = 5 kusu v podskupiné je za-
potiebi odebrat nejméné 20 podskupin.

= 1,262 = 1, 5876.

Aby tento stav s C} = 1,67 byl s pravdépodobnosti 0,95 neza-
mitnut, je nutné, aby
k(n—1) 100

_ =133
X2 (k(n—1)) ’ 77,93

C, > Cp = 1,51

Pokud tedy bude splnéna nerovnost ép > 1,51, pak lze s pravde-
podobnosti 0,95 tvrdit, Ze proces neni horsi nezli C, = 1, 67.
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Tabulka 2. Minimalni poc¢et méreni
pro zajisténi pozadované pravdépodobnosti detekce.

N a=p3=005]a=0=00l] N [a=53=0,05 a=3=0,01
C1/Co C1/Co C1/Cy C1/Cy

10 2,24 3,22 90 1,28 1,42

20 1,73 2,17 100 1,26 1,39

30 1,55 187 120 124 1,35

40 1,46 1,71 140 1,22 1,32

50 1,40 1,61 160 1,20 1,30

60 1,36 1,54 180 1,19 1,28

70 133 1,49 200 117 1,26

80 1,30 1,45

Jak tabulku pouzivat?

Potfebujeme zjistit, kolik méfeni minimalné musime udélat, aby-
chom detekovali proces s C,, = 1,33 na drovni 1 — 8 = 0,99, kdyz
na urovni C}, = 1 je povazovan za nezpusobily. Jednd se tedy o po-
tvrzeni zpusobilosti na drovni C), = 1,33, pokud samozfejmé tato
je realitou.

Zde mame Cy = 1, C} = 1,33, pak C1/Cy = 1,33 a v tabulce
pro o = 3 = 0,01 najdeme, ze odpovidajici pocet méfeni by meél
byt asi 140. Pokud bychom riziko zvétsili na a = 3 = 0,05, pak by
stacilo 70 pozorovani. Pak zpusobilost procesu na trovni C), = 1,33
bude s pravdépodobnosti 0,99 potvrzena, kdyz

A 140

C,>Cy, | —5——————=1,1605.
P ° X3,01(140)

Jestlize bychom zvolili rizika o = § = 0, 05, pak zptusobilost procesu
bude potvrzena s pravdépodobnosti 0,95, kdyz

A 70

C,>Cy,| 5————=1,1632.
P X%,05(70)

Z toho je vidét, ze volba rizik «, § prilis hranici pro prijeti
zpusobilosti na zakladé odhadu C), neovliviiuje.
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Pokud bychom pro konstrukei odhadu C’p pouzili odhady smé-
rodatné odchylky 65 Ci 0g, situace se zméni pouze nepatrné a lze
i v téchto pripadech pouzit Tabulku 2.

Co se tyce ukazatele Cpy, je situace vzhledem ke komplikovanym
tvarum hustoty rozdéleni pravdépodobnosti jejich odhadu daleko

vvvvvv

méfeni nutny pro rozhodnuti tykajici se ukazatele C), rozhodné ne-
bude vétsi nezli v piipadé rozhodovani tykajici se ukazatele Cpy.

Kdyz vyjdeme ze vzorcu pro konfiden¢ni intervaly pro ukazatele
Cpk, 1]

épk (1 + ua) < Cpk < épk (1 + UI_Q)
2k(n —1) 2k(n —1)
a budeme postupovat stejné jako u ukazatele C),, dojdeme k piibliz-
nému minimalnimu poétu N méfeni, ktery bude zajistovat detekci
stavu procesu s Cp, = C na hladiné pravdépodobnosti 1 — /3, pokud
je pravdivou, kdyz odhad C'pk bude spliovat nerovnost (Cpr = Cp
je predpoklddany stav),
A 1

Cpk > CO y
)
2k(n—1)

1 [(C{) + Ol)ul_a‘|2

totiz

Proa=0,05a Cy=1, C; = 1,33 nam tento vzorec dava hodnotu
N =67, coz je ve velice dobré shodé s hodnotou pro C, z Tabulky 2.

6 Vyhodnocovani zpusobilosti
a vykonnosti s nenormalné
rozdélenymi daty

Doposud bylo stale predpokladano, ze ziskana data pro odhady
ukazatelu C), Cpi, P, a Py, 1ze popsat normalnim rozdélenim, pro-

38



toze vzorce pro tyto ukazatele jsou zalozeny na predpokladu nor-
mality. V praxi se ale muzeme setkat se souborem dat, ktery nelze
popsat normalnim rozdélenim, testy dobré shody toto rozdéleni vy-
louc¢i. Co délat v takovém piipadé?

Rozhodné se nevyplati ignorovat predpoklad normality a for-
malné spoc¢itat odhady ukazatelu zpusobilosti ¢i vykonnosti jakoby
data byla normélné rozlozena.

V nékterych ptipadech se z ruznych duvodu, napft. fyzikalni pod-
stata véci, neda sledovany jakostni znak normalnim rozdélenim po-
psat. Casto se jednd o ovalitu, hdzivost, kolmost, rovinnost, velikost
uhlu apod., kde nelze normalni rozdéleni pouzit. Zde lze apliko-
vat Casto jiné modely, jako napt. logaritmicko-normalni rozdélent,
Weibullovo rozdéleni, preklopené norméalni rozdéleni apod. Je ale
nutné si ovérit, ze onen dany typ rozdéleni pravdépodobnosti se
u tohoto jakostniho znaku objevuje stéle, je prosté charakteristickym
rysem jeho chovani.

Predpokladejme tedy, ze jakostni znak lze popsat rozdélenim
pravdépodobnosti s jistou hustotou pravdépodobnosti. Jak pak defi-
novat odpovidajici C,, Cpi, P, a P,;7 Nejdiive se ujasnime, Ze v pii-
padé nenormélné rozdélenych dat ukazatele C), a Cp, ztraceji smysl.
Je to zpusobeno tim, ze tyto ukazatele vyuzivaji smérodatnou od-
chylku inherentni variability. I kdyz data budou sbirdna ve formé
podskupin, odhady smérodatné odchylky v ramci podskupin zaloze-
né na R ¢i s ztraceji u nenorméalnich rozdéleni smysl, protoze sméro-
datné odchylka u téchto nenormalnich rozdéleni nema tu vlastnost
jako smérodatnd odchylka u normdlntho rozdéleni N (u, 0?), totiz, ze
inteval (1 — 30, 4 30), tedy délky 60 pokryva hodnoty normélné
rozdélené nahodné veliciny s pravdépodobnosti 0,9973. Tento in-
terval musi byt u nenormadlnich rozdéleni nahrazen nééim jinym.
Zde se nabizi tzv. kvantilové rozpéti ¢(0,9987) — ¢(0,00135), kde
q(0,9987) je horni kvantil a ¢(0,00135) je dolni kvantil odvozeny od
hustoty rozdéleni pravdépodobnosti. Pak ukazatel vykonnosti P, je
definovan jako

USL — LSL
P, = ,
q(0,9987) — ¢(0,00135)

protoze toto kvantilové rozpéti pokryva hodnoty jakostniho znaku
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popsatelného pomoci hustoty s pravdépodobnosti 0,9973 a m4 vlast-
né stejnou vlastnost jako 60 u normalniho rozdéleni.

Ukazatel P, je definovan pomoci medidnu, coz je zobecnéni
zahrnujici v sobé i piipad normalniho rozdéleni.
p i USL — Me Me — LSL

= min :
o q(0,9987) — Me’ Me — ¢(0,00135)

Pii odhadovani téchto ukazatelu na zakladé sebranych dat se ale
potykame s velkym problémem, a to ziskani odhadu pro kvantilové
rozpéti. Jednak musime ignorovat uspotradani dat do podskupin,
protoze je potiebujeme usporadat podle velikosti pro ziskani odhadu
vyse zminénych kvantili a odhadu medidanu, ale hlavné ony kvan-
tily odpovidaji bud hodné velké pravdépodobnosti ¢i hodné malé a
odhady téchto kvantilii budou velice nestabilni. Schudnéjsi cesta je
nejdiive z dat odhadnout parametry hustoty a teprve potom udélat
odhady onéch kvantili, coz mnohé statistické softwary umoznuji.

Dalsi doporuceni vychézi z moznosti vhodné transformace pu-
vodnich dat na nova data jiz normalné rozdélend. Soucasné se pro-
vede i transformace specifika¢nich mezi a vykonnost procesu se vy-
hodnocuje pomoci novych dat a tvaru ukazatelu zalozenych na nor-
malité. Ani v tomto ptipadé nemaji smysl ukazatele zpusobilosti
C, a Cy, protoze transformaci dat se obvykle narusi zachovani
shodnosti irovné inherentni variability uvniti podskupin, ktera je
zarucena zvladnutim procesu, jeho stabilitou. Transformace, které
se v praxi nejéastéji pouzivaji (Box—Coxova transformace, John-
sonova tiida transformaci, Pearsonovy kiivky) jsou silné nelinedrni.
Hodnoceni zpusobilosti na zakladé podskupin by mélo smysl jediné
tehdy, kdyby transformované podskupiny opét vykazovaly rovnost
urovneé variability, coz je mozné oveérit aplikaci nékterych z testt na
rovnost rozptylu, jako je napt. Bartlettuv ¢i Leveneuv test. Tento
piipad pfichazi v tvahu obecné snad pouze u Box-Coxovy trans-
formace, ktera je pomérné jednoducha:

@1
T(x) = * pro a € (—5;5), a #0
a

T(x) = Inx pro a = 0.

Muze ale nastat situace, ze vhodnd transformace neni nalezena a
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data odolavaji normalité dale. Pak nejspiSe data byla sebrana z ruz-
nych zdroju ¢i pfi ménicich se podminkach v procesu nebo byla
néjak upravovana ¢i cenzorovana. Pritomnost ruznych zdroju ¢i
meénicich se podminek vede obvykle ke smésim normalnich rozdélent,
které mohou ¢i nemusi byt rozlozitelné na jednotlivé podsoubory
dat, které lze jiz normalnim rozdélenim popsat. Jedna se o tzv.
stratifikaci dat. Obvykle se tato stratifikace dat provadi podle ruz-
nych ptiznaku, které vykazuje vyrobni proces. Tato situace nejcasteé-
ji nastava u vyrobnich procesu, na které pusobi ruzné vymezitelné,
tedy identifikovatelné priciny, které nelze ¢i neumime z procesu
odstranit (napf. variabilita vstupniho materidlu, vliv prostiedi,
opotfebovéni nastroje apod.). V téchto pripadech je nutno po-
stupovat velice opatrné, doporucuje se spolupréce se statistikem a
navrzeny postup by mél byt projednan samoziejmé s odbératelem.

7 Hustoty pro C'p, dpk, pp a ppk

Ukazatel zpusobilosti C, vyjadiuje potenciondlni vykon procesu,
pokud by tento byl presné centrovan, tj. parametr p sledovaného
jakostniho znaku je roven prostredku toleran¢niho rozmezi. Para-
metr o stojici ve jmenovateli zlomku definujictho hodnotu ukaza-
tele ), se tykd tzv. inherentni variability procesu vztahujici se ke
kolisani jakostniho znaku od jednoho vyrobku k druhému v rdmci
logické podskupiny. Lze tedy tuto uroven variability chapat jako
uroven okamzité variability v okamziku odbéru logické podskupiny,
kterd je vyvolana pouze ndhodnymi pfi¢inami. Tato hodnota para-
metru o je v praxi odhadovana jednou ze tii moznosti:

. R 5o 5
8) 0= da(n)’ b) Ca(n)’
¢) 0= k(nl— 1) ;;(% )

kde R je priumérné rozpéti, 5 je prumérnd smérodatnd odchylka
a piipad c) je tzv. sdruzend smérodatnd odchylka (pooled stan-
dard deviation). Cislo k je pocet logickych podskupin, ¢islo n je
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rozsah v podskupiné. Zde je nutno uvazovat n > 1. Piipad n =1 je
zcela specificky a tesi se obvykle uméle vytvorenymi podskupinami
rozsahu 2 pomoci klouzavého rozpéti (tedy piipad pro n = 2).

7 uvedenych vzorcu pro mozné odhady inherentni variability je
vidét, ze skutecné je vyuzita variabilita pouze uvniti podskupin.
To znamend, ze pro ziskani spolehlivého odhadu pro parametr o
neni nutné, aby sledovany proces byl zvladnut z hlediska para-
metru polohy sledovaného jakostniho znaku, ale byl zvladnut, tedy
stabilni, vzhledem k trovni variability uvniti podskupin, coz lze
pohlidat regulacnimi diagramy pro vybérové rozpéti R ¢i vybérovou
smérodatnou odchylku s.

Protoze velikost n logické podskupiny lze ocekavat pomeérné
malou (obvykle n = 4;5), pak predpoklad normality kladeny na
chovani jakostniho znaku uvniti podskupiny lze povazovat z prak-
tického hlediska za témeér vzdy splnitelny, pokud nebudou v ramci
podskupin podeziele odlehlé hodnoty. Pro spolehlivy odhad ukaza-
tele C, lze totiz predpokladat, Ze kazdd podskupina je vlastné na-
hodny vybér z rozdéleni N(u;,0?), kde parametr p; se muze libo-
volné meénit v case. Stabilitu v parametru o lze téz ovérovat F-
testem ¢i jinym testem pro rovnost rozptyla (napf. Leveneuv test).

Je ziejmé, ze odhad C, = je ndhodné velicina, kterd m4
rozdéleni pravdépodobnosti zavislé na volbé odhadu . Odvodime
jednotlivé hustoty rozdéleni pravdépodobnosti pro vSechny tii pii-
pady volby odhadu 6. (P{-}) znac¢i pravdépodobnost ndhodného
jevu popsaného uvniti zavorek)

USL—-LSL
66

Odhad zalozeny na ¢ = ) vychazi z chovani prumeérného

R
- da(n
rozpéti R, které ma rozdéleni pravdépodobnosti aproximovatelné
vztahem se standardnim normélnim rozdélenim N (0, 1), totiz

R— a0
Bno

kde a,,, B, jsou konstanty zavislé na velikosti podskupiny a jejich
hodnoty pro n = 2 — 20 uvadi Tabulka 1.

Vk ~ N(0,1),

Na zakladé tohoto faktu jiz snadno odvodime aproximaci pro
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hustotu rozdéleni pro odhad C'p:
P{O”>A}:P{?>A}:P{R>a”}:
Cp o o A

_pl(E o\ YE (1_1>¢E o (a (1_1>¢%
- o ") b AP Bn | "\ Bn)’
kdyz ®(-) je distribu¢ni funkce rozdéleni N(0,1). Pak tedy

P %<x =1-o ozn(l—1>\/E

C, x O

proz > 0. Pro z < 0 polozime tuto pravdépodobnost rovnu nule. Po

derivovdn{ vyse uvedeného vztahu ziskdme vzorce pro aproximaci
hustoty pravdépodobnosti pro podil C,/C):

1 & (1 1)2 anVk

r 20,

pro z > 0. Jinak je f(z) = 0.

Vyse uvedené vztahy lze snadno vyuzit pro ziskani aproxima-
tivnich konfidenénich intervalt pro hodnotu ukazatele C), a rovnéz
tak pro aproximativni pokryvné intervaly pro hodhoty odhadu C’p.
Necht « je zvolené riziko, 1 — o je pak tiroven konfidence. Pak kon-
fidenc¢ni interval pro ukazatele C), lze aproximovat intervalem tvaru

A 671 ua/2> - ( ﬁn ula/2>
C, 1+ <C,<Cyl14+—F],
! ( anVk PP anVk

kde uq/2 & U1_q/2 jsou pifslusné kvantily rozdéleni N(0,1).

Naopak statisticky pokryvny interval pro hodnoty odhadu C’p
lze aproximovat intervalem tvaru

1 - 1
Cp Bnui_a/2 < Cp < Cp Bn a2
L4+ == L+ =

Tvrzeni vyplyvajici z uvedenych vztahu a platici s mirou konfi-
dence 1 — « lze dolozit nasledujicimi piiklady. Necht n = 5, k = 25
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Obr. 8. Hustota odhadu C'p prok=25,n=4aC,=1,33
zalozend na 6R.

a a = 0,05. Pak lze s pravdépodobnosti 0,95 tvrdit, ze bude-li
napi. C), = 1,45, pak skutecnd hodnota ukazatele C}, se muze po-
hybovat v rozmezi 1,22 < C, < 1,68. Naopak, bude-li C, = 1,33,
pak za stejné¢ho poctu dat a jejich rozdélent do 25 podskupin jsou
hodnoty odhadu ukazatele C), v intervalu 1,1454 < C), < 1,5308
s pravdépodobnosti 0,95. Tento fakt je nutno mit na paméti. Zna-
mena totiz tu skutecnost, ze, je-li sledovany jakostni znak na trovni
C, = 1,33, coz odpovida hodnoté 64 ppm, pak piesto muze odhad
C’p této hodnoty byt horsi nezli C,, = 1,33, aniz by to znamenalo
zhorseni vykonu vyrobniho procesu. Naopak z konfiden¢niho inter-
valu pro skutecnou hodnotu ukazatele C}, v nasem piikladu vyplyvé,
ze i kdyz odhad C'p je roven 1,45, coz je rozhodné vétsi nezli hod-
nota C, = 1, 33, Ze proces ma vykon na urovni C, = 1, 33. Faktem
je, Ze proces ve skutecnosti nemd horsi C,, nezli je dolni hranice
konfidenéniho intervalu, coz je zde ptiblizné 1,22.
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Jestlize budeme pouzivat odhad 6 = 5/Cy(n), pak situace je ob-
dobnd pfedchozi s odhadem zaloZeném na R. Necht s; je vybérova
smérodatna odchylka z i-té podskupiny o rozsahu n. Za predpokladu,
ze jakostni znak lze popsat normalnim rozdélenim, ma veli¢ina
s?(n — 1)/o? x*rozdéleni o (n — 1) stupnich volnosti. Pak tedy
veli¢ina S*/T”Tl m4 y'-rozdéleni o (n — 1) stupnich volnosti, a plat{
pro stfedni hodnotu a rozptyl

E{Sl} = QAp-10

D{S”L} - bi*l 027
kde
> T'(3) 1
n1 = = 1
n—lr(nT—1> 2(n—1)
1
by, = l—a’ | =-—F—.
n—1 a’nfl 2(n _ 1)
Protoze s je aritmeticky prumér z si, So,..., Sk, pak na zakladé

centralni limitn{ véty lze tvrdit, ze pro k dostatecné velkd (k > 20)
1ze rozdéleni ndhodné veli¢iny 5 aproximovat normalnim rozdélenim,
se stfedn{ hodnotou a,,_,0 a rozptylem b2 02 /k. Na zdkladé téchto

faktu lze pak odvodit distribuc¢ni funkci pro podil Op /C, v piipadé
odhadu ¢ = 5/Cy(n). Plati

R = - M<1_1> |
C, x o by—1 x
kde opét ®(-) je distribuce N(0,1). Derivovanim vuéi « lze ziskat
analyticky tvar priblizné hustoty pro podil C,/C,:

1 az_, /1 2] e 1
9(@) = oz P {21»211 <x B 1) } by VE

pro z > 0. Pro < 0 polozime g(x)=0.

Na zdkladé tvaru pro distribuéni funkei pro podil ép/ Cp lze
odvodit zcela analogicky jako v ptipadé odhadu ¢ = R/ds(n) kon-
fiden¢ni interval pro skutecnou hodnotu ukazatele C), a statisticky
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pokryvny interval pro hodnoty odhadu C'p. Konfidenéni interval pro
C, mé tvar

A b1 U /2 A br—1 ul—a/2>
Col1+——F | <, <Cy | 1 + ————=
g ( anl\/E> g g ( anfl\/E

a statisticky pokryvny interval pro ép ma tvar

1 . 1
Co—— s <G <G,
1_,[_ l1—a/2 1+ a/2
an—1Vk an—1Vk

na hladiné konfidence 1 — a.

Pro porovnani spoéitame konfidenéni interval a pokryvny sta-
tisticky interval na zdkladé stejnych tudaju jako u odhadu ¢ =
R/dy(n). Pii hodnote C, = 1,45, n = 5 a k = 25 spocteme ko-
eficienty a,,_1, b,_1:

10(5/2) . 1
1l = A= = —=T(5/2) = 0,94
an-t \/; re)  va o
bV, = 1—a2 ,=0,1164 = b, ; =0,3412.

Odtud konfidenén{ interval s drovni konfidence 95 % je
1,2216 < C, < 1,6784,
a statisticky pokryvny interval pro hodnoty odhadu C’p je
0,8639C, < C, < 1,1869C,,
tedy pii C, = 1,33 je

1,1490 < C, < 1,5785.

Pii srovndni s vysledky zalozenymi na odhadu 6 = R/dy(5)
je vidét, ze intervaly se od sebe prili§ nelisi, ani v pripadé konfi-
dencnich nebo pokryvnych intervali.

46



V ttfetim ptipadé odhadu C’p zalozeném na sdruzené smérodatné
odchylce je situace odlisnd, nebot zde lze zalozit odvozené odpovi-
dajicf hustoty pravdépodobnosti odhadu C, piimo na y?-distribuci

Z tvaru sdruzené smérodatné odchylky ihned plyne, Ze velic¢ina

52k(n—1) &
L — S (o — 7o)
=1 7=1

nd za piedpokladu normality a nezdvislosti v podskupindch y2-
rozdéleni o k(n — 1) stupnich volnosti. Odtud jiz snadno plyne
ze

p{g < } - P{XQ(k‘(n— 1) < k("”)}

12
kde x%(k(n — 1)) je velicina majici y?-rozdéleni o k(n — 1) stupnich

volnosti. Oznac¢me ¢ = k(n — 1). Pak lze hustotu rozdéleni pravde-
podobnosti pro velicinu C,/C), napsat ve tvaru

Cq Q/Q Czq 1
") = G ) Xp{_}

2x2 | patl’

Co se tyce vlastnosti odhadu C’p, lze v tomto piipadé sdruzené
smérodatné odchylky dokazat, ze

E{C)) = c\f
D{C,) = C2 <1+q32_r23(g) p2<3; ))

7, tohoto plyne, ze jednak odhad C’p je asymptoticky nestranny,

nebot z vlastnosti I'-funkce
T (r=t
lim ( 2 )

n—00 F(n) \/ﬁ:1

Q
V)

M\Q

vyplyva, ze
lim E{C,} =

q—00 Cr,
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a jednak, ze

lim D{C,} = 0.

Z toho plyne, ze odhad ép je 1 konzistentnim odhadem parametru
C,. U predchozich odhadu zalozenych na R €i 5 situace s vlast-

nostmi piislusnych odhadu ép neni tak zfejma, protoze striktné
vzato u téchto odhadu neexistuji stfedni hodnoty pro ép. Aby
s — 00 samoziejmé staci zvySovat pocet uvazovanych podskupin,
tedy k — oo pfi pevném rozsahu podskupiny n.

Konfiden¢ni interval pro skutecnou hodnotu ukazatele €, ma
tvar zalozeny na kvantilech y?-rozdéleni, totiz

. | X5 a(k(n —1)) o | Xiape(k(n — 1))
CPJ Kn—1) o< (’w Kn—1)

Pokryvny statisticky interval pro hodnoty odhadu C’p Ize vyjadrit
obdobné jako

k(n—1) A k(n—1)
CPJ ok —1) =S CPJ 2ok — 1))

Zde X2 5(k(n — 1)) a x7_,o(k(n — 1)) jsou pifslusné kvantily x?
rozdéleni o k(n — 1) stupnich volnosti.

Srovnejme opét pomoct prikladu konkrétni tvar téchto intervalu
s prfedchozimi vysledky. Tedy mame C, = 1,45, n = 5, k = 25. Pak
pii a = 0,05 je
X3,025<100) = 71,82, X?),975(100> = 129, 56,
tedy konfidenc¢ni interval na drovni konfidence 0,95 je

1,23 < C, < 1,65.

Analogicky statisticky pokryvny interval pro hodnoty ép ma se
stejnou urovni konfidence pii C), = 1, 33 tvar

1,17 < C, < 1,57.
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Obr. 9. Hustota odhadu C'p pro k=25, n=4aC,=1,33
zalozend na “pooled standard deviation” &7;.

Opét je videt, ze ziskané intervaly jsou srovnatelné s predchozimi
vysledky tykajici se odhadu C), zalozenych na R ¢i 5.

Odvozeni hustot rozdéleni pravdépodobnosti pro odhady ukaza-
telt zpusobilosti C, a Cy, silné zaviseji na volbé odhadu smérodatné
odchylky o normalntho rozdéleni N (u, 02), protoZe vzorce pro ukaza-
tele C), a Cpy, vychazeji z predpokladu, Ze sledovany jakostni znak
spojitého charakteru lze popsat normalnim rozdélenim. Abychom
mohli tyto ukazatele odhadnout a porovnat s pozadovanymi hod-
notami pro C, a Cp; (napf. z technické dokumentace ¢i na zékladé
pozadavku zdkaznika), je nutné mit vyrobni proces pod kontrolou,
tzn. parametry p a o normalniho rozdéleni by mély byt konstantni
v case. Takovému stavu vyrobniho procesu fikame, Ze je proces sta-
tisticky zvladnuty neboli pod kontrolou. Tento stav lze dosdhnout
pouze tehdy, kdyz na proces pusobi pouze ndhodné piic¢iny. Pokud
by na proces pusobila néjaka specialni pricina, kterou nelze z pro-
cesu odstranit (napf. opotfebovani nastroje, vliv vstupniho ma-
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teridlu), pak je nutno obvykle hodnotit zpusobilost procesu jinak a
nepouzivat vyse zminéné ukazatele C, a Cpy.

Abychom dostali proces pod kontrolu, nejlepsim néastrojem jsou
klasické regulacni diagramy (z, R), (T, s), (Med, R), (x;, MR). Od-

hady ukazatelu C,, a Cp vychézeji ze vzorcu pro C, a Cpy, totiz

USL — LSL . USL-—LSL
=% D=5

. _mm(u—LSL USL—M> o _ (A—LSL USL—j

pk 3¢ ' 30 Pk 36 ' 36 )

kde fi je obvykle aritmeticky prumeér ze vSech dat organizovanych
v podskupinéch, ¢ je vhodny odhad pro parametr o obvykle tizce
souvisejici s pouzitym typem regula¢niho diagramu.

Pravé proto, aby odhady T a ¢ byly vérohodné, je nutné mit
proces ve statisticky zvladnutém, tedy stabilnim stavu. Je nutné si
uvédomit, ze odhady T a & spoc¢itame vzdy z jakychkoliv dat, ale
informace v nich obsazend se nemusi vztahovat na hodnoty para-
metra p a o, a tim padem odhady C’p a C'pk pak de facto nic netikaji
o zpusobilosti procesu, tedy o mife neshodnych produktu procesem
produkovanych. Aby hodnota odhadu C’p a C'pk vyjadtovala realitu
procesu, je pravé nutné se presvédcit, ze navrzend data lze popsat
normalnim rozdélenim a proces je stabilni.

Budeme ptredpokladat, ze data z procesu jsou ziskavana ve formé
podskupin o rozsahu n, kde n > 2. Piipad individalnich hodnot, t;j.
n = 1, bude TeSen jako zvlastni ptipad.

Parametr o 1ze odhadnout tfemi zpusoby:

R R . 5
) 0= ) = Emy
1 E n 1/2

kdyz



pficemz z;; je j-té pozorovani (j = 1,2,...,n) v i-té podskupiné

(i=1,2,...,k),

R= mjax Tij — Hllel Tij,

1 & i 1&
S; = ( Z(‘TU — $2)2> 5 xT; = ﬁ Z‘IU
j=1

n—1 =
Pro odhad ukazatele Cp; potiebujeme jesté odhad parametru pu,
ktery je nejcastéji ve formé

k

1
?ZZIU

j=1i=1

||
sl
I

Co se tyce ukazatele Cpy, je nutno si uvédomit, ze ze vzorce Cp, =

min(C’pkU, CpkL)7 kde

USL — p
3o

1 — LSL
30

ihned plyne, ze Cy, = C,, praveé tehdy, kdyz p = T = YSEEESL jinak

je vzdy Cpr, < € a déle, ze Cpi, = Cpry prave tehdy, kdyz p > T a
Cpr = Cpir praveé tehdy, kdyz i < T'. Pokud tedy je dan pozadavek,
ze Cpr, = Cp, pak to znamend pozadavek na centrovanost procesu
vuci toleranénimu rozmezi. Pokud bude pozadavek slabsi, tj. Cpr <
C,, pak neni jednoznacné urceno, kde mé byt parametr polohy p
umistén v (LSL, USL), zda-li nalevo od T ¢i napravo od T'. Pokud
tedy bude p < T, pak staci sledovat Cpir, pro p > T se jednd
O CpkU~

C’pk:U = CpkL =

Obdobn4 situace je i v pripadé odhadu C’ a C’pk Je ziejmé,
ze C = Cpk s pravdépodobnosti 0 a s pravdépodobnosti 1 je pak
Cpk < C’p pri stejném pouzm odhadu ¢ pro smérodatnou odchylku

0. Jestlize bude T < T', pak C’pk = Cpk,; aproz > 1T je Cpk = CpkU
Cili podstatnym nédhodnym jevem je {T < T'}, resp. {T > T'}.Toto
lze zapsat néasledovné ve formé podminky:

P{C‘pk<)\|§<T} = P{C‘pkL<)\|§<T}
P{épk<)\\§>T} = P{CpkU<)\]§>T}.
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Z této uvahy vyplyva, ze pokud bude T < T, pak odhadujeme
Cpr pomoci Cpyr,, pokud T > T, pak ukazatel Cy;, je odhadovan
pomoci Cpry.

_ Vyjdéme z vyjadreni pravdépodobnosti, ze hodnota ukazatele
Cpr je vetsi nezli x, tedy

P {min <USLA_ T, T FSL> > :17} = H(x).
30 30

To ale znamend, ze soucasné musi byt US==

Bude-li tedy ¢ > 0, pak musi platit nerovnost

LSL + 3z6 < T < USL — 3x0,
pro 6 < 0 musi platit opacna nerovnost
USL — 3x6 < T < LSL + 3z6.

Protoze vychézime z predpokladu, ze odhady T a ¢ vychazeji z nor-
malniho rozdéleni, a jsou tedy nezavislé, lze psat:

i) = [ ([ ) g as ¢

USL—3xs

00 USL—3xzs
(o ) (o) as

kde f=() a g5(-) jsou hustoty pro T a 6. Aby ovSem integracni meze
byly spravné stanoveny, je nutné pro ¢ > 0, aby

USL — LSL
LSL—I—S:B&SUSL—Z%&(:)T > x0o
aproag <0
USL — LSL
USL — 3z < LSL + 3z0 & — % < x0.

Je nutno rozlisit vsechny 4 pripady kombinaci znameni pro x a &.
Vysledkem je, ze pro x > 0 je

Hay- [ Fow) du ) go(s) ds
L7 (S0 a0)
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aproz <0 je

i) = ([ s aas

SL+3zs

% LSL+3zs
+ / fz(u) du | gs(s)ds.

USL—3zxs

Pak distribu¢ni funkce pro odhad é'pk ma tvar

Fe,

pk

(x) =1— H(x)
aproxz =0 je

Fe

pk

(0)=1— P{LSL < < USL}/OOO gs(s) ds.

Jako funkce g5 () muze slouzit jednak hustota pro vybérovou smeé-
rodatnou odchylku &, kterd je odvozena od rozdéleni x* o k(n — 1)
stupnich volnosti, kterd ma ndhodnd velicina k(n—1) 6%/02, kde o>
je pozadovany rozptyl sledovaného jakostniho znaku. Pak hustota
pro 6 ma tvar:

i = B0

o

s?(n—1)

5 ) pro s > 0,
o

gs(s) = 0 pros <0,

kde f,2(-) je hustota x*rozdéleni o k(n — 1) stupnich volnosti (k je
pocet podskupin, n je rozsah podskupiny).

Jestlize budeme smérodatnou odchylku o odhadovat pomoci R
¢i 3, pak je nutno rozdéleni pro odhad ¢ pocitat jinak. V téchto
pripadech je rozdéleni odhadu ¢ zalozeno na aproximaci vychéazejici
z asymptotického chovani R ¢ 3. Plati totiz, ze

R—a,o
Bno

kde a,, B, zaviseji na rozsahu podskupiny. Obdobné plati, ze

VEk ~ N(0,1),

ST 10 N(0,1),

bn,10'
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kde opét a,,_1, b,_1 zaviseji na rozsahu podskupiny. Z tohoto plyne,
ze za odhad parametru o lze uvazovat veli¢iny

tedy

V téchto pripadech lze tedy za hustotu gs(-) vzit bud N (a, %25”: )
" bi7102
i N (a, P

) podle typu odhadu.

Odvozeni hustoty pro épk:

Odvozeni hustoty je provedeno pomoci vzorce pro derivovani in-
tegralu dle parametru. Zapiseme odvozenou distribuéni funkci sym-
bolicky ve tvaru

Py =1 [ el ) gols) s,

kde x je parametr. Pak

)= ) = = ([ 25 o) s ot 0 B (),

kde B(z) = 211 pro > 0, (USL =T, LSL = T7)

w/kn Th—3sx 6_%(7‘%‘“>2du.

90(57 .’E) =
oV 2w JTi+3sx

Odtud snadno

Ty — T
Bl(r) = —
(x) 60
3@28, :U) _ _35 \/an (ekgz(Tziszu)2 + 6?(T1+3:zu)2>

X o ™

V k:n TI;TQ kn (u—p)2
p(B(x), z) = =5 (%7*) du = 0.

oV2m J Ot
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35 =

25 =

fx) 2 —

0.5 1

0.5 X 3

Obr. 10. Hustota odhadu C'pk zalozend na o'g pro k =25, n =26
a Cp = 1,67 pfi spravném centrovani procesu (Cpr = 1,67).

Tedy odvozena hustota ma tvar:

\/ T27T1 —Oo8ST—
f(x) = 73 kn o S (ek2ﬂ(T2 3; H)Z +e

m(T1+3$x—u
2

v )2> 95(s)ds

pro z > 0. Pro x < 0 je f(x) = 0. Slozky ukazatele Cp, a to Cprus
a Cpir, jsou ve tvaru hustoty zastoupeny, protoze

15 — 3
o =3 230'u_ zx :BCPkU_ZS%'

Obdobné pro Bt8se=tt — 352 _ 30,

Vhodnym dosazenim za hustotu gs(-) ziskdme vSechny 3 moz-

o\ 2w Jo

Ty — 3sx — p

nosti hustot pro odhad Opk.
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Pokud bude proces ptesné centrovany, pak Cpy = Cprr, = C) a
hustota f(-) ma jednodussi tvar:

Ty Ty
f(x) _ 6 V k??’L 6 s 6_%(3(017 sT

oV 2w Jo

Odvozeni hustot pro épk ukazuje jejich komplikovany tvar a
hledani patficnych kvantilu je prakticky mozné pouze numerickou
cestou.

4
4 | T | |
35 =
N _
25 =
fx)  2[ =
15 .
e _
0.5 —
' ! | | !
0.5 1 15 2 25 3
0.5 X 3

Obr. 11. Hustota odhadu C'pk zalozenda na g
pro k =25, n=6,C,=1,67a Cy, =0,9C).

Odvozeni hustoty pro P, a P,
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£(x)

Obr. 12. Hustota odhadu C'pk zalozenda na 6
pro k =25 n=6,C,=1,67a Cp, = 0,8C).

Je nutno si uvédomit, za jaké situace maji ukazatelé P, a Py
smysl. Vyjdéme z definice téchto ukazatelu. Jejich tvar je analogic-
ky tvaru ukazatelu C), a Cp s tim podstatnym rozdilem, ze v je-
jich definici vystupuje namisto inherentni (okamzité) smérodatné
odchylky tzv. totalni smérodatna odchylka:

P _ USL — LSL

p

. (USL—p p— LSL
, Ppk:mm( )

)
6oror 30ToT 3oror

Tato smérodatna odchylka obsahuje v sobé jak prispévek inherentni
smérodatné odchylky, tak i prispévek mozné smérodatné odchylky
variability mezi odebiranymi podskupinami. Odhad této smérodat-
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né odchylky je dan vzorcem

1 £ n 1/2
6TOT = (k;n 1 2 Z(LL’U - $)2> ,

i=1j=1

kdyz x;; je j-té pozorovani v i-té logické podskupiné, T je celkovy
aritmeticky prumeér ze vsech pozorovani. Tento odhad nese infor-
maci o urovni variability, jako kdyby vSechna pozorovani pochézela
z jedné zékladni populace nerespektujici rozdéleni dat do podskupin.
Z toho také vyplyva, kdy takovy odhad ma smysl, aby nesl skutecné
informaci o urovni variability. Je to mozné jediné tehdy, kdyz sku-
tecné lze vSechna data povazovat za pochazejici z jediné zakladni
populace, kterd by pravé vzhledem ke vzorci pro P, méla byt po-
psatelna normalnim rozdélenim s parametrem oror. Pred pouzitim
ukazatele P, bychom se méli presvédcit, zdali se skutecné jednd
o normalni rozdéleni néjakym testem na normalitu dat. Obecné
je faktem to, ze data pochazejici z jediné logické podskupiny mo-
hou pochézet z jiné zakladni produkce nezli data z jiné logické
podskupiny. Tato situace muze nastat napt. tehdy, kdyz parametr
polohy nebude konstantni v ¢ase, ale bude vykazovat tieba trend
¢i se bude ndhodné pohybovat v néjakém rozmezi kolem cilové
hodnoty. Mame tedy obecné co do ¢inéni se smeési rozdéleni prav-
dépodobnosti z jednotlivych logickych podskupin. Kdyz tato data
smichdme dohromady, bud’ je muZeme celkové popsat normdalnim
rozdélenim ¢i nikoliv. Ukazatel P, ma smysl ve tvaru uvedeném vyse
pouze tehdy, kdyz normalni rozdéleni neni testem na normalitu vy-
louceno. Pokud je mozno navic data stratifikovat podle néjakych
priznaku, lze predpokladat, ze dojde k rozdéleni dat do nékolika
podmnozin s tim, ze kazdd podmnozina pochézi z jiného zakladniho
souboru. Pak je mozno predpokladat, ze bude presnéjsi pro hod-
noceni vykonnosti takového procesu hodnotit kazdou podmnozinu
zvlast a uvazovat nejhorsi pripady vyhodnoceni.

Nejvétsi slabinou zavedeni ukazatele P, je ta skutecnost, Ze na
zakladé ného nelze nic Tici o budoucim chovani vyrobniho procesu.
S timto tzce souvisi i aplikace ukazatele Pp. Jeho uziti mlcky, ale
durazné vyzaduje, aby opét vSechna data bez ohledu na déleni do
logickych podskupin, se dala popsat normélnim rozdélenim
N(u,0%571), kde p1 je parametr polohy. Opét zde je oteviend otazka,
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zdali celkovy aritmeticky prumér T skuteéné odhaduje “rozumné”
piipadny parametr polohy. Je nutné si uvédomit, ze parametr u
muze byt de facto fiktivni a nemit nic spoletného s posazenim pro-
cesu vudi cilové hodnoté, protoze parametry polohy vzaté pouze
v kazdé logické podskupiné se mohou béhem odbéru podskupin
v case meénit.

Vyjdéme ze vzorce pro odhad f3p, Za predpokladu normality a
nezavislosti dat {z;;} jak v podskupindch, tak i mezi podskupinami
vime, ze soucet

mé y2-rozdéleni o kn — 1 stupnich volnosti. Pak tedy veli¢ina

stor(kn — 1)
oot
mé rovnéz x2-rozdéleni o kn — 1 stupnich volnosti. Pak, jak snadno
vidét (pro z > 0)

P{Pp<x}:P{USL_LSL<x}

6sToT
{USL — LSL }
= P{——— <stor{ =
6z
L — LSL
= 1_'}){5TOT < LHSE;} =
6x
_ 1_p stop(kn — 1) _ (USL — LSL)? _
U%OT 369520%0T
(Us,LqQJSL)2 .
I2O'
— 1_/0 S0 ror fxz(u)du:/P2 fr2(u) du,

p/a?
kde f,2(-) je hustota rozdéleni x* o (kn — 1) stupnich volnosti.

Derivovanim vyse uvedeného vztahu ziskdme hustotu pravde-
podobnosti pro odhad P,:

; (USL —LSLY (USL — LSL)?
X\ 362202 1) 36020

P2 1
_ 2

29

(2277 =

g(z) =



kde P, je pozadovand hodnota ukazatele vykonnosti.

7 tvaru distribuéni funkce G(x) = P{P, < x} zjistime kvantily
rozdéleni pro P,. Hleddme z, tak, aby G(z,) = «. Z vyrazi pro
G(-) snadno vidime, ze

Pp
\V X%—a(kn - ]')

kde x?__(kn — 1) je (1 — a) %-tni kvantil x*-rozdélen{ o (kn — 1)
stupnich volnosti. Odtud jiz snadno vidime, ze pokryvny interval
pro hodnoty P, s mirou spolehlivosti 1 — 2«0 ma tvar

D <P < B
Sl =1) " 2 — 1)

pii 0 < a < 0,5.

Lo =

Konfidenc¢ni interval s mirou spolehlivosti 1 — 2a méa pak tvar:

p10\/ Xa(kn —1) < P, < Pp\/ Xi—a(kn —1).

Je nutno si uvédomit, ze pokud zadame pozadavek na hodnotu
ukazatele P, je tim dan automaticky pozadavek na hodnotu totalni
smérodatné odchylky oror. Tato smérodatna odchylka muze byt
vyuzita pro konstrukei tzv. rozsitenych regula¢nich mezi, ve kterych
by se mély pohybovat aritmetické prumeéry z podskupin.

Pokud by rozdéleni dat sebranych do jednoho vybéru bez re-
spektovani podskupin nebylo normaélni, pak nelze vySe uvedeny
postup aplikovat. V tom pripadé je nejspiSe nutno data transfor-
movat na nova data s ptiblizné normélnim rozdélenim a pak pouzit
standardni postup. Problém zustava, pokud puvodni data nelze
popsat jednovrcholovym rozdélenim, coz muze v praxi nastat v pa-
rametru polohy (ruzné nastaveni vyrobniho procesu, ruzny vstupni
material apod.).

Co se tyce ukazatele P, vzhledem k jeho definici je jasné,
ze tento ukazatel ma smysl pouze tehdy, kdyz lze celkové data
posklddand do podskupin popsat jedinym rozdélenim N (u, 0%qo7),
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Tato situace napf. nastava, kdyz parametr polohy pu; v i-té pod-
skupiné lze chapat jako hodnotu ndhodné veli¢iny normélné rozdé-
lené N(u,d?) a tedy j-té pozorovani v i-té podskupiné lze vyjadiit
jako soucet dvou veli¢in

Tig=piteg, J=12,...n, 1=12..k,

kde p; je hodnota ndhodné veli¢iny z rozdéleni N(u,d?), e;; jsou
nahodné chyby vytvarejici inherentni variabilitu s rozdélenim
N(0,0?). Pak rozdéleni veliciny z;; je opét normélni N(u, o04qr),
kde
O_%OT — 02 + d2.

Nutno podotknout, ze veliciny {z;;} nejsou vzdjemné nezavislé,
pouze podminéné nezdvislé, i za pfedpokladu, ze {ut, a
{(521}22112”]€ jsou nezdvislé. Takovyto predpoklad je v praxi pfi-
jatelny.

Pak tedy

. (USL—u ,u—LSL)
P, = min

3oror = 30ror
a jeho odhad ma smysl diky platnosti modelu N(u, 02qy), tedy

- USL—-7 pu—7=
Ppk:min< o 33))

)
3sTor  3STOT

kde

(zi; — 7).
1

1 k
Fo

kn 4

n
I3 =

2 1 i
Tij>, Stor T

n
1 7 =

1j

1y

Odvozeni hustoty rozdéleni pro P, vychézi z toho, Ze opét T a stor
2

. 7 ~ /. ;7 = ’ v 3 [og ~ ’

jsou vzajemné nezavislé, T ma rozdéleni N (u, =t2*) a rozdéleni stor

js odvozeno od rozdéleni 2, a bylo odvozeno jiz difve u ukaza-

tele P,.

Oznacme

_ USL 4 LSL

5
T

L
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pak hustota rozdéleni pravdépodobnosti pro odhad stor ma tvar

kn—1 en— kn—1
g(Z) = 2z 5 . f)((2 1) <22 g ) .
JToT 0TOoT

Pak distribuéni funkce pro ﬁpk ma tvar:

USL-LSL

Fp (l’):l—/o o (fNORM(USL—?)J?Z)—fNORM(LSL+3$Z)) g(Z) dz

pk

2
pro x > 0, kde fxorm(+) je hustota rozdéleni N (u, Uﬁ%) Proz <0
je F(xz) = 0. Hodnoty piislusnych kvantila lze bohuzel ziskat pouze
numericky feSenim rovnice

F(z) =7 =0,

kde ~y je hodnota pravdépodobnosti k uvazovanému kvantilu. Rovnéz
odvozeni tvaru pro hustotu pravdépodobnosti pro P, lze ziskat
pouze numericky a zobrazit tak priblizny tvar hustoty.

Pro praktické pouziti lze pracovat s aproximacemi pro konfi-
denc¢n{ interval ukazatele vykonnosti Py, obdobnymi jako pro ukaza-
tel Opki

A Ug /2 A Ul—a/2
Prll+ ——L—— | <Pp<Pu|1+ —2—|,
’ ( 2<N—1>) B ( V2N - >>
kde a2, U1—q/2 jsou piislusné kvantily rozdéleni N(0,1) a N je

celkovy pocet pozorovani, tedy N = k-n, kde k je poc¢et podskupin
a n je rozsah podskupiny.

8 Zpusobilost méridla, zptsobilost
strojniho zarizeni, predbézna
a dlouhodoba zpusobilost procesu
Zpusobilost méridla
Jedna se o postup pro ovérovani vhodnosti mériciho zafizeni. Méfreni
se provadi opakované na etalonu s predepsanym rozmeérem 7', opako-

vani ma byt nejméné 20, doporucuje se rozsah 20 —50 opakovanych
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meéreni etalonu. Vysledky jsou zaznamenavany v casové sousled-
nosti méreni a vede se regula¢ni diagram pro individualni hodnoty
I-MR, kterym se posuzuje stabilita méreni. Zpusobilost méreni lze
hodnotit dvéma zpusoby, které jsou neporovnatelné. Zalezi na po-
vaze meéfeni a jakostniho znaku, jakym zpusobem bude zpusobilost
meéreni posuzovana.

a) Odhad ukazatele zpusobilosti zalozeny na meznich hodnotéch
sledovaného jakostniho znaku:
C, = 0,15(USL — LSL)/6s,,

Gy = min (m — (T = 0,075A) (T + 0,075A) — x)

)

354 354

kde A = USL — LSL, 7 je aritmeticky prumér z namérenych
hodnot, s, je vybérovd smérodatnd odchylka z naméfenych

dat.
b) Odhad ukazatele zptusobilosti zalozeny na celkové variabilite
procesu:
ég = O, 156—TOT/SQ7
Cyr = min - (T-0, 0455—TOT)7 (T'+0,045610T1) — f?
3Sg 389

kde 1ot je vybérova smérodatnd odchylka celkové variabity
vyrobniho procesu ziskand napf. pii vedeni regulacnich dia-
gramu.

Samoziejmeé se nabizi otazka, ktery ukazatel pouzit a proc. Za-
visi zcela na uzivateli, jakym zpusobem bude zpusobilost méreni
hodnotit, ale spravné by mél vychazet z obou piistupu a ridit se
dle horstho vysledku.

Zpusobilost strojniho zatrizeni
(kratkodoba zpusobilost)

Tuto formu zpusobilosti by mél grantovat vyrobce strojniho zatrizeni
a méla by se provadét pii prejimani strojniho zafizeni. Jedna se

63



o posouzeni vhodnosti stroje, protoze jeho zpusobilost by méla byt
rozhodné lepsi nezli pozadovana tdroven zpusobilosti vyrobniho pro-
cesu. Vyhodnoceni zpusobilosti se provede na 50ti po sobé jdoucich
vyrobenych kusech, které proméii jeden ¢lovék velice dobie obe-
znameny s méfidlem a zpusobem méteni. Vysledky se opét zazna-
menavaji v casové souslednosti nejlépe piimo do regulacniho dia-
gramu pro individudlni hodnoty a otestuje se tvar rozdéleni prav-
dépodobnosti (nejcastéji normalni rozdéleni). Odhadne se ukaza-
tel vykonnosti P, a pozadovand hodnota P, by méla byt v konfi-
den¢nim intervalu

0,75P, < P, < 1,26,

ktery je nastaven na 50 pozorovani a konfidenéni droven 99 %. Tento
pristup vychézi z metodiky VDA.

Predbézna zpusobilost
(odhad dlouhodobé zpuisobilosti)

Obvykle se provadi pied rozjetim sériové vyroby. Doporucuje se
odbér 25 podskupin po 5ti kusech (nejméné 20 podskupin po 3 ku-
sech). Z dat se vede regulacni diagram, ovéii se stabilita procesu a
tvar rozdéleni pravdépodobnosti. Stanovi se konfidencni intervaly
pro ukazatele C), a P, pomoci ziskanych bodovych odhadu C, a P,
na hladiné spolehlivosti 99 %:

0,82C, < C, < 1,18C,
0,82P, < P, < 1,18P,

a soucasné je pozadovano, aby C'p > 1,67, Pp > 1,67. Vypocet
konfidené¢nich intervali vychazi ze 100 stupnu volnosti. Pokud data
nemaji charakter podskupin a jsou individualni, je nutno postup
upravit a dohodnout se s odbératelem na spole¢ném postupu.

Dlouhodobé vysetrovani zptisobilosti

Proces se sleduje po dobu nékolika dni, napt. po dobu 20ti dni za
realnych podminek sériové vyroby. Z procesu se odebira cca 5 pod-
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skupin po 5ti vyrobcich denné pfi stejnych kontrolnich intervalech.
Proces se tidi pomoci regula¢nich diagramu, stanovuji se odhady
ukazatelu C,, Cp, P, a P, a konfrontuji se s pozadovanymi hod-
notami téchto ukazatelu.

Dohoda mezi odbératelem a dodavatelem

Kazdé vysettovani zpusobilosti a vykonnosti procesu by mélo byt
zalozeno predem na dohodé mezi obéma subjekty. Mélo by byt
dohodnuto, jak bude organizovédn sbér dat (velikost podskupiny,
délka kontrolniho intervalu, specifikace, typ regulacnich diagramu).
Dale by se mélo dohodnout, jak bude odhadovéana tdroven variabil-
ity, které ukazatele budou sledovany a na jaké konfiden¢ni drovni,
jak casto se bude provadét vyhodnocovani. Tyto dohodnuté as-
pekty jsou nutné pro predchézeni nedorozuméni pii vyhodnocovani
zpusobilosti a vykonnosti procesu.

9 Pripad jednostrannych specifikacnich
mezi

Pokud je zadédna pouze jedna specifikacni mez, tak ukazatelé¢ C, a P,
ztrdceji smysl. Jakostni znak 1ze hodnotit pak pomoci Cpry €i Cppr,
nebo Py €i Pyir, podle toho, kterd mez je stanovena. Pro jednodu-
chost uvazujme, ze je ddna dolni mez LSL. Sledovany jakostni znak
Ize popsat normélnim rozdélenim N (u, 02), o je smérodatnd ochylka
inherentni variability. Piejeme si, aby hodnoty jakostniho znaku se
s malou pravdépodobnosti o dostaly pod LSL, tedy pravdépodob-
nost toho, ze X < LSL byla rovna «a, X oznacuje jakostni znak.
Tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

Cpkr, 2 3 o
kde u;_q je odpovidajici kvantil normalniho rozdéleni N (0, 1). Tedy
napi. pii pozadavku, aby o = 5 - 107°, coz odpovida ocekdvanému

poctu neshodnych pod LSL, tedy 50 ppm, pak musi byt pozadované
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Cprr, minimalné %u1_5.1075 = %-3, 89 = 1,297. Tedy pro praxi bude
dostacujici, aby Cprr, = 1, 30.

Je nutné si uvédomit, ze zadanim hodnoty pro Cpir neni sta-
novena jednozna¢né pozadovana troven pro ¢ ani pro parametr
polohy . Jak bude nastaveno o a pak od toho odvozeno nastaveni
i ¢ naopak zdvisi na vyrobci, protoze bud

~ p— LSL

— i =LSL+30C,.
3Cwr N oo

Analogickd situace vznikd pfi ukazateli Pz, kde ovSem o je smé-
rodatnéd odchylka totalni variability.

Nyni ale chceme, aby odhad C'pk 1, byl s velkou pravdépodobnosti
1 — o vétst nezli pozadovand hodnota Cpyr,, tedy

A T — LSL
Cpk;L = T Z Cpk’L'

V fe¢i matematické statistiky to znamend, ze pozadovana hod-
nota Cpyy, musi byt 100 a %-tni kvantil pro rozdéleni pravdépo-

dobnosti odhadu épk 1. Proto musime znat tvar hustoty pro odhad

~

Cprr- Tento odhad je podilem (za predpokladu normality jakostniho

znaku) dvou nezdvislych ndhodnych veli¢in % a 0, kde pro &

mame jiz uvedené ony 3 moznosti:

. R . 5 R

1 2
g ST A RS

V piipadé oy ¢i 0 se vyuzije aproximace pomoci normalniho roz-
déleni, u 6; se pouzije y?-rozdéleni o k(n — 1) stupnich volnosti.

Obecny vzorec pro hustotu podilu dvou nezavislych nahodnych
velicin X a Y je

+00
flz) = LOO lz| fx(x2) fy(z)dz, mame X =—"—

— 2 ’ PO R
£ ;“SL, ;;Tn) a Y ma priblizné

zde X méa normalni rozdéleni N (

%27)
ka2 )-

normalni rozdéleni N (a,
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Oznac¢me pro Cpr, p — LSL = 9, pak pfi zaddni hodnoty pro
Cprr lze napsat explicitni tvar aproximativni hustoty pro odhad

(oma? 4 52,

b(z) = k <9n O + 22 )
o

Cprr zaloZeny na R takto:

Oznacme

DO | T

pak hustota pro C’pkL (pti zadaném Cp) je

3anky/n k a, 1 VT
fz) = WGXP {_2 <9nC§kL )} a(x) 2a3/2( ) .

b? b
X exp{ (z) } 29 (z) -1 ,
da(x) 2a(x)
kde ®(-) je distribuéni funkce normalniho rozdéleni N (0, 1). Zadani
hodnoty pouze pro ukazatel C; nestaci, protoze tim neni déna

jednoznacné smérodatna odchylka o ani parametr polohy u, a tim
parametr posunuti 6 = p — LSL.

I kdyz je znam explicitni tvar hustoty pro Cyr,, je komplikovany
a nalezeni kvantili vede k numerickému feseni. Pokud by inherentni
variabilita byla odhadovana pomoci g, pak se tvar hustoty zméni
pouze v koeficientech «,, (3,,. Misto nich se objevi koeficienty a,, 1,
b,_1, které vystupuji ve tvaru hustoty pro C’p, kdyz smérodatna
odchylka ¢ je odhadovana pomoci 7.

Je-li zaddna hodnota pro Cpir, pak ze vztahu 3Cp = g je
jasné, jak lze parametry pu = 0 + LSL a o volit pti zachovani
pozadavku na Cpyr. Jde tedy o nastaveni procesu a v ivahu mohou
prijit i duvody ekonomické.

Tedy pro zajisténi pozadavku, aby C’pk L >C° vz, S velkou pravde-
podobnosti 1 — a musime obvykle mit k dlSpOZlCl spolehlivy odhad
pro inherentn{ variabilitu, tedy bud’ 65, 65 ¢i ;. Tuto hodnotu
ziskame napft. z dlouhodobéjsiho sledovani procesu pomoci regulac-
nich diagramu a za splnéni stability procesu. Pak splnéni vyse uve-
dené nerovnosti je jen otazkou pro nastaveni parametru polohy pu.
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Dolni hranici statistického pokryvného intervalu uréime pomoct jiz
pouzité aproximace v piipadé Cp, tedy

R 1
Corr 2 Cppp 47— = Cz())kb
1+ ==
2k(n—1)

coz dava pozadavek na parametr p ve tvaru minimalni mozné od-
chylky d

b =p—LSL=36Cy, (1+”1“),

\/2k(n —1)

kde & je spolehlivy odhad drovné inherentni variability. Z tohoto
plyne, ze parametr polohy p musi byt udrzen nad minimélni vzdale-
nosti dp napravo od LSL co nejblize ke stiedu specifikacniho rozmezi.

Zcela obdobné se situace Tesi pti zadani horni specifikace USL.

Velice casto je pripad jednostrannych specifikaci spojen s indi-
vidualnimi daty. Kazda podskupina je pak charakterizovana pouze
jedinym méfenim. Pak se obvykle pracuje s klouzavym rozpétim
obvykle délky 2, takze pak n = 2.

10 Hodnoceni zpusobilosti atributivnich
znaku

Necht p je pravdépodobnost vyskytu neshodného produktu v dévce.
Relativni c¢etnost je pak nejlepsim bodovym odhadem této pravdé-
podobnosti, od jeji hodnoty se téz odvozuje i konfiden¢ni inter-
val pokryvajici se zadanou pravdépodobnosti skutecnou hodnotu
p. Vychazi se z predpokladu, ze proces je zvladnut a tizen napr.
pomoci regulacniho diagramu.

S touto pravdépodobnosti p lze spojit jednozna¢nym zptsobem
hodnotu ukazatele vykonnosti procesu, a to

p=20(—-3P,) © p/2 = D(—-3P,)
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na zakladé predstavy, ze vyrobek je neshodny s pravdépodobnosti
p, kdyz rozmér na ném padne mimo tolerance, ®(-) je distribuéni
funkce rozdéleni N (0, 1).

Piiklad. Davka ma k = 1365 kontrolnich kusua, n = 0,1,2,... je
pocet objevenych neshodnych kusu. Naopak tedy mame, ze

—3P, = q)—l(p/z)

1.
Bo= e
1
B, = _gup/%

kde u,/5 je odpovidajici kvantil rozdéleni N(0,1).

Tento ptedpis slouzi tedy k preneseni konfidencniho intervalu
pro p na konfidenc¢ni interval pro P, (n je pocet nalezenych neshod-
nych kusu).

Konfidenéni interval pro parametr p binomického rozdéleni pri
k pokusech a n vyskytech neshodného kusu méa tvar (spolehlivost
1 —2a) (pro a = 0,025)

n ) (n + 1) Fl—a(riﬂa T4)
n+(k—n+1)Fi_o(r,r) k—n+n+1)Fia(rs,r) [

rm=2k—-n+1),r9=2n,r3=2(n+1), r, =2(k —n).
Tedy pro k = 1365

(0, 000000; 0, 002699
(0,000019; 0, 004075
(0,000177; 0,005283
(0,000453; 0, 006409
(0,000799; 0, 007486
(

0,001190; 0, 008527 n=->5.

~ S S S S~
S
|

Témto hodnotam konfiden¢énich intervalt pro p odpovidaji konfi-
dencn{ intervaly pro ukazatele P, nasledovné:

n=0  (1,00000; neni)
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n=1 (0,95743; 1,42544)
n=2 (0,92975;1,24992)
n=3 (0,90870; 1, 16904)
n=4 (0,89147:1,11771)

( )

n=>5 0,87682;1,08042).

Z tohoto plyne, ze pti kontrole 1365ti kust a pti nenalezeni zadného
neshodného kusu lze tvrdit, ze vykonnost procesu neni horsi nezli
P, = 1. Naopak pfi nalezeni napi. 5ti kusi neshodnych lze tvrdit,
ze vykonnost procesu neni lepsi nezli cca P, = 1.

Aby tedy vykonnost procesu byla srovnatelnd s pozadavkem
napi. P, > 1,33, bylo by nutné piekontrolovat skupinu vyrobku
o rozsahu cca 46000 ks a zadny by nesmél byt neshodny. Tento
postup je samoziejmé v praxi nepouzitelny. Zde opét se dokazuje
nevyhodnost hodnotit proces pomoci atributivnich znakt, pokud je
samoziejmé moznost jakostni znaky téz mérit a ne pouze srovnavat.

Konstrukce piejimaciho planu pro neshodné kusy

Mame zajistit zpusobilost vyroby a navrhnout statisticky test
pii hypotéze, ze prijatelny podil neshodnych kusu p; = 0,000064
(P, = 1,33) proti alternativé p, = 0,0027 (P, = 1) pii = 0,05 a
sile testu 1 — 3 = 0,90. Kolik je zapottebi odebrat kusu?

Pro zajisténi potiebné sily testu zjistime napf. pomoci soft-
waru Minitab (viz néstroj Power and Sample Size for 1 Propor-
tion) rozsah podskupiny o 914 kusech. Nyni uvazujme, Ze z této
podskupiny zjistime pocet neshodnych n = 0,1, 2, 3,4, 5. Zjistime,
ze pron = 0 ¢i 1 je p-hodnota vétsi nezli zvolené o = 0,05,
coz znamend, ze pri nalezeni dvou ¢i vice neshodnych kusu se hy-
potéza p; = 0,000064 zamita ve prospéch alternativy p, = 0,0027
s pravdépodobnosti 0,90.

Tak jako byl analyzovan problém s neshodnymi kusy, lze po-
stupovat i v ptipadé neshod, kdyz na jednom vyrobku je mozno
objevit vice vad ¢i defektu. V tomto pripadé vypocty jsou zalozeny
na Poissonové rozdéleni s parametrem A, ktery predstavuje sttedni
hodnotu vyskytu neshod. Nejlepsim bodovym odhadem parametru
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A je pak zjistény pocet neshod v kontrolované skupiné. Konfidenéni
interval pokryvajici s pravdépodobnosti 1 — 2« skuteé¢nou hodnotu
parametru A ma tvar

1 1
—Xa(r1) < X< =xi_a(r2),

2 2
kde « je zvolené riziko, 11 = 2xq, 79 = 2(x¢ + 1) a xo je zjistény
pocet neshod.

V ptipadé, kdyz mame k dispozici pocty neshod z vice kontrol,
napt. o1, Xo2, - - -, Tom, Kde m je pocet kontrolovanych davek, pak
konfidenc¢ni interval pro parametr A ma tvar:

1

1
T2 A T2
2mxa<7ag> < < 2mxl—a(r4)7

kde r3 = 2mTo a ry = 2(mTo + 1), piicemz Ty = % D ity Toi-

Budeme interpretovat A jako n - p, kde p je pravdépodobnost
vyskytu neshody a n je maximalné mozny pocet neshod na jed-
notku. V konkrétnim piipadé potencionalni pocet neshod bude fixo-
van a ménit budeme parametr \, a tim budeme ménit i odpovidajici
konfiden¢ni meze a pravdépodobnost vyskytu neshody. Toto se pi-
imo promitne do konfidencnich mezi pro parametr ukazatele vykon-
nosti procesu podle vzorce

p=20(—-3F,).

Pro ilustraci uvazujme néasledujici ptiklad. Kontrolujeme 40 jed-
notek, které obsahuji stejny pocet soucastek pro vyrobu televizoru
a na nich bylo zjisténo celkem 740 zavad. To znamend, ze odhad
o¢ekavaného poctu neshod na jednu jednotku je 740/40 = 18,5.
Z tohoto bodového odhadu odvodime konfidenéni meze na hladiné
konfidence o = 95 %, tedy

17,19 < A < 19, 88

s pravdépodobnosti 0,95.
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Nyni si predstavme, ze celkovy mozny pocet neshod pii kontrole
40 jednotek je 4000, tedy n = 4000 a pti A = np mame pak odhad
pro pravdépodobnost vyskytu jedné neshody

A 185
n 4000

P1i pouziti konfiden¢nich mezi ziskame, ze pravdépodobnost p lezi
s trovni konfidence 95 % v intervalu

0,0043 < p < 0, 050.

p= = 0, 0046.

Odtud jiz snadno pomoci vztahu P, = —3®~! (ﬁ) ziskdme

1 1
—5®71(0,0021) > B, > —®1(0,0025)
0,9358 < P, < 0,9558.

Protoze vykonnost procesu neni uspokojivd, nebot ukazatel P, je
s pravdépodobnosti 97,5 % pouze lepsi nezli 0,9358 a my bychom
chtéli, aby P, byl alespon 1, je nutné vyrobu zlepsit a pak maximalni
pocet pripadnych neshod by musel byt

1
P, > 1 <= —gclfl(x) =1,

tedy z = ®(—3) = = = —0,00135. Pak pravdépodobnost vyskytu
neshody nesmi byt horsi nezli 0,0027. Tomu odpovida pii celkovém
poctu moznych neshod 4000 ocekavany pocet neshod na jednotku

A =4000 - 0,0027 = 10, 8.

7 toho plyne, ze maxialni pfijatelny pocet neshod zjisténych pri
kontrole 40 jednotek by nemél prevysit pocet 432 neshod, aby bylo
mozno fici, Ze proces pracuje s vykonnost{ nejméne B, = 1.

11 Testovani stability procesu

Predpokladem uplatnéni Shewhartovych regulac¢nich diagramu pro
monitorovani a hodnoceni zpusobilosti je statisticky zvladnuty pro-
ces a normalni rozdéleni pravdépodobnosti sledovaného znaku ja-
kosti. To znamena, ze studovana ndhodnd veli¢ina (znak jakosti) se
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v ¢ase nemeéni. Neméni se tvar jejitho rozdéleni ani jeho parametry
— stFedni hodnota (nastaveni procesu) a rozptyl (variabilita pro-
cesu) Pokud tomu tak neni, riziko planého poplachu, tj. riziko, ze se
vybérova charakteristika, pouzitd pro sledovani procesu, nahodné
vyskytne mimo jednu z regulac¢nich mezi, muze vyrazné prevysit
hodnotu 0,00135. Pti dodrzeni predpokladu statisticky zvladnutého
procesu se tak tedy muze stat v prumeéru jednou ze 740 kontrolnich
podskupin. Pokud proces neni schopen pracovat ve statisticky zvlad-
nutém stavu, tj. méni se v Case napf. parametr polohy procesu,
potom se vybérové body musi vyskytnout ¢astéji mimo Shewhar-
tovy regula¢ni meze. Obsluha potom bude zbytecné hledat pticinu,
kterou by méla odstranit. Cyklus identifikovat zvlastni ptic¢inu varia-
bility, odstranit ji a prijmout takové opatieni, aby se nemohla opako-
vat, bude neuspésny, zbytecny.

Oveéreni, ze proces je statisticky zvladnut a tedy stabilni, pred-
poklada ovérit hypotézu, ze vSechny vybrané podskupiny pochéaze-
ji ze zakladnich normalné rozdélenych souboru se stejnou stredni
hodnotou a stejnym rozptylem. Pokud tato hypotéza neplati, nelze
uvazovat Shewhartovy regulacni diagramy a je tfeba pouzit modi-
fikované, rozsitené regulacni meze.

Oveéreni normality je zabudovano prakticky do kazdého soft-
waru podporujictho SPC. Snadno se da pripravit a provést napf.
Kolmogorovovuv test normality v Excelu. Déale se budeme zabyvat
dvéma testy rovnosti rozptylu a testem rovnosti sttednich hodnot.

Test rovnosti rozptylia
A) Bartlettuv test

Uvazujeme k podskupin rozsahu n; (i = 1,2, ..., k) jednotek. Chce-
me oveérit, ze vSechny podskupiny, ve kterych vypocitame rozptyly
s?, pochdzeji ze zakladnich soubort, kde 0? = 03 = -+ = 07 = o2,

Predpoklada se normalita dat.
Budeme testovat hypotézu
ol =03=---=01=0"
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Stanovime spoleény empiricky rozptyl s? jako odhad o?:
2 _ Zf:l fis?
Y fi

kde f; = n;—1as? (i=1,2,... k) jsou vybérové rozptyly podskupin.
Polozimef = Zle fi-

M. S. Bartlett ukazal, ze

S

1 & 2
- Z fl In %7
c = s
kde i
1 1 1
c=l+—— (Y= — =
o (57 7)
m4 pro (f; > 2) priblizné x2-rozloZeni s k — 1 stupni volnosti. Vyse

uvedeny vyraz lze pro vypocet upravit nasledujicim zpusobem

2,3026
c

2 ~v

X

k
(f logs® — > filog 8?) :
=1

oznacime SSD; = >7L, (z;; — T;)* a polozime
log s? = log SSD; — log f;.

Uvazujme specialni piipad, kdy fi = fo = - = fi = fo,
polozime f =3, fi — kfy a dostaneme

2,302 1 &
Y2 = ’306kfc<logs2—210g3?>,
¢ kS
kde
c-l—i—k—l_l
B 3kfy

Jestlize do uvedeného vyrazu dosadime k& hodnot napozorova-
nych rozptyli podskupin a odpovidajici hodnotu s?, dostaneme
hodnotu statistiky x?, kterou porovndme s kvantilem y%__ pro
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k = 1 stupnu volnosti. « je zvolena hladina vyznamnosti. Pokud
vypo&itand statistika y? piekro¢i kvantil X3,957 zamitneme testo-
vanou hypotézu na hladiné vyznamnosti 0, 05.

Uvedeny test muzeme doplnit podrobnym vysSetfenim & hodnot
rozptyli podskupin s?. Pokud by rozptyl o byl zndm, lze k vypo-
¢itanym k& hodnotam

2 _ fis? _ SSD;
Xi = g2 g2
stanovit odpovidajici hodnotu distribuéni funkce y?-rozdéleni. Je-
likoz teoretickd hodnota o2 neni zndma, nahradime ji hodnotou s2,
takze hodnoty x? nahradime nepravymi hodnotami

9 fisg SSD;
Xi = = :

52 s?
Pokud f =X f; je velké ve stovnani s fi, fo, ..., fx, je rozdéleni x?
pfiblizné rovno rozdéleni x2.

Pro kazdou hodnotu x? muzeme stanovit p — hodnotu distribuén{
funkce y?-rozdéleni, tj. pravdépodobnost, s jakou se muze vyskyt-
nout uvazovana statistika vétsi nebo rovna x?.

B) Cochranuv test

Uvazujeme k podskupin stejného rozsahu n jednotek. Chceme ovérit,
7e viechny podskupiny, ve kterych jsou vypoéitané rozptyly s? (i =
1,2,...,k), pochdzeji ze zékladnich soubort, kde 0? = 02 = - - - o%.
Oznacime s7,) = max{s7, s3,...,5%}.
Uvazujeme statistiku

G _ W

k 27
=15

kterou muzeme pouzit jako testovou statistiku pro test hypotézy

L2 2 2
HO.O']-—O'Z—...—Uk,
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proti alternativni hypotéze
Hi:o?40b (G h=1,2....k j#h),
nebo k posouzeni, zda s%k) je odlehlé pozorovani.
Jejl (1 — a)-kvantil ma tvar
Fi_.(v,(k—1)v)
(k—1)+ Fi_ov, (k—1)v)

kde v = n—1, k je pocet podskupin, « je zvolena hladina vyznamnosti
a F,(v1, 1) je p-kvantil F-rozdéleni o v a v, stupnich volnosti.

Gl_a(k’, I/) =

Hypotéza Hj se zamita na hladiné vyznamnosti a nebo s%k) se
povazuje za odlehlé, jestlize

G 2 Glfa(k, V).
Kdyz plati hypotéza Hy : 03 = 02 = -+ = o2, potom pro kazdé

k, v a « plati

a(l —a/2) < P{G > G1_4(k,v)} < a.

Test rovnosti k& stfednich hodnot

Uvazujeme k podskupin rozsahu n; > 2 jednotek (i = 1,2,... k).
Chceme ovérit, ze vSech k podskupin pochézi ze stejného, normélné
rozdéleného, zdkladniho souboru N (u,?).

Jestlize plati hypotéza

M1 = fo == lp = W,

potom
§2 — Zf:l ni(T; — T)*
2 E—1 )
je jeden z odhadu rozptylu o2, zaloZeny na variabilité mezi pod-
skupinami, na rozdil od odhadu s%, zalozeného na variabilité uvnit¥
podskupin:

f:k_la

k n; —\2 k
L
i=1 T — i=1
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Rozptyl s3 odhaduje variabilitu zdkladniho souboru z variability
vybérovych prumeéru okolo celkového prumeéru. Je zalozen na vztahu
02 = 0/\/n;, s; vychézi z variability individudlnich hodnot okolo
odpovidajicich vybérovych prumeéru podskupin.

Pokud by vSechna pozorovani (vSechny podskupiny) pochéazela
ze stejného zakladniho souboru, potom by mély byt oba vybérové
rozptyly ptiblizné stejné.

Rozptyl s? je nezavisly na pui, fia, ..., g, S5 mé rozdéleni se
stfedni hodnotou o2 jen kdyz p; = pe = --- = . Proto muzeme
hypotézu o rovnosti stiednich hodnot testovat pomoci testové sta-
tistiky

k 2
F(k—l;Zni—k> = —g,
i=1 S1
kterd méa F-rozdéleni o vy = k —1 a 1p, = Zle n; — k vstupnich
volnosti, protoze, pokud plati hypotéza o rovnosti stfednich hodnot,

jsou veliciny s, s3 vzdjemné nezavislé.

Jestlize hypotéza 1y = po = --- = i neplati, potom stredni
hodnota E{s3} je rovna ¢? plus ur¢itd hodnota zavisici na rozdilu
stfednich hodnot souboru. Da se ukazat, ze

|k
E{s3} =0+ 1 > ni(p — 1),
=1

kde 7z = § >0 i

Pouze, kdyz plati hypotéza p; = ps = -+ = g, ma rozptyl
s2 rozdéleni x? s k — 1 stupni volnosti a se stfedni hodnotou o2.
Pokud hypotéza neplati, je E{s3} vétsi nez o2, a proto se hypotéza

zamita, kdyz s3 je statisticky vyznamné vétsi nez s3.

Vypocty je mozno sestavit do tabulky:
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Tabulka 1. Analyza rozptylu pro k& podskupin.

Variabilita SSD 14 82 E{S2} Testova,
statistika
i ==\2 2] 2 1 k 2 2 /.2
Mezi pod- > ni(T;—T) vi=k—1 |sjlo°+5 > ni(wi—nm)°|F=s5/s1
skupinami =1 =1

k k
Uvnit¥ pod- Z Z?:l (,Tij —fi)Q Vo= Z n;—k S% o?
1=l =1

skupin

k

k
Celkova Z Z;Lzl (Z‘ij —%)2 E n; — 1
i=1

=1

Pokud testova statistika F'(v, 1) neni vyznamna, tj. F'(vq, 1) <
Fi_o(11,1), kde Fi_, (11, 112) je (1—a)-kvantil F-rozdéleni o vy a 1y
stupnich volnosti, muzeme vypocitat “spole¢ny” odhad celkového
rozptylu o2 na zédkladé vyrazu

k ; =\2 k
2 D1 Z;lel(ng - 33) .
S5 = = , V= E n; — 1.
=1 — 1 i=1

Po dosazeni sq do vyrazu

t—ii_“ V—zk:n-—l
80/v2n/ =

muzeme stanovit konfidenc¢ni interval pro pu.

Muzeme provést detailni analyzu odchylky kazdé jednotlivé stied-
ni hodnoty od celkové stredni hodnoty. Muzeme rozepsat podil

rozptylu
52 1 &(z-7
F=2=-____ .
s1 k—l; 81/\/71'

Vypocitame k sc¢itancu tvaru

T, —T

Sl/m

proi=1,2,...k
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a analyzujeme variabilitu v jejich znaménkach a v jejich velikosti.

Pokud test hypotézy vyjde pozitivné, nemame duvod zamitnout
testovanou hypotézu, potom velic¢iny

T, — T .
= proi=1,2,...k

UZ_O-/\/E

jsou nezavislé a maji rozdéleni N(0,1).

Pokud test hypotézy py = po = + -+ = i je zamitnut, muzeme
stanovit konfiden¢ni meze pro jednotlivé stfedni hodnoty pomoci
t-rozdéleni, jelikoz statistika

Ty — [
81/\/71,_7;

ma t-rozdéleni o v = n; — 1 stupnich volnosti.

t =

Podobné, chceme-li porovnat dvé podskupiny, pouzijeme statis-
tiku

Ti — T — (i — 115)
S1 ni“‘i

t =

Y

ktera ma t-rozdeéleni o v = n; +n; — 2 stupnich volnosti.

Pro kazdou vypocitanou hodnotu ¢ muzeme stanovit p-hodnotu,
doplnéni hodnoty distribuc¢ni funkce t-rozdéleni do 1, tj. pravde-
podobnost, s jakou se muze vyskytnout uvazovana statistika veétsi
nebo rovna t(v).

Statisticka prejimka mérenim
a vykonnost procesu

P1i prejimce mérenim na zakladé vybéru rozsahu n z davky ob-
sahujici N kusu rozhodujeme o tom, zdali se davka ptijme ¢i zamitne.

Spocitaji se z dat x1,xs, ..., x, statistiky T a s a nésledné velic¢iny
7 — LSL USL — %
QL = s 3 QU - s .
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Podle hodnoty zvolené tirovné AQL se pak voli konstanta & (viz
norma CSN ISO 3951-3) a davka se piijima, kdyz

min(Qr, Qu) > k.
Vsimnéme si, ze %min(Q L, Qu) = Ppk. Tedy davka se prijima, kdyz
3ppk > k?,
tedy

- k
Ppk>§-

Pro odhad ukazatele vykonnosti Ppk mame pokryvny interval ve
tvaru .

Prgin—1,a) < Py < Prg(n — 1,1 — a).
kde hranice g(n — 1,a), ¢(n — 1,1 — a) jsou odvozeny od hranic
konfiden¢niho intervalu pro Py, tj.

1
qgin—1,a) = 14 _Wa
2(n—1)
1
—-1,1-— = —
q(” ) Ct) 1+ U
2(n—1)

Tento interval pokryva hodnoty ﬁ’pk s pravdépodobnosti 1 — 2a.
Tedy, aby se davka nezamitla, musi byt
k
g S Ppk(J(n_ 1,0(),
tedy
k

Pp>—
= Bq(n - 1,0&)
Kdyz bude vykonnost procesu mensi, pak je Sance ddvku zamitnout,
nebot pak P, < g, tedy
k
g > Pka(n_lvl_a)u

tedy
k 1

< - .
" =3 gin—1,1—a)
Bude-li tedy P, mensi nezli tato hranice, pak s vysokou pravdépo-
dobnosti davku zamitneme.

B
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Priklad. Méme davku 5000 ks, pfi kontrolni drovni IT podle
pasma L mame 75 ks vybrat, tedy n = 75 a spoc¢itame Qu, Qr,
a porovndme s k = 2,66 pro AQL = 1,1 % neshodnych kust v ddv-
ce. Tedy porovname P, s hodnotou 2,66/3 = 0, 836.

Pii a = 0,025 méame

q(74,0,025) = 0,862

q(74,0,975) = 1,191
Pro ptijeti davky musi byt
Py > =1
ok = 0, 886 0,862

Pro zamitnuti davky u obou Qp i @)1, pak staci

Py, < 0,886 -

101 0, 7440.

Rovnéz lze vyuzit odhady vybérové smérodatné odckylky (MSSD)
(pfi s-pldnu) ¢i smérodatné odchylky (pii o-planu) (MPSD) pro
odhadovani minimalni hodnoty ukazatele F,, ktera by dévala Sanci,
ze davka bude piijata. Pti nizsi hodnoté P, se ddvka zamita. Tedy
napf. u s-planu vyse uvazovaném je hodnota maximélni hodnoty

pro s rovna (AQL =0,11%) 0,168 - (USL — LSL), tedy
s < 0,168 - (USL — LSL).

Protoze
. USL — LSL
P=——
6s
cili USL — LSL
§=——""<0,168 - (USL — LSL),
65,

z toho plyne, ze f3p musi byt vétsi nezli

Loy
6-0,168 1,008

Pokud tedy Pp < 1, pak davka se timto prejimacim planem zamitne.

Obdobna situace je u o-planu a u hodnoty ukazatele P,.
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Dodatek — resené priklady

Priklad 1.

Jednd se o celkem 100 hodnot meéfeni znaku jakosti, které je or-
ganizované v 25 podskupinach po 4 vzorcich. Data jsou normélné
rozdélena, USL = 7,5, LSL = 2,5. Z obrazku, ktery ndm vraci
Minitab, je vidét, ze prakticky neni rozdil mezi bodovymi odhady
ukazatelu C, a P,, protoze C’ =1,33 a P = 1,31. To znamen4, ze
variabilita uvniti podskupin a celkova Varlablhta se nelisi, troven
variability mezi podskupinami je zanedbatelnd. Protoze C’pk = C'p,
proces je velice dobie centrovan a lze tedy tvrdit, Ze je stocha-
sticky zvladnut a lze tedy zodpovédné vyhodnotit jeho zpusobilost
a vykonnost, které se v tomto piipadé nelisi. Lze potvrdit, ze s prav-
dépodobnosti 0,975 hodnota ukazatele C, neni horsi nezli 1,11 a
neni lepsi nezli hodnota 1,55. Co se tyce hodnoty ukazatele Cpy,
tato se s pravdépodobnosti 0,95 pohybuje mezi hodnotami 1,08 az
1,54.

Soucasné nam dava obrazek i odpovéd na odhad poctu neshod-
nych kusu nad ¢ pod toleran¢nim rozmezim. Lze tedy ocekavat,
ze nad USL bude kolem 58—-59 neshodnych vyrobku, pod dolni
hranici LSL asi 34 kusu samoziejmé z miliénu vyrobku. Tato infor-
mace byva pro nékteré zakazniky daleko urcujici a zajimavéjsi nezli
vlastni hodnoty odhadu ukazatelu C), ¢i P,.

Priklad 2.

Zde mame k dispozici celkem 125 dat, ktera jsou ve 25 podskupinach
po Hti pozorovanich. Data nepochazeji z jedné zakladni populace,
protoze kazda podskupina ma jinou stfedni hodnotu, které jsou
nahodné rozdéleny. Tuto situaci je mozno si v praxi vysvetlit takovou
zjistitelnou pricinou, jakou je napi. vliv vstupniho materialu, ktery
nelze z procesu odstranit. Celkové ale proces je pod kontrolou,
nebot projev vlivu vstupniho materidlu je stabilni. Jako celek lze
data popsat jako norméalné rozdélena s USL = 7,5 a LSL = 2,5.
Striktné vzato, spravné by proces nemél byt povazovan za zvladnuty,
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Process Capability of N(5,0.7)
(using 95,0% confidence)

LSL USL
Process Data i i s\ ithin
st 25 — = == Overall
Target * | | " — —
usL 7,5 | | Potential (Within) Capability
Sample Mean  5,04154 | | Cp 1,33
Sample N 100 | LowerCL 1,11
StDev (Within)  0,626479 | | UpperCL 1,55
StDev (Overall) 0,638223 | | CPL 1,35
CPU 1,31
| | Cpk 1,31
| | LowerCL 1,08
Upper CL 1,54
| I
| | Overall Capability
Pp 1,31
| I
LowerCL 1,12
I I UpperCL 1,49
PPL 1,33
L L —
PPU 1,28
3,00 3,75 4,50 525 6,00 6,75 7,50 pok pos
Observed Performance || Exp. Within Performance | | Exp. Overall Performance LowerCL 1,09
PPM < LSL 0,00 PPM < LSL 24,87 PPM < LSL 34,14 Upper CL 1,47
PPM > USL 0,00 PPM > USL 43,50 PPM > USL 58,57 Cpm :
PPM Total 0,00 PPM Total 68,37 PPM Total 92,71 Lower CL

Obr. 13. Stochasticky zvladnuty proces.

protoze analyza rozptylu (ANOVA) tieba odhali, ze podskupiny
nemaji stejnou stfedni hodnotu. Takovy proces potom neni mozno
regulovat ¢i monitorovat pomoci klasickych regula¢nich diagramu,
které pocitaji regulacni meze pro aritmetické prumeéry na zakladé
odhadu smérodatné odchylky pro variabilitu pouze uvniti pod-
skupin (StDev(Within)) a nerespektuji pfitomnost variability i mezi
podskupinami, kterou sem vnasi pravé nahodné chovani strednich
hodnot v podskupinéch.

Tento fakt je ihned vidét i na obrazku, kde odhad smérodatné
odchylky wvariability uvnitt podskupin je pouze 0,675494, kdezto
celkovd smérodatna odchylka ma odhad roven 0,895326. Z toho
vyplyva i rozdil mezi odhady ukazatelii vykonnosti a zpusobilosti,
kde C, = 1,23 a P, = 0,93. Pokud data lze povazovat jako celek
za normalné rozdélend, a to lze zde udélat, pak muzeme hodnotit
vykonnost procesu pomoci P, a F,,. Hodnotit zpusobilost procesu
zde prakticky nemé smysl pravé pro nahodilost v chovani stfednich
hodnot podskupin, kterd je statisticky vyznamna (viz Obr. 14).

Vykonnost procesu zde s pravdépodobnosti 0,975 neni horsi
nezli 0,81, proces neni idedlné centrovan v tom smyslu, ze vice
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Process Capability of C3; ...; C7
(using 95,0% confidence)

UpperCL 1,35
Overall Capability

LSL USL
Process Data T s\ ithin
LSt 25 I == == Overall
Target * | - — =
usL 7,5 | Potential (Within) Capability
Sample Mean  5,13582 Cp 1,23
Sample N 125 | LowerCL 1,05
StDev (Within)  0,675494 | UpperCL 1,41
StDev(Overall) 0,895326 | CPL 1,30
CPU 1,17
| Cpk 1,17
| Lower CL 0,99
|
|
|
|

Pp 0,93

LowerCL 0,81

UpperCL 1,05

PPL 0,98

/ - PPU 0,88

2 3 4 5 6 7 Pok 088

Observed Performance || Exp. Within Performance | | Exp. Overall Performance Lower CL 0,76
PPM < LSL 8000,00 PPM < LSL 47,69 PPM < LSL 1620,09 Upper CL 1,00
PPM > USL 0,00 PPM > USL 232,70 PPM > USL 4138,26 Cpm *
PPM Total  8000,00 PPM Total 280,39 PPM Total  5758,35 lowerCL  *

Obr. 14. Podskupiny maji rizné stfedni hodnoty.

stfednich hodnot podskupin je smérem k USL (vidno z rozdilu mezi
PPL a PPU). Lze ocekavat, ze nad USL bude kolem 4100 ppm a
pod LCL 1600 ppm, coz potvrzuje posunuti procesu vuci stfedu
tolerancniho rozmezi.

Poznamka: Znaceni PPL = ]f’pkL, PPU = ]f’pkU je pouzito i v dal-
sich prikladech.

Priklad 3.

V tomto piipadu data jsou puvodné ze dvou normalnich rozdélent,
jak napovida i histogram, ktery je dvouvrcholovy. Celkové data
nelze vysvétlit normalnim rozdélenim, a proto je zavadéjici hodnotit
zpusobilost procesu bézné pomoci ukazatelu C, ¢i Cpy, dokonce
i ukazatel vykonnosti P, ¢i Py zde ztraci smysl. I kdyz ndm Minitab
vrati odhady téchto ukazatelt, neni spravné na nich stavét infor-
maci o stavu procesu, nebot nejsou splnény predpoklady o nor-
malité dat. Ani jakdkoliv transformace dat nepomuze pravé kvuli
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dvouvrchovému rozdéleni dat (viz Obr. 15).

Process Capability of C9; ...; C13
(using 95,0% confidence)

LSL USL
Process Data i i e\ ithiiN
LsL L5 | | == == Overall
Target *
uer 9 | | Potential (Within) Capability
Sample Mean  5,03068 | | (L:Op o 1,2(:
Sample N 250 wer ,
StDev (Within)  0,694936 | | UpperCL 1,98
StDev(Overall) 1,19398 | | EEIL-J iygz
I I Cpk 1,69
| | Lower CL 1,51
| | Upper CL 1,87
| | Overall Capability
| | Pp 1,05
wer X
Lo CL 0,95
| | UpperCL 1,14
PPL 0,99
PPU 1,11
Ppk 0,99
Observed Performance || Exp. Within Performance | | Exp. Overall Performance LowerCL 0,89
PPM < LSL 0,00 PPM < LSL 0,19 PPM < LSL 1552,92 Upper CL 1,05
PPM > USL 0,00 PPM > USL 0,01 PPM > USL 442,99 Cpm .
PPM Total 0,00 PPM Total 0,19 PPM Total  1995,91 Lower CL

Obr. 15. Data pochézeji ze dvou zdroju.

Jak tedy hodnotit vykonnost procesu v takovém ptipadé? Pokud
vime, ¢im je zpusobeno rozdéleni dat do vice podmnozin (tzv. stra-
tifikace), zde do dvou, je situace mnohem jednodussi, nez kdyz ne-
umime data podle ptiznaku zpétné stratifikovat. Priznakem muze
byt rizné nastaveni stroje (ruzny parametr polohy) ¢i vyrobky z ji-
né davky apod. Obvykle lze ocekavat, ze data v ramci takto defi-
novanych podmnozin budou normélné rozdélena a lze tak hodnotit
zpusobilost a vykonnost kazdé takové podmmnoziny zvlast a jako
celkovou vykonnost uvazovat minimalni hodnotu z odhadu PPU
a minimalni hodnotu z odhadi PPL. Celkova vykonnost procesu
pak bude minimum z takto ziskanych dvou odhadu. Zcela analo-
gicky by bylo mozno postupovat pii vétsim poctu stratifikovanych
podmnozin.

Z nize uvedenych obrazku je vidét, ze data lze rozdélit do dvou
podmnozin. V ramci prvni podmnoziny mame, ze odhad PPL =
1,16 a odhad PPU = 2,12 a s pravdépodobnosti 0,95 se skutecna
vykonnost procesu pohybuje mezi 1,01 a 1,31.

U druhé podmnoziny dat je odhad PPL = 1,98 a odhad PPU =
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1, 33. Konfidenéni interval pro skute¢nou hodnotu ukazatele P, je
(1,15;1,50).

Process Capability of C23; ...; C27
(using 95,0% confidence)

L USL

Process Data
LSL 1,5
Target *

s \N/ithin
= Qverall

Potential (Within) Capability

usL 9
Sample Mean  4,14632 Cp 1,81
Sample N 130 LowerCL 1,55
StDev (Within)  0,689794 Upper CL 2,07
StDev (Overall) 0,761938 CPL 1,28

cPU 2,35

Cpk 1,28

Lower CL 1,09
Upper CL 1,47
Overall Capability

s
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Pp 1,64

LowerCL 1,44

UpperCL 1,84

PPL 1,16

' PPU 2,12

2 3 4 5 6 7 8 9 e T

Observed Performance || Exp. Within Performance | | Exp. Overall Performance LowerCL 1,01
PPM < LSL 0,00 PPM < LSL 62,43 PPM < LSL 257,20 Upper CL 1,31
PPM > USL 0,00 PPM > USL 0,00 PPM > USL 0,00 Cpm *
PPM Total 0,00 PPM Total 62,43 PPM Total 257,20 lowerCL _ *

Obr. 15a. Vyhodnoceni dat z 1. zdroje.

Kdyz tyto informace dame dohromady, lze tvrdit, ze pti celkovém
hodnoceni vykonnosti procesu bude odhad PPL = 1,16, odhad
PPU = 1,33 a konfidenc¢ni interval pro P, lze brat jako slouceni
obou konfidenénich intervalu pro jednotlivé podmnoziny dat, tedy
s pravdépodobnosti alespon 0,95 bude

1,01 < Py, < 1,50.

Co se tyce poctu neshodnych kust pti tomto stavu vyrobniho pro-
cesu, odhady jsou nasledujici:

257ppm < LSL
35ppm > USL.

Jestlize neumime zpétné data stratifikovat, pak je situace tézsi a
musime spise experimentalné odhadnout z prubéhu méfeni, kde jed-
notlivé podmnoziny hledat a jak vznikaly. Zde muze pomoci infor-
mace ziskand pii sbéru dat (napf. operator, sména, davka, preruseni
vyroby, vliv sefizovace apod.).
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Process Capability of C17; ...; C21
(using 95,0% confidence)

LSL USL

Process Data

s\ ithin
= == Overall

LSL 1,5
Target * = = =
usL 9 Potential (Within) Capability
Sample Mean  5,98875 Cp 1,78
Sample N 120 LowerCL 1,52
StDev (Within)  0,700505 Upper CL 2,05
StDev(Overall) 0,757381 CPL 2,14
cPU 1,43
Cpk 1,43
LowerCL 1,21

Upper CL 1,65
Overall Capability

s
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Pp 1,65
LowerCL 1,44
UpperCL 1,86
PPL 1,98
T T
PPU 1,33
2 3 4 5 6 7 8 o9of 13
Observed Performance || Exp. Within Performance | | Exp. Overall Performance lowerCL 1,15
PPM < LSL 0,00 PPM < LSL 0,00 PPM < LSL 0,00 Upper CL 1,50
PPM > USL 0,00 PPM > USL 8,59 PPM > USL 35,06 Cpm :
PPM Total 0,00 PPM Total 8,59 PPM Total 35,06 Lower CL

Obr. 15b. Vyhodnoceni dat z 2. zdroje.

Priklad 4.

V tomto piikladu se projevuje vliv trendu na prubéh dat v case.
Tento jev se ¢asto objevuje z vlivu opotfebovani nastroje pti zpra-
covani vyrobku. Tento jev pak tzce souvisi s okamziky vymény
nastroje a proces pak ma témeér periodicky prubeéh (viz Obr. 16).

7 obrazku je vidét, ze celkové lze data povazovat za normalné
rozdélend, i kdyz kazda podskupina ma vlivem trendu jinou stredni
hodnotu. Toto je predevsim vidét na rozdilu mezi odhadem inhe-
rentni variability pomoci R, 6 = 0,702253 a odhadem celkové
smérodatne: odc}}ylky oror = 0,783869. Proto se vyznamneé lisi
i odhady C, a P,. Hodnotit zptusobilost pomoci C, ztraci smysl,
protoze stfedni hodnota neni konstantni, ma cenu uvazovat pouze
vykonnost procesu. To lze, nebot celkové lze data povazovat za
normalné rozdélena. Pak tedy mame, ze s pravdépodobnosti 0,95 je

1,26 < P, < 1,50
1,17 < Py, < 1,42.

(Zde LSL = 2,5; USL = 9,0.)

87



Muze se samoziejmé stat, ze vliv trendu bude tak vyznamny,
ze z celkového pohledu nebude mozno povazovat data za normélné
rozdélena, ale dostaneme de facto spojitou smés normalnich rozdéle-
ni. Jak pak hodnotit vykonnost procesu? Nabizi se nékolik moznosti.

a)

Pokud je relativné dost dat k dispozici, lze uvazovat nékolik
podskupin na zac¢atku trendu a na konci trendu (aby v kazdé
¢asti bylo k dispozici minimélné 30— 40 dat), data otestovat v
kazdé ¢asti na normalitu a pak provést hodnoceni vykonnosti
procesu v kazdé casti a celkové uvazovat horsi pripad.

Vysveétlit celkové data néjakym vhodnym typem rozdéleni
pravdépodobnosti, odhadnout ptislusné kvantily pro a =
=0,00135 a a = 0,99865, a déle pouzit vzorec pro P, v pii-
padé nenormalniho rozdéleni

B USL — LSL
— ¢(0,99865) — ¢(0,00135)’

By

kde prislusné kvantily ¢(0,99865) a ¢(0,00135) se nahradi
jejich odhady. Tento piistup je ale velice citlivy na pocet
dat a kvalitu odhadu parametru s nalezenim typu rozdéleni
pravdépodobnosti.

Vyuzit Box—Coxovy ¢i Johnsonovy transformace dat na data
normalné rozdélena. Tento porstup napi. velice dobfe umoz-
nuje Minitab. Problémem pak muze ale byt, ze software vhod-
nou transformaci nenajde ¢i nelze pouzit, napf. protoze speci-
fikacni meze lezi mimo defini¢ni obor uvazované transformace.

Priklad 5.

Je k dispozici 200 udaju ve 40 podskupinach po péti, data evidentné
nevyhovuji norméalnimu rozdéleni. Pfirozenou mezi je nula, horni
specifikace USL byla stanovena na hodnotu 5. Data napf. mohou
pochazet z méteni ovality, velikosti sily nutné na roztrzeni spoje,
meéfeni rovinnosti apod.
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Process Capability of C1; ...; C5
(using 95,0% confidence)

LSL usL
Process Data ! s\ ithin
st 25 I == == Overall
Target * | = — =
usL 9 | Potential (Within) Capability
Sample Mean  5,5458 Cp 1,54
Sample N 250 | LowerCL 1,38
StDev (Within)  0,702253 | UpperCL 1,70
StDev (Overall) 0,783869 | CPL 1,45
cPU 1,64
| Cpk 1,45
| LowerCL 1,29
| Upper CL 1,60
| Overall Capability
| Pp 1,38
LowerCL 1,26
I Upper CL 1,50
PPL 1,30
7 PPU 1,47
3 4 5 6 7 8 9 Pok 130
Observed Performance || Exp. Within Performance | | Exp. Overall Performance LowerCL 1,17
PPM < LSL 0,00 PPM < LSL 7,22 PPM < LSL 51,04 Upper CL 1,42
PPM > USL 0,00 PPM > USL 0,44 PPM > USL 5,25 Cpm *
PPM Total 0,00 PPM Total 7,65 PPM Total 56,29 lowerCL  *

Obr. 16. Data pod vlivem mirného trendu.

Byl uc¢inén pokus data vysvétlit logaritmicko-normalnim rozde-
lenim, které testem dobré shody proslo. Pomoci softwaru Minitab
byly metodou maximélni vérohodnosti odhadnuty parametry log-
normalniho rozdéleni a tyto dosazeny do vzorce pro hustotu tohoto
rozdéleni. Opét Minitab vrati piislusné odhady kvantilu ¢(0, 00135)
a q(0,99865). Dospéli jsme k hodnotam

¢(0,00135) = 0,05175
G(0,99865) = 3,10432
4(0,5) = 0,4.

Pak odhad ukazatele P, ma smysl pouze vici horni mezi USL = 5,
tedy

USL — ¢(0, 5)
G(0,99865) - ¢(0,5)
Bohuzel v tomto ptipadé je velice komplikované potidit konfidenéni
meze pro Py, proto software Minitab toto nenabizi a vraci pouze
bodovy odhad ukazatele Py.

PPU = = 1,70.

Kdyby nenormalita dat nebyla respektovana a odhad ukaza-
tele C, resp. P, se provedl formalné, vysledek bude silné nadsazen,
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Process Capability of C1; ...; C5
Calculations Based on Lognormal Distribution Model

USL
Process Data | Overall Capability
LB 0 | Pp *
Target * PPL *
usL 5 | PPU 1,70
Sample Mean 0,504 | Ppk 1,70
Sample N 200
Location -0,914306 I Exg.P%erEg Performance
Scale 0,682368 | PPM > USL 108,55
Threshold 0,000935286 | PPM ;otal 108’55
Observed Performance |
PPM < 1B 0,00 |
PPM > USL 0,00 |
PPM Total 0,00 |
|
|
|
|
|

Ll T T T
0,00 0,75 1,50 2,25 3,00 3,75 4,50

Obr. 17. Aplikace modelu log-normalniho rozdéleni.

Pp > 4,0.

Priklad 6

V tomto piikladu jsou k dispozici data (celkem 96) organizovand
po 4 v podskupiné s evidentnim trendem, jehoz vliv se projevuje
v tom, ze celkové data nelze popsat normalnim rozdélenim. Jedna
se o smés normalnich rozdéleni, kterda maji stfedni hodnotu pod
vlivem urcité priciny vyvolavajici trend, ale se stalou trovni inhe-
rentni variability. Vysledné lze data popsat jako smés normalnich
rozdéleni, ostatni pokusy s log-normélnim, Weibullovym, gama-
rozdélenim apod. selhavaji.

Jestlize budeme ignorovat fakt o nenormalité, ale presto by-
chom vyhodnocovali zpusobilost procesu jakoby data byla normalné
rozdélena, dostaneme vysledek, ktery rozhodné neodpovida realité.
Odhad ukazatele C), vychazi z C’p = 3,63, kdezto odhad ukaza-
tele P,, ktery zde také nema smysl, je-li zalozen na odhadu celkové
smérodatné odchylky, ma hodnotu ]51, = 0,75. Na druhou stranu je
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nutno fici, ze odhad f)p je daleko blize realité, nezli odhad C’p.

Kdyz pouzijeme nastroj transformace dat, pak situace opét ne-
bude uspokojivé fesena, protoze sice najdeme vhodnou Johnsonovu
transformaci, ale lze pocitat pouze vykonnost vuéi jedné specifikaci,
protoze hodnota druhé specifikacni meze je mimo defini¢ni obor
nalezené transformace. Johnsonova transformace se snazi prevést
data na data s rozdélenim N(0,1). Zde tedy (viz obrézek) méme
pouze jednostranny odhad ppk’U = 0,97. Vzhledem k symetri¢nosti
rozdéleni dat by bylo mozné jako aproximaci toto uvazovat pro

odhad P,; i P,. Puvodni specifikacni meze pro znak jakosti jsou
LSL = 3, USL = 13.

Time Series Plot of Trend

Trend
[ee]
1

Index

Obr. 18. Data pod vlivem silného trendu.

Box—Coxova transformace nabidne nejlepsi hodnotu jejiho ex-
ponentu rovnu 1, coz znamend data ponechat puvodni. Je fakt, ze
nekteré testy dobré shody (napi. Kolmogorov—Smirnov) normalitu
na 5 %-tni hladiné vyznamnosti nezamitnou. Pak ziskdme odhad
vykonnosti procesu na tirovni Pp = 0, 75 s dolni mezi konfiden¢niho
intervalu rovnou hodnoté 0,62.

Protoze v tomto prikladu nelze provést stratifikaci dat, muzeme
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vykonnost procesu ocenit tak, ze data rozdélime napt. na 3 skupiny.
Prvni skupina bude obsahovat podskupiny 1-8, druha podskupiny
9-16, a treti 17-24. U obou krajnich podskupin vyhodnotime
vykonnost extra a ziskané odhady pro P, a Py, porovname. U pod-
skupin 1-8 mame nésledujici odhady pro P, a Py:

~ N

P,=1,86, P, =102

kde néas predevsim zajiméa odhad PPL vuéi dolni mezi i s prislusnou
dolni konfidenéni mezi 0,74.

U podskupin 17-24 ziskavame odhady Pp = 1,84 a ppk
0,84. Zde nas zajima hlavné chovani procesu vuci USL, tedy odhad
PPU = 0, 84 s dolni konfiden¢ni mezi 0,60.

Celkoveé 1ze tedy na zakladé srovnani obou skupin fici, ze u pro-
cesu lze ocekdvat s pravdépodobnosti 95 % jeho vykonnost lepsi
nezli je Py, > 0, 60. Vliv prostfednich podskupin 9 - 16 1ze vzhledem
k drovni variability (viz odhad ép) na vyskyt neshodného vyrobku
prakticky vyloucit.

Process Capability of Trend
(using 95,0% confidence)

Process Data m— \Vithin

LSL 3 == == Overall
Target * " — -
usL 13 Potential (Within) Capability
Sample Mean 8,205 Cp 3,63
Sample N 96 Lower CL 3,04
StDev (Within)  0,45931 Upper CL 4,22
StDev (Overall) 2,21894 CPL 3,78

cPU 3,48

Cpk 3,48

Lower CL 2,91
Upper CL 4,05
Overall Capability

Pp 0,75
Lower CL 0,64

Upper CL 0,86

; " PPL 0,78

PPU 0,72

36 54 72 90 108 126 e o

Observed Performance || Exp. Within Performance | | Exp. Overall Performance Lower CL 0,60
PPM < LSL 0,00 PPM < LSL 0,00 PPM < LSL  9495,34 Upper CL 0,84
PPM > USL 0,00 PPM > USL 0,00 PPM > USL 15349,92 Cpm *
PPM Total 0,00 PPM Total 0,00 PPM Total  24845,26 lowerCL  *

Obr. 18a. Vyhodnoceni dat pomoci modelu normélniho rozdéleni.
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Process Capability of 1-8
(using 95,0% confidence)

Process Data

LSL 3

Target *

usL 13
Sample Mean  5,72752
Sample N 32
StDev (Within)  0,564183

StDev (Overall) 0,894622

6,

0

9,0 10,5

Observed Performance
PPM < LSL 0,00
PPM > USL 0,00
PPM Total 0,00

Exp. Within Performance
PPM < LSL 0,67
PPM > USL 0,00
PPM Total 0,67

Exp. Overall Performance
PPM < LSL 1148,82
PPM > USL 0,00
PPM Total  1148,82

_——— - — — — — — ]

12,0

Within
Overall

Potential (Within) Capability
2,95
2,12
3,78
1,61
4,30
1,61

Upper CL
CPL
CPU
Cpk
LowerCL 1,14
Upper CL 2,08

Overall Capability
Pp 1,86
Lower CL 1,40
UpperCL 2,32
PPL 1,02
PPU 2,71
Ppk 1,02
LowerCL 0,74
UpperCL 1,29
Cpm *
Lower CL *

Obr. 18b. Vyhodnoceni 1. tietiny dat.

Process Capability of 17-24

(using 95,0% confidence)

LSL USL
Process Data ! ! Within
LSL 3 : : Overall
Target *
Uer 13 | | Potential (Within) Capability
Sample Mean 10,7005 | | EDP o ;,(1]?
Sample N 32 wer 2
StDev (Within) 0,397728 | | Upper CL 5,37
StDev (Overall) 0,908004 | | ggb f,:g
| | Cpk 1,93
| | Lower CL 1,37
| | Upper CL 2,48
| | Overall Capability
| | Pp 1,84
LowerCL 1,38
UpperCL 2,
I | CL 2,29
PPL 2,83
T T
PPU 0,84
3,2 4,8 6,4 8,0 9,6 11,2 12,8 Pok 084
Observed Performance Exp. Within Performance Exp. Overall Performance Lower CL 0,60
PPM < LSL 0,00 PPM < LSL 0,00 PPM < LSL 0,00 Upper CL 1,05
PPM > USL 0,00 PPM > USL 0,00 PPM > USL 5662,81 Cpm «
PPM Total 0,00 PPM Total 0,00 PPM Total  5662,81 Lower CL

Obr. 18c. Vyhodnoceni 3. tietiny dat.
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Process Capability of Trend

Johnson Transformation with SB Distribution Type
0,078 +1,003 * Ln( ( X -3,195)/(13,515-X))

USL*
Process Data transformed data Overall Capability
LSL 3 Pp *
Target * I PPL *
usL 13 ﬁgN | PPU 0,97
Sample Mean 8,205 i \ | Ppk 0,97
Sample N 96
tbey 2,21804 ’l 1d | E)q;bSVfrlasllLPerformance
Shapel 0,0781221 y ‘ |
PPM > USL 1827,55
Shape2 1,00257 ’
Location 319519 ll ! | PPM Total 1827,55
Scale 10,3195 \ |
After Transformation I * |
LSL* * |
Target* * |
usL* 3,03273
Sample Mean* -0,00335783 I
StDev* 1,04459 |
Observed Performance 1 I
PPM < LSL 0,00 , |
PPM > USL 0,00 ( I
PPM Total 0,00 ~
T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 3

Obr. 18d. Vyhodnoceni vykonnosti pomoci Johnsonovy transformace.
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