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výrobńıho procesu

Autor: RNDr. Jǐŕı Michálek, CSc.
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0 Úvod

Tato publikace vznikla v rámci projektu MŠMT ČR č. 1M06047
“Výzkumné centrum pro jakost a spolehlivost ve výrobě
CQR” a jej́ı vznik je motivován dlouholetými zkušenostmi autora
źıskanými během školeńı lid́ı z praxe v rámci jeho lektorské činnosti
na p̊udě České společnosti pro jakost. Hodnoceńı zp̊usobilosti a
výkonnosti výrobńıch proces̊u je prováděno předevš́ım u dodavatel̊u
do automobilového pr̊umyslu, kde řada metod aplikované matema-
tické statistiky již zdomácněla a jsou využ́ıvány v současné době po-
moćı celé řady softwar̊u domáćıch i ciźıch. Bohužel ne vždycky jsou
výsledky źıskané statistickými metodami interpretovány správným
zp̊usobem a neńı tomu ani jinak u ukazatel̊u zp̊usobilosti a výkon-
nosti. Celá řada softwar̊u na základě naměřených dat vrát́ı pouze
odhady těchto ukazatel̊u, aniž by se mnohdy ověřily předpoklady
pro jejich správné použit́ı a rovněž závěry postavené pouze na
hodnotách odhad̊u mohou znamenat nebezpeč́ı pro odběratele ve
větš́ım počtu neshodných výrobk̊u nežli je požadováno a pro doda-
vatele to může znamenat naopak př́ısněǰśı požadavky na přesnost
výrobńıho procesu.

Tato publikace je předevš́ım určena lidem z praxe, kteř́ı prováděj́ı
hodnoceńı zp̊usobilosti či výkonnosti výrobńıho procesu a se statis-
tickými metodami jisté zkušenosti již maj́ı, ale může též sloužit
jako studijńı materiál na vysokých školách technického zaměřeńı,
kde se vyučuj́ı statistické metody pro ř́ızeńı jakosti. Svým obsahem
se může zdát být př́ılǐs teoretická, např. zvláště část 7, věnovaná
odvozeńım hustot rozděleńı pravděpodobnosti pro jednotlivé odha-
dy ukazatel̊u, ale bohužel pro správné pochopeńı jejich použ́ıváńı
v praxi je nutno pracovat s některými nástroji matematické sta-
tistiky jako je konfidenčńı interval, statistický pokryvný interval
apod. Pro lepš́ı pochopeńı postup̊u pro vyhodnocováńı zp̊usobilosti
či výkonnosti procesu jsou v textu a v doplňku uvedeny př́ıklady
s konkrétńımi daty, na nichž jsou tyto postupy ilustrovány.
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1 Základńı pojmy a definice

Vyhodnocováńı zp̊usobilosti a výkonnosti výrobńıho procesu je sou-
část́ı statistického ř́ızeńı procesu (SPC). Ćılem statistického ř́ızeńı
neboli regulace procesu je dostat proces do stabilńıho stavu (sta-
tisticky zvládnutého stavu), kdy na proces p̊usob́ı pouze náhodné
př́ıčiny, které sice nenechávaj́ı proces v klidu, ale jejich vliv se pro-
jevuje v tom, že sledovaný jakostńı znak lze chápat jako náhodnou
veličinu s určitým typem rozděleńı pravděpodobnosti, které je sta-
bilńı v čase. Toto rozděleńı pravděpodobnosti lze pak použ́ıt pro
predikci budoućıho stavu procesu. Obvykle vhodné rozděleńı prav-
děpodobnosti je závislé na parametrech, jejichž hodnoty většinou
neznáme a je nutno je odhadnout z naměřených dat. Pod vlivem
náhodných př́ıčin výrobńı proces vykazuje variabilitu, která je mu
vlastńı (inherentńı) a kterou nelze z procesu odstranit. Lze pouze
vhodnými zásahy do procesu snižovat jej́ı úroveň a dostat tak pro-
ces do stavu, kdy bude produkovat přijatelný pod́ıl neshodných
výrobk̊u. Analýza regulačńıch diagramů dává signály o možném
výskytu druhé kategorie př́ıčin, které vyvolávaj́ı změny v chováńı
výrobńıho procesu. Tyto př́ıčiny se nazývaj́ı speciálńı či vymezitelné,
protože je často dovedeme identifikovat na rozd́ıl od náhodných
př́ıčin, které rozpoznat neumı́me. Vymezitelné př́ıčiny vyvolávaj́ı
změny v procesu, které se u měřitelných znak̊u jakosti na výrobku
projevuj́ı posouváńım parametru polohy či změnami v úrovni vari-
ability, a u neměřitelných (atributivńıch) znak̊u změnami v př́ıtom-
nosti neshodných kus̊u či neshod. Tyto vymezitelné př́ıčiny je nutno
z procesu odstranit a nechat prostor pro p̊usobeńı pouze náhodných
př́ıčin, teprve proces nacházej́ıćı se ve stabilńım stavu můžeme vy-
hodnocovat z hlediska jeho zp̊usobilosti. Bohužel ne vždy je možno
všechny vymezitelné př́ıčiny z procesu odstranit a učinit taková
opatřeńı, aby se jejich výskyt nemohl opakovat. Takové př́ıčiny
jako např. opotřebováńı nástroje či r̊uzné dávky materiálu na vstu-
pu nelze z procesu vyloučit, jsou jeho trvalou složkou. Ale přesto
lze i takové procesy regulovat, např. pomoćı regulačńıch diagramů
s rozš́ı̌renými mezemi, ale při vyhodnocováńı jejich zp̊usobilosti a
výkonnosti je nutno postupovat opatrně, protože v těchto př́ıpadech
se často setkáváme s nenormálně rozdělenými daty, kdy je třeba
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hodnotit chováńı sledovaného jakostńıho znaku jinými postupy nežli
u normálně rozdělených dat.

Centrováńı procesu a jeho variabilita významně ovlivňuj́ı výrobu
přijatelného výrobku. Jestliže se parametr polohy posouvá od středu
specifikačńıho rozmeźı, zmenšuje se t́ım prostor pro úroveň koĺısáńı.
Posun v poloze, zvýšeńı úrovně variability či oba tyto faktory sou-
časně mohou vést k výrobě takových kus̊u, u nichž se hodnota
jakostńıho znaku dostane mimo mezńı hodnoty dané technickou
specifikaćı. Pak se takový proces dostává do sporu s požadavky
konstruktéra či zákazńıka.

Analýza výrobńıho procesu pomoćı ukazatel̊u zp̊usobilosti a vý-
konnosti je velice mocným nástrojem v rukou obsluhy a majitele
procesu.

K čemu analýza zp̊usobilosti výrobńıho procesu může sloužit?

1. Základ pro zlepšováńı procesu

2. Poplašné zař́ızeńı pro hĺıdáńı procesu

3. Podklad pro zd̊uvodněńı nákupu nového strojńıho zař́ızeńı

4. Certifikace pro zákazńıka

5. Podklad pro novou konstrukci či návrh výrobku

6. Nástroj pro údržbu strojńıho zař́ızeńı

7. Motivace pro spolupracovńıky

Určitě by se našly ještě daľśı d̊uvody,proč sledovat a vyhodno-
covat zp̊usobilost a výkonnost procesu. Nejd̊uležitěǰśım př́ınosem je
d̊ukaz o zp̊usobilosti procesu dle přáńı zákazńıka či konstruktéra.

Ukazatele zp̊usobilosti a výkonnosti se široce využ́ıvaj́ı po celém
světě a jejich výhoda je v tom, že jedńım bezrozměrným č́ıslem lze
snadno vyjádřit požadavek na chováńı daného jakostńıho znaku.
Jsou či měly by být součást́ı kontraktu či výkresu, aby bylo naprosto
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jasné, co zákazńık či konstruktér vyžaduje. Jaké kroky jsou do-
poručeny při zaváděńı ukazatel̊u zp̊usobilosti a jejich následné analý-
zy:

1. Zákazńık definuje nominálńı či ćılovou hodnotu jakostńıho
znaku

2. Dále by zákazńık měl definovat meze specifikace tak, aby
výrobek byl funkčńı.
Měl by též přihlédnout k variabilitě výrobńıho procesu.

3. Výrobce analyzuje proces, který bude výrobek vyrábět a sta-
novit, zdali je schopen splnit zákazńıkovy požadavky.

4. Zákazńık a výrobce by se měli dohodnout na speifikačńıch
meźıch pro výrobu.

5. Na začátku produkce výrobce provede analýzu zp̊usobilosti
svého procesu v̊uči požadavk̊um zákazńıka a ukáže nume-
rickou analýzou na základě dat z procesu, že jeho proces je
zp̊usobilý. Pokud ne, muśı hledat př́ıčiny v procesu vedoućı
ke zvýšené úrovni variability a tuto úroveň co nejv́ıce sńıžit.

Zadáńım jednoho bezrozměrného č́ısla se vyjádř́ı požadavek na
chováńı výrobńıho procesu. Na druhou stranu je otázkou, zdali
výrobńı proces je schopen toto splnit. Je tedy nutné z procesu
odebrat určitá data, ukazatele zp̊usobilosti či výkonnosti vhodně
na základě sebraných dat odhadnout a tyto odhady konfronto-
vat s požadovanými hodnotami ukazatel̊u. A to je práce pro sta-
tistické metody, a právě tato konfrontace a závěry z ńı provedené
čińı v praxi největš́ı pot́ıže či omyly, protože často lidé v praxi
nejsou dostatečně připraveni na správné použ́ıváńı metod matem-
atické statistiky.

Inherentńı variabilita procesu — ta část variability procesu,
která je vyvolána náhodnými př́ıčinami.

Variabilita uvnitř podskupin — ta část variability, která je vyvo-
lána koĺısáńım uvnitř odebrané podskupiny kus̊u z procesu. Pokud
je proces ve zvládnutém stavu, jej́ı úroveň je dobrým odhadem pro
inherentńı variabilitu.
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Variabilita mezi podskupinami — ta část variability, která je
vyvolána koĺısáńım procesu mezi podskupinami. Pro proces statis-
ticky zvládnutý by toto koĺısáńı mělo být nulové (či alespoň zaned-
batelné). Tato variabilita úzce souviśı se stabilitou procesu.

Celková (totálńı) variabilita — tato variabilita v sobě zahrnuje
jak koĺısáńı uvnitř podskupin, tak i mezi podskupinami. Pro pro-
cesy statisticky nezvládnuté je tato variabilita vyvolána př́ıtomnost́ı
vymezitelných př́ıčin v procesu.

Variabilita uvnitř podskupin se vztahuje ke zp̊usobilosti pro-
cesu, celková variabilita k jeho výkonnosti.

Jakým zp̊usobem se úrovně jednotlivých typ̊u variability pro-
cesu odhaduj́ı bude uvedeno a zd̊uvodněno v daľśım.

ppm — mı́ra neshodnosti (parts-per-million) — vyjadřuje počet
neshodných kus̊u v miliónové sérii. Č́ıslo 10−6 ppm pak vyjadřuje
pravděpodobnost výskytu neshodného kusu.

V intervalu   ! - ",  ! + " #

le!í 68,26 % v"ech pozorování,

mimo tento interval le!í  

2$15,87 %, t.j.  31,74 %.

V intervalu    ! - 2",  ! + 2" #

le!í  95,44 % v"ech pozorování,

mimo tento interval le!í  

2$2,28 %, t.j.  4,56 %.

V intervalu    ! - 3",  ! + 3" # le!í 99,73 % v"ech pozorování,

mimo tento interval le!í  2$0,135 %, t.j.  0,27 % (2 700 ppm).

V intervalu    ! - 4",  ! +  4" # le!í  99,994 % v"ech pozorování,

mimo tento interval le!í  2$0,003 %, t.j.  0,006 %  (60 ppm).

V intervalu   ! - 5",  ! +  5" # le!í  99,99994 % v"ech pozorování,

mimo tento interval le!í  2$0,00003 %, t.j. 0,00006%  (0,6 ppm).

V intervalu   ! - 6",  ! +  6" # le!í  99,999999999 % v"ech pozorování,

mimo tento interval le!í 2$0,000000001%, t.j. 0,000000002% (0,002 ppm).
 

 

Obr. 1. Základńı vlastnosti normálńıho rozděleńı.
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2 Definice ukazatel̊u zp̊usobilosti

a výkonnosti pro spojité znaky jakosti

1. Př́ıpad oboustranných mezńıch hodnot
(specifikace)

Základńı myšlenkou, na ńıž stoj́ı definice ukazatel̊u zp̊usobilosti a
výkonnosti, je poměr mezi rozpět́ım mezi horńı a dolńı mezńı hod-
notou, tj. USL− LSL a přirozenou variabilitou výrobńıho procesu,
tedy sledovaného jakostńıho znaku, která se v př́ıpadě normálně
rozděleného jakostńıho znaku uvažuje jako šestinásobek odpov́ıda-
j́ıćı směrodatné odchylky, která je u normálńıho rozděleńı též mı́rou
úrovně variability jakostńıho znaku. Pokud se tato směrodatná od-
chylka vztahuje k úrovni inherentńı variability, jedná se o ukaza-
tele zp̊usobilosti procesu Cp; když se uvažovaná směrodatná od-
chylka vztahuje k celkové variabilitě procesu, jedná se o ukazatele
výkonnosti Pp.

Tedy

Cp =
USL− LSL

6σ
, Pp =

USL− LSL

6σTOT

.

Protože plat́ı, že σ ≤ σTOT a rovnost nastává pouze u procesu
statisticky zvládnutého, plat́ı

Cp ≥ Pp.

Je nutno zd̊uraznit, že výše uvedené definice obou ukazatel̊u jsou
postaveny na předpokladu normality. To znamená, že tyto ukazatele
nelze použ́ıt pro hodnoceńı zp̊usobilosti a výkonnosti procesu u ja-
kostńıch znak̊u, které nelze popsat normálńım rozděleńım. V těch
př́ıpadech je nutno použ́ıt jinou charakteristiku přirozené variabi-
lity v chováńı jakostńıho znaku nežli je šestinásobek směrodatné
odchylky.

Zavedeńı ukazatele výkonnosti Pp se setkalo s velkou kritikou
zejména ze strany statistik̊u, protože pro jeho aplikace se nepřed-
pokládá statisticky zvládnutý proces. Je pak napadán jeho smysl,
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předevš́ım z pohledu predikce procesu, když proces neńı stabili-
zován. Jeho zavedeńı bylo vyvoláno tou skutečnost́ı, že z dlouhodo-
běǰśıho pohledu prakticky každý výrobńı proces nebude dokonale
stabilńı, nebot’ mnohdy na proces p̊usob́ı specifické př́ıčiny takového
rázu, že je neumı́me z procesu odbourat.

Aby ale použit́ı ukazatele mělo smysl, je nutno se přesvědčit, že,
i když proces nebude přesně statisticky zvládnutý, přesto lze data
z něj sebraná považovat za pocházej́ıćı z jediné normálně rozdělené
populace se směrodatnou odchylkou σTOT. Pokud toto nebude spl-
něno, ukazatel Pp ve výše uvedeném tvaru ztráćı smysl.

 

 

Obr. 2. Vztah mezi variabilitou jakostńıho znaku a specifikacemi.

Co ukazatel Cp svou hodnotou vyjadřuje?

Tak předevš́ım jeho stanoveńım se určuje úroveň inherentńı vari-
ability vyjádřené ve velikosti směrodatné odchylky σ. Tak tedy, je-li
Cp = 4

3
(
.
= 1, 33), znamená to, že parametr σ by neměl být větš́ı

nežli 1/8 ze specifikačńıho rozpět́ı USL−LSL. Když bude požadavek
na Cp = 5

3
(
.
= 1, 67), pak směrodatná odchylka muśı být 1/10 speci-

fikačńıho rozpět́ı. Bude-li požadavek, že Cp má být roven 2, pak
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směrodatná odchylka σ pro úroveň inherentńı variability muśı být
1/12 specifikačńıho rozpět́ı. Zadáńım hodnoty Cp zadává zákazńık
či konstruktér požadavek na přesnost výrobńıho procesu. Bohužel se
stává, že současná technologie neńı mnohdy s to zadaný požadavek
splnit (např. u plast̊u).

Zcela analogická situace je u ukazatele Pp, kde se zadáńım jeho
hodnoty klade požadavek na úroveň variability měřené parametrem
σTOT.

Druhým aspektem vyjádřeným v hodnotě ukazatele Cp je poten-
cionálńı zastoupeńı neshodných kus̊u v produkci, pokud bude pro-
ces naprosto statisticky zvládnut a centrován na prostředek speci-
fikačńıho rozpět́ı T = USL+LSL

2
. Pak očekávaný pod́ıl neshodných

(nikoliv maximálńı) je vyjádřen č́ıslem 1−Φ(3Cp), popř́ıpadě v jed-
notkách ppm se jedná o očekávaný počet neshodných kus̊u
106(1−Φ(3Cp)), Φ(·) je distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1). Zada-
vatel hodnoty Cp by si měl uvědomit, že se jedná de facto o poten-
ciálńı pr̊uměrný počet neshodných kus̊u v produkci. Stejná situace
je u ukazatele Pp, pouze s t́ım rozd́ılem, že se zde nejedná o poten-
cionálńı počet, ale o očekávaný reálný počet v produkci.

Tedy při Cp = 4
3

jde o 64 ppm (při centrováńı na prostředek T
to představuje 32 ppm v̊uči každé z mezńıch hodnot), při Cp = 5

3

se jedná cca o 1 ppm v̊uči oběma mezńım hodnotám. Z tohoto je
ihned vidět, že dnešńı požadavky na stav výrobńıho procesu mohou
být hodně př́ısné.

Ukazatele Cp a Pp se nevztahuj́ı k parametru polohy. Proces tedy
může vykazovat vysokou hodnotu Cp či Pp a může při tom vyrábět
vysoké procento neshodných kus̊u. Problém je v tom, že proces,
pokud nebude centrován, vždy zvyšuje pod́ıl výskytu neshodných
kus̊u. Tento problém řeš́ı ukazatele Cpk a Ppk

Cpk = min
(

USL− µ

3σ
,

µ− LSL

3σ

)
,

Ppk = min
(

USL− µ

3σTOT

,
µ− LSL

3σTOT

)
.

Opět zavedeńı těchto ukazatel̊u vycháźı z předpokladu normálńıho
rozděleńı, µ je zde parametr polohy, tedy středńı hodnota normál-
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ńıho rozděleńı. Z definice je vidět, že opět oba ukazatele maj́ı smysl,
když sledovaný jakostńı znak lze popsat normálńım rozděleńım s pa-
rametry (µ, σ), resp. (µ, σTOT). Ihned je vidět, že vždy Cpk ≥ Ppk

a Cp ≥ Cpk, Pp ≥ Ppk, přičemž Cp = Cpk či Pp = Ppk jedině
tehdy, když proces je přesně centrován na prostředek specifikačńıho
rozmeźı.

Je nutné si uvědomit, že hodnota ukazatele Cp klade požadavek
na úroveň inherentńı variability, ukazatel Cpk otv́ırá prostor pro
parametr µ. Pokud Cp > Cpk, pak existuj́ı dvě hodnoty µ−, µ+

mezi mezńımi hodnotami takové, že pro µ = µ− či µ = µ+ je
Cpk = µ−−LSL

3σ
a Cpk = USL−µ+

3σ
a pro tyto hodnoty parametru µ

je Cpk roven požadované hodnotě. Pro jakékoliv µ ∈ (µ−, µ+) je
odpov́ıdaj́ıćı hodnota Cpk vždy větš́ı. Tedy bude-li např. požadavek,
aby Cp = 1, 33 a Cpk = 1, 20, pak σ = 1/8(USL−LSL) a ze zadané
hodnoty 1, 20 pro Cpk snadno zjist́ıme, že

µ+ = USL− 9

20
(USL− LSL), µ− = LSL +

9

20
(USL− LSL).

Pokud bude proces vzhledem k parametru polohy µ mezi těmito
hodnotami µ− + µ+, pak bude 1, 33 ≥ Cpk > 1, 20.

Zcela podobná situace je u ukazatele Ppk s t́ım rozd́ılem, že
se jedná o celkovou směrodatnou odchylku. Je opět nutné mı́t na
paměti, že použit́ı těchto vzorc̊u pro všechny čtyři ukazatele má
smysl jedině tehdy, když se jakostńı znak chová jako normálně
rozdělená náhodná veličina. Otázka normality dat by se měla řešit
pomoćı test̊u dobré shody aplikovaných na data, z nichž potřebu-
jeme hodnotit zp̊usobilost a výkonnost výrobńıho procesu.

Zadáńım hodnot pro Cp, Cpk, resp. Pp, Ppk ze strany zákazńıka
se tedy vymeźı požadavky na sledovaný jakostńı znak v̊uči tech-
nické specifikaci. Otázkou pak z̊ustává, zda-li je proces schopen
tyto požadavky splnit.

2. Př́ıpad jednostranných meźı

U celé řady jakostńıch znak̊u je zadána pouze jedna mezńı hodnota,
která bud’ nemá být překročena či naopak. Obvykle druhá mezńı

9
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Obr. 3. Nezp̊usobilý proces – Cp < 1.

hodnota je nahrazena přirozenou hranićı, např. nulou. V takovém
př́ıpadě ukazatelé Cp a Pp nemaj́ı smysl, protože ty vyžaduj́ı zadáńı
obou mezńıch hodnot a nahrazeńı chyběj́ıćı mezńı hodnoty přiro-
zenou meźı může být zcela nelogické (např. chceme, aby házivost
byla co nejmenš́ı),

Jakostńı znak pouze s jednou mezńı hodnotou lze ale vyhod-
nocovat pomoćı ukazatele Cpk či Ppk. Pokud je zadána horńı mez
USL, lze použ́ıt část z ukazatele Cpk, a to zlomek obsahuj́ıćı pouze
USL, tedy

CpkU =
USL− µ

3σ
, resp. PpkU =

USL− µ

3σTOT

.

V př́ıpadě zadáńı pouze dolńı meze LSL se využije druhý zlomek
v definici Cpk či Ppk, tedy

CpkL =
µ− LSL

3σ
, resp. Pp` =

µ− LSL

3σ
.
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Opět je nutno zd̊uraznit, že aplikace těchto ukazatel̊u vycháźı z před-
pokladu splněńı normality, což právě u těchto jednostranných př́ı-
pad̊u nemuśı být vždy splněno. Takové jakostńı znaky jako je již
zmı́něná házivost či ovalita, rovinnost, kolmost, velikost úhlu, ve-
likost trhaćı śıly apod. nelze mnohdy popsat normálńım rozděleńım
a formálńı použ́ıváńı výše uvedených vzorc̊u nemuśı vystihovat reál-
nou situaci s jakostńım znakem. V těchto př́ıpadech je nutno hod-
notit zp̊usobilost či výkonnost takového procesu použit́ım jiných
vzorc̊u pro Cpk a Ppk, které vycházej́ı z jiných model̊u pro popis
chováńı jakostńıho znaku (např. logaritmicko-normálńı či Weibullovo
rozděleńı pravděpodobnosti). V př́ıpadě zadáńı hodnoty pro Cpk

v jednostranném př́ıpadě, např. zadáńım horńı mezńı hodnoty a
CpkU , nejsou jednoznačně určeny požadavky na parametry µ a σ,
resp. µ a σTOT. Proto je nutné si uvědomit, že teprve určeńım hod-
noty pro parametr µ je určena hodnota parametru σ a naopak.
Problém je v tom, že u jednostranného př́ıpadu obvykle neńı zadána
jmenovitá či ćılová hodnota, aby parametr µ byl tak určen jed-
noznačně. Pokud např. ze znalosti procesu známe či máme na zá-
kladě historických dat spolehlivě odhadnut parametr σ či σTOT, lze
toto použ́ıt pro určeńı polohy pro parametr µ. Je zřejmé, č́ım větš́ı
úroveň variability, t́ım větš́ı odstup parametru µ od horńı meze USL
a naopak. Zcela stejná situace nastává při aplikaci CpkL v̊uči dolńı
mezńı hodnotě.

3 Odhady ukazatel̊u zp̊usobilosti

a výkonnosti

V této části se budeme věnovat ukazatel̊um zp̊usobilosti a výkon-
nosti za předpokladu splněńı normality dat. Př́ıpadu s nenormálně
rozdělenými daty bude věnována daľśı část. Je nutné si uvědomit, že
na jedné straně jsou požadované hodnoty ukazatel̊u od zákazńıka či
konstruktéra, a na druhé straně jsou jejich odhady vypočtené ze se-
braných dat, které vykazuj́ı určitou mı́ru variability, jej́ıž úroveň se
odv́ıj́ı jednak od inherentńı či totálńı variability procesu, počtu dat
a organizace sběru dat. Vypočtený odhad je svou povahou náhodné
č́ıslo, jehož hodnota při jiných datech se vypočte jiná, i když se
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Obr. 4. Proces bĺızký zp̊usobilosti – Cp = 1.

v procesu nic nemuselo změnit. Odhad ukazatel̊u se tedy chová jako
náhodná veličina charakterizovaná svým rozděleńım pravděpodob-
nosti, které záviśı na typu odhad̊u parametr̊u µ a σ vystupuj́ıćıch ve
vzorćıch pro ukazatele zp̊usobilosti a výkonnosti. Chováńı odhad̊u
ukazatel̊u Cp, Cpk, Pp a Ppk odráž́ı realitu v procesu, které je nutno
konfrontovat se zadanými hodnotami ukazatel̊u, které byly stano-
veny před t́ım, než se vlastńı výroba rozeběhla.

V této práci je automaticky předpokládáno, že źıskaná měřeńı
jsou vzájemně nezávislá jak v podskupinách, tak i mezi podskupi-
nami. Př́ıpad závislých dat zde neńı řešen, protože pak je nutný
zcela individuálńı př́ıstup.

Ukazatele Cp a Pp v sobě obsahuj́ı parametr směrodané odchylky
σ, resp. σTOT. Abychom poznali, jakou úroveň variability vykazuje
sledovaný jakostńı znak, je nutné sebrat data z procesu, tj. změřit
nějaké výrobky a z dat odhady parametr̊u σ či σTOT spoč́ıtat. Aby
tyto odhady byly věrohodné, je nutné mı́t proces pod kontrolou,
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tzn. statisticky zvládnutý. Odhady parametr̊u σ a σTOT jsou silně
závislé na organizaci sběru dat.

Pro odhad ukazatele Cp potřebujeme odhad parametru σ, tj.
směrodatné odchylky vyjadřuj́ıćı úroveň inherentńı variability. Pro
źıskáńı tohoto odhadu potřebujeme mı́t data organizovaná do pod-
skupin jako je tomu při Shewhartových regulačńıch diagramech.
Inherentńı variabilita je odhadována pomoćı variability uvnitř pod-
skupin. Ještě je nutné rozlǐsit dva př́ıpady, a to zda-li podskupiny
obsahuj́ı alespoň 2 kusy, a nebo každá podskupina je složena pouze
z jednoho měřeńı. To je analogická situace jako při aplikaci re-
gulačńıho diagramu pro individuálńı hodnoty. V tomto př́ıpadě
je nutné podskupiny uměle vytvořit, např. uvažovat dvě po sobě
jdoućı měřeńı za podskupinu o velikosti 2.

Jestliže je variabilita uvnitř podskupin odhadována pomoćı vý-
běrového rozpět́ı R, pak při uvažovaném počtu k podskupin odha-
dem pro parametr σ se uvažuje

σ̂ =
1

d2(n)
· 1

k

k∑

i=1

Ri,

kde konstanta d2(n) záviśı na velikosti podskupiny a plyne z roz-
děleńı výběrových rozpět́ı (je tabelována např. v ČSN ISO normě
č. 8258), Ri je výběrové rozpět́ı z i-té podskupiny. Zde je uvažována
velikost podskupiny n stejná, pokud by se měnila, pak vzorec pro
odhad bude

σ̂ =
1

k

k∑

i=1

Ri

d2(ni)
.

Takto organizovaná data máme na regulačńım diagramu (x,R) a
lze jich využ́ıt i pro odhad inherentńı variability. Ostatně Shewhar-
tovy regulačńı meze jsou konstruovány na základě odhadu úrovně
inherentńı variability.

Když je variabilita uvnitř podskupin odhadována pomoćı vý-
běrové směrodatné odchylky s, poč́ıtané v každé podskupině, pak
parametr σ lze odhadnout následovně:

σ̂ =
1

k

k∑

i=1

si

C4(ni)
,
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kde opět k je počet podskupin, ni je velikost i-té podskupiny, kon-
stanty C4(ni) jsou tabelovány a vyplývaj́ı z rozděleńı výběrových
směrodatných odchylek (viz ČSN ISO 8258) a si je výběrová smě-
rodatná odchylka v i-té podskupině, tedy

si =


 1

ni − 1

ni∑

j=1

(xij − xi)
2




1/2

,

kde xij, j = 1, 2, . . . , ni jsou naměřené hodnoty znaku jakosti v i-té
podskupině.

Je doporučeno pracovat s rozpět́ım R, pokud velikost podskupiny
je menš́ı (kolem 4–5). Pro větš́ı velikosti podskupin se doporučuje
pracovat s výběrovou směrodatnou odchylkou. Tato situace je např.
u aplikace regulačńıho diagramu (x, s).

Obvykle se velikost podskupiny doporučuje konstantńı, zjedno-
dušuje to jednak výpočty a u aplikace regulačńıch diagramů je to
vyžadováno.

Třet́ı možný odhad se nazývá sdružená výběrová směrodatná
odchylka (pooled standard deviation), která se v praxi moc nepouž́ı-
vá, ačkoliv v softwarech pro SPC bývá k dispozici (např. Minitab).
Jej́ı definice je následuj́ıćı:

σ̂ =

(
1

k(n− 1)

k∑

i=1

s2
i

)1/2

,

když velikost podskupiny je konstantńı rovna n.

Odhad ukazatele Cp je pak ve všech třech př́ıpadech

Ĉp =
USL− LSL

6σ̂
,

kde je použit některý ze tř́ı uvedených odhad̊u inherentńı směro-
datné odchylky.

Pokud jsou podskupiny složeny pouze z individuálńıch hodnot,
je nutno sáhnout k triku a podskupiny uměle vytvořit. Obvykle
se to děje pomoćı tzv. klouzavého rozpět́ı, což vlastně představuje
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pohyblivé okno délky několika pozorováńı (nejčastěji délky 2), které
se postupně pohybuje přes data.

Je zapotřeb́ı se ale přesvědčit, že proces je skutečně ve stabilńım
stavu, např. použit́ım regulačńıho diagramu pro individuálńı hod-
noty. Odhad úrovně inherentńı variability má pak tvar:

σ̂ =
1

d2(m)

1

k −m + 1

k−m+1∑

i=1

Ri(m),

kde m je délka klouzavého okna, Ri(m) je výběrové rozpět́ı v itém
okně a konstanta d2(m) je tabelována. Nejobvykleǰśı př́ıpad je pro
m = 2. Je nutné ale podotknout, že v př́ıpadě použit́ı klouzavého
rozpět́ı vstupuje do hry časový faktor, protože mezi dvěma měřeńımi
může být dosti velký časový odstup. Tento problém se neobje-
vuje při odběru větš́ı velikosti podskupiny, kdy se odeb́ıraj́ı kusy
vycházej́ıćı z procesu bud’ současně nebo téměř současně. Role pod-
skupin o v́ıce nežli jednom pozorováńı vynikne t́ım v́ıce, když si
uvědomı́me, že odhadujeme variabilitu uvnitř podskupin, tj. mezi
bezprostředně po sobě jdoućımi výrobky, což znamená, že de facto
proces nemuśı být zvládnutý vzhledem k parametru polohy, ale
muśı být zvládnutý k úrovni variability. Tento fakt vyplývá z té
skutečnosti, že ukazatel Cp v sobě parametr polohy neobsahuje.
Protože obvykle u spojitých (tj měřitelných) znak̊u jakosti je ve-
likost podskupiny často malá (pod 8 – 10 kus̊u), nebývá ani v praxi
problém s normalitou dat, protože data by měla být rozdělena
normálně v každé podskupině zvlášt’, tedy neńı nutné mı́t data
normálně rozdělena jako celek.

Odhad zp̊usobilosti u individuálně složených dat pomoćı uměle
vytvořených podskupin může v některých př́ıpadech dosti zkres-
lit informaci o skutečném stavu procesu. Realističtěǰśı pohled na
proces, resp. chováńı znaku jakosti, dává v tomto př́ıpadě odhad
výkonnosti procesu pomoćı ukazatele Pp, kde úroveň variability je
odhadována pomoćı klasické výběrové směrodatné odchylky

σ̂ =

(
1

n− 1

n∑

i=1

(xi − x)2

)1/2

,

kde je celkem n individuálńıch hodnot. Opět je nutno se přesvědčit,
zdali se daj́ı data chápat jako normálně rozdělená. Pokud je pro-
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ces zvládnut a stabilńı, ovlivňován pouze inherentńı variabilitou,
pak odhady ukazatel̊u Cp a Pp by se neměly př́ılǐs lǐsit, protože
směrodatná odchylka odvozená od klouzavého rozpět́ı a klasická
směrodatná odchylka by se neměly dramaticky lǐsit. Jestliže ale
vstouṕı do hry i variabilita mezi podskupinami, která je vyvolána
t́ım, že každá individuálńı hodnota pocháźı z rozděleńı s r̊uznou
středńı hodnotou, pak může nastat významný rozd́ıl mezi odhady
Ĉp a P̂p.

U ukazatele výkonnosti Pp potřebujeme odhadnout úroveň totál-
ńı variability, tj. jak inherentńı, tak i mezi podskupinami. Zde se
použ́ıvá jediného odhadu, a to výběrové celkové směrodatné od-
chylky, která nerespektuje rozděleńı dat do podskupin. Odhad pro
σTOT má tvar

σ̂TOT =


 1

N − 1

k∑

i=1

ni∑

j=1

(xij − x)2




1/2

,

kde ni je velikost i-té podskupiny a x je celkový aritmetický pr̊uměr
ze všech dat, kterých je dohromady

∑k
i=1 ni = N . Odhad ukazatele

Pp je pak dán jako

P̂p =
USL− LSL

6σ̂TOT

.

Odhad ukazatele Pp má smysl pouze tehdy, když všechna data se
daj́ı vysvětlit t́ım, že pocházej́ı z jedné základńı populace s nor-
málńım rozděleńım, i když může existovat variabilita mezi pod-
skupinami vyvolaná nějakými vymezitelnými př́ıčinami. Je nutno
se přesvědčit, zda-li data projdou testem normality. Pokud test
normality hypotézu o normálně rozdělených datech zamı́tne, ztráćı
odhad ukazatele Pp založený na výše uvedeném tvaru smysl.

Pro odhad ukazatele Cpk potřebujeme odhadnout jak úroveň

inherentńı variability, tak i polohu procesu. Úroveň inherentńı vari-
ability odhadujeme stejným postupem jako u ukazatel̊u Cp. Para-
metr polohy je odhaduje jako celkový aritmetický pr̊uměr ze všech
dat, tedy

x =
1

k

k∑

i=1

xi,

16



0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,35

0,40

0,45

-5,0 -4,0 -3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

8  

0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,35

0,40

0,45

-5,0 -4,0 -3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

8  

Cp  ! 1,33 - proces je zp
�

sobilý

(USL - LSL)  =  8  "#""""""""Cp  =  1,33

LSLLSL USLUSL

32 ppm 32 ppm

 
 

Obr. 5. Proces zp̊usobilý – Cp = 1, 33.

kde xi je aritmetický pr̊uměr i-té podskupiny. Tedy odhad Ĉpk má
pak tvar

Ĉpk = min

(
USL− x

3σ̂
,

x− LSL

3σ̂

)
.

Tento odhad je rovněž náhodná veličina, jej́ıž chováńı je nutno
konfrontovat se zadanou hodnotou ukazatele Cpk pomoćı metod
matematické statistiky a rozhodnout, zda proces požadavek kladený
na Cpk splňuje či nikoliv.

Zcela obdobá situace je u odhadu ukazatele Ppk. Parametr polohy
µ se opět odhaduje pomoćı celkového aritmetického pr̊uměru ze
všech dat, tedy

P̂pk = min

(
USL− x

3σ̂TOT

,
x− LSL

3σ̂TOT

)
.

Jedna velice d̊uležitá poznámka. Shewhartovy regulačńı diagramy,
které se nejčastěji v praxi použ́ıvaj́ı pro regulaci procesu, maj́ı re-
gulačńı meze odvozeny od odhad̊u inherentńı variability (v př́ıpadě
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tzv. přirozených meźı) nebo př́ımo od stanovené směrodatné od-
chylky σ inherentńı variability (v př́ıpadě tzv. technických meźı).
Pokud tedy proces neńı přesně pod kontrolou a existuj́ı př́ıpadné
vymezitelné př́ıčiny v procesu, které nelze odstranit a je nutno
s nimi poč́ıtat, nemuśı být Shewhartovy regulačńı meze účinným
nástrojem pro regulaci procesu, protože mohou být př́ılǐs úzké,
což může vést k podstatnému zvýšeńı rizika falešných poplach̊u.
Protože pak máme co dělat s celkovou variabilitou, nab́ıźı se rozš́ı-
řeńı p̊uvodńıch meźı t́ım, že použijeme bud’ odhad σ̂TOT či př́ımo
požadovanou úroveň σTOT celkové variability (opět prvńı př́ıpad
pro přirozené meze, druhý př́ıpad pro technické meze). Lze naj́ıt
i jiná doporučeńı, jak meze rozš́ı̌rit, aby v sobě pojaly i variabilitu
mezi podskupinami.

Takováto situace může vzniknout na základě požadavku na uka-
zatele Cp a Cpk, že Cpk < Cp. To znamená, že znak jakosti nemuśı
mı́t parametr polohy přesně v prostředku specifikačńıho rozmeźı, ale
otv́ırá se t́ım prostor pro parametr µ ve formě intervalu 〈µ−, µ+〉,
v němž se může parametr polohy µ libovolně pohybovat, aniž by
se hodnota ukazatele Cpk zhoršila. T́ım ale připoušt́ıme, že chováńı
parametru µ, a t́ım i jeho odhad̊u v rámci podskupin, nemuśı být
zcela statisticky zvládnuto a vstupuje do hry možná vymezitelná
př́ıčina, a to např. seř́ızeńı stroje či strojńıho zař́ızeńı. Z nerovnosti
Cpk < Cp tak plyne, že tento požadavek vede k nutnosti aplikace
rozš́ı̌rených regulačńıch meźı pro aritmetické pr̊uměry či indivi-
duálńı hodnoty (při jednoprvkových podskupinách), které je nutno
rozš́ı̌rit takovým zp̊usobem, aby se vyrovnaly s prostorem 〈µ−, µ+〉
pro parametr polohy. Regulačńı meze pro výběrové rozpět́ı či výbě-
rovou směrodatnou odchylku muśı být v p̊uvodńım tvaru, protože
ty hĺıdaj́ı pouze variabilitu uvnitř podskupin. Je zaj́ımavé, že tento
fakt neńı respektován v metodologii Six Sigma, která připoušt́ı po-
hyb parametru polohy v intervalu (T − 1, 5σ; T + 1, 5σ) při σ =
1
12

(USL−LSL), což odpov́ıdá hodnotám ukazatel̊u Cp = 2 a Cpk =
1, 5. Ale tato skutečnost neńı promı́tnuta do konstrukce rozš́ı̌rených
regulačńıch meźı, které by se s možným pohybem parametru µ
kolem hodnoty T vyrovnaly, aby nedocházelo zbytečně k falešným
poplach̊um. Jinými slovy tato skutečnost znamená, že nastaveńı
hodnoty parametru polohy µ kdekoliv v intervalu 〈µ−, µ+〉 nevyvolá
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sńıžeńı hodnoty ukazatele Cpk.

Z definice ukazatele Cpk plyne ještě jedna skutečnost, která též

plat́ı i pro jeho odhad Ĉpk. Parametr polohy µ, pokud neńı přesně
roven hodnotě T = USL+LSL

2
, pak je bud’ µ > T či µ < T . Pokud

µ > T , pak Cpk = CpkU , je-li µ < T , pak Cpk = CpkL. Totéž plat́ı

i v př́ıpadě odhadu. Je-li x > T , pak Ĉpk = ĈpkU . Této vlastnosti
lze pak využ́ıt při testováńı zp̊usobilosti procesu pomoćı ukazatele
Cpk a při konstrukci konfidenčńıch interval̊u pro ukazatel Cpk.

Cp   1,67 - proces je zp
�
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Obr. 6. Proces zp̊usobilý – Cp = 1.67.

4 Hodnoceńı zp̊usobilosti a výkonnosti

proces̊u

V této části si ukážeme, jak správně konfrontovat odhad ukaza-
tele źıskaný z dat s požadovanou hodnotou, abychom zjistili, zda-
li proces je vzhledem ke sledovanému znaku jakosti zp̊usobilý či
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nikoliv. K tomu, abychom źıskali odhad ukazatele, potřebujeme
patřičný odhad směrodatné odchylky a parametr̊u polohy. Nejdř́ıve
se budeme věnovat ukazatel̊um zp̊usobilosti Cp a Cpk.

Z předchoźıho v́ıme, že úroveň inherentńı variability źıskáváme
odhadováńım variability uvnitř podskupin, a to

σ̂R =
R

d2(n)
, σ̂S ≡ s

C4(n)
, σ̂I =


 1

k(n−1)

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij−xi)
2




1/2

,

kde R je pr̊uměrné rozpět́ı, s je pr̊uměrná směrodatná odchylka,
xij je j-té pozorováńı v i-té podskupině, xi je aritmetický pr̊uměr
v i-té podskupině, k je počet odebraných podskupin a n je velikost
podskupiny (tj. počet odebraných kus̊u do podskupiny). Parametr
polohy se odhaduje nejčastěji jako celkový aritmetický pr̊uměr, tedy

x =
1

k

k∑

i=1

xi.

Źıskané odhady ukazatel̊u Cp a Cpk jsou náhodné veličiny, které se
ř́ıd́ı svým rozděleńım pravděpodobnosti, jehož odvozeńı na základě
předpokladu, že sledovaný jakostńı znak lze popsat normálńım roz-
děleńım, neńı zvláště u ukazatel̊u Cpk nikterak jednoduché a je
nutno sáhnout ke vhodným aproximaćım.

Źıskaný odhad Ĉp či Ĉpk je náhodné č́ıslo, které nám samo o so-
bě neřekne nic o tom, jaká je skutečná zp̊usobilost procesu, tj. jaká
je skutečná hodnota ukazatel̊u Cp či Cpk. Teprve konstrukce tzv.
konfidenčńıho intervalu pro Cp či Cpk odhaĺı pravdu o skutečné
zp̊usobilosti procesu. Konstrukce a délka konfidenčńıho intervalu
záviśı jednak na volbě odhadu inherentńı směrodatné odchylky, na
volbě úrovně spolehlivosti a na počtu dat, která máme k dispozici.

Na základě aproximaćı lze odvodit analytický tvar pro hustotu
rozděleńı pro př́ıpad odhadu Ĉp na základě σ̂R a σ̂S. Pro odhad

σ̂I lze odvodit přesný tvar hustoty pro odpov́ıdaj́ıćı odhad Ĉp.
Odvozeńı všech tř́ı př́ıpad̊u hustot je uvedeno v části 7.

Pro př́ıpad Ĉp při použit́ı odhadu σ̂R a volbě hladiny spolehlivosti
1 − α lze odpov́ıdaj́ıćı konfidenčńı interval pro skutečnou hodnotu

20



ukazatele Cp aproximovat intervalem

Ĉp

(
1 +

βn uα/2

αn

√
k

)
< Cp < Ĉp

(
1 +

βn u1−α/2

αn

√
k

)
,

který pak s pravděpodobnost́ı 1−α onu skutečnou hodnotu ukaza-
tele Cp pokrývá. Konstanty αn, βn závisej́ı na velikosti podskupiny
a jsou uvedeny ńıže v Tabulce 1, k je počet podskupin, uα/2 a u1−α/2

jsou odpov́ıdaj́ıćı kvantity normálńıho rozděleńı N(0, 1).

Tabulka 1

n αn βn n αn βn

2 1,128 0,853 11 3,173 0,787
3 1,693 0,888 12 3,258 0,778
4 2,059 0,880 13 3,336 0,770
5 2,326 0,864 14 3,407 0,762
6 2,534 0,848 15 3,472 0,755
7 2,704 0,833 16 3,532 0,749
8 2,847 0,820 17 3,588 0,743
9 2,970 0,808 18 3,640 0,738

10 3,078 0,797 19 3,689 0,733
20 3,735 0,729

Pokud je odhad Ĉp založen na odhadu směrodatné odchylky σ̂S,
pak konfidenčńı interval pokrývaj́ıćı skutečnou hodnotu ukazatele
Cp s pravděpodobnost́ı 1− α má tvar

Ĉp

(
1 +

bn−1 uα/2

an−1

√
k

)
< Cp < Ĉp

(
1 +

bn−1 u1−α/2

an−1

√
k

)
,

kde

an−1 =

√
2

n− 1

Γ
(

n
2

)

Γ
(

n−1
2

) .
=

√
1− 1

2(n− 1)
,

bn−1 =
√

1− a2
n−1

.
=

√
1

2(n− 1)
,
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kde Γ(·) je gama funkce. Např. pro n = 5 je pod́ıl bn−1/an−1
.
=

0, 3780 a pod́ıl βn/αn = 0, 3715. Z tohoto vyplývá, že se oba typy
konfidenčńıch interval̊u př́ılǐs lǐsit nebudou a vliv volby pro odhad
inherentńı směrodatné odchylky nebude mı́t velký dopad v prak-
tickém použit́ı.

V př́ıpadě odhadu Ĉp založeného na výběrové sdružené směro-
datné odchylce σ̂I lze konfidenčńı interval pro skutečnou hodnotu
ukazatele Cp vyjádřit pomoćı kvantil̊u χ2-rozděleńı. Konfidenčńı
interval má pak tvar

Ĉp

√√√√χ2
α/2(k(n− 1))

k(n− 1)
< Cp < Ĉp

√√√√χ2
1−α/2(k(n− 1))

k(n− 1)
,

kde χ2
α/2(k(n − 1)) a χ2

1−α/2(k(n − 1)) jsou odpov́ıdaj́ıćı kvantily

χ2-rozděleńı o k(n− 1) stupńıch volnosti.

Pro ilustraci porovnejme tvary všech tř́ı konfidenčńıch interval̊u
na jednom př́ıkladě: n = 5, k = 25, α = 0.05:

σ̂R : 0, 8544Ĉp < Cp < 1, 1456Ĉp

σ̂S : 0, 8518Ĉp < Cp < 1, 1482Ĉp

σ̂I : 0, 8615Ĉp < Cp < 1, 1382Ĉp.

Je vidět, že š́ı̌rka konfidenčńıch interval̊u je pro praktické účely
téměr stejná, pro odhad σ̂I vycháźı š́ırka intervalu nejkratš́ı i v ostat-
ńıch př́ıpadech.

Co tedy můžeme na základě konfidenčńıho intervalu tvrdit: Vy-
jde-li např. že Ĉp = 1, 45 při velikosti podskupiny 5 a 25ti ode-
braných podskupinách při volbě α = 0, 05, pak můžeme s pravdě-
podobnost́ı 95% tvrdit, že skutečná hodnota ukazatele Cp neńı horš́ı
nežli dolńı hranice intervalu, tj. zde 0, 8615·1, 45

.
= 1, 25. a neńı lepš́ı

nežli horńı hranice, která v tomto př́ıpadě je 1,65. To znamená, že
zp̊usobilost procesu může být s pravděpodobnost́ı 95% mezi hod-
notami 1,25 a 1,65, pokud jsme pracovali s odhadem směrodatné
odchylky σ̂I . Pokud by se někomu zdálo toto rozmeźı př́ılǐs široké,
je jediná šance, a to uvažovat v́ıce podskupin. Je ale nutno mı́t na
paměti, že během odběru podskupin proces muśı být v ustáleném
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stavu bez jakéhokoliv zásahu do procesu. Lepš́ı informaci o hodnotě
ukazatele Cp nelze z dat źıskat. Je to možná překvapivé, ale hodnota

odhadu Ĉp větš́ı nežli požadovaná hodnota Cp obecně nezaručuje
zákazńıkovi, že proces splňuje požadovanou hodnotu Cp, a t́ım i
očekávaný počet neshodných kus̊u. V našem ilustrativńım př́ıkladu
hodnota odhadu Ĉp je 1,45, a přesto může být např́ıklad Cp = 1, 25
či 1,27.

Pro ukazatele Cpk je konstrukce konfidenčńıho intervalu kom-
plikovaněǰśı, protože odvozeńı hustoty rozděleńı pravděpodobnosti
pro Ĉpk je hodně komplikované a vede na implicitńı vyjádřeńı. Z to-
ho plyne, že meze konfidenčńıch interval̊u lze poč́ıtat pouze num-
ericky či pomoćı vhodných aproximaćı. O odvozeńı hustot pro Ĉpk

viz část 7.

Pro praktické použit́ı konfidenčńıch interval̊u pro ukazatel Cpk

stač́ı následuj́ıćı aproximace použitelná pro všechny tři možné od-
hady směrodatné odchylky inherentńı variability. Pro konfidenčńı
úroveň 1 − α je odpov́ıdaj́ıćı konfidenčńı interval dobře aproximo-
vatelný intervalem

Ĉpk


1 +

uα/2√
2k(n− 1)


 < Cpk < Ĉpk


1 +

u1−α/2√
2k(n− 1)


 .

Použit́ı konfidenčńıho intervalu budeme ilustrovat pomoćı následu-
j́ıćıho př́ıkladu. Necht’ USL = 22, 5, LSL = 21, 5. Máme 25 pod-
skupin o rozsahu 5 kus̊u a z nich bylo vypočteno x = 22, 1 a
σ̂R = 0, 11. Odhad ukazatele Cpk má pak hodnotu

Ĉpk = min{1, 212; 1, 818} = 1, 212.

Zvoĺıme α = 0, 05 a k(n − 1) = 25 · 4 = 100, u0,025 = −1, 96,
u0,975 = 1, 96. Pak

1, 044
.
= 1, 212 · 0, 8614 < Cpk < 1, 212 · 1, 1386

.
= 1, 38.

Lze tedy tvrdit, že s pravděpodobnost́ı 0,95 se skutečná hodnota
ukazatele Cpk nacháźı uvnitř intervalu (1, 044; 1, 380).
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Obr. 7. Vztah mezi Cp a Cpk.

Problémy při vyhodnocováńı zp̊usobilosti
výrobńıho procesu

V praxi se obvykle od výrobce požaduje, aby u sledovaného jakostńı-
ho znaku, u něhož je zadán požadavek na úroveň ukazatele zp̊uso-
bilosti Cp, platila nerovnost

Cp ≤ Ĉp

resp.
Cpk ≤ Ĉpk.

Analyzujme tento požadavek z pohledu matematické statistiky. Před-
stavme si pro zjednodušeńı, že zákazńık požaduje, aby Cp = 1, 33, a

aby tedy Ĉp ≥ 1, 33. Současně bylo dohodnuto, že zp̊usobilost pro-
cesu se bude vyhodnocovat na každé regulačńı kartě typu (x, R),
která např. obsahuje 25 logických podskupin po 4 výrobćıch v kaž-
dé podskupině. Na základě vyhodnoceńı jedné regulačńı karty byl
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źıskán odhad ukazatele Cp v hodnotě Ĉp = 1, 42. T́ım byl splněn
požadavek zákazńıka, ale co to skutečně pro něho znamená?

Na základě počtu dat, tj. 100 pozorováńı celkem a bodovém
odhadu Ĉp = 1, 42 zkonstruujme konfidenčńı interval pro skutečnou
hodnotu ukazatele Cp. Tento konfidenčńı interval ještě záviśı na zvo-
leném riziku α, což je mı́ra rizika, že konfidenčńı interval nepokryje
skutečnou hodnotu ukazatele Cp. Zvoĺıme α = 0, 03. Když dosad́ıme
do vzorečku pro konstrukci konfidenčńıho intervalu pro př́ıpad od-
hadu ukazatele Ĉp pomoćı výběrového rozpět́ı R, tedy

Ĉp

(
1 +

βn uα/2

αn

√
k

)
≤ Cp ≤ Ĉp

(
1 +

βn u1−α/2

αn

√
k

)
,

kde αn = 2, 059, βn = 0, 880, −uα/2 = u1−α/2 = 2, 17,
√

k = 5. Na
základě toho lze tvrdit, že správná hodnota ukazatele Cp je s prav-
děpodobnost́ı 97 % pokryta konfidenčńım intervalem

Cp ∈ 〈1, 1566; 1, 6834〉.

Z tohoto výsledku je ihned vidět, že požadavek na splněńı nerovnosti
Cp ≤ Ĉp zdaleka zákazńıkovi nezaručuje, že proces je skutečně na
úrovni požadované zp̊usobilosti, např. v tomto př́ıkladu by mělo být
Cp = 1, 33. Dále je nutno si uvědomit, že velikost konfidenčńıho in-
tervalu silně záviśı na počtu dat, která máme k dispozici.

Co vlastně znamená požadavek, že např. Cp = 1, 33 je dolńı

hranice pro odhady Ĉp tohoto ukazatele? Jestliže by jakostńı znak
skutečně vyhovoval podmı́nce na ukazatel Cp, pak lze s předem

zadaným rizikem α pouze tvrdit, že hodnoty odhadu ukazatele Ĉp

se mohou s pravděpodobnost́ı 1−α objevit v intervalu (odvozeného
snadno od konfidenčńıho intervalu)

Cp


 1

1 +
βn u1−α/2

αn

√
k


 ≤ Ĉp ≤ Cp


 1

1 +
βn uα/2

αn

√
k


 ,

což v uvažovaném př́ıkladě znamená Ĉp ∈ 〈1, 1219; 1, 6329〉. Tomu
je nutno rozumět tak, že sledovaný výrobńı proces splňuje poža-
davek na Cp = 1, 33, i když z vyhodnoceńı zp̊usobilosti vyšlo, že
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odhad Ĉp = 1, 13. Teprve když Ĉp < 1, 1219, lze s pravděpodobnost́ı
98,5% tvrdit, že proces je horš́ı, nežli požaduje Cp = 1, 33. Opět
je nutno zd̊uraznit, že velikost tohoto statistického pokryvného in-
tervalu pro odhady Ĉp silně záviśı na počtu dat. Je nutno mı́t na
paměti, že požadovaná hodnota na Cp je, zhruba řečeno, mediánem
pro odhady tohoto ukazatele. Lze tedy očekávat 50% hodnot odhad̊u
Ĉp pod Cp a naopak 50 % hodnot odhad̊u Ĉp nad požadovanou
hodnotou Cp, pokud proces splňuje požadavek vyjádřený hodnotou
ukazatele Cp.

Pokud tedy źıskaná hodnota odhadu Ĉp lež́ı uvnitř pokryvného
intervalu odvozeného od požadované hodnoty ukazatele Cp, počtu
dat a rizika α, neńı d̊uvod s pravděpodobnost́ı 1 − α pochybovat
o tom, že proces požadavek kladený na Cp splňuje.

Jak tedy zajistit, aby byla splněna nerovnost Cp ≤ Ĉp na každé
regulačńı kartě? Pokud bychom vyžadovali, aby každá regulačńı
karta toto splňovala, pak odpověd’ je, že 100%-tně toto nelze za-
jistit, ale lze s předem danou mı́rou rizika α. Aby tato nerovnost
platila např. s 99%tńı pravděpodobnost́ı, tedy s rizikem 1%, pak
požadovaná hodnota Cp, např. již uvažovaných 1,33 muśı být 1%-

kvantilem pro odhady Ĉp, tedy muśı platit

1, 33 = Cp


 1

1 + βn u1−α

αn

√
k


 .

Tento fakt při zadaném α, rozsahu podskupiny n a počtu podskupin
k na kartě bude jedině s rizikem α splněn, když

Cp = 1, 33

(
1 +

βn u1−α

αn

√
k

)
,

tedy v našem uvažovaném př́ıpadě při α = 0, 01 máme u1−α =
2, 326. Pak tedy skutečná hodnota ukazatele Cp nesmı́ být horš́ı
nežli hodnota 1, 5944, což je samozřejmě daleko př́ısněǰśı požadavek
na sledovaný jakostńı znak, nežli je Cp = 1, 33. Např. pro smě-
rodatnou odchylku σ sledovaného jakostńıho znaku to znamená,
že zdaleka nestač́ı jej́ı velikost jedné osminy tolerančńıho rozpět́ı
zajǐst’uj́ıćı hodnotu Cp = 1, 33, ale jej́ı velikost nesmı́ být větš́ı nežli
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hodnota (USL− LSL)/9, 5664; tedy téměř jedna desetina toleranč-
ńıho rozmeźı, což je rozhodně větš́ı požadavek na přesnost výroby
nežli vyžaduje požadovaná hodnota pro Cp = 1, 33.

Zcela obdobná situace je s ukazatelem Cpk a jeho odhadem.
O něco se ale komplikuje t́ım, že vstupuje do hry parametr polohy
µ a jeho odhad aritmetický pr̊uměr z dat. Obvykle se lze v praxi
setkat s požadavkem, aby Ĉpk ≥ Cpk, kde Cpk je nějaká stanovená
hodnota. Rozebereme si opět, co to znamená pro výrobńı proces.
Z definice ukazatele Cpk ihned plyne, že splněńı požadavku Ĉpk ≥
Cpk bude platit, když zároveň

USL− x

3σ̂
≥ Cpk,

x− LSL

3σ̂
≥ Cpk

tedy

(?) LSL + 3Cpkσ̂ ≤ x ≤ USL− 3Cpkσ̂,

kde x je celkový aritmetický pr̊uměr ze všech dat, σ̂ je odhad

směrodatné odchylky σ (např. ve tvaru σ̂ = R
d2(n)

). Protože opět

nelze zaručit, aby tato nerovnost platila vždycky, je nutné požadovat
jej́ı splněńı s vysokou pravděpodobnost́ı, např. 95%. Z požadavku
na Cp, obvykle, jak již zmı́něno dř́ıve, aby

Ĉp ≥ Cp

plyne požadavek na odhad směrodatné odchylky σ̂, totiž

σ̂ ≤ USL− LSL

6Cp

= σ0

muśı být splněn s vysokou pravděpodobnost́ı, např. 95%. Protože
stále mlčky předpokládáme, že jakostńı znak, jehož se ukazatele Cp

a Cpk týkaj́ı, lze popsat normálńım rozděleńım, odhady x pro µ
a σ̂ pro σ lze považovat za stochasticky nezávislé. Abychom tedy
zajistili splněńı požadavku (?) na x, jsme nuceni požadovat, aby

LSL + 3Cpkσ0 ≤ x ≤ USL− 3Cpkσ0
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rovněž s vysokou pravděpodobnost́ı, protože s pravděpodobnost́ı
95% bude interval 〈LSL + 3Cpkσ0; USL − 3Cpkσ0〉 obsažen v in-
tervalu 〈LSL + 3Cpkσ̂; USL − 3Cpkσ̂〉. Aritmetický pr̊uměr x má
rozděleńı N(µ, σ2

0, σ
2
0/kn), když budeme uvažovat největš́ı možnou

směrodatnou odchylku σ0 pro sledovaný jakostńı znak. Aby hod-
nota x padla s vysokou pravděpodobnost́ı do intervalu 〈LSL +
3Cpkσ0; USL− 3Cpkσ0〉, pak muśı platit

LSL + 3Cpkσ0 =
σ0 uα/2√

kn
+ µ

USL− 3Cpkσ0 =
σ0 u1−α/2√

kn
+ µ,

kde α je zvolené riziko, uα/2 a u1−α/2 jsou odpov́ıdaj́ıćı kvantily
rozděleńı N(0, 1). Označme

µ− = LSL + σ0

(
3Cpk − uα/2√

kn

)

µ+ = USL− σ0

(
3Cpk − u1−α/2√

kn

)
.

Interval 〈µ−, µ+〉 představuje prostor pro parametr polohy sledo-
vaného jakostńıho znaku, kde se tento může libovolně vyskytovat,
aniž by to s vysokou pravděpodobnost́ı 1−α narušilo požadovanou
nerovnost Ĉpk ≥ Cpk.

Jak pak takový proces regulovat? Klasicky zkonstruované regu-
lačńı diagramy Shewhartova typu jsou pak př́ılǐs úzké, nebot’ regu-
lačńı diagram pro parametr polohy µ vyžaduje, aby tento byl v čase
konstantńı. Zde ale je povoleno, aby µ ∈ 〈µ−, µ+〉 a tato libov̊ule se
muśı promı́tnout i do konstrukce regulačńıch meźı pro aritmetické
pr̊uměry z podskupin, které parametr polohy hĺıdaj́ı. Je nutno ale
uvažovat dvě možnosti konstrukce regulačńıch diagramů: přirozené
a technické regulačńı meze. Přirozené meze jsou poč́ıtány z dat,
technické meze jsou poč́ıtány ze specifikaćı na sledovaný jakostńı
znak. Co se týče přirozených meźı, jejich konstrukce se změńı, nebot’

jsou odvozeny od chováńı dat. Dı́ky tomu, že parametr polohy se
může libovolně měnit v rozmeźı 〈µ−, µ+〉, data pak vykazuj́ı jak
inherentńı variabilitu uvnitř podskupin, tak i variabilitu mezi pod-
skupinami. Tento rys variability se muśı promı́tnout do jejich kon-
strukce a regulačńı meze pro aritmetické pr̊uměry se muśı rozš́ı̌rit
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oproti klasickým regulačńım meźım, které jsou odvozeny pouze
od úrovně inherentńı variability odhadované pouze na základě in-
formace v podskupinách. Tyto meze se nemohou proto vyrovnat
s větš́ı úrovńı variability a jejich použ́ıváńı by vedlo k podstatně
zvýšenému počtu falešných poplach̊u. Co se týče regulačńıch meźı
pro rozpět́ı R, tyto z̊ustávaj́ı beze změny, nebot’ ty hĺıdaj́ı pouze
úroveň inherentńı variability. Konstrukce rozš́ı̌rených meźı může
být založena na odhadu tzv. totálńı směrodatné odchylky, která
nerespektuje rozděleńı dat do podskupin, nebo může být využit
odhad inherentńı variability např. R/d2(n), s/C4(n) a k tomu přidán
odhad variability mezi aritmetickými pr̊uměry podskupin založený
např. na klouzavém rozpět́ı mezi aritmetickými pr̊uměry. Jsou možné
daľśı př́ıstupy, vše zálež́ı na povaze sledovaného procesu a jakostńıho
znaku. Technické meze je nutno taktéž modifikovat, protože para-
metr polohy µ nemuśı být konstantńı v čase. Pro ujasněńı, uvažujme
regulačńı diagram (x,R). Regulačńı meze pro R je nutno nastavit
tak, aby centrálńı př́ımka byla

CL(R) = σ0 · d2(n),

kde n je velikost podskupiny, a horńı a dolńı regulačńı meze muśı
být

LCL(R) = D1(n) σ0,

UCL(R) = D2(n) σ0,

(konstanty d2(n), D1(n) a D2(n) jsou tabelovány).

Pro regulačńı diagram aritmetických pr̊uměr̊u je nutno centrálńı
př́ımku nastavit na ćılovou hodnotu (zde se předpokládá střed to-
lerančńıho rozpět́ı) a regulačńı meze následovně:

LCL(x) = T − A(n) σ0 − µ+ − µ−
2

,

UCL(x) = T + A(n) σ0 +
µ+ + µ−

2
,

T je ćılová hodnota (zde UCL+LCL
2

), A(n) je opět tabelováno.

Takto nastavené technické rozš́ı̌rené meze zajist́ı, aby proces byl
stabilńı s t́ım, že Ĉp ≥ Cp a Ĉpk ≥ Cpk s vysokou pravděpodobnost́ı.
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Př́ıklad: Je vedena regulačńı karta (x,R) pro 25 podskupin o pěti
kusech v každé podskupině. Požadavek na sledovaný jakostńı znak
je: Ĉp ≥ 1, 67 a Ĉpk ≥ 1, 33. Jak se s t́ımto požadavkem vyrovnat?

Zvolme riziko α = 2 %, se kterým zajist́ıme splněńı obou nerov-
nost́ı.

Pro parametr σ to znamená, že jeho odhad σ̂ nesmı́ být s prav-
děpodobnost́ı 98% horš́ı nežli 1 desetina tolerančńıho rozpět́ı USL−
LSL, tedy

σ̂ ≤ USL− LSL

10
= σ0.

Abychom tento požadavek splnili s pravděpodobnost́ı 98%, je nutné
při 25 podskupinách po 5ti kusech dosáhnout požadované úrovně
variability, tedy úrovně směrodatné odchylky σ jakostńıho znaku
tak, aby

1, 67 = Cp
1

1 + β5 u0,98

α5

√
125

= Cp · 0, 9361

α5 = 2, 325, β5 = 0, 864, u0,98 = 2, 054. Z toho plyne, že proces
muśı splňovat požadavek Cp = 1, 7840. Jinými slovy to znamená,
že směrodatná odchylka se muśı téměř 11× vej́ıt do specifikačńıho
rozmeźı, přesně

σ0 =
USL− LSL

10, 704
.

Odtud již snadno zjist́ıme, že pro požadavek Ĉpk ≥ 1, 33 muśı být
s pravděpodobnost́ı 98% parametr polohy µ v intervalu

µ− ≤ µ ≤ µ+

kde

µ− = LSL +
USL− LSL

10, 704

(
3 · 1, 33 + 2, 326 · 1√

125

)
=

= LSL + (USL− LSL) · 0, 3931

µ+ = USL− (USL− LSL) · 0, 3931.

Pro lepš́ı představivost to znamená, že parametr µ se může pohy-
bovat kolem středu specifikačńıho rozmeźı v rozsahu

T ± USL− LSL

2
(1− ω)
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kde ω = 0, 7862 v našem uvažovaném př́ıpadě.

Prověř́ıme na simulovaných datech. Necht’ USL = 10, LSL = 0,
pak T = 5. Požadavek na nejhorš́ı možnou směrodatnou odchylku
σ0 je tedy

σ0
.
=

10

10, 704
.
= 0, 9342.

Krajńı hodnoty pro parametr polohy jsou pak

µ− = 3, 931,

µ+ = 6, 069.

Z vygenerovaných dat byly určeny hodnoty odhad̊u ukazatel̊u Cp a
Cpk:

Ĉp
.
= 1, 84, Ĉpk

.
= 1, 33.

Testováńı zp̊usobilosti a výkonnosti
výrobńıho procesu

Samozřejmě nás zaj́ımá, zdali sledovaný znak jakosti splňuje po-
žadavky na něj kladené a vyjádřené v řeči ukazatel̊u zp̊usobilosti a
výkonnosti. Objevuje se tak otázka, zdali výrobńı proces je zp̊usobilý
či nikoliv.

V řeči matematické statistiky to znamená stanovit hypotézu,
např. že ukazatel Cp je nejméně na úrovni 1,33 proti alternativńı
hypotéze, že tento požadavek neńı splněn. Abychom mohli rozhod-
nout, potřebujeme z procesu odebrat data, ta zpracovat a bud’ hy-
potézu nezamı́tnout či se přiklonit k alternativńı hypotéze. Protože
vždycky máme k dispozici pouze d́ılč́ı informaci, můžeme se do-
pustit chyby. Jeden typ chyby znamená, že hypotézu zamı́tneme,
i když ona plat́ı. Této chybě se ř́ıká chyba 1. druhu a pravděpodob-
nost jej́ıho výskytu se obvykle nazývá riziko chyby 1. druhu a znač́ı
se α. Druhý typ chyby znamená, že naopak hypotéza se nezamı́tá,
i když ona neplat́ı. Jedná se o chybu 2. druhu a odpov́ıdaj́ıćı riziko
se znač́ı β. Bohužel obecně nelze navrhnout takový postup, aby obě
chyby byly minimálńı. Postupuje se tak, že se a priori zvoĺı horńı
úroveň pro riziko 1. druhu, tzv. hladina významnosti a hledá se
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takový postup, který dává přijatelné riziko 2. druhu β, neboli co
největš́ı hodnotu 1−β, což je pravděpodobnost zamı́tnut́ı hypotézy,
pokud neplat́ı (tzv. śıla testu).

Test je založen na konstrukci statistických pokryvných interval̊u
pro odhady ukazatel̊u zp̊usobilosti či výkonnosti. Pokud bude platit
hypotéza, že Cp ≥ C0 (např. C0 = 1, 33), pak statistický pokryvný

interval pro odhad Ĉp má dolńı hranici ve tvaru

Ĉp ≥ Cp(
1 + βnu1−α

αn

√
k

) ,

pokud odhadujeme Cp pomoćı σ̂R. Analogicky vypadá dolńı hranice
pro σ̂S či σ̂I :

Ĉp ≥ Cp

1 + bn−1 u1−α

an−1

√
k

,

resp.

Ĉp ≥ Cp ·
√√√√ k(n− 1)

χ2
1−α(k(n− 1))

,

kde u1−α je př́ıslušný kvantil rozděleńı N(0, 1), χ2
1−α(k(n − 1)) je

kvantil χ2-rozděleńı o k(n − 1) stupńıch volnosti. Všechny hranice
maj́ı stejný tvar v̊uči hodnotě ukazatele Cp, č́ım je Cp menš́ı, t́ım
je nižš́ı i dolńı hranice statistického pokryvného intervalu. Nejnižš́ı
hranice je tedy pro Cp = C0. Pokud tedy odhad Ĉp bude větš́ı
nežli dolńı hranice s Cp = C0, nemáme d̊uvod zamı́tat zp̊usobilost

procesu. Pokud hodnota odhadu Ĉp bude pod dolńı hranićı, pak
hypotézu o zp̊usobilosti zamı́táme.

Použit́ı testu ukážeme na př́ıkladu. Máme 25 podskupin pro
pěti kusech, požadujeme, aby Cp ≥ 1, 33, riziko 1. druhu zvoĺıme
α = 0, 05. Pak při odhadu založeném na σ̂R máme dolńı hranici pro
Ĉp pro nezamı́tnut́ı hypotézy

Ĉp ≥ 1, 33

1 + 0,864·1,64

2,326·√25

= 1, 1856.

Pokud tedy odhad Ĉp bude minimálně roven 1,1856, neńı d̊uvod
pochybovat o zp̊usobilosti výrobńıho procesu. Obdobný výsledek
se źıská při použit́ı odhad̊u směrodatných odchylek σ̂S a σ̂I .
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V daľśım kroku budeme testovat chováńı jakostńıho znaku z po-
hledu ukazatele Cpk. Postup je analogický jako u ukazatele Cp.
Máme hypotézu, že Cpk ≥ C1, kde hodnota C1 je stanovena. Alter-
nativńı hypotéza je pak Cpk < C1, což označ́ı nevyhovuj́ıćı stav pro-
cesu. Test je opět založen na dolńı hranici pokryvného intervalu pro
odhad Ĉpk. Zde použijeme téže aproximace pro všechny tři př́ıpady
odhad̊u směrodatné odchylky, protože implicitńı vyjádřeńı hustot
rozděleńı pravděpodobnosti odhad̊u Ĉpk je nepoužitelné. Hypotéza

o zp̊usobilosti se nezamı́tne, když odhad Ĉpk splňuje nerovnost

Ĉpk ≥ C1(
1 + u1−α√

2k(n−1)

) .

Pokud hodnota Ĉpk bude menš́ı, pak hypotéza o zp̊usobilosti se
zamı́tá na hladině významnosti α.

Pro ilustraci opět př́ıklad. Z 25ti podskupin o rozsahu n = 5
byl vypočten odhad x = 22, 1 a směrodatná odchylka σ̂I = 0, 11.
Pak v̊uči specifikaci LSL = 21, 5 a USL = 22, 5 máme odhad Ĉpk =
1, 212. Požadavek je, aby Cpk ≥ 1, 20, tedy C1 = 1, 20. Bude proces
zp̊usobilý či nikoliv? Dolńı hranice při hladině α = 0, 05 je rovna

C1(
1 + u1−α√

2k(n−1)

) =
1, 20

1 + 1,64√
200

.
= 1, 0753.

To znamená, že nemáme d̊uvod zamı́tnout zp̊usobilost procesu v̊uči
ukazateli Cpk na hladině významnosti 0,05.

Pokud jde o výkonnost procesu, postup je zcela analogický.
Odhad ukazatele Pp je založen na odhadu totálńı směrodatné od-
chylky a za předpokladu, že data bez ohledu na děleńı do podskupin
lze považovat za normálně rozdělená, můžeme testovat výkonnost
procesu. Hypotéza je, že Pp ≥ P0. Tato hypotéza se nezamı́tne,

když odhad P̂p bude splňovat nerovnost

P̂p ≥ P0

√√√√ kn− 1

χ2
1−α(kn− 1)

,
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k je počet podskupin o rozsahu n a χ2
(1−α)(kn − 1) je př́ıslušný

kvantil χ2-rozděleńı o kn− 1 stupńıch volnosti.

Je-li zadán požadavek na minimálńı hodnotu ukazatele Ppk (po-
kud má jeho uvažováńı smysl), pak hypotéza, že Ppk ≥ P1 se

nezamı́tne, když odhad P̂pk bude splňovat nerovnost

P̂pk ≥ P1

1 + u1−α√
2(kn−1)

.

5 Vliv počtu dat na odhady Ĉp, Ĉpk

Obecně samozřejmě plat́ı, č́ım v́ıce dat, t́ım lépe odhadneme skuteč-
nost o chováńı sledovaného jakostńıho znaku. Ze vzorc̊u pro konfi-
denčńı intervaly pro ukazatele Cp a Cpk je ihned vidět, č́ım v́ıce dat,
t́ım kratš́ı konfidenčńı interval a t́ım lépe zjist́ıme skutečnou hod-
notu Cp a Cpk. Naopak snižováńım rizika α se konfidenčńı interval
natahuje. Protože obvykle se velikost logické podskupiny neměńı,
lze źıskat lepš́ı informaci jedině větš́ım počtem logických podskupin.
To v sobě ale skrývá jedno nebezpeč́ı. Na odběr větš́ıho počtu pod-
skupin potřebujeme deľśı čas, a t́ım se zvyšuje riziko, že zvládnutý
proces se může dostat pod vliv nějaké vymezitelné př́ıčiny, která
se objevila během odběru podskupin a jej́ım vlivem se změnilo i
chováńı jakostńıho znaku. Z tohoto d̊uvodu by bylo dobré vědět,
jak počet odebraných podskupin ovlivňuje chováńı odhad̊u Ĉp a

Ĉpk.

Samozřejmě se naskýtá ihned otázka, kolik je zapotřeb́ı odebrat
minimálně podskupin, aby bylo možno s předem zadanou prav-
děpodobnost́ı detekovat požadovanou úroveň ukazatele Cp, resp.
Cpk. Požadavek Cp = 1 obvykle znamená nezp̊usobilost procesu,
a my bychom např. chtěli znát, kolik podskupin je nutno ode-
brat, abychom detekovali stav procesu s Cp ≥ 1, 33 (pokud je to
pravda) s pravděpodobnost́ı např. 90%. Máme tedy zadány dvě
hodnoty C0, C1, kde C0 < C1 (výše bylo C0 = 1 a C1 = 1, 33) a
chceme vědět, kolik podskupin muśıme mı́t k dispozici, abychom
s pravděpodobnost́ı 1 − β (výše bylo β = 0, 1) měli šanci deteko-
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vat stav procesu s Cp = C1, pokud tento stav je skutečně reálný.
Vycháźıme tedy z představy, že Cp = C0, ale chceme si být téměř
jisti (s pravděpodobnost́ı 1 − β), že Cp = C1, pokud tomu tak
skutečně je.

V prvńım kroku muśıme představu Cp = C0 vyloučit, což zna-

mená, že odhad ukazatele Ĉp muśı splňovat nerovnost

Ĉp > C0

√√√√ k(n− 1)

χ2
α(k(n− 1))

,

kde k je počet podskupin, n je rozsah podskupiny a χ2
α(k(n − 1))

je kvantil χ2-rozděleńı o k(n − 1) stupńıch volnosti. Odkud tato
nerovnost plyne? Kdyby byla skutečnost taková, že Cp = C0, pak

naměřené hodnoty odhadu ukazatele Ĉp muśı být s pravděpodob-
nost́ı 1− α pod hodnotou

C0

√√√√ k(n− 1)

χ2
α(k(n− 1))

.

(Zde jsme uvažovali použit́ı výběrové směrodatné odchylky σ̂I pro
odhad Cp. Zcela analogicky lze použ́ıt i odhady σ̂R či σ̂S s odpov́ı-
daj́ıćımi hranicemi pro pokryvné intervaly.)

Pokud bude platit, že Cp = C1, pak odhad Ĉp muśı být s prav-
děpodobnost́ı 1− β nad hranićı

Ĉp > C1

√√√√ k(n− 1)

χ2
1−β(k(n− 1))

tzn. že s pravděpodobnost́ı β muśı být

Ĉp ≤ C1

√√√√ k(n− 1)

χ2
1−β(k(n− 1))

.

Porovnáńım obou př́ıpad̊u źıskáváme nerovnost

C1

√√√√ k(n− 1)

χ2
1−β(k(n− 1))

≥ C0

√√√√ k(n− 1)

χ2
α(k(n− 1))

,
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tedy v krajńım př́ıpadě

C1

C0

=

√√√√χ2
1−β(k(n− 1))

χ2
α(k(n− 1))

,

při volbě α = β tak dostáváme přibližný vzorec pro jednoznačně
určený minimálńı počet pozorováńı, která je nutno provést, aby-
chom zajistili s pravděpodobnost́ı 1 − β detekci stavu Cp = C1,
pokud je tento stav reálný.

Postup doplńıme př́ıkladem. Sledovaný jakostńı znak by měl
splňovat požadavek s Cp = 1, 33. My ale chceme detekovat stav
s Cp = 1, 67 s pravděpodobnost́ı 0, 95, pokud se v tomto stavu
chováńı jakostńıho znaku bude nacházet. Kolik pozorováńı muśıme
zajistit, abychom mohli stav s Cp = 1, 67 s takovou pravděpodob-
nost́ı zachytit. Vyjděme z pod́ılu C1/C0, tedy

C1

C0

.
= 1, 26 =

√√√√χ2
0,95(k(n− 1))

χ2
0,05(k(n− 1))

.

Tedy muśıme naj́ıt takový stupeň volnosti N = k(n − 1) pro χ2-
rozděleńı, aby

χ2
0,95(N)

χ2
0,05(N)

.
= 1, 262 .

= 1, 5876.

Odpov́ıdaj́ıćı N je nutno hledat zkusmo, ńıže je uvedena pro zjed-
nodušeńı Tabulka 2. Když zvoĺıme N = 100, pak máme, že

χ2
0,95(100)

χ2
0,05(100)

.
=

124, 34

77, 93
.
= 1, 5955.

Z toho ihned plyne, že např. při n = 5 kus̊u v podskupině je za-
potřeb́ı odebrat nejméně 20 podskupin.

Aby tento stav s C1 = 1, 67 byl s pravděpodobnost́ı 0,95 neza-
mı́tnut, je nutné, aby

Ĉp > C0

√√√√ k(n− 1)

χ2
α(k(n− 1))

.
= 1, 33 ·

√
100

77, 93
.
= 1, 51.

Pokud tedy bude splněna nerovnost Ĉp ≥ 1, 51, pak lze s pravdě-
podobnost́ı 0,95 tvrdit, že proces neńı horš́ı nežli Cp = 1, 67.
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Tabulka 2. Minimálńı počet měřeńı
pro zajǐstěńı požadované pravděpodobnosti detekce.

N α = β = 0, 05 α = β = 0, 01 N α = β = 0, 05 α = β = 0, 01
C1/C0 C1/C0 C1/C0 C1/C0

10 2,24 3,22 90 1,28 1,42
20 1,73 2,17 100 1,26 1,39
30 1,55 1,87 120 1,24 1,35
40 1,46 1,71 140 1,22 1,32
50 1,40 1,61 160 1,20 1,30
60 1,36 1,54 180 1,19 1,28
70 1,33 1,49 200 1,17 1,26
80 1,30 1,45

Jak tabulku použ́ıvat?

Potřebujeme zjistit, kolik měřeńı minimálně muśıme udělat, aby-
chom detekovali proces s Cp = 1, 33 na úrovni 1 − β = 0, 99, když
na úrovni Cp = 1 je považován za nezp̊usobilý. Jedná se tedy o po-
tvrzeńı zp̊usobilosti na úrovni Cp = 1, 33, pokud samozřejmě tato
je realitou.

Zde máme C0 = 1, C1 = 1, 33, pak C1/C0 = 1, 33 a v tabulce
pro α = β = 0, 01 najdeme, že odpov́ıdaj́ıćı počet měřeńı by měl
být asi 140. Pokud bychom riziko zvětšili na α = β = 0, 05, pak by
stačilo 70 pozorováńı. Pak zp̊usobilost procesu na úrovni Cp = 1, 33
bude s pravděpodobnost́ı 0,99 potvrzena, když

Ĉp > C0

√√√√ 140

χ2
0,01(140)

.
= 1, 1605.

Jestliže bychom zvolili rizika α = β = 0, 05, pak zp̊usobilost procesu
bude potvrzena s pravděpodobnost́ı 0,95, když

Ĉp > C0

√√√√ 70

χ2
0,05(70)

.
= 1, 1632.

Z toho je vidět, že volba rizik α, β př́ılǐs hranici pro přijet́ı
zp̊usobilosti na základě odhadu Ĉp neovlivňuje.
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Pokud bychom pro konstrukci odhadu Ĉp použili odhady smě-
rodatné odchylky σ̂R či σ̂S, situace se změńı pouze nepatrně a lze
i v těchto př́ıpadech použ́ıt Tabulku 2.

Co se týče ukazatele Cpk, je situace vzhledem ke komplikovaným
tvar̊um hustoty rozděleńı pravděpodobnosti jejich odhad̊u daleko
složitěǰśı. Pro praktické použit́ı lze doporučit, že minimálńı počet
měřeńı nutný pro rozhodnut́ı týkaj́ıćı se ukazatele Cp rozhodně ne-
bude větš́ı nežli v př́ıpadě rozhodováńı týkaj́ıćı se ukazatele Cpk.

Když vyjdeme ze vzorc̊u pro konfidenčńı intervaly pro ukazatele
Cpk, tj.

Ĉpk


1 +

uα√
2k(n− 1)


 < Cpk < Ĉpk


1 +

u1−α√
2k(n− 1)




a budeme postupovat stejně jako u ukazatele Cp, dojdeme k přibliž-
nému minimálńımu počtu N měřeńı, který bude zajǐst’ovat detekci
stavu procesu s Cpk = C1 na hladině pravděpodobnosti 1−β, pokud

je pravdivou, když odhad Ĉpk bude splňovat nerovnost (Cpk = C0

je předpokládaný stav),

Ĉpk > C0
1(

1 + uα√
2k(n−1)

) ,

totiž

N = k(n− 1)
.
=

1

2

[
(C0 + C1) u1−α

C1 − C0

]2

.

Pro α = 0, 05 a C0 = 1, C1 = 1, 33 nám tento vzorec dává hodnotu
N

.
= 67, což je ve velice dobré shodě s hodnotou pro Cp z Tabulky 2.

6 Vyhodnocováńı zp̊usobilosti

a výkonnosti s nenormálně

rozdělenými daty

Doposud bylo stále předpokládáno, že źıskaná data pro odhady
ukazatel̊u Cp, Cpk, Pp a Ppk lze popsat normálńım rozděleńım, pro-
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tože vzorce pro tyto ukazatele jsou založeny na předpokladu nor-
mality. V praxi se ale můžeme setkat se souborem dat, který nelze
popsat normálńım rozděleńım, testy dobré shody toto rozděleńı vy-
louč́ı. Co dělat v takovém př́ıpadě?

Rozhodně se nevyplat́ı ignorovat předpoklad normality a for-
málně spoč́ıtat odhady ukazatel̊u zp̊usobilosti či výkonnosti jakoby
data byla normálně rozložena.

V některých př́ıpadech se z r̊uzných d̊uvod̊u, např. fyzikálńı pod-
stata věci, nedá sledovaný jakostńı znak normálńım rozděleńım po-
psat. Často se jedná o ovalitu, házivost, kolmost, rovinnost, velikost
úhlu apod., kde nelze normálńı rozděleńı použ́ıt. Zde lze apliko-
vat často jiné modely, jako např. logaritmicko-normálńı rozděleńı,
Weibullovo rozděleńı, překlopené normálńı rozděleńı apod. Je ale
nutné si ověřit, že onen daný typ rozděleńı pravděpodobnosti se
u tohoto jakostńıho znaku objevuje stále, je prostě charakteristickým
rysem jeho chováńı.

Předpokládejme tedy, že jakostńı znak lze popsat rozděleńım
pravděpodobnosti s jistou hustotou pravděpodobnosti. Jak pak defi-
novat odpov́ıdaj́ıćı Cp, Cpk, Pp a Ppk? Nejdř́ıve se ujasńıme, že v př́ı-
padě nenormálně rozdělených dat ukazatele Cp a Cpk ztrácej́ı smysl.
Je to zp̊usobeno t́ım, že tyto ukazatele využ́ıvaj́ı směrodatnou od-
chylku inherentńı variability. I když data budou sb́ırána ve formě
podskupin, odhady směrodatné odchylky v rámci podskupin založe-
né na R či s ztrácej́ı u nenormálńıch rozděleńı smysl, protože směro-
datná odchylka u těchto nenormálńıch rozděleńı nemá tu vlastnost
jako směrodatná odchylka u normálńıho rozděleńı N(µ, σ2), totiž, že
inteval 〈µ− 3σ, µ + 3σ〉, tedy délky 6σ pokrývá hodnoty normálně
rozdělené náhodné veličiny s pravděpodobnost́ı 0,9973. Tento in-
terval muśı být u nenormálńıch rozděleńı nahrazen něč́ım jiným.
Zde se nab́ıźı tzv. kvantilové rozpět́ı q(0, 9987) − q(0, 00135), kde
q(0, 9987) je horńı kvantil a q(0, 00135) je dolńı kvantil odvozený od
hustoty rozděleńı pravděpodobnosti. Pak ukazatel výkonnosti Pp je
definován jako

Pp =
USL− LSL

q(0, 9987)− q(0, 00135)
,

protože toto kvantilové rozpět́ı pokrývá hodnoty jakostńıho znaku
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popsatelného pomoćı hustoty s pravděpodobnost́ı 0,9973 a má vlast-
ně stejnou vlastnost jako 6σ u normálńıho rozděleńı.

Ukazatel Ppk je definován pomoćı mediánu, což je zobecněńı
zahrnuj́ıćı v sobě i př́ıpad normálńıho rozděleńı.

Ppk = min

(
USL−Me

q(0, 9987)−Me
,

Me− LSL

Me− q(0, 00135)

)
.

Při odhadováńı těchto ukazatel̊u na základě sebraných dat se ale
potýkáme s velkým problémem, a to źıskáńı odhad̊u pro kvantilové
rozpět́ı. Jednak muśıme ignorovat uspořádáńı dat do podskupin,
protože je potřebujeme uspořádat podle velikosti pro źıskáńı odhad̊u
výše zmı́něných kvantil̊u a odhadu mediánu, ale hlavně ony kvan-
tily odpov́ıdaj́ı bud’ hodně velké pravděpodobnosti či hodně malé a
odhady těchto kvantil̊u budou velice nestabilńı. Sch̊udněǰśı cesta je
nejdř́ıve z dat odhadnout parametry hustoty a teprve potom udělat
odhady oněch kvantil̊u, což mnohé statistické softwary umožňuj́ı.

Daľśı doporučeńı vycháźı z možnosti vhodné transformace p̊u-
vodńıch dat na nová data již normálně rozdělená. Současně se pro-
vede i transformace specifikačńıch meźı a výkonnost procesu se vy-
hodnocuje pomoćı nových dat a tvar̊u ukazatel̊u založených na nor-
malitě. Ani v tomto př́ıpadě nemaj́ı smysl ukazatele zp̊usobilosti
Cp a Cpk, protože transformaćı dat se obvykle naruš́ı zachováńı
shodnosti úrovně inherentńı variability uvnitř podskupin, která je
zaručena zvládnut́ım procesu, jeho stabilitou. Transformace, které
se v praxi nejčastěji použ́ıvaj́ı (Box–Coxova transformace, John-
sonova tř́ıda transformaćı, Pearsonovy křivky) jsou silně nelineárńı.
Hodnoceńı zp̊usobilosti na základě podskupin by mělo smysl jedině
tehdy, kdyby transformované podskupiny opět vykazovaly rovnost
úrovně variability, což je možné ověřit aplikaćı některých z test̊u na
rovnost rozptyl̊u, jako je např. Bartlett̊uv či Levene̊uv test. Tento
př́ıpad přicháźı v úvahu obecně snad pouze u Box–Coxovy trans-
formace, která je poměrně jednoduchá:

T (x) =
xα − 1

α
pro α ∈ (−5; 5), α 6= 0

T (x) = ln x pro α = 0.

Může ale nastat situace, že vhodná transformace neńı nalezena a
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data odolávaj́ı normalitě dále. Pak nejsṕı̌se data byla sebrána z r̊uz-
ných zdroj̊u či při měńıćıch se podmı́nkách v procesu nebo byla
nějak upravována či cenzorována. Př́ıtomnost r̊uzných zdroj̊u či
měńıćıch se podmı́nek vede obvykle ke směśım normálńıch rozděleńı,
které mohou či nemuśı být rozložitelné na jednotlivé podsoubory
dat, které lze již normálńım rozděleńım popsat. Jedná se o tzv.
stratifikaci dat. Obvykle se tato stratifikace dat provád́ı podle r̊uz-
ných př́ıznak̊u, které vykazuje výrobńı proces. Tato situace nejčastě-
ji nastává u výrobńıch proces̊u, na které p̊usob́ı r̊uzné vymezitelné,
tedy identifikovatelné př́ıčiny, které nelze či neumı́me z procesu
odstranit (např. variabilita vstupńıho materiálu, vliv prostřed́ı,
opotřebováńı nástroje apod.). V těchto př́ıpadech je nutno po-
stupovat velice opatrně, doporučuje se spolupráce se statistikem a
navržený postup by měl být projednán samozřejmě s odběratelem.

7 Hustoty pro Ĉp, Ĉpk, P̂p a P̂pk

Ukazatel zp̊usobilosti Cp vyjadřuje potencionálńı výkon procesu,
pokud by tento byl přesně centrován, tj. parametr µ sledovaného
jakostńıho znaku je roven prostředku tolerančńıho rozmeźı. Para-
metr σ stoj́ıćı ve jmenovateli zlomku definuj́ıćıho hodnotu ukaza-
tele Cp, se týká tzv. inherentńı variability procesu vztahuj́ıćı se ke
koĺısáńı jakostńıho znaku od jednoho výrobku k druhému v rámci
logické podskupiny. Lze tedy tuto úroveň variability chápat jako
úroveň okamžité variability v okamžiku odběru logické podskupiny,
která je vyvolána pouze náhodnými př́ıčinami. Tato hodnota para-
metru σ je v praxi odhadována jednou ze tř́ı možnost́ı:

a) σ̂ =
R

d2(n)
, b) σ̂ =

s

C4(n)
,

c) σ̂ =

√√√√√ 1

k(n− 1)

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij − xi)2

kde R je pr̊uměrné rozpět́ı, s je pr̊uměrná směrodatná odchylka
a př́ıpad c) je tzv. sdružená směrodatná odchylka (pooled stan-
dard deviation). Č́ıslo k je počet logických podskupin, č́ıslo n je
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rozsah v podskupině. Zde je nutno uvažovat n > 1. Př́ıpad n = 1 je
zcela specifický a řeš́ı se obvykle uměle vytvořenými podskupinami
rozsahu 2 pomoćı klouzavého rozpět́ı (tedy př́ıpad pro n = 2).

Z uvedených vzorc̊u pro možné odhady inherentńı variability je
vidět, že skutečně je využita variabilita pouze uvnitř podskupin.
To znamená, že pro źıskáńı spolehlivého odhadu pro parametr σ
neńı nutné, aby sledovaný proces byl zvládnut z hlediska para-
metru polohy sledovaného jakostńıho znaku, ale byl zvládnut, tedy
stabilńı, vzhledem k úrovni variability uvnitř podskupin, což lze
pohĺıdat regulačńımi diagramy pro výběrové rozpět́ı R či výběrovou
směrodatnou odchylku s.

Protože velikost n logické podskupiny lze očekávat poměrně
malou (obvykle n

.
= 4; 5), pak předpoklad normality kladený na

chováńı jakostńıho znaku uvnitř podskupiny lze považovat z prak-
tického hlediska za téměř vždy splnitelný, pokud nebudou v rámci
podskupin podezřele odlehlé hodnoty. Pro spolehlivý odhad ukaza-
tele Cp lze totiž předpokládat, že každá podskupina je vlastně ná-
hodný výběr z rozděleńı N(µi, σ

2), kde parametr µi se může libo-
volně měnit v čase. Stabilitu v parametru σ lze též ověřovat F -
testem či jiným testem pro rovnost rozptyl̊u (např. Levene̊uv test).

Je zřejmé, že odhad Ĉp = USL−LSL
6σ̂

je náhodná veličina, která má
rozděleńı pravděpodobnosti závislé na volbě odhadu σ̂. Odvod́ıme
jednotlivé hustoty rozděleńı pravděpodobnosti pro všechny tři př́ı-
pady volby odhadu σ̂. (P{·}) znač́ı pravděpodobnost náhodného
jevu popsaného uvnitř závorek)

Odhad založený na σ̂ = R
d2(n)

vycháźı z chováńı pr̊uměrného

rozpět́ı R, které má rozděleńı pravděpodobnosti aproximovatelné
vztahem se standardńım normálńım rozděleńım N(0, 1), totiž

R− αnσ

βnσ

√
k ∼ N(0, 1),

kde αn, βn jsou konstanty závislé na velikosti podskupiny a jejich
hodnoty pro n = 2− 20 uvád́ı Tabulka 1.

Na základě tohoto faktu již snadno odvod́ıme aproximaci pro
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hustotu rozděleńı pro odhad Ĉp:

P

{
Ĉp

Cp

> λ

}
= P

{
σ

σ̂
> λ

}
= P

{
R

σ
>

αn

λ

}
=

= P

{(
R

σ
− αn

) √
k

βn

< αn

(
1

λ
− 1

) √
k

βn

}
.
= Φ

(
αn

(
1

λ
− 1

) √
k

βn

)
,

když Φ(·) je distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1). Pak tedy

P

{
Ĉp

Cp

< x

}
.
= 1− Φ

(
αn

(
1

x
− 1

) √
k

βn

)

pro x > 0. Pro x ≤ 0 polož́ıme tuto pravděpodobnost rovnu nule. Po
derivováńı výše uvedeného vztahu źıskáme vzorce pro aproximaci
hustoty pravděpodobnosti pro pod́ıl Ĉp/Cp:

f(x)
.
=

1√
2π

e
k
2

α2
n

β2
n

(
1

x
− 1

)2 αn

√
k

x2βn

pro x > 0. Jinak je f(x) = 0.

Výše uvedené vztahy lze snadno využ́ıt pro źıskáńı aproxima-
tivńıch konfidenčńıch interval̊u pro hodnotu ukazatele Cp a rovněž

tak pro aproximativńı pokryvné intervaly pro hodhoty odhadu Ĉp.
Necht’ α je zvolené riziko, 1−α je pak úroveň konfidence. Pak kon-
fidenčńı interval pro ukazatele Cp lze aproximovat intervalem tvaru

Ĉp

(
1 +

βn uα/2

αn

√
k

)
< Cp < Ĉp

(
1 +

βn u1−α/2

αn

√
k

)
,

kde uα/2 a u1−α/2 jsou př́ıslušné kvantily rozděleńı N(0, 1).

Naopak statistický pokryvný interval pro hodnoty odhadu Ĉp

lze aproximovat intervalem tvaru

Cp
1

1 +
βn u1−α/2

αn

√
k

< Ĉp < Cp
1

1 +
βn uα/2

αn

√
k

.

Tvrzeńı vyplývaj́ıćı z uvedených vztah̊u a plat́ıćı s mı́rou konfi-
dence 1−α lze doložit následuj́ıćımi př́ıklady. Necht’ n = 5, k = 25
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Obr. 8. Hustota odhadu Ĉp pro k = 25, n = 4 a Cp = 1, 33
založená na σ̂R.

a α = 0, 05. Pak lze s pravděpodobnost́ı 0, 95 tvrdit, že bude-li
např. Ĉp = 1, 45, pak skutečná hodnota ukazatele Cp se může po-
hybovat v rozmeźı 1, 22 < Cp < 1, 68. Naopak, bude-li Cp = 1, 33,
pak za stejného počtu dat a jejich rozděleńı do 25 podskupin jsou
hodnoty odhadu ukazatele Ĉp v intervalu 1, 1454 < Ĉp < 1, 5308
s pravděpodobnost́ı 0,95. Tento fakt je nutno mı́t na paměti. Zna-
mená totiž tu skutečnost, že, je-li sledovaný jakostńı znak na úrovni
Cp = 1, 33, což odpov́ıdá hodnotě 64 ppm, pak přesto může odhad

Ĉp této hodnoty být horš́ı nežli Cp = 1, 33, aniž by to znamenalo
zhoršeńı výkonu výrobńıho procesu. Naopak z konfidenčńıho inter-
valu pro skutečnou hodnotu ukazatele Cp v našem př́ıkladu vyplývá,

že i když odhad Ĉp je roven 1, 45, což je rozhodně větš́ı nežli hod-
nota Cp = 1, 33, že proces má výkon na úrovni Cp = 1, 33. Faktem
je, že proces ve skutečnosti nemá horš́ı Cp, nežli je dolńı hranice
konfidenčńıho intervalu, což je zde přibližně 1,22.
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Jestliže budeme použ́ıvat odhad σ̂ = s/C4(n), pak situace je ob-
dobná předchoźı s odhadem založeném na R. Necht’ si je výběrová
směrodatná odchylka z i-té podskupiny o rozsahu n. Za předpokladu,
že jakostńı znak lze popsat normálńım rozděleńım, má veličina
s2

i (n − 1)/σ2 χ2-rozděleńı o (n − 1) stupńıch volnosti. Pak tedy

veličina si
√

n−1
σ

má χ1-rozděleńı o (n− 1) stupńıch volnosti, a plat́ı
pro středńı hodnotu a rozptyl

E{si} = an−1 σ

D{si} = b2
n−1 σ2,

kde

an−1 =

√
2

n− 1

Γ
(

n
2

)

Γ
(

n−1
2

) .
=

√
1− 1

2(n− 1)

b2
n−1 = 1− a2

n−1
.
=

1

2(n− 1)
.

Protože s je aritmetický pr̊uměr z s1, s2, . . . , sk, pak na základě
centrálńı limitńı věty lze tvrdit, že pro k dostatečně velká (k ≥ 20)
lze rozděleńı náhodné veličiny s aproximovat normálńım rozděleńım,
se středńı hodnotou an−1σ a rozptylem b2

n−1σ
2/k. Na základě těchto

fakt̊u lze pak odvodit distribučńı funkci pro pod́ıl Ĉp/Cp v př́ıpadě
odhadu σ̂ = s/C4(n). Plat́ı

P

{
Ĉp

Cp

< x

}
= P

{
an−1

x
≤ s

σ

}
.
= 1− Φ

(
an−1

√
k

bn−1

(
1

x
− 1

))
,

kde opět Φ(·) je distribuce N(0, 1). Derivováńım v̊uči x lze źıskat

analytický tvar přibližné hustoty pro pod́ıl Ĉp/Cp:

g(x) =
1√
2π

exp

{
a2

n−1

2b2
n−1

(
1

x
− 1

)2
}

an−1

bn−1

√
k

1

x2

pro x > 0. Pro x ≤ 0 polož́ıme g(x)=0.

Na základě tvaru pro distribučńı funkci pro pod́ıl Ĉp/Cp lze
odvodit zcela analogicky jako v př́ıpadě odhadu σ̂ = R/d2(n) kon-
fidenčńı interval pro skutečnou hodnotu ukazatele Cp a statistický
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pokryvný interval pro hodnoty odhadu Ĉp. Konfidenčńı interval pro
Cp má tvar

Ĉp

(
1 +

bn−1 uα/2

an−1

√
k

)
< Cp < Ĉp

(
1 +

bn−1 u1−α/2

an−1

√
k

)

a statistický pokryvný interval pro Ĉp má tvar

Cp
1

1 +
bn−1 u1−α/2

an−1

√
k

< Ĉp < Cp
1

1 +
bn−1 uα/2

an−1

√
k

na hladině konfidence 1− α.

Pro porovnáńı spoč́ıtáme konfidenčńı interval a pokryvný sta-
tistický interval na základě stejných údaj̊u jako u odhadu σ̂ =
R/d2(n). Při hodnotě Ĉp = 1, 45, n = 5 a k = 25 spočteme ko-
eficienty an−1, bn−1:

an−1 =

√
1

2

Γ(5/2)

Γ(2)
.
=

1√
2

Γ(5/2)
.
= 0, 94

b2
n−1 = 1− a2

n−1
.
= 0, 1164 ⇒ bn−1 = 0, 3412.

Odtud konfidenčńı interval s úrovńı konfidence 95% je

1, 2216 < Cp < 1, 6784,

a statistický pokryvný interval pro hodnoty odhadu Ĉp je

0, 8639 Cp < Ĉp < 1, 1869 Cp,

tedy při Cp = 1, 33 je

1, 1490 < Ĉp < 1, 5785.

Při srovnáńı s výsledky založenými na odhadu σ̂ = R/d2(5)
je vidět, že intervaly se od sebe př́ılǐs nelǐśı, ani v př́ıpadě konfi-
denčńıch nebo pokryvných interval̊u.
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V třet́ım př́ıpadě odhadu Ĉp založeném na sdružené směrodatné
odchylce je situace odlǐsná, nebot’ zde lze založit odvozené odpov́ı-
daj́ıćı hustoty pravděpodobnosti odhadu Ĉp př́ımo na χ2-distribuci.
Z tvaru sdružené směrodatné odchylky ihned plyne, že veličina

(σ̂)2 k(n− 1)

σ2
=

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij − xi)
2

ná za předpokladu normality a nezávislosti v podskupinách χ2-
rozděleńı o k(n − 1) stupńıch volnosti. Odtud již snadno plyne,
že

P

{
Ĉp

Cp

< x

}
= P

{
χ2(k(n− 1)) <

k(n− 1)

x2
,

}

kde χ2(k(n− 1)) je veličina maj́ıćı χ2-rozděleńı o k(n− 1) stupńıch
volnosti. Označme q = k(n− 1). Pak lze hustotu rozděleńı pravdě-

podobnosti pro veličinu Ĉp/Cp napsat ve tvaru

h(x) =
Cq

p qq/2

2q/2−1Γ(q/2)
exp

{
−C2

pq

2x2

}
1

xq+1
.

Co se týče vlastnost́ı odhadu Ĉp, lze v tomto př́ıpadě sdružené
směrodatné odchylky dokázat, že

E{Ĉp} = Cp

√
q

2

Γ
(

q−1
2

)

Γ
(

q
2

)

a

D{Ĉp} = C2
p


1 +

2

q − 2
−

q
2

Γ2
(

q
2

) Γ2

( q
2
− 1

2

)
 .

Z tohoto plyne, že jednak odhad Ĉp je asymptoticky nestranný,
nebot’ z vlastnosti Γ-funkce

lim
n→∞

Γ
(

n−1
2

)

Γ(n)

√
n = 1

vyplývá, že
lim
q→∞E{Ĉp} = Cp,
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a jednak, že
lim
q→∞D{Ĉp} = 0.

Z toho plyne, že odhad Ĉp je i konzistentńım odhadem parametru
Cp. U předchoźıch odhad̊u založených na R či s situace s vlast-

nostmi př́ıslušných odhad̊u Ĉp neńı tak zřejmá, protože striktně

vzato u těchto odhad̊u neexistuj́ı středńı hodnoty pro Ĉp. Aby
s → ∞ samozřejmě stač́ı zvyšovat počet uvažovaných podskupin,
tedy k →∞ při pevném rozsahu podskupiny n.

Konfidenčńı interval pro skutečnou hodnotu ukazatele Cp má
tvar založený na kvantilech χ2-rozděleńı, totiž

Ĉp

√√√√χ2
α/2(k(n− 1))

k(n− 1)
< Cp < Ĉp

√√√√χ2
1−α/2(k(n− 1))

k(n− 1)
.

Pokryvný statistický interval pro hodnoty odhadu Ĉp lze vyjádřit
obdobně jako

Cp

√√√√ k(n− 1)

χ2
1−α/2(k(n− 1))

< Ĉp < Cp

√√√√ k(n− 1)

χ2
α/2(k(n− 1))

.

Zde χ2
α/2(k(n − 1)) a χ2

1−α/2(k(n − 1)) jsou př́ıslušné kvantily χ2

rozděleńı o k(n− 1) stupńıch volnosti.

Srovnejme opět pomoćı př́ıkladu konkrétńı tvar těchto interval̊u
s předchoźımi výsledky. Tedy máme Ĉp = 1, 45, n = 5, k = 25. Pak
při α = 0, 05 je

χ2
0,025(100) = 71, 82, χ2

0,975(100) = 129, 56,

tedy konfidenčńı interval na úrovni konfidence 0,95 je

1, 23 < Cp < 1, 65.

Analogicky statistický pokryvný interval pro hodnoty Ĉp má se
stejnou úrovńı konfidence při Cp = 1, 33 tvar

1, 17 < Ĉp < 1, 57.
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Obr. 9. Hustota odhadu Ĉp pro k = 25, n = 4 a Cp = 1, 33
založená na “pooled standard deviation” σ̂I .

Opět je vidět, že źıskané intervaly jsou srovnatelné s předchoźımi
výsledky týkaj́ıćı se odhad̊u Ĉp založených na R či s.

Odvozeńı hustot rozděleńı pravděpodobnosti pro odhady ukaza-
tel̊u zp̊usobilosti Cp a Cpk silně závisej́ı na volbě odhadu směrodatné
odchylky σ normálńıho rozděleńı N(µ, σ2), protože vzorce pro ukaza-
tele Cp a Cpk vycházej́ı z předpokladu, že sledovaný jakostńı znak
spojitého charakteru lze popsat normálńım rozděleńım. Abychom
mohli tyto ukazatele odhadnout a porovnat s požadovanými hod-
notami pro Cp a Cpk (např. z technické dokumentace či na základě
požadavk̊u zákazńıka), je nutné mı́t výrobńı proces pod kontrolou,
tzn. parametry µ a σ normálńıho rozděleńı by měly být konstantńı
v čase. Takovému stavu výrobńıho procesu ř́ıkáme, že je proces sta-
tisticky zvládnutý neboli pod kontrolou. Tento stav lze dosáhnout
pouze tehdy, když na proces p̊usob́ı pouze náhodné př́ıčiny. Pokud
by na proces p̊usobila nějaká speciálńı př́ıčina, kterou nelze z pro-
cesu odstranit (např. opotřebováńı nástroje, vliv vstupńıho ma-
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teriálu), pak je nutno obvykle hodnotit zp̊usobilost procesu jinak a
nepouž́ıvat výše zmı́něné ukazatele Cp a Cpk.

Abychom dostali proces pod kontrolu, nejlepš́ım nástrojem jsou
klasické regulačńı diagramy (x, R), (x, s), (Med, R), (xi, MR). Od-
hady ukazatel̊u Cp a Cpk vycházej́ı ze vzorc̊u pro Cp a Cpk, totiž

Cp =
USL− LSL

6σ
, Ĉp =

USL− LSL

6σ̂

Cpk = min
(

µ− LSL

3σ
,

USL− µ

3σ

)
, Ĉpk =

(
µ̂− LSL

3σ̂
,

USL− µ̂

3σ̂

)
,

kde µ̂ je obvykle aritmetický pr̊uměr ze všech dat organizovaných
v podskupinách, σ̂ je vhodný odhad pro parametr σ obvykle úzce
souvisej́ıćı s použitým typem regulačńıho diagramu.

Právě proto, aby odhady x a σ̂ byly věrohodné, je nutné mı́t
proces ve statisticky zvládnutém, tedy stabilńım stavu. Je nutné si
uvědomit, že odhady x a σ̂ spoč́ıtáme vždy z jakýchkoliv dat, ale
informace v nich obsažená se nemuśı vztahovat na hodnoty para-
metr̊u µ a σ, a t́ım pádem odhady Ĉp a Ĉpk pak de facto nic neř́ıkaj́ı
o zp̊usobilosti procesu, tedy o mı́̌re neshodných produkt̊u procesem
produkovaných. Aby hodnota odhadu Ĉp a Ĉpk vyjadřovala realitu
procesu, je právě nutné se přesvědčit, že navržená data lze popsat
normálńım rozděleńım a proces je stabilńı.

Budeme předpokládat, že data z procesu jsou źıskávána ve formě
podskupin o rozsahu n, kde n ≥ 2. Př́ıpad individálńıch hodnot, tj.
n = 1, bude řešen jako zvláštńı př́ıpad.

Parametr σ lze odhadnout třemi zp̊usoby:

a) σ̂ =
R

d2(n)
, b) σ̂ =

s

C4(n)
,

c) σ̂ =


 1

k(n− 1)

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij − xi)
2




1/2

,

když

R =
1

k

k∑

i=1

Ri, s =
1

k

k∑

i=1

si,
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přičemž xij je j-té pozorováńı (j = 1, 2, . . . , n) v i-té podskupině
(i = 1, 2, . . . , k),

R = max
j

xij −min
j

xij,

si =


 1

n− 1

n∑

j=1

(xij − xi)
2




1/2

, xi =
1

n

n∑

j=1

xij.

Pro odhad ukazatele Cpk potřebujeme ještě odhad parametru µ,
který je nejčastěji ve formě

µ̂ = x =
1

kn

k∑

j=1

n∑

i=1

xij.

Co se týče ukazatele Cpk, je nutno si uvědomit, že ze vzorce Cpk =
min(CpkU , CpkL), kde

CpkU =
USL− µ

3σ
CpkL =

µ− LSL

3σ
,

ihned plyne, že Cpk = Cp právě tehdy, když µ = T = USL+LSL
2

, jinak
je vždy Cpk < Cp a dále, že Cpk = CpkU právě tehdy, když µ > T a
Cpk = CpkL právě tehdy, když µ < T . Pokud tedy je dán požadavek,
že Cpk = Cp, pak to znamená požadavek na centrovanost procesu
v̊uči tolerančńımu rozmeźı. Pokud bude požadavek slabš́ı, tj. Cpk <
Cp, pak neńı jednoznačně určeno, kde má být parametr polohy µ
umı́stěn v 〈LSL, USL〉, zda-li nalevo od T či napravo od T . Pokud
tedy bude µ < T , pak stač́ı sledovat CpkL, pro µ > T se jedná
o CpkU .

Obdobná situace je i v př́ıpadě odhad̊u Ĉp a Ĉpk. Je zřejmé,

že Ĉp = Ĉpk s pravděpodobnost́ı 0 a s pravděpodobnost́ı 1 je pak

Ĉpk < Ĉp při stejném použit́ı odhadu σ̂ pro směrodatnou odchylku

σ. Jestliže bude x < T , pak Ĉpk = ĈpkL a pro x > T je Ĉpk = ĈpkU .
Čili podstatným náhodným jevem je {x < T}, resp. {x > T}.Toto
lze zapsat následovně ve formě podmı́nky:

P
{
Ĉpk < λ |x < T

}
= P

{
ĈpkL < λ |x < T

}

P
{
Ĉpk < λ |x > T

}
= P

{
ĈpkU < λ |x > T

}
.
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Z této úvahy vyplývá, že pokud bude x < T , pak odhadujeme
Cpk pomoćı ĈpkL, pokud x > T , pak ukazatel Cpk je odhadován

pomoćı ĈpkU .

Vyjděme z vyjádřeńı pravděpodobnosti, že hodnota ukazatele
Ĉpk je větš́ı nežli x, tedy

P

{
min

(
USL− x

3σ̂
,

x− LSL

3σ̂

)
> x

}
= H(x).

To ale znamená, že současně muśı být USL−x
3σ̂

> x, x−LSL
3σ̂

> x.
Bude-li tedy σ̂ > 0, pak muśı platit nerovnost

LSL + 3xσ̂ < x < USL− 3xσ̂,

pro σ̂ < 0 muśı platit opačná nerovnost

USL− 3xσ̂ < x < LSL + 3xσ̂.

Protože vycháźıme z předpokladu, že odhady x a σ̂ vycházej́ı z nor-
málńıho rozděleńı, a jsou tedy nezávislé, lze psát:

H(x) =
∫ 0

−∞

(∫ LSL+3xs

USL−3xs
fx(u) du

)
gσ̂(s) ds +

+
∫ ∞

0

(∫ USL−3xs

LSL+3xs
fx(u) du

)
gσ̂(s) ds,

kde fx(·) a gσ̂(·) jsou hustoty pro x a σ̂. Aby ovšem integračńı meze
byly správně stanoveny, je nutné pro σ̂ > 0, aby

LSL + 3xσ̂ ≤ USL− 3xσ̂ ⇔ USL− LSL

6
≥ xσ̂

a pro σ̂ < 0

USL− 3xσ̂ ≤ LSL + 3xσ̂ ⇔ USL− LSL

6
≤ xσ̂.

Je nutno rozlǐsit všechny 4 př́ıpady kombinaćı znameńı pro x a σ̂.
Výsledkem je, že pro x > 0 je

H(x) =
∫ USL−LSL

6x

0

(∫

LSL+3xs
fx(u) du

)
gσ̂(s) ds
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a pro x < 0 je

H(x) =
∫ ∞

0

(∫ USL−3xs

LSL+3xs
fx(u) du

)
gσ̂(s) ds +

+
∫ USL−LSL

6x

−∞

(∫ LSL+3xs

USL−3xs
fx(u) du

)
gσ̂(s) ds.

Pak distribučńı funkce pro odhad Ĉpk má tvar

FĈpk
(x) = 1−H(x)

a pro x = 0 je

FĈpk
(0) = 1− P {LSL < x < USL}

∫ ∞

0
gσ̂(s) ds.

Jako funkce gσ̂(·) může sloužit jednak hustota pro výběrovou smě-
rodatnou odchylku σ̂, která je odvozena od rozděleńı χ2 o k(n− 1)
stupńıch volnosti, která má náhodná veličina k(n−1) σ̂2/σ2, kde σ2

je požadovaný rozptyl sledovaného jakostńıho znaku. Pak hustota
pro σ̂ má tvar:

gσ̂(s) =
2sk(n− 1)

σ2
fχ2

(
s2(n− 1)

σ2

)
pro s > 0,

gσ̂(s) = 0 pro s ≤ 0,

kde fχ2(·) je hustota χ2-rozděleńı o k(n− 1) stupńıch volnosti (k je
počet podskupin, n je rozsah podskupiny).

Jestliže budeme směrodatnou odchylku σ odhadovat pomoćı R
či s, pak je nutno rozděleńı pro odhad σ̂ poč́ıtat jinak. V těchto
př́ıpadech je rozděleńı odhadu σ̂ založeno na aproximaci vycházej́ıćı
z asymptotického chováńı R či s. Plat́ı totiž, že

R− αnσ

βnσ

√
k ∼ N(0, 1),

kde αn, βn závisej́ı na rozsahu podskupiny. Obdobně plat́ı, že

s− an−1σ

bn−1σ

√
k ∼ N(0, 1),
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kde opět an−1, bn−1 závisej́ı na rozsahu podskupiny. Z tohoto plyne,
že za odhad parametru σ lze uvažovat veličiny

R

αn

,
s

an−1

,

tedy

R

αn

∼ N

(
σ,

β2
nσ2

α2
nk

)
;

s

an−1

∼ N

(
σ,

b2
n−1σ

2

a2
n−1k

)
.

V těchto př́ıpadech lze tedy za hustotu gσ̂(·) vźıt bud’ N
(
σ, β2

nσ2

α2
nk

)

či N
(
σ,

b2n−1σ2

a2
n−1k

)
podle typu odhadu.

Odvozeńı hustoty pro Ĉpk:

Odvozeńı hustoty je provedeno pomoćı vzorce pro derivováńı in-
tegrálu dle parametru. Zaṕı̌seme odvozenou distribučńı funkci sym-
bolicky ve tvaru

F (x) = 1−
∫ B(x)

0
ϕ(s, x) gσ̂(s) ds,

kde x je parametr. Pak

f(x) = F ′(x) = −
(∫ B(x)

0

∂ϕ(s, x)

∂x
gσ̂(s) ds + ϕ(B(x), x) B′(x)

)
,

kde B(x) = T2−T1

6x
pro x > 0, (USL = T2, LSL = T1)

ϕ(s, x) =

√
kn

σ
√

2π

∫ T2−3sx

T1+3sx
e−

kn
2 (u−µ

σ )
2

du.

Odtud snadno

B′(x) = −T2 − T1

6x2

∂ϕ(s, x)

∂x
= −3s

√
kn

σ
√

2π

(
e−

kn
2 (T2−3sx−µ

σ )
2

+ e−
kn
2 (T1+3sx−µ

σ )
2
)

ϕ(B(x), x) =

√
kn

σ
√

2π

∫ T1+T2
2

T1+T2
2

e−
kn
2 (u−µ

σ )
2

du = 0.
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Obr. 10. Hustota odhadu Ĉpk založená na σ̂R pro k = 25, n = 6
a Cp = 1, 67 při správném centrováńı procesu (Cpk = 1, 67).

Tedy odvozená hustota má tvar:

f(x) =
3
√

kn

σ
√

2π

∫ T2−T1
6x

0
s

(
e−

kn
2 (T2−3sx−µ

σ )
2

+ e−
kn
2 (T1+3sx−µ

σ )
2
)

gσ̂(s) ds

pro x > 0. Pro x < 0 je f(x)
.
= 0. Složky ukazatele Cpk, a to CpkU

a CpkL jsou ve tvaru hustoty zastoupeny, protože

T2 − 3sx− µ

σ
= 3

T2 − µ

3σ
− 3sx

σ
= 3CpkU − 3

sx

σ
.

Obdobně pro T1+3sx−µ
σ

= 3sx
σ
− 3CpkL.

Vhodným dosazeńım za hustotu gσ̂(·) źıskáme všechny 3 mož-

nosti hustot pro odhad Ĉpk.
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Pokud bude proces přesně centrovaný, pak CpkU = CpkL = Cp a
hustota f(·) má jednodušš́ı tvar:

f(x) =
6
√

kn

σ
√

2π

∫ T2−T1
6x

0
s e−

kn
2 (3(Cpk− sx

σ ))
2

gσ̂(s) ds.

Odvozeńı hustot pro Ĉpk ukazuje jejich komplikovaný tvar a
hledáńı patřičných kvantil̊u je prakticky možné pouze numerickou
cestou.
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Obr. 11. Hustota odhadu Ĉpk založená na σ̂R

pro k = 25, n = 6, Cp = 1, 67 a Cpk = 0, 9Cp.

Odvozeńı hustoty pro P̂p a P̂pk

56



0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

5
5

0

f x( )

30.5 x  

Obr. 12. Hustota odhadu Ĉpk založená na σ̂R

pro k = 25, n = 6, Cp = 1, 67 a Cpk = 0, 8Cp.

Je nutno si uvědomit, za jaké situace maj́ı ukazatelé Pp a Ppk

smysl. Vyjděme z definice těchto ukazatel̊u. Jejich tvar je analogic-
ký tvaru ukazatel̊u Cp a Cpk s t́ım podstatným rozd́ılem, že v je-
jich definici vystupuje namı́sto inherentńı (okamžité) směrodatné
odchylky tzv. totálńı směrodatná odchylka:

Pp =
USL− LSL

6σTOT

, Ppk = min
(

USL− µ

3σTOT

,
µ− LSL

3σTOT

)
.

Tato směrodatná odchylka obsahuje v sobě jak př́ıspěvek inherentńı
směrodatné odchylky, tak i př́ıspěvek možné směrodatné odchylky
variability mezi odeb́ıranými podskupinami. Odhad této směrodat-
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né odchylky je dán vzorcem

σ̂TOT =


 1

kn− 1

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij − x)2




1/2

,

když xij je j-té pozorováńı v i-té logické podskupině, x je celkový
aritmetický pr̊uměr ze všech pozorováńı. Tento odhad nese infor-
maci o úrovni variability, jako kdyby všechna pozorováńı pocházela
z jedné základńı populace nerespektuj́ıćı rozděleńı dat do podskupin.
Z toho také vyplývá, kdy takový odhad má smysl, aby nesl skutečně
informaci o úrovni variability. Je to možné jedině tehdy, když sku-
tečně lze všechna data považovat za pocházej́ıćı z jediné základńı
populace, která by právě vzhledem ke vzorci pro Pp měla být po-
psatelná normálńım rozděleńım s parametrem σTOT. Před použit́ım
ukazatele Pp bychom se měli přesvědčit, zdali se skutečně jedná
o normálńı rozděleńı nějakým testem na normalitu dat. Obecně
je faktem to, že data pocházej́ıćı z jediné logické podskupiny mo-
hou pocházet z jiné základńı produkce nežli data z jiné logické
podskupiny. Tato situace může nastat např. tehdy, když parametr
polohy nebude konstantńı v čase, ale bude vykazovat třeba trend
či se bude náhodně pohybovat v nějakém rozmeźı kolem ćılové
hodnoty. Máme tedy obecně co do činěńı se směśı rozděleńı prav-
děpodobnosti z jednotlivých logických podskupin. Když tato data
smı́cháme dohromady, bud’ je můžeme celkově popsat normálńım
rozděleńım či nikoliv. Ukazatel Pp má smysl ve tvaru uvedeném výše
pouze tehdy, když normálńı rozděleńı neńı testem na normalitu vy-
loučeno. Pokud je možno nav́ıc data stratifikovat podle nějakých
př́ıznak̊u, lze předpokládat, že dojde k rozděleńı dat do několika
podmnožin s t́ım, že každá podmnožina pocháźı z jiného základńıho
souboru. Pak je možno předpokládat, že bude přesněǰśı pro hod-
noceńı výkonnosti takového procesu hodnotit každou podmnožinu
zvlášt a uvažovat nejhorš́ı př́ıpady vyhodnoceńı.

Největš́ı slabinou zavedeńı ukazatele Pp je ta skutečnost, že na
základě něho nelze nic ř́ıci o budoućım chováńı výrobńıho procesu.
S t́ımto úzce souviśı i aplikace ukazatele Ppk. Jeho užit́ı mlčky, ale
d̊urazně vyžaduje, aby opět všechna data bez ohledu na děleńı do
logických podskupin, se dala popsat normálńım rozděleńım
N(µ, σ2

TOT), kde µ je parametr polohy. Opět zde je otevřená otázka,
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zdali celkový aritmetický pr̊uměr x skutečně odhaduje “rozumně”
př́ıpadný parametr polohy. Je nutné si uvědomit, že parametr µ
může být de facto fiktivńı a nemı́t nic společného s posazeńım pro-
cesu v̊uči ćılové hodnotě, protože parametry polohy vzaté pouze
v každé logické podskupině se mohou během odběru podskupin
v čase měnit.

Vyjděme ze vzorce pro odhad P̂p. Za předpokladu normality a
nezávislosti dat {xij} jak v podskupinách, tak i mezi podskupinami
v́ıme, že součet

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij − x)2

σ2
TOT

má χ2-rozděleńı o kn− 1 stupńıch volnosti. Pak tedy veličina

s2
TOT(kn− 1)

σ2
TOT

má rovněž χ2-rozděleńı o kn− 1 stupńıch volnosti. Pak, jak snadno
vidět (pro x > 0)

P
{
P̂p < x

}
= P

{
USL− LSL

6sTOT

< x
}

=

= P
{

USL− LSL

6x
< sTOT

}
=

= 1− P
{
sTOT <

USL− LSL

6x

}
=

= 1− P

{
s2
TOT(kn− 1)

σ2
TOT

<
(USL− LSL)2

36x2σ2
TOT

}
=

= 1−
∫ (USL−LSL)2

36x2σ2
TOT

0
fχ2(u) du =

∫ ∞

P 2
p/x2

fχ2(u) du,

kde fχ2(·) je hustota rozděleńı χ2 o (kn− 1) stupńıch volnosti.

Derivováńım výše uvedeného vztahu źıskáme hustotu pravdě-
podobnosti pro odhad P̂p:

g(x) = fχ2

(
(USL− LSL

36x2σ2
TOT)

)
· (USL− LSL)2

36σ2
TOT

· (2x−3) =

= 2fχ2

(
P 2

p

x2

)
· P 2

p ·
1

x3
,
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kde Pp je požadovaná hodnota ukazatele výkonnosti.

Z tvaru distribučńı funkce G(x) = P{P̂p < x} zjist́ıme kvantily

rozděleńı pro P̂p. Hledáme xα tak, aby G(xα) = α. Z výraz̊u pro
G(·) snadno vid́ıme, že

xα =
Pp√

χ2
1−α(kn− 1)

,

kde χ2
1−α(kn − 1) je (1 − α) %-tńı kvantil χ2-rozděleńı o (kn − 1)

stupńıch volnosti. Odtud již snadno vid́ıme, že pokryvný interval
pro hodnoty P̂p s mı́rou spolehlivosti 1− 2α má tvar

Pp√
χ2

1−α(kn− 1)
< P̂p <

Pp√
χ2

α(kn− 1)
,

při 0 < α < 0, 5.

Konfidenčńı interval s mı́rou spolehlivosti 1− 2α má pak tvar:

P̂p

√
χ2

α(kn− 1) < Pp < P̂p

√
χ2

1−α(kn− 1).

Je nutno si uvědomit, že pokud zadáme požadavek na hodnotu
ukazatele Pp, je t́ım dán automaticky požadavek na hodnotu totálńı
směrodatné odchylky σTOT. Tato směrodatná odchylka může být
využita pro konstrukci tzv. rozš́ı̌rených regulačńıch meźı, ve kterých
by se měly pohybovat aritmetické pr̊uměry z podskupin.

Pokud by rozděleńı dat sebraných do jednoho výběru bez re-
spektováńı podskupin nebylo normálńı, pak nelze výše uvedený
postup aplikovat. V tom př́ıpadě je nejsṕı̌se nutno data transfor-
movat na nová data s přibližně normálńım rozděleńım a pak použ́ıt
standardńı postup. Problém z̊ustává, pokud p̊uvodńı data nelze
popsat jednovrcholovým rozděleńım, což může v praxi nastat v pa-
rametru polohy (r̊uzné nastaveńı výrobńıho procesu, r̊uzný vstupńı
materiál apod.).

Co se týče ukazatele Ppk, vzhledem k jeho definici je jasné,
že tento ukazatel má smysl pouze tehdy, když lze celkově data
poskládaná do podskupin popsat jediným rozděleńım N(µ, σ2

TOT),
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Tato situace např. nastává, když parametr polohy µi v i-té pod-
skupině lze chápat jako hodnotu náhodné veličiny normálně rozdě-
lené N(µ, d2) a tedy j-té pozorováńı v i-té podskupině lze vyjádřit
jako součet dvou veličin

xij = µi + eij, j = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, . . . , k,

kde µi je hodnota náhodné veličiny z rozděleńı N(µ, d2), eij jsou
náhodné chyby vytvářej́ıćı inherentńı variabilitu s rozděleńım
N(0, σ2). Pak rozděleńı veličiny xij je opět normálńı N(µ, σ2

TOT),
kde

σ2
TOT = σ2 + d2.

Nutno podotknout, že veličiny {xij} nejsou vzájemně nezávislé,
pouze podmı́něně nezávislé, i za předpokladu, že {µi}k

i=1 a

{eij}i=1,2,...,k
j=1,...,n jsou nezávislé. Takovýto předpoklad je v praxi při-

jatelný.

Pak tedy

Ppk = min
(

USL− µ

3σTOT

,
µ− LSL

3σTOT

)

a jeho odhad má smysl d́ıky platnosti modelu N(µ, σ2
TOT), tedy

P̂pk = min

(
USL− x

3sTOT

,
µ− x

3sTOT

)
,

kde

x =
1

kn

k∑

i=1

n∑

j=1

xij, s2
TOT =

1

kn− 1

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij − x)2
.

Odvozeńı hustoty rozděleńı pro P̂pk vycháźı z toho, že opět x a sTOT

jsou vzájemně nezávislé, x má rozděleńı N(µ,
σ2
TOT

kn
) a rozděleńı sTOT

js odvozeno od rozděleńı χ2, a bylo odvozeno již dř́ıve u ukaza-
tele Pp.

Označme

µ =
USL + LSL

2
+ δ,
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pak hustota rozděleńı pravděpodobnosti pro odhad sTOT má tvar

g(z) = 2z
kn− 1

σ2
TOT

· f (kn−1)
χ2

(
z2kn− 1

σ2
TOT

)
.

Pak distribučńı funkce pro P̂pk má tvar:

FP̂pk
(x)=1−

∫ USL−LSL
6x

0
(fNORM(USL−3xz)−fNORM(LSL+3xz)) g(z) dz

pro x > 0, kde fNORM(·) je hustota rozděleńı N(µ,
σ2
TOT

kn
). Pro x ≤ 0

je F (x) = 0. Hodnoty př́ıslušných kvantil̊u lze bohužel źıskat pouze
numericky řešeńım rovnice

F (x)− γ = 0,

kde γ je hodnota pravděpodobnosti k uvažovanému kvantilu. Rovněž
odvozeńı tvaru pro hustotu pravděpodobnosti pro P̂pk lze źıskat
pouze numericky a zobrazit tak přibližný tvar hustoty.

Pro praktické použit́ı lze pracovat s aproximacemi pro konfi-
denčńı interval ukazatele výkonnosti Ppk obdobnými jako pro ukaza-
tel Cpk:

P̂pk


1 +

uα/2√
2(N − 1)


 < Ppk < P̂pk


1 +

u1−α/2√
2(N − 1)


 ,

kde uα/2, u1−α/2 jsou př́ıslušné kvantily rozděleńı N(0, 1) a N je
celkový počet pozorováńı, tedy N = k ·n, kde k je počet podskupin
a n je rozsah podskupiny.

8 Zp̊usobilost měřidla, zp̊usobilost

strojńıho zař́ızeńı, předběžná

a dlouhodobá zp̊usobilost procesu

Zp̊usobilost měřidla

Jedná se o postup pro ověřováńı vhodnosti měř́ıćıho zař́ızeńı. Měřeńı
se provád́ı opakovaně na etalonu s předepsaným rozměrem T , opako-
váńı má být nejméně 20, doporučuje se rozsah 20 – 50 opakovaných
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měřeńı etalonu. Výsledky jsou zaznamenávány v časové sousled-
nosti měřeńı a vede se regulačńı diagram pro individuálńı hodnoty
I-MR, kterým se posuzuje stabilita měřeńı. Zp̊usobilost měřeńı lze
hodnotit dvěma zp̊usoby, které jsou neporovnatelné. Zálež́ı na po-
vaze měřeńı a jakostńıho znaku, jakým zp̊usobem bude zp̊usobilost
měřeńı posuzována.

a) Odhad ukazatele zp̊usobilosti založený na mezńıch hodnotách
sledovaného jakostńıho znaku:

Ĉg = 0, 15(USL− LSL)/6sg,

Ĉgk = min

(
x− (T − 0, 075∆)

3sg

,
(T + 0, 075∆)− x

3sg

,

)

kde ∆ = USL− LSL, x je aritmetický pr̊uměr z naměřených
hodnot, sg je výběrová směrodatná odchylka z naměřených
dat.

b) Odhad ukazatele zp̊usobilosti založený na celkové variabilitě
procesu:

Ĉg = 0, 15σ̂TOT/sg,

Ĉgk = min

(
x− (T − 0, 045σ̂TOT)

3sg

,
(T + 0, 045σ̂TOT)− x

3sg

,

)

kde σ̂TOT je výběrová směrodatná odchylka celkové variabity
výrobńıho procesu źıskaná např. při vedeńı regulačńıch dia-
gramů.

Samozřejmě se nab́ıźı otázka, který ukazatel použ́ıt a proč. Zá-
viśı zcela na uživateli, jakým zp̊usobem bude zp̊usobilost měřeńı
hodnotit, ale správně by měl vycházet z obou př́ıstup̊u a ř́ıdit se
dle horš́ıho výsledku.

Zp̊usobilost strojńıho zař́ızeńı
(krátkodobá zp̊usobilost)

Tuto formu zp̊usobilosti by měl grantovat výrobce strojńıho zař́ızeńı
a měla by se provádět při přej́ımáńı strojńıho zař́ızeńı. Jedná se
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o posouzeńı vhodnosti stroje, protože jeho zp̊usobilost by měla být
rozhodně lepš́ı nežli požadovaná úroveň zp̊usobilosti výrobńıho pro-
cesu. Vyhodnoceńı zp̊usobilosti se provede na 50ti po sobě jdoućıch
vyrobených kusech, které proměř́ı jeden člověk velice dobře obe-
známený s měřidlem a zp̊usobem měřeńı. Výsledky se opět zazna-
menávaj́ı v časové souslednosti nejlépe př́ımo do regulačńıho dia-
gramu pro individuálńı hodnoty a otestuje se tvar rozděleńı prav-
děpodobnosti (nejčastěji normálńı rozděleńı). Odhadne se ukaza-
tel výkonnosti Pp a požadovaná hodnota Pp by měla být v konfi-
denčńım intervalu

0, 75P̂p < Pp < 1, 26P̂p,

který je nastaven na 50 pozorováńı a konfidenčńı úroveň 99%. Tento
př́ıstup vycháźı z metodiky VDA.

Předběžná zp̊usobilost
(odhad dlouhodobé zp̊usobilosti)

Obvykle se provád́ı před rozjet́ım sériové výroby. Doporučuje se
odběr 25 podskupin po 5ti kusech (nejméně 20 podskupin po 3 ku-
sech). Z dat se vede regulačńı diagram, ověř́ı se stabilita procesu a
tvar rozděleńı pravděpodobnosti. Stanov́ı se konfidenčńı intervaly
pro ukazatele Cp a Pp pomoćı źıskaných bodových odhad̊u Ĉp a P̂p

na hladině spolehlivosti 99%:

0, 82Ĉp < Cp < 1, 18Ĉp

0, 82P̂p < Pp < 1, 18P̂p

a současně je požadováno, aby Ĉp ≥ 1, 67, P̂p ≥ 1, 67. Výpočet
konfidenčńıch interval̊u vycháźı ze 100 stupň̊u volnosti. Pokud data
nemaj́ı charakter podskupin a jsou individuálńı, je nutno postup
upravit a dohodnout se s odběratelem na společném postupu.

Dlouhodobé vyšetřováńı zp̊usobilosti

Proces se sleduje po dobu několika dńı, např. po dobu 20ti dńı za
reálných podmı́nek sériové výroby. Z procesu se odeb́ırá cca 5 pod-
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skupin po 5ti výrobćıch denně při stejných kontrolńıch intervalech.
Proces se ř́ıd́ı pomoćı regulačńıch diagramů, stanovuj́ı se odhady
ukazatel̊u Cp, Cpk, Pp a Ppk a konfrontuj́ı se s požadovanými hod-
notami těchto ukazatel̊u.

Dohoda mezi odběratelem a dodavatelem

Každé vyšetřováńı zp̊usobilosti a výkonnosti procesu by mělo být
založeno předem na dohodě mezi oběma subjekty. Mělo by být
dohodnuto, jak bude organizován sběr dat (velikost podskupiny,
délka kontrolńıho intervalu, specifikace, typ regulačńıch diagramů).
Dále by se mělo dohodnout, jak bude odhadována úroveň variabil-
ity, které ukazatele budou sledovány a na jaké konfidenčńı úrovni,
jak často se bude provádět vyhodnocováńı. Tyto dohodnuté as-
pekty jsou nutné pro předcházeńı nedorozuměńı při vyhodnocováńı
zp̊usobilosti a výkonnosti procesu.

9 Př́ıpad jednostranných specifikačńıch

meźı

Pokud je zadána pouze jedna specifikačńı mez, tak ukazatelé Cp a Pp

ztrácej́ı smysl. Jakostńı znak lze hodnotit pak pomoćı CpkU či CpkL,
nebo PpkU či PpkL podle toho, která mez je stanovena. Pro jednodu-
chost uvažujme, že je dána dolńı mez LSL. Sledovaný jakostńı znak
lze popsat normálńım rozděleńım N(µ, σ2), σ je směrodatná ochylka
inherentńı variability. Přejeme si, aby hodnoty jakostńıho znaku se
s malou pravděpodobnost́ı α dostaly pod LSL, tedy pravděpodob-
nost toho, že X < LSL byla rovna α, X označuje jakostńı znak.
Tato nerovnost je ekvivalentńı s nerovnost́ı

CpkL ≥ 1

3
u1−α,

kde u1−α je odpov́ıdaj́ıćı kvantil normálńıho rozděleńı N(0, 1). Tedy
např. při požadavku, aby α = 5 · 10−5, což odpov́ıdá očekávanému
počtu neshodných pod LSL, tedy 50 ppm, pak muśı být požadované
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CpkL minimálně 1
3
u1−5·10−5 = 1

3
·3, 89

.
= 1, 297. Tedy pro praxi bude

dostačuj́ıćı, aby CpkL = 1, 30.

Je nutné si uvědomit, že zadáńım hodnoty pro CpkL neńı sta-
novena jednoznačně požadovaná úroveň pro σ ani pro parametr
polohy µ. Jak bude nastaveno σ a pak od toho odvozeno nastaveńı
µ či naopak záviśı na výrobci, protože bud’

σ =
µ− LSL

3CpkL

či µ = LSL + 3σ CpkL.

Analogická situace vzniká při ukazateli PpkL, kde ovšem σ je smě-
rodatná odchylka totálńı variability.

Nyńı ale chceme, aby odhad ĈpkL byl s velkou pravděpodobnost́ı
1− α větš́ı nežli požadovaná hodnota CpkL, tedy

ĈpkL =
x− LSL

3σ̂
≥ CpkL.

V řeči matematické statistiky to znamená, že požadovaná hod-
nota CpkL muśı být 100α %-tńı kvantil pro rozděleńı pravděpo-

dobnosti odhadu ĈpkL. Proto muśıme znát tvar hustoty pro odhad

ĈpkL. Tento odhad je pod́ılem (za předpokladu normality jakostńıho

znaku) dvou nezávislých náhodných veličin x−LSL
3

a σ̂, kde pro σ̂
máme již uvedené ony 3 možnosti:

σ̂R =
R

d2(n)
, σ̂S =

s

C4(n)
, σ̂I =

√√√√1

k

k∑

i=1

s2
i .

V př́ıpadě σ̂R či σ̂S se využije aproximace pomoćı normálńıho roz-
děleńı, u σ̂I se použije χ2-rozděleńı o k(n− 1) stupńıch volnosti.

Obecný vzorec pro hustotu pod́ılu dvou nezávislých náhodných
veličin X a Y je

f(x) =
∫ +∞

−∞
|z| fX(xz) fY (z) dz, máme X =

x− LSL

3
, Y = σ̂R,

zde X má normálńı rozděleńı N
(

µ−LSL
3

, σ2

9kn

)
a Y má přibližně

normálńı rozděleńı N
(
σ, β2

nσ2

kα2
n

)
.
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Označme pro CpkL µ − LSL = δ, pak při zadáńı hodnoty pro
CpkL lze napsat explicitńı tvar aproximativńı hustoty pro odhad

ĈpkL založený na R takto:

Označme

a(x) =
k

2

(
9nx2 +

α2
n

β2
n

)
,

b(x) = k

(
9nCpkLx +

α2
n

β2
n

)
,

pak hustota pro ĈpkL (při zadaném CpkL) je

f(x) =
3αnk

√
n

2πβn

exp

{
−k

2

(
9nC2

pkL +
α2

n

β2
n

)} {
1

a(x)
+

b(x)
√

π

2a3/2(x)
×

× exp

{
b2(x)

4a(x)

} 

2Φ


 b(x)√

2a(x)


− 1







 ,

kde Φ(·) je distribučńı funkce normálńıho rozděleńı N(0, 1). Zadáńı
hodnoty pouze pro ukazatel CpkL nestač́ı, protože t́ım neńı dána
jednoznačně směrodatná odchylka σ ani parametr polohy µ, a t́ım
parametr posunut́ı δ = µ− LSL.

I když je znám explicitńı tvar hustoty pro CpkL, je komplikovaný
a nalezeńı kvantil̊u vede k numerickému řešeńı. Pokud by inherentńı
variabilita byla odhadována pomoćı σ̂S, pak se tvar hustoty změńı
pouze v koeficientech αn, βn. Mı́sto nich se objev́ı koeficienty an−1,
bn−1, které vystupuj́ı ve tvaru hustoty pro Ĉp, když směrodatná
odchylka σ je odhadována pomoćı σ̂S.

Je-li zadána hodnota pro CpkL, pak ze vztahu 3CpkL = δ
σ

je
jasné, jak lze parametry µ = δ + LSL a σ volit při zachováńı
požadavku na CpkL. Jde tedy o nastaveńı procesu a v úvahu mohou
přij́ıt i d̊uvody ekonomické.

Tedy pro zajǐstěńı požadavku, aby ĈpkL ≥ C0
pkL s velkou pravdě-

podobnost́ı 1−α muśıme obvykle mı́t k dispozici spolehlivý odhad
pro inherentńı variabilitu, tedy bud’ σ̂R, σ̂S či σ̂I . Tuto hodnotu
źıskáme např. z dlouhodoběǰśıho sledováńı procesu pomoćı regulač-
ńıch diagramů a za splněńı stability procesu. Pak splněńı výše uve-
dené nerovnosti je jen otázkou pro nastaveńı parametru polohy µ.
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Dolńı hranici statistického pokryvného intervalu urč́ıme pomoćı již
použité aproximace v př́ıpadě Ĉpk, tedy

ĈpkL ≥ CpkL
1

1 + u1−α√
2k(n−1)

= C0
pkL,

což dává požadavek na parametr µ ve tvaru minimálńı možné od-
chylky δ0

δ0 = µ− LSL = 3σ̂ C0
pkL


1 +

u1−α√
2k(n− 1)


 ,

kde σ̂ je spolehlivý odhad úrovně inherentńı variability. Z tohoto
plyne, že parametr polohy µ muśı být udržen nad minimálńı vzdále-
nost́ı δ0 napravo od LSL co nejbĺıže ke středu specifikačńıho rozmeźı.

Zcela obdobně se situace řeš́ı při zadáńı horńı specifikace USL.

Velice často je př́ıpad jednostranných specifikaćı spojen s indi-
viduálńımi daty. Každá podskupina je pak charakterizována pouze
jediným měřeńım. Pak se obvykle pracuje s klouzavým rozpět́ım
obvykle délky 2, takže pak n = 2.

10 Hodnoceńı zp̊usobilosti atributivńıch

znak̊u

Necht’ p je pravděpodobnost výskytu neshodného produktu v dávce.
Relativńı četnost je pak nejlepš́ım bodovým odhadem této pravdě-
podobnosti, od jej́ı hodnoty se též odvozuje i konfidenčńı inter-
val pokrývaj́ıćı se zadanou pravděpodobnost́ı skutečnou hodnotu
p. Vycháźı se z předpokladu, že proces je zvládnut a ř́ızen např.
pomoćı regulačńıho diagramu.

S touto pravděpodobnost́ı p lze spojit jednoznačným zp̊usobem
hodnotu ukazatele výkonnosti procesu, a to

p = 2Φ(−3Pp) ⇔ p/2 = Φ(−3Pp)
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na základě představy, že výrobek je neshodný s pravděpodobnost́ı
p, když rozměr na něm padne mimo tolerance, Φ(·) je distribučńı
funkce rozděleńı N(0, 1).

Př́ıklad. Dávka má k = 1365 kontrolńıch kus̊u, n = 0, 1, 2, . . . je
počet objevených neshodných kus̊u. Naopak tedy máme, že

−3Pp = Φ−1(p/2)

Pp = −1

3
Φ−1(p/2)

Pp = −1

3
up/2,

kde up/2 je odpov́ıdaj́ıćı kvantil rozděleńı N(0, 1).

Tento předpis slouž́ı tedy k přeneseńı konfidenčńıho intervalu
pro p na konfidenčńı interval pro Pp (n je počet nalezených neshod-
ných kus̊u).

Konfidenčńı interval pro parametr p binomického rozděleńı při
k pokusech a n výskytech neshodného kusu má tvar (spolehlivost
1− 2α) (pro α = 0, 025)

〈
n

n + (k − n + 1) F1−α(r1, r2)
;

(n + 1) F1−α(r3, r4)

k − n + (n + 1) F1−α(r3, r4)

〉
,

r1 = 2(k − n + 1), r2 = 2n, r3 = 2(n + 1), r4 = 2(k − n).

Tedy pro k = 1365

〈0, 000000; 0, 002699〉 n = 0

〈0, 000019; 0, 004075〉 n = 1

〈0, 000177; 0, 005283〉 n = 2

〈0, 000453; 0, 006409〉 n = 3

〈0, 000799; 0, 007486〉 n = 4

〈0, 001190; 0, 008527〉 n = 5.

Těmto hodnotám konfidenčńıch interval̊u pro p odpov́ıdaj́ı konfi-
denčńı intervaly pro ukazatele Pp následovně:

n = 0 〈1, 00000; neńı〉
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n = 1 〈0, 95743; 1, 42544〉
n = 2 〈0, 92975; 1, 24992〉
n = 3 〈0, 90870; 1, 16904〉
n = 4 〈0, 89147; 1, 11771〉
n = 5 〈0, 87682; 1, 08042〉.

Z tohoto plyne, že při kontrole 1365ti kus̊u a při nenalezeńı žádného
neshodného kusu lze tvrdit, že výkonnost procesu neńı horš́ı nežli
Pp = 1. Naopak při nalezeńı např. 5ti kus̊u neshodných lze tvrdit,
že výkonnost procesu neńı lepš́ı nežli cca Pp = 1.

Aby tedy výkonnost procesu byla srovnatelná s požadavkem
např. Pp ≥ 1, 33, bylo by nutné překontrolovat skupinu výrobk̊u
o rozsahu cca 46 000 ks a žádný by nesměl být neshodný. Tento
postup je samozřejmě v praxi nepoužitelný. Zde opět se dokazuje
nevýhodnost hodnotit proces pomoćı atributivńıch znak̊u, pokud je
samozřejmě možnost jakostńı znaky též měřit a ne pouze srovnávat.

Konstrukce přej́ımaćıho plánu pro neshodné kusy

Máme zajistit zp̊usobilost výroby a navrhnout statistický test
při hypotéze, že přijatelný pod́ıl neshodných kus̊u p1 = 0, 000064
(Pp = 1, 33) proti alternativě p2 = 0, 0027 (Pp = 1) při α = 0, 05 a
śıle testu 1− β = 0, 90. Kolik je zapotřeb́ı odebrat kus̊u?

Pro zajistěńı potřebné śıly testu zjist́ıme např. pomoćı soft-
waru Minitab (viz nástroj Power and Sample Size for 1 Propor-
tion) rozsah podskupiny o 914 kusech. Nyńı uvažujme, že z této
podskupiny zjist́ıme počet neshodných n = 0, 1, 2, 3, 4, 5. Zjist́ıme,
že pro n = 0 či 1 je p-hodnota větš́ı nežli zvolené α = 0, 05,
což znamená, že při nalezeńı dvou či v́ıce neshodných kus̊u se hy-
potéza p1 = 0, 000064 zamı́tá ve prospěch alternativy p2 = 0, 0027
s pravděpodobnost́ı 0,90.

Tak jako byl analyzován problém s neshodnými kusy, lze po-
stupovat i v př́ıpadě neshod, když na jednom výrobku je možno
objevit v́ıce vad či defekt̊u. V tomto př́ıpadě výpočty jsou založeny
na Poissonově rozděleńı s parametrem λ, který představuje středńı
hodnotu výskytu neshod. Nejlepš́ım bodovým odhadem parametru
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λ je pak zjǐstěný počet neshod v kontrolované skupině. Konfidenčńı
interval pokrývaj́ıćı s pravděpodobnost́ı 1− 2α skutečnou hodnotu
parametru λ má tvar

1

2
χ2

α(r1) < λ <
1

2
χ2

1−α(r2),

kde α je zvolené riziko, r1 = 2x0, r2 = 2(x0 + 1) a x0 je zjǐstěný
počet neshod.

V př́ıpadě, když máme k dispozici počty neshod z v́ıce kontrol,
např. x01, x02, . . . , x0m, kde m je počet kontrolovaných dávek, pak
konfidenčńı interval pro parametr λ má tvar:

1

2m
χ2

α(r3) < λ <
1

2m
χ2

1−α(r4),

kde r3 = 2mx0 a r4 = 2(mx0 + 1), přičemž x0 = 1
m

∑m
i=1 x0i.

Budeme interpretovat λ jako n · p, kde p je pravděpodobnost
výskytu neshody a n je maximálně možný počet neshod na jed-
notku. V konkrétńım př́ıpadě potencionálńı počet neshod bude fixo-
ván a měnit budeme parametr λ, a t́ım budeme měnit i odpov́ıdaj́ıćı
konfidenčńı meze a pravděpodobnost výskytu neshody. Toto se př-
ı́mo promı́tne do konfidenčńıch meźı pro parametr ukazatele výkon-
nosti procesu podle vzorce

p = 2Φ(−3Pp).

Pro ilustraci uvažujme následuj́ıćı př́ıklad. Kontrolujeme 40 jed-
notek, které obsahuj́ı stejný počet součástek pro výrobu televizor̊u
a na nich bylo zjǐstěno celkem 740 závad. To znamená, že odhad
očekávaného počtu neshod na jednu jednotku je 740/40 = 18, 5.
Z tohoto bodového odhadu odvod́ıme konfidenčńı meze na hladině
konfidence α = 95 %, tedy

17, 19 < λ < 19, 88

s pravděpodobnost́ı 0,95.
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Nyńı si představme, že celkový možný počet neshod při kontrole
40 jednotek je 4000, tedy n = 4000 a při λ = np máme pak odhad
pro pravděpodobnost výskytu jedné neshody

p̂ =
λ̂

n
=

18, 5

4000
= 0, 0046.

Při použit́ı konfidenčńıch meźı źıskáme, že pravděpodobnost p lež́ı
s úrovńı konfidence 95% v intervalu

0, 0043 < p < 0, 050.

Odtud již snadno pomoćı vztahu Pp = −1
3
Φ−1

(
λ
2n

)
źıskáme

−1

3
Φ−1(0, 0021) > Pp > −1

3
Φ−1(0, 0025)

0, 9358 < Pp < 0, 9558.

Protože výkonnost procesu neńı uspokojivá, nebot’ ukazatel Pp je
s pravděpodobnost́ı 97,5% pouze lepš́ı nežli 0,9358 a my bychom
chtěli, aby Pp byl alespoň 1, je nutné výrobu zlepšit a pak maximálńı
počet př́ıpadných neshod by musel být

Pp > 1 ⇐⇒ −1

3
Φ−1(x) = 1,

tedy x = Φ(−3) ⇒ x = −0, 00135. Pak pravděpodobnost výskytu
neshody nesmı́ být horš́ı nežli 0, 0027. Tomu odpov́ıdá při celkovém
počtu možných neshod 4000 očekávaný počet neshod na jednotku

λ = 4000 · 0, 0027 = 10, 8.

Z toho plyne, že maxiálńı přijatelný počet neshod zjǐstěných při
kontrole 40 jednotek by neměl převýšit počet 432 neshod, aby bylo
možno ř́ıci, že proces pracuje s výkonnost́ı nejméně Pp = 1.

11 Testováńı stability procesu

Předpokladem uplatněńı Shewhartových regulačńıch diagramů pro
monitorováńı a hodnoceńı zp̊usobilosti je statisticky zvládnutý pro-
ces a normálńı rozděleńı pravděpodobnosti sledovaného znaku ja-
kosti. To znamená, že studovaná náhodná veličina (znak jakosti) se
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v čase neměńı. Neměńı se tvar jej́ıho rozděleńı ani jeho parametry
– středńı hodnota (nastaveńı procesu) a rozptyl (variabilita pro-
cesu) Pokud tomu tak neńı, riziko planého poplachu, tj. riziko, že se
výběrová charakteristika, použitá pro sledováńı procesu, náhodně
vyskytne mimo jednu z regulačńıch meźı, může výrazně převýšit
hodnotu 0,00135. Při dodržeńı předpokladu statisticky zvládnutého
procesu se tak tedy může stát v pr̊uměru jednou ze 740 kontrolńıch
podskupin. Pokud proces neńı schopen pracovat ve statisticky zvlád-
nutém stavu, tj. měńı se v čase např. parametr polohy procesu,
potom se výběrové body muśı vyskytnout častěji mimo Shewhar-
tovy regulačńı meze. Obsluha potom bude zbytečně hledat př́ıčinu,
kterou by měla odstranit. Cyklus identifikovat zvláštńı př́ıčinu varia-
bility, odstranit ji a přijmout takové opatřeńı, aby se nemohla opako-
vat, bude neúspěšný, zbytečný.

Ověřeńı, že proces je statisticky zvládnut a tedy stabilńı, před-
pokládá ověřit hypotézu, že všechny vybrané podskupiny pocháze-
j́ı ze základńıch normálně rozdělených soubor̊u se stejnou středńı
hodnotou a stejným rozptylem. Pokud tato hypotéza neplat́ı, nelze
uvažovat Shewhartovy regulačńı diagramy a je třeba použ́ıt modi-
fikované, rozš́ı̌rené regulačńı meze.

Ověřeńı normality je zabudováno prakticky do každého soft-
waru podporuj́ıćıho SPC. Snadno se dá připravit a provést např.
Kolmogorovov̊uv test normality v Excelu. Dále se budeme zabývat
dvěma testy rovnosti rozptyl̊u a testem rovnosti středńıch hodnot.

Test rovnosti rozptyl̊u

A) Bartlett̊uv test

Uvažujeme k podskupin rozsahu ni (i = 1, 2, . . . , k) jednotek. Chce-
me ověřit, že všechny podskupiny, ve kterých vypoč́ıtáme rozptyly
s2

i , pocházej́ı ze základńıch soubor̊u, kde σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
k = σ2.

Předpokládá se normalita dat.

Budeme testovat hypotézu

σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
k = σ2.
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Stanov́ıme společný empirický rozptyl s2 jako odhad σ2:

s2 =

∑k
i=1 fis

2
i∑k

i=1 fi

,

kde fi = ni−1 a s2
i (i=1,2,. . . ,k) jsou výběrové rozptyly podskupin.

Polož́ımef =
∑k

i=1 fi.

M. S. Bartlett ukázal, že

−1

c

k∑

i=1

fi ln
s2

i

s2
,

kde

c = 1 +
1

3(k − 1)

(
k∑

i=1

1

fi

− 1

f

)

má pro (fi > 2) přibližně χ2-rozložeńı s k− 1 stupni volnosti. Výše
uvedený výraz lze pro výpočet upravit následuj́ıćım zp̊usobem

χ2 ∼= 2, 3026

c

(
f log s2 −

k∑

i=1

fi log s2
i

)
,

označ́ıme SSDi =
∑ni

j=1(xij − xi)
2 a polož́ıme

log s2
i = log SSDi − log fi.

Uvažujme speciálńı př́ıpad, kdy f1 = f2 = · · · = fk = f0,
polož́ıme f =

∑
i fi − kf0 a dostaneme

χ2 ∼= 2, 3026

c
k fc

(
log s2 − 1

k

k∑

i=1

log s2
i

)
,

kde

c = 1 +
k + 1

3kf0

.

Jestliže do uvedeného výrazu dosad́ıme k hodnot napozorova-
ných rozptyl̊u podskupin a odpov́ıdaj́ıćı hodnotu s2, dostaneme
hodnotu statistiky χ2, kterou porovnáme s kvantilem χ2

1−α pro
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k = 1 stupň̊u volnosti. α je zvolená hladina významnosti. Pokud
vypoč́ıtaná statistika χ2 překroč́ı kvantil χ2

0,95, zamı́tneme testo-
vanou hypotézu na hladině významnosti 0, 05.

Uvedený test můžeme doplnit podrobným vyšetřeńım k hodnot
rozptyl̊u podskupin s2

i . Pokud by rozptyl σ2 byl znám, lze k vypo-
č́ıtaným k hodnotám

χ2
i =

fis
2
i

σ2
=

SSDi

σ2

stanovit odpov́ıdaj́ıćı hodnotu distribučńı funkce χ2-rozděleńı. Je-
likož teoretická hodnota σ2 neńı známa, nahrad́ıme ji hodnotou s2,
takže hodnoty χ2

i nahrad́ıme nepravými hodnotami

χ2
i =

fis
2
i

s2
=

SSDi

s2
.

Pokud f =
∑

fi je velké ve srovnáńı s f1, f2, . . . , fk, je rozděleńı χ2
i

přibližně rovno rozděleńı χ2.

Pro každou hodnotu χ2
i můžeme stanovit p – hodnotu distribučńı

funkce χ2-rozděleńı, tj. pravděpodobnost, s jakou se může vyskyt-
nout uvažovaná statistika větš́ı nebo rovna χ2

i .

B) Cochran̊uv test

Uvažujeme k podskupin stejného rozsahu n jednotek. Chceme ověřit,
že všechny podskupiny, ve kterých jsou vypoč́ıtané rozptyly s2

i (i =
1, 2, . . . , k), pocházej́ı ze základńıch soubor̊u, kde σ2

1 = σ2
2 = · · ·σ2

k.

Označ́ıme s2
(k) = max{s2

1, s
2
2, . . . , s

2
k}.

Uvažujeme statistiku

G =
s2
(k)∑k

j=1 s2
j

,

kterou můžeme použ́ıt jako testovou statistiku pro test hypotézy

H0 : σ2
j = σ2

2 = . . . = σ2
k
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proti alternativńı hypotéze

H1 : σ2
j 6= σ2

h (j, h = 1, 2, . . . , k; j 6= h),

nebo k posouzeńı, zda s2
(k) je odlehlé pozorováńı.

Jej́ı (1− α)-kvantil má tvar

G1−α(k, ν) =
F1−α(ν, (k − 1) ν)

(k − 1) + F1−α(ν, (k − 1) ν)
,

kde ν = n−1, k je počet podskupin, α je zvolená hladina významnosti
a Fp(ν1, ν2) je p-kvantil F -rozděleńı o ν1 a ν2 stupńıch volnosti.

Hypotéza H0 se zamı́tá na hladině významnosti α nebo s2
(k) se

považuje za odlehlé, jestliže

G ≥ G1−α(k, ν).

Když plat́ı hypotéza H0 : σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
k, potom pro každé

k, ν a α plat́ı

α(1− α/2) < P{G ≥ G1−α(k, ν)} ≤ α.

Test rovnosti k středńıch hodnot

Uvažujeme k podskupin rozsahu ni ≥ 2 jednotek (i = 1, 2, . . . , k).
Chceme ověřit, že všech k podskupin pocháźı ze stejného, normálně
rozděleného, základńıho souboru N(µ, σ2).

Jestliže plat́ı hypotéza

µ1 = µ2 = · · · = µk = µ,

potom

s2
2 =

∑k
i=1 ni(xi − x)2

k − 1
, f = k − 1,

je jeden z odhad̊u rozptylu σ2, založený na variabilitě mezi pod-
skupinami, na rozd́ıl od odhadu s2

1, založeného na variabilitě uvnitř
podskupin:

s2
1 =

∑k
i=1

∑ni
j=1(xij − xi)

2

∑k
i=1 ni − k

, f =
k∑

i=1

ni − k.
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Rozptyl s2
2 odhaduje variabilitu základńıho souboru z variability

výběrových pr̊uměr̊u okolo celkového pr̊uměru. Je založen na vztahu
σ2

xi
= σ/

√
ni, s2

i vycháźı z variability individuálńıch hodnot okolo
odpov́ıdaj́ıćıch výběrových pr̊uměr̊u podskupin.

Pokud by všechna pozorováńı (všechny podskupiny) pocházela
ze stejného základńıho souboru, potom by měly být oba výběrové
rozptyly přibližně stejné.

Rozptyl s2
1 je nezávislý na µ1, µ2, . . . , µk, s2

2 má rozděleńı se
středńı hodnotou σ2 jen když µ1 = µ2 = · · · = µk. Proto můžeme
hypotézu o rovnosti středńıch hodnot testovat pomoćı testové sta-
tistiky

F

(
k − 1;

k∑

i=1

ni − k

)
=

s2
2

s2
1

,

která má F -rozděleńı o ν1 = k − 1 a ν2 =
∑k

i=1 ni − k vstupńıch
volnosti, protože, pokud plat́ı hypotéza o rovnosti středńıch hodnot,
jsou veličiny s2

1, s2
2 vzájemně nezávislé.

Jestliže hypotéza µ1 = µ2 = · · · = µk neplat́ı, potom středńı
hodnota E{s2

2} je rovna σ2 plus určitá hodnota záviśıćı na rozd́ılu
středńıch hodnot soubor̊u. Dá se ukázat, že

E{s2
2} = σ2 +

1

k − 1

k∑

i=1

ni(µi − µ)2,

kde µ = 1
k

∑k
i=1 µi.

Pouze, když plat́ı hypotéza µ1 = µ2 = · · · = µk, má rozptyl
s2
2 rozděleńı χ2 s k − 1 stupni volnosti a se středńı hodnotou σ2.

Pokud hypotéza neplat́ı, je E{s2
2} větš́ı než σ2, a proto se hypotéza

zamı́tá, když s2
2 je statisticky významně větš́ı než s2

1.

Výpočty je možno sestavit do tabulky:
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Tabulka 1. Analýza rozptylu pro k podskupin.

Variabilita SSD ν s2 E{s2} Testová

statistika

Mezi pod-
skupinami

k∑
i=1

ni(xi−x)2 ν1 =k−1 s2
2 σ2+ 1

k−1

k∑
i=1

ni(µi−µ)2 F =s2
2/s2

1

Uvnitř pod-
skupin

k∑
i=1

∑n
j=1(xij−xi)2 ν2 =

k∑
i=1

ni−k s2
1 σ2

Celková

k∑
i=1

∑n
j=1(xij−x)2

k∑
i=1

ni−1

Pokud testová statistika F (ν1, ν2) neńı významná, tj. F (ν1, ν2) <
F1−α(ν1, ν2), kde F1−α(ν1, ν2) je (1−α)-kvantil F -rozděleńı o ν1 a ν2

stupńıch volnosti, můžeme vypoč́ıtat “společný” odhad celkového
rozptylu σ2 na základě výrazu

s2
0 =

∑k
i=1

∑ni
j=1(xij − x)2

∑k
i=1 ni − 1

, ν =
k∑

i=1

ni − 1.

Po dosazeńı s0 do výrazu

t =
x− µ

s0

/√∑
ni

, ν =
k∑

i=1

ni − 1

můžeme stanovit konfidenčńı interval pro µ.

Můžeme provést detailńı analýzu odchylky každé jednotlivé střed-
ńı hodnoty od celkové středńı hodnoty. Můžeme rozepsat pod́ıl
rozptyl̊u

F =
s2
2

s2
1

=
1

k − 1

k∑

i=1


 xi − x

s1

/√
ni


 .

Vypoč́ıtáme k sč́ıtanc̊u tvaru

xi − x

s1

/√
ni

pro i = 1, 2, . . . , k
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a analyzujeme variabilitu v jejich znaménkách a v jejich velikosti.

Pokud test hypotézy vyjde pozitivně, nemáme d̊uvod zamı́tnout
testovanou hypotézu, potom veličiny

ui =
xi − x

σ
/√

ni

pro i = 1, 2, . . . , k

jsou nezávislé a maj́ı rozděleńı N(0, 1).

Pokud test hypotézy µ1 = µ2 = · · · = µk je zamı́tnut, můžeme
stanovit konfidenčńı meze pro jednotlivé středńı hodnoty pomoćı
t-rozděleńı, jelikož statistika

t =
xi − µi

s1

/√
ni

má t-rozděleńı o ν = ni − 1 stupńıch volnosti.

Podobně, chceme-li porovnat dvě podskupiny, použijeme statis-
tiku

t =
xi − xj − (µi − µj)

s1

√
1
ni

+ 1
nj

,

která má t-rozděleńı o ν = ni + nj − 2 stupńıch volnosti.

Pro každou vypoč́ıtanou hodnotu t můžeme stanovit p-hodnotu,
doplněńı hodnoty distribučńı funkce t-rozděleńı do 1, tj. pravdě-
podobnost, s jakou se může vyskytnout uvažovaná statistika větš́ı
nebo rovna t(ν).

Statistická přej́ımka měřeńım
a výkonnost procesu

Při přej́ımce měřeńım na základě výběru rozsahu n z dávky ob-
sahuj́ıćı N kus̊u rozhodujeme o tom, zdali se dávka přijme či zamı́tne.
Spoč́ıtaj́ı se z dat x1, x2, . . . , xn statistiky x a s a následně veličiny

QL =
x− LSL

s
, QU =

USL− x

s
.

79



Podle hodnoty zvolené úrovně AQL se pak voĺı konstanta k (viz
norma ČSN ISO3951-3) a dávka se přij́ımá, když

min(QL, QU) > k.

Všimněme si, že 1
3
min(QL, QU) = P̂pk. Tedy dávka se přij́ımá, když

3P̂pk > k,

tedy

P̂pk >
k

3
.

Pro odhad ukazatele výkonnosti P̂pk máme pokryvný interval ve
tvaru

Ppk q(n− 1, α) < P̂pk < Ppk q(n− 1, 1− α).

kde hranice q(n − 1, α), q(n − 1, 1 − α) jsou odvozeny od hranic
konfidenčńıho intervalu pro Ppk, tj.

q(n− 1, α) =
1

1 + u1−α√
2(n−1)

,

q(n− 1, 1− α) =
1

1 + uα√
2(n−1)

.

Tento interval pokrývá hodnoty P̂pk s pravděpodobnost́ı 1 − 2α.
Tedy, aby se dávka nezamı́tla, muśı být

k

3
≤ Ppk q(n− 1, α),

tedy

Ppk ≥ k

3q(n− 1, α)
.

Když bude výkonnost procesu menš́ı, pak je šance dávku zamı́tnout,
nebot’ pak P̂pk ≤ k

3
, tedy

k

3
≥ Ppk q(n− 1, 1− α),

tedy

Ppk ≤ k

3
· 1

q(n− 1, 1− α)
.

Bude-li tedy Ppk menš́ı nežli tato hranice, pak s vysokou pravděpo-
dobnost́ı dávku zamı́tneme.
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Př́ıklad. Máme dávku 5 000 ks, při kontrolńı úrovni II podle
pásma L máme 75 ks vybrat, tedy n = 75 a spoč́ıtáme QU , QL

a porovnáme s k = 2, 66 pro AQL= 1, 1 % neshodných kus̊u v dáv-
ce. Tedy porovnáme P̂pk s hodnotou 2, 66/3

.
= 0, 886.

Při α = 0, 025 máme

q(74, 0, 025) = 0, 862

q(74, 0, 975) = 1, 191.

Pro přijet́ı dávky muśı být

Ppk ≥ 0, 886 · 1

0, 862
.
= 1.

Pro zamı́tnut́ı dávky u obou QU i QL pak stač́ı

Ppk ≤ 0, 886 · 1

1, 191
.
= 0, 7440.

Rovněž lze využ́ıt odhady výběrové směrodatné odckylky (MSSD)
(při s-plánu) či směrodatné odchylky (při σ-plánu) (MPSD) pro
odhadováńı minimálńı hodnoty ukazatele Pp, která by dávala šanci,
že dávka bude přijata. Při nižš́ı hodnotě Pp se dávka zamı́tá. Tedy
např. u s-plánu výše uvažovaném je hodnota maximálńı hodnoty
pro s rovna (AQL = 0, 11 %) 0, 168 · (USL− LSL), tedy

s ≤ 0, 168 · (USL− LSL).

Protože

P̂p =
USL− LSL

6s
,

čili

s =
USL− LSL

6P̂p

≤ 0, 168 · (USL− LSL),

z toho plyne, že P̂p muśı být větš́ı nežli

1

6 · 0, 168
=

1

1, 008
.
= 1.

Pokud tedy P̂p < 1, pak dávka se t́ımto přej́ımaćım plánem zamı́tne.

Obdobná situace je u σ-plán̊u a u hodnoty ukazatele Pp.
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Dodatek — řešené př́ıklady

Př́ıklad 1.

Jedná se o celkem 100 hodnot měřeńı znaku jakosti, které je or-
ganizované v 25 podskupinách po 4 vzorćıch. Data jsou normálně
rozdělena, USL = 7, 5, LSL = 2, 5. Z obrázku, který nám vraćı
Minitab, je vidět, že prakticky neńı rozd́ıl mezi bodovými odhady
ukazatel̊u Cp a Pp, protože Ĉp = 1, 33 a P̂p = 1, 31. To znamená, že
variabilita uvnitř podskupin a celková variabilita se nelǐśı, úroveň
variability mezi podskupinami je zanedbatelná. Protože Ĉpk

.
= Ĉp,

proces je velice dobře centrován a lze tedy tvrdit, že je stocha-
sticky zvládnut a lze tedy zodpovědně vyhodnotit jeho zp̊usobilost
a výkonnost, které se v tomto př́ıpadě nelǐśı. Lze potvrdit, že s prav-
děpodobnost́ı 0,975 hodnota ukazatele Cp neńı horš́ı nežli 1,11 a
neńı lepš́ı nežli hodnota 1,55. Co se týče hodnoty ukazatele Cpk,
tato se s pravděpodobnost́ı 0,95 pohybuje mezi hodnotami 1,08 až
1,54.

Současně nám dává obrázek i odpověd’ na odhad počtu neshod-
ných kus̊u nad či pod tolerančńım rozmeźım. Lze tedy očekávat,
že nad USL bude kolem 58 – 59 neshodných výrobk̊u, pod dolńı
hranićı LSL asi 34 kus̊u samozřejmě z miliónu výrobk̊u. Tato infor-
mace bývá pro některé zákazńıky daleko určuj́ıćı a zaj́ımavěǰśı nežli
vlastńı hodnoty odhad̊u ukazatel̊u Cp či Pp.

Př́ıklad 2.

Zde máme k dispozici celkem 125 dat, která jsou ve 25 podskupinách
po 5ti pozorováńıch. Data nepocházej́ı z jedné základńı populace,
protože každá podskupina má jinou středńı hodnotu, které jsou
náhodně rozděleny. Tuto situaci je možno si v praxi vysvětlit takovou
zjistitelnou př́ıčinou, jakou je např. vliv vstupńıho materiálu, který
nelze z procesu odstranit. Celkově ale proces je pod kontrolou,
nebot’ projev vlivu vstupńıho materiálu je stabilńı. Jako celek lze
data popsat jako normálně rozdělená s USL = 7, 5 a LSL = 2, 5.
Striktně vzato, správně by proces neměl být považován za zvládnutý,
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7,506,756,005,254,503,753,00

LSL USL

LSL 2,5

Target *

USL 7,5

Sample Mean 5,04154

Sample N 100

StDev (Within) 0,626479

StDev (O v erall) 0,638223

Process Data

Lower C L 1,12

Upper C L 1,49

PPL 1,33

PPU 1,28

Ppk 1,28

Lower C L 1,09

Upper C L 1,47

C pm *

Lower C L *

C p 1,33

Lower C L 1,11

Upper C L 1,55

C PL 1,35

C PU 1,31

C pk 1,31

Lower C L 1,08

Upper C L 1,54

Pp 1,31

O v erall C apability

Potential (Within) C apability

PPM < LSL 0,00

PPM > USL 0,00

PPM Total 0,00

O bserv ed Performance

PPM < LSL 24,87

PPM > USL 43,50

PPM Total 68,37

Exp. Within Performance

PPM < LSL 34,14

PPM > USL 58,57

PPM Total 92,71

Exp. O v erall Performance

Within

Overall

Process Capability of N(5,0.7)
(using 95,0% confidence)

 

Obr. 13. Stochasticky zvládnutý proces.

protože analýza rozptylu (ANOVA) třeba odhaĺı, že podskupiny
nemaj́ı stejnou středńı hodnotu. Takový proces potom neńı možno
regulovat či monitorovat pomoćı klasických regulačńıch diagramů,
které poč́ıtaj́ı regulačńı meze pro aritmetické pr̊uměry na základě
odhadu směrodatné odchylky pro variabilitu pouze uvnitř pod-
skupin (StDev(Within)) a nerespektuj́ı př́ıtomnost variability i mezi
podskupinami, kterou sem vnáš́ı právě náhodné chováńı středńıch
hodnot v podskupinách.

Tento fakt je ihned vidět i na obrázku, kde odhad směrodatné
odchylky variability uvnitř podskupin je pouze 0,675494, kdežto
celková směrodatná odchylka má odhad roven 0,895326. Z toho
vyplývá i rozd́ıl mezi odhady ukazatel̊u výkonnosti a zp̊usobilosti,
kde Ĉp = 1, 23 a P̂p = 0, 93. Pokud data lze považovat jako celek
za normálně rozdělená, a to lze zde udělat, pak můžeme hodnotit
výkonnost procesu pomoćı Pp a Ppk. Hodnotit zp̊usobilost procesu
zde prakticky nemá smysl právě pro nahodilost v chováńı středńıch
hodnot podskupin, která je statisticky významná (viz Obr. 14).

Výkonnost procesu zde s pravděpodobnost́ı 0,975 neńı horš́ı
nežli 0,81, proces neńı ideálně centrován v tom smyslu, že v́ıce
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765432

LSL USL

LSL 2,5

Target *

USL 7,5

Sample Mean 5,13582

Sample N 125

StDev (Within) 0,675494

StDev (O v erall) 0,895326

Process Data

Lower C L 0,81

Upper C L 1,05

PPL 0,98

PPU 0,88

Ppk 0,88

Lower C L 0,76

Upper C L 1,00

C pm *

Lower C L *

C p 1,23

Lower C L 1,05

Upper C L 1,41

C PL 1,30

C PU 1,17

C pk 1,17

Lower C L 0,99

Upper C L 1,35

Pp 0,93

O v erall C apability

Potential (Within) C apability

PPM < LSL 8000,00

PPM > USL 0,00

PPM Total 8000,00

O bserv ed Performance

PPM < LSL 47,69

PPM > USL 232,70

PPM Total 280,39

Exp. Within Performance

PPM < LSL 1620,09

PPM > USL 4138,26

PPM Total 5758,35

Exp. O v erall Performance

Within

Overall

Process Capability of C3; ...; C7
(using 95,0% confidence)

 

Obr. 14. Podskupiny maj́ı r̊uzné středńı hodnoty.

středńıch hodnot podskupin je směrem k USL (vidno z rozd́ılu mezi
PPL a PPU). Lze očekávat, že nad USL bude kolem 4100 ppm a
pod LCL 1600 ppm, což potvrzuje posunut́ı proces̊u v̊uči středu
tolerančńıho rozmeźı.

Poznámka: Značeńı PPL = P̂pkL, PPU = P̂pkU je použito i v dal-
š́ıch př́ıkladech.

Př́ıklad 3.

V tomto př́ıpadu data jsou p̊uvodně ze dvou normálńıch rozděleńı,
jak napov́ıdá i histogram, který je dvouvrcholový. Celkově data
nelze vysvětlit normálńım rozděleńım, a proto je zaváděj́ıćı hodnotit
zp̊usobilost procesu běžně pomoćı ukazatel̊u Cp či Cpk, dokonce
i ukazatel výkonnosti Pp či Ppk zde ztráćı smysl. I když nám Minitab
vrát́ı odhady těchto ukazatel̊u, neńı správné na nich stavět infor-
maci o stavu procesu, nebot’ nejsou splněny předpoklady o nor-
malitě dat. Ani jakákoliv transformace dat nepomůže právě kv̊uli
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dvouvrchovému rozděleńı dat (viz Obr. 15).

98765432

LSL USL

LSL 1,5

Target *

USL 9

Sample Mean 5,03068

Sample N 250

StDev (Within) 0,694936

StDev (O v erall) 1,19398

Process Data

Lower C L 0,95

Upper C L 1,14

PPL 0,99

PPU 1,11

Ppk 0,99

Lower C L 0,89

Upper C L 1,08

C pm *
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C p 1,80
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C PL 1,69

C PU 1,90

C pk 1,69

Lower C L 1,51
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PPM < LSL 0,00

PPM > USL 0,00

PPM Total 0,00

O bserv ed Performance

PPM < LSL 0,19

PPM > USL 0,01

PPM Total 0,19

Exp. Within Performance
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PPM Total 1995,91

Exp. O v erall Performance

Within

Overall

Process Capability of C9; ...; C13
(using 95,0% confidence)

 

Obr. 15. Data pocházej́ı ze dvou zdroj̊u.

Jak tedy hodnotit výkonnost procesu v takovém př́ıpadě? Pokud
v́ıme, č́ım je zp̊usobeno rozděleńı dat do v́ıce podmnožin (tzv. stra-
tifikace), zde do dvou, je situace mnohem jednodušš́ı, než když ne-
umı́me data podle př́ıznak̊u zpětně stratifikovat. Př́ıznakem může
být r̊uzné nastaveńı stroje (r̊uzný parametr polohy) či výrobky z ji-
né dávky apod. Obvykle lze očekávat, že data v rámci takto defi-
novaných podmnožin budou normálně rozdělena a lze tak hodnotit
zp̊usobilost a výkonnost každé takové podmnožiny zvlášt’ a jako
celkovou výkonnost uvažovat minimálńı hodnotu z odhad̊u PPU
a minimálńı hodnotu z odhad̊u PPL. Celková výkonnost procesu
pak bude minimum z takto źıskaných dvou odhad̊u. Zcela analo-
gicky by bylo možno postupovat při větš́ım počtu stratifikovaných
podmnožin.

Z ńıže uvedených obrázk̊u je vidět, že data lze rozdělit do dvou
podmnožin. V rámci prvńı podmnožiny máme, že odhad PPL =
1, 16 a odhad PPU = 2, 12 a s pravděpodobnost́ı 0,95 se skutečná
výkonnost procesu pohybuje mezi 1,01 a 1,31.

U druhé podmnožiny dat je odhad PPL = 1, 98 a odhad PPU =
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1, 33. Konfidenčńı interval pro skutečnou hodnotu ukazatele Ppk je
〈1, 15; 1, 50〉.

98765432
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Within

Overall

Process Capability of C23; ...; C27
(using 95,0% confidence)

 

Obr. 15a. Vyhodnoceńı dat z 1. zdroje.

Když tyto informace dáme dohromady, lze tvrdit, že při celkovém
hodnoceńı výkonnosti procesu bude odhad PPL = 1, 16, odhad
PPU = 1, 33 a konfidenčńı interval pro Ppk lze brát jako sloučeńı
obou konfidenčńıch interval̊u pro jednotlivé podmnožiny dat, tedy
s pravděpodobnost́ı alespoň 0,95 bude

1, 01 < Ppk < 1, 50.

Co se týče počtu neshodných kus̊u při tomto stavu výrobńıho pro-
cesu, odhady jsou následuj́ıćı:

257 ppm < LSL

35 ppm > USL.

Jestliže neumı́me zpětně data stratifikovat, pak je situace těžš́ı a
muśıme sṕı̌se experimentálně odhadnout z pr̊uběhu měřeńı, kde jed-
notlivé podmnožiny hledat a jak vznikaly. Zde může pomoci infor-
mace źıskaná při sběru dat (např. operátor, směna, dávka, přerušeńı
výroby, vliv seřizovače apod.).
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Obr. 15b. Vyhodnoceńı dat z 2. zdroje.

Př́ıklad 4.

V tomto př́ıkladu se projevuje vliv trendu na pr̊uběh dat v čase.
Tento jev se často objevuje z vlivu opotřebováńı nástroje při zpra-
cováńı výrobku. Tento jev pak úzce souviśı s okamžiky výměny
nástroje a proces pak má téměř periodický pr̊uběh (viz Obr. 16).

Z obrázku je vidět, že celkově lze data považovat za normálně
rozdělená, i když každá podskupina má vlivem trendu jinou středńı
hodnotu. Toto je předevš́ım vidět na rozd́ılu mezi odhadem inhe-
rentńı variability pomoćı R, σ̂R = 0, 702253 a odhadem celkové
směrodatné odchylky σ̂TOT = 0, 783869. Proto se významně lǐśı
i odhady Ĉp a P̂p. Hodnotit zp̊usobilost pomoćı Cp ztráćı smysl,
protože středńı hodnota neńı konstantńı, má cenu uvažovat pouze
výkonnost procesu. To lze, nebot’ celkově lze data považovat za
normálně rozdělená. Pak tedy máme, že s pravděpodobnost́ı 0,95 je

1, 26 < Pp < 1, 50

1, 17 < Ppk < 1, 42.

(Zde LSL = 2, 5; USL = 9, 0.)
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Může se samozřejmě stát, že vliv trendu bude tak významný,
že z celkového pohledu nebude možno považovat data za normálně
rozdělená, ale dostaneme de facto spojitou směs normálńıch rozděle-
ńı. Jak pak hodnotit výkonnost procesu? Nab́ıźı se několik možnost́ı.

a) Pokud je relativně dost dat k dispozici, lze uvažovat několik
podskupin na začátku trendu a na konci trendu (aby v každé
části bylo k dispozici minimálně 30 – 40 dat), data otestovat v
každé části na normalitu a pak provést hodnoceńı výkonnosti
procesu v každé části a celkově uvažovat horš́ı př́ıpad.

b) Vysvětlit celkově data nějakým vhodným typem rozděleńı
pravděpodobnosti, odhadnout př́ıslušné kvantily pro α =
= 0, 00135 a α = 0, 99865, a dále použ́ıt vzorec pro Pp v př́ı-
padě nenormálńıho rozděleńı

Pp =
USL− LSL

q(0, 99865)− q(0, 00135)
,

kde př́ıslušné kvantily q(0, 99865) a q(0, 00135) se nahrad́ı
jejich odhady. Tento př́ıstup je ale velice citlivý na počet
dat a kvalitu odhad̊u parametr̊u s nalezeńım typu rozděleńı
pravděpodobnosti.

c) Využ́ıt Box–Coxovy či Johnsonovy transformace dat na data
normálně rozdělená. Tento porstup např. velice dobře umož-
ňuje Minitab. Problémem pak může ale být, že software vhod-
nou transformaci nenajde či nelze použ́ıt, např. protože speci-
fikačńı meze lež́ı mimo definičńı obor uvažované transformace.

Př́ıklad 5.

Je k dispozici 200 údaj̊u ve 40 podskupinách po pěti, data evidentně
nevyhovuj́ı normálńımu rozděleńı. Přirozenou meźı je nula, horńı
specifikace USL byla stanovena na hodnotu 5. Data např. mohou
pocházet z měřeńı ovality, velikosti śıly nutné na roztržeńı spoje,
měřeńı rovinnosti apod.
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Obr. 16. Data pod vlivem mı́rného trendu.

Byl učiněn pokus data vysvětlit logaritmicko-normálńım rozdě-
leńım, které testem dobré shody prošlo. Pomoćı softwaru Minitab
byly metodou maximálńı věrohodnosti odhadnuty parametry log-
normálńıho rozděleńı a tyto dosazeny do vzorce pro hustotu tohoto
rozděleńı. Opět Minitab vrát́ı př́ıslušné odhady kvantil̊u q(0, 00135)
a q(0, 99865). Dospěli jsme k hodnotám

q̂(0, 00135) = 0, 05175

q̂(0, 99865) = 3, 10432

q̂(0, 5) = 0, 4.

Pak odhad ukazatele Ppk má smysl pouze v̊uči horńı mezi USL = 5,
tedy

PPU =
USL− q̂(0, 5)

q̂(0, 99865) · q̂(0, 5)
= 1, 70.

Bohužel v tomto př́ıpadě je velice komplikované poř́ıdit konfidenčńı
meze pro Ppk, proto software Minitab toto nenab́ıźı a vraćı pouze
bodový odhad ukazatele Ppk.

Kdyby nenormalita dat nebyla respektována a odhad ukaza-
tele Cp resp. Pp se provedl formálně, výsledek bude silně nadsazen,
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Obr. 17. Aplikace modelu log-normálńıho rozděleńı.

P̂p > 4, 0.

Př́ıklad 6

V tomto př́ıkladu jsou k dispozici data (celkem 96) organizovaná
po 4 v podskupině s evidentńım trendem, jehož vliv se projevuje
v tom, že celkově data nelze popsat normálńım rozděleńım. Jedná
se o směs normálńıch rozděleńı, která maj́ı středńı hodnotu pod
vlivem určité př́ıčiny vyvolávaj́ıćı trend, ale se stálou úrovńı inhe-
rentńı variability. Výsledně lze data popsat jako směs normálńıch
rozděleńı, ostatńı pokusy s log-normálńım, Weibullovým, gama-
rozděleńım apod. selhávaj́ı.

Jestliže budeme ignorovat fakt o nenormalitě, ale přesto by-
chom vyhodnocovali zp̊usobilost procesu jakoby data byla normálně
rozdělena, dostaneme výsledek, který rozhodně neodpov́ıdá realitě.
Odhad ukazatele Cp vycháźı z Ĉp = 3, 63, kdežto odhad ukaza-
tele Pp, který zde také nemá smysl, je-li založen na odhadu celkové

směrodatné odchylky, má hodnotu P̂p = 0, 75. Na druhou stranu je
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nutno ř́ıci, že odhad P̂p je daleko bĺıže realitě, nežli odhad Ĉp.

Když použijeme nástroj transformace dat, pak situace opět ne-
bude uspokojivě řešena, protože sice najdeme vhodnou Johnsonovu
transformaci, ale lze poč́ıtat pouze výkonnost v̊uči jedné specifikaci,
protože hodnota druhé specifikačńı meze je mimo definičńı obor
nalezené transformace. Johnsonova transformace se snaž́ı převést
data na data s rozděleńım N(0, 1). Zde tedy (viz obrázek) máme

pouze jednostranný odhad P̂pkU = 0, 97. Vzhledem k symetričnosti
rozděleńı dat by bylo možné jako aproximaci toto uvažovat pro
odhad Ppk i Pp. Původńı specifikačńı meze pro znak jakosti jsou
LSL = 3, USL = 13.
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Obr. 18. Data pod vlivem silného trendu.

Box–Coxova transformace nab́ıdne nejlepš́ı hodnotu jej́ıho ex-
ponentu rovnu 1, což znamená data ponechat p̊uvodńı. Je fakt, že
některé testy dobré shody (např. Kolmogorov–Smirnov) normalitu
na 5%-tńı hladině významnosti nezamı́tnou. Pak źıskáme odhad
výkonnosti procesu na úrovni P̂p = 0, 75 s dolńı meźı konfidenčńıho
intervalu rovnou hodnotě 0,62.

Protože v tomto př́ıkladu nelze provést stratifikaci dat, můžeme
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výkonnost procesu ocenit tak, že data rozděĺıme např. na 3 skupiny.
Prvńı skupina bude obsahovat podskupiny 1 – 8, druhá podskupiny
9 – 16, a třet́ı 17 – 24. U obou krajńıch podskupin vyhodnot́ıme
výkonnost extra a źıskané odhady pro Pp a Ppk porovnáme. U pod-
skupin 1 – 8 máme následuj́ıćı odhady pro Pp a Ppk:

P̂p = 1, 86, P̂pk = 1, 02,

kde nás předevš́ım zaj́ımá odhad PPL v̊uči dolńı mezi i s př́ıslušnou
dolńı konfidenčńı meźı 0,74.

U podskupin 17 – 24 źıskáváme odhady P̂p = 1, 84 a P̂pk =
0, 84. Zde nás zaj́ımá hlavně chováńı procesu v̊uči USL, tedy odhad
PPU = 0, 84 s dolńı konfidenčńı meźı 0,60.

Celkově lze tedy na základě srovnáńı obou skupin ř́ıci, že u pro-
cesu lze očekávat s pravděpodobnost́ı 95% jeho výkonnost lepš́ı
nežli je Ppk ≥ 0, 60. Vliv prostředńıch podskupin 9 – 16 lze vzhledem

k úrovni variability (viz odhad Ĉp) na výskyt neshodného výrobku
prakticky vyloučit.
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Obr. 18a. Vyhodnoceńı dat pomoćı modelu normálńıho rozděleńı.
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Obr. 18b. Vyhodnoceńı 1. třetiny dat.
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Obr. 18c. Vyhodnoceńı 3. třetiny dat.
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Obr. 18d. Vyhodnoceńı výkonnosti pomoćı Johnsonovy transformace.
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[5] J. Michálek: Statistické testy koeficient̊u zp̊usobilosti, Výzkumná
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1 Základńı pojmy a definice 2

2 Definice ukazatel̊u zp̊usobilosti
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