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Uvod

Ve vyzkumné zprave ¢. 2016 “Odhady koeficientu zpusobilosti a jejich vlastnosti” viz [1],
byly odvozeny aproximace hustot rozdéleni pravdépodobnosti odhadu @p koeficientu C),
podle typu tzv. zpusobilostni smérodatné odchylky. Volba odhadu smérodatné odchylky
sledovaného jakostniho znaku obvykle v praxi tizce souvisi s pouzitym tvarem regula¢niho
diagramu. Jedna-li se o diagram (7, R), pak je vhodné pouzit pro odhad smérodatné
odchylky o velicinu R/dy(n), kde n je rozsah logické podskupiny odebirané z procesu a R
je prumérné rozpéti. Analogicky pii regulacnim diagramu (7, s), kdy smérodatnéd odchylka
o se odhaduje pomoci veliciny 5/Cy(n), kde 3 je prumérnd vybérova smérodatna odchylka.
Koeficienty dy(n) a Cy(n) jsou bézné tabelovany v literatuie zabyvajici se konstrukef
regula¢nich diagramu. Lze uvazovat i tfeti typ odhadu odvozeny od vybérové smérodatné
odchylky, a to
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ktery je zalozen na odhadech rozptylu v podskupinach za predpokladu nezavislosti pod-
skupin. Cislo k piedstavuje pocet vzatych podskupin do vypoétu. Jednotlivd méreni v i-té
podskupiné jsou zndma jako x;;, j = 1,2,...,n. Tento odhad se ale bohuzel v praxi (ani
v softwarech pro SPC) nepouzivd, i kdyz dava velice dobré vysledky a mé celou fadu
vyhod, napf. pfi konstrukci odhadu ukazatele C,,.

Pti odvozovani aproximativnich hustot se vychazi z predpokladu, ze v ramci kazdé
podskupiny 1ze chovani jakostniho znaku popsat normalnim rozdélenim. Tato rozdéleni se
mohou od jedné podskupiny k druhé lisit v parametru polohy, nikoliv vSak v parametru
variability o a skupiny musi byt navzajem nezavislé. Ukazatel C), totiz vyjadiuje po-
tenciondlni troven zpusobilosti dosazitelnou pouze pfi centrovani sledovaného jakostniho
znaku na prostiedek toleranc¢niho rozpéti.

Maximalné vérohodné odhady ukazatele C,

V dalsim provedeme odvozeni maximélné vérohodnych odhadu ukazatele C, pro vyse

uvedené tii pripady:



a) Odhad zalozeny na vybérovém rozpéti R:
Zde je hustota odhadu @p dana vyjadienim:

1 ka2 /C A a, VEk
fR(x):\/%eXp{—Qgg(mp_Q }a\/_cp

pro x > 0. Jinak je fr(x) = 0. Koeficienty «,, 3, jsou tabelovany (viz [1]) a zdviseji
na velikosti podskupiny a souviseji s asymptotickym rozdélenim vybérového rozpéti

R 7z normalniho rozdéleni.

Uvazujme situaci, kdy mame k dispozici N vybéru slozenych z k odebranych pod-
skupin, za predpokladu nezavislosti je pak sdruzena hustota dana souc¢inem

N N L, al Cyp Ay 1
Tfr(z1,29,...,2N) :Cp pn,kexp{_2pn,k2(m_1) }ngv
i=1 ( }

kde pp 1 = %—:\/E

Odhad ukazatelu C, zalozeny na poméru vérohodnosti se ziskd hleddnfm maxima

hustoty. Snadno zjistime, ze

1, e, 2 N ,
In fr(z1,22,...,2,) = NInC, + Nlnp, ; — ipnkz ( - 1) — Zlna:i
i=1 N Ti —

Odtud jiz

1 N N 1
anf<xlax2? 737N):_p7217k2(cyp_1>
acp Cp i=1 \ i Z;

Maximalné vérohodny odhad pak ziskame feSenim rovnice:

S-ng (@)

Tim se dostavame ke kvadratické rovnici pro C,, a to

1
72.

1
T:Tg(l‘l,...,.CEN)C;—Tl(.iﬁl,l'Q,...,.TN)Cp,
pn,k
kde N N
1 1 1 1
Ti(xy,29,...,28) = — Y —, TH(xq, 29, .. —
1( 1,42, ) N) N,L:ZIIL'J 2( 1,42, Z:ZIZEZQ
Regen{ rovnice mé pak tvar
TH(w1, T2, ..., 1) + 47%(“/’;2"”’“)
n,k

CMEE) — T (21, o, ..., xy) £
p 1(1‘1 2 :L‘N) 2T2(£L‘1,£1§'2,...,£L’N)

Samoziejmé uvazujeme pouze piipad se znamenim +, nebot zdporny odhad nemé

smysl, nebot vzdy C, > 0.



V pifpadé N = 1, coz je nejcastéji se vyskytujici situace v praxi (napt. C, se
odhaduje na zékladé jediné regula¢ni karty), pak

2
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kde
~  USL — LSL

MLE) vyiddiit jako

Pro zjednoduseni lze odhad 61()

~ 1 1 1 ~
CMMLE) _ [ 2 LI Vs
' R\ PRI A
coz znamena pii k /' +o00, ze pro praktické uicely se odhady ép a CISMLE) moc nelisi.
Pti k > 20 lze uvazovat, ze

e . A
CMUE) = O,

Pro N > 1 je pak situace jiz komplikovanéjsi, nebot pak
1 X1 1 X1
-yl o p-ly 1
Ni=Cpi Ni=Cp,
kde CA’W je odhad odvozeny od R;/dy(n), tedy od i-té &asti logickych podskupin.
Pokud v tomto piipadé budeme uvazovat N 7~ oo a soucasné k ~ oo, pak lze
snadno dokézat, ze

A(MLE)  ——
Op k,N—oo Cp'

Jedna se tedy o konzistentni odhad.

Odhad zalozeny na prumérné smérodatné odchylce s:
Zde je hustota odhadu ukazatele C), dana obdobné jako v piipadé a) vyjadienim:

1 laz_, (G, \ an Cp
fo(x) = Var P {_2 B2, g (:v a 1) by ‘/Eﬁ

pro z > 0. Pro 2 <0 je fs(x) = 0.

7 tvaru aproximativni hustoty ihned plyne, Ze jeji tvar se nelisi od tvaru hustoty
v piipadé a), pouze jsou zde jiné koeficienty a,,_1, b,—_1. Tyto jsou rovnéz tabelovany,
dokonce je mozno je vyjadrit pomoci funkce I'(+)

2 I(3) o2 ()

7 tohoto faktu vyplyva, ze maximalné vérohodny odhad poc¢itany pomoci s lze ziskat

zcela stejnym postupem jako v pripadé a) a se zcela stejnymi vlastnostmi.
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¢) Odhad zalozeny na prumérném rozptylu

n
Z (ij — T;)

n—l it

k
1=
Zde lze napsat vzorec pro odpovidajici hustotu rozdéleni pravdépodobnosti pfesné,
nebot lze jeji tvar odvodit od y2-rozdéleni, kdyz rozdéleni v podskupinidch bude

norméalni a podskupiny navzajem nezavislé. Hustota ma tvar

Xp{_km— 1)0;} 1

912 ph(n—1)+1"

(n 9]

CE D [k(n — 1)

P (K1)

fi(z) =

Opét uvazujeme situaci slozenou z N nezavislych dilcich tseku logickych podskupin
o k podskupinach. Pak sdruzend hustota mé tvaru soucinu, tedy

fI(.Il, Lo,y ... ,l‘n)
CNK=Dfe(n — 1)] o k(n=1)C S 1 1
oMU 1y (K1) P 202 S} [ I, LTy

2

Nk(n—1)
2

Odtud snadno odvodime

In fi(xy,29,...,2N)
Nk k(n—1
= Nk(n—l)lnCp—l—O;)ln{k(n—l)} < (n2 ) >1n2
— C?k(n—-1) X
_Nir (=D _ Gk )Z%—Z(l{(n—l)jtl)lnxz
2 2 =1 Y=
Pak derivace logaritmu od hustoty je rovna:
Oln fi(xy,xe,...,xn) Nk(n—1) N1
= — Cok(k—1 —
oc, g, O 2o
a tedy maximalné vérohodny odhad splnuje rovnici:
1 X1
2
T
neboli
] N 1\
AMLE) _ [ £ N~ b
- (vha)

V nejjednodussim piipadé, N = 1, pak ihned mame, ze
A(MLE ~
CIMEE) = O,

pii aplikaci odhadu smérodatné odchylky zalozeném na prumérném rozptylu.



Vérohodnostni pomeéry a testy hypotéz o ukazateli C,

Odhad zaloZeny na R:

C N 1 N C 2 1 N C 2
U1, 22, .. ) = (C;) eXP{—QPi,k <x-1_1> _ipi,k (£—1> }
=1 i =1 i

Odtud snadno

4 pi,k Cy ’ Co ’
Inl(zy,20,...,2,) = Nlna_ Z :L’Z-_l) _(mi_l>
C

Piedpoklddame, ze Cy, C jsou hodnoty ukazatele C, s tim, Ze pro jednoduchost
0< C() < (.

Specialné, pro N = 1 mame

2 2 2 _
lnf(:v):lng;—p’;k-cl & x22<01 C’o)x.

Bohuzel nelze tento vérohodnostni pomér rozepsat do tvaru
111(1'1,932, s ,I'N) = QN(007 Cl) + KN(C()v Ol) TN(Z’l, s >$N)7

ktery by znamenal vérohodnostni funkci s monoténnim pomeérem vérohodnosti, kterého by
se dalo vyuzit napt. pro konstrukei nejsilnéjsich testu pro slozené alternativy. Znamena to,
ze tento vérohodnostni pomér se da obecné vyuzit pouze pro konstrukei testu jednoduché
hypotézy H, : C, = Cy proti jednoduché alternativé H; : Cp = C). Nejdiive se budeme

zabyvat opét nejjednodussim piipadem N = 1.

Testujme hypotézu Hy : C, = Cy proti alternative H; : C, = ;. Klasické Neyman-—

Pearsonovo lemma dava nejsilnéjsi test: hypotéza H, se zamita, kdyz

In — — C, —C = > A,
CO pn,k( 1 0) ( Cg )

pricemz A, je stanoveno tak, aby

R e
0
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(nenf problém vyjadiit vérohodnostni pomér ve vyse uvedeném tvaru, kde C' = oty

Lze totiz predpokladat, ze hodnota testové statistiky bude vétsi, kdyz hodnoty odhadu
CA'p budou vétsi, a tim blize k platnosti alternativy H;. Jde tedy o to najit hodnotu A,

tak, aby .
lels. In & — )\,
P{C Cp < Co ’HO}:Q'

~ 2
Cg pn,k

¢ Cp pri
cz

odhadu smérodatné odchylky zaloZené na R. Pro tento cil je nutno analyzovat pribéh

funkce T1(z) = ng“”:. Tato funkce neni monoténni, je definovana na (0,400) a Ti(z) =0

Pro nalezeni vhodné hodnoty A, je nutno odvodit hustotu rozdéleni veli¢iny

pro x = C. Pro z € (0,C) je ostie klesajici, pro z € (C,+00) m4d parabolicky pribéh
s lim, oo T1(x) = 0 a zde T1(x) < 0. Je-li u € (0, +00), pak rovnice T3 (z) = v mé jediny

koren
1+ 4ue

'IOZ_]-_I_ 2’LL )

L

pro u € (O, —Ic

> existuji dva kofeny

—1—/1+4uC =11+ 4uC

I = To —
2u ’ 2u

Na zakladé téchto faktu je pak hustota rozdéleni pravdépodobnosti pro veli¢inu Tl(ép)
rovna pro u > 0

hr(z) = fz (_1 u 2Z+4UC) . o (J/@)

2u

1
pr00>u2—ﬁ

B —1+ /1 +4uC 1
hr(xz) = fR( o0 ) . ‘Tl, (_H\/m)‘

2u
e —1—/1+4uC 1
R 2u ’T’ (—1—\/1+4u0)"
13 U e—

2u

~

Je vidét, ze vzorec pro hustotu rozdéleni 77 (C),) je pomérné slozity a pro nalezeni pozadované

hodnoty A\, podle predepsaného rizika a je nutno saéhnout k numerickému teseni.

Zcela analogicky lze postupovat v pripadé b), kdy je odhad smérodatné odchylky

zalozen na 3.



Ponékud jina situace nastava v pripadé c), kdy je odhad smérodatné odchylky odvozen
od prumérného rozptylu. Tento ptipad byl jiz ¢dstecné uvazovan v [2]. Nyni provedeme
uplny rozbor této situace. Opét rozsah podskupiny je n, v kazdém useku je uvazovano

k podskupin a useku je N. Odvodime vérohodnostni pomer:

filwy,zo, .. 2, |Ch) _Nk:(n—l)l % Nk’(”_l) i%i
fi(zy, 22, ..., 2,]C) B 2 02 2 N 1 IZQ

1=

In

Pii tomto piistupu k testovani hypotéz o ukazateli C, je nutno predpokladat nezdvislost
mezi podskupinami a popsani hodnot jakostniho znaku v ramci kazdé podskupiny pomoci
normalniho rozdéleni s ruznymi stfednimi hodnotami, ale stejnym rozptylem. Znamena
to, ze proces nemusi byt zvladnut vuci parametru polohy, ale musi byt zvladnut v tirovni

variability.

Jak snadno vidét, logaritmus vérohodnostniho poméru lze napsat do tvaru

f[(l‘l,xg, Ce ,xn\Cl)

In = Kn(Co, C1) Tn(x1, 22, ..., xN) + Co, Cy),
o an]Co) — v (Co O T, 22, o) + Qv (Co, C1)
kde
Nk(n—1
Tn( ) = iZN:i
N\X1,T2,..., TN = NZZI:L,?
Nk(n —1) C’2
~(Co, Ch) 5 N o

Opét budeme predpokladat, ze Cy < C. Je vidét, ze logaritmus vérohodnostniho poméru
je linearni funkce pro kazdou dvojici Cy, C;. Na zdkladé obecné teorie o testech zalozenych
na monoténnim poméru vérohodnosti, viz napt. [3], 1ze tvrdit, Ze v tomto piipadé exis-
tuje stejnomérné nejsilngjsi test p(x1,xq,...,xy) hypotézy Hy : C, = Cy proti slozené
alternativé H; : C, > Cy:

o(x1,z9,...,xy) =1 pro Ty(zg,xs,...,zN) < konst
o(z1,22,...,2n5) =7 pro Ty(x2,@2,...,7ryx) = konst
o(xy,z9,...,x5) =0 pro Ty(zg,xs,...,xxN) > konst.

Tedy hypotéza C, = C se zamita, pokud plati nerovnost
1 N

1
TN(iCl,lL'Q,...,l'N):N E 72<kOHSt.
i=1 1t

Otevienym problémem zustava odvozeni rozdéleni pravdépodobnosti pro statistiku
Ty za predpokladu platnosti Hy, aby bylo mozno stanovit hodnotu konstanty pii volbé
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rizika 1. druhu. V nejjednodussim pifpadé N = 1 je situace daleko schiidnéjsi, nebot pak

se jedna o statistiku 73 (zy) = :%2 a hypotéza H, se zamita, kdyz
1

k(n—1)

Cp > Coy| —r s,
PN dalk(n = 1)

kde go(k(n — 1)) je a-kvantil rozdéleni 2 o k(n — 1) stupnich volnosti. Odhad C, je pak

jediny odhad zalozeny na k podskupinach o rozsahu n kusu.

V praxi je daleko vhodnéjsi otocit role hypotézy Hy a alternativy H;. Proces bude tim

vvvvvv

Testy zalozené na konfiden¢nich intervalech

V pripadech a) a b) nelze na zédkladé vérohodnostniho poméru zkonstruovat stejnomérné
nejsilngjsi test jednoduché hypotézy proti slozené alternativé, protoze uvazovany veéro-
hodnostni pomér neméa vlastnost monotonie. Hustoty rozdéleni pravdépodobnosti vsak
umoznuji konstrukei konfidenénich intervali pro pozadované hodnoty ukazatele C,. Lze
postupovat nasledovné: hypotéza Hy : C, = Cy proti alternative H, : C, # Cj se nezamita,
kdyz odhad CA’p parametru C, bude obsazen v intervalu

Gaj2 < ép < Q1-a/2;

kde P {qa/g < é'p < ql_a/g} =1 — «a, kde « je riziko chyby 1. druhu. V piipadé odhadu

C}, pomoci prumérného rozpéti R to znamend, ze

1 ) 1
Cr s < <O T s
1+ s 1+ Brtey

Hypotéza Hy : C, = C se nezamita timto testem na hladiné o, kdyz

=~ ﬁnuam A ﬁnul—a/z
C, |1+ <Co<C,| 1+ —F].
’ ( anVk e anVk

Zde je tedy uvazovan piipad s pouze jednim tsekem, tedy N = 1.

Piipad pro N > 1 bude feSen pozdéji, nebot pak odvozeni rozdéleni pravdépodobnosti
testové statistiky je daleko komplikovanéjsi.



Kvalita testu se posuzuje jeho silou, tzn. pravdépodobnosti zamitnuti hypotézy, kdyz

ona neplati. Cili jde o to uréit pravdépodobnosti ndhodnych jevi

_ C . C
0 <— 0 sz(l_ﬁf’wz)

N ) v/

za platnosti alternativy Hy, : C, = C}, a zjistit, jak tato sila testu zavisi jednak na

rozdilu €y — Cy a jednak na vztahu pravdépodobnosti pro C, = Cj jako ha(-). Pak
pravdépodobnost prijeti alternativy je

Co Co
1+én /VE 00 1—¢n/VE
/ ha(z) de + / ha(z)da =1 — / ha(z) dz,
0 _ % _ % _
1—&n/VE 1+én/VE
kde &, = 5™ u1—a/2, Ui1—q, je prislusny kvantil rozdéleni N (0,1). Snadno je vidét, ze pii

k / oo sﬂa testu roste k 1 pro kazdy rozsah podskupiny. Alternativni hustota ma tvar:

an 10[2]{3 Cl Cl
\/ﬁ @Xp{ 2 P (1) 12}

Po dosazeni do vyse uvedenych integrélii a transformaci proménnych lze psat: necht

hA(ZE)

Bn.x(a) je pravdépodobnost chyby 2. druhu, pak

Co
L Prti—ay2
anVk

Buila) = / ha(e) de = @ (“"f (—1)+g;ul_a/2)

Bnuy _
1+ ntl—a/2
anVk

o (O‘"\F (5 -1)- g/)

kde ®(-) je distribucni funkce of N(0,1) a u1_a/2 je jeji piislusny kvantil.

Odtud jiz ihned vidime, zZe sila testu je rovna

1—Gur(a) = (Qn\/_ < — 1) + g(l)ula/2>

(O‘”\/_<—1> g;ula/2>.

Pro ilustraci uvazujme pripad, kdyz n = 5, £k = 20 a a« = 0,05. Pak a5 = 2,326,
Bs = 0,864, ugg7s = 1,96, a tudiz sila takovéhoto testu je rovna pii Cy = % a () = g
priblizné 0,7123. To znamend, Ze silou piiblizné 71 % budeme detekovat proces, ktery je

na skutecné urovni C, = 1, 67.

Uvazujme jesté piipad téhoz zadani pouze se zménou C; = 1. Pak sila testu bude
rovna priblizné 1 —®(—1,54)4+d(—4,47) = 1—-0,0618 = 0, 9382. Tedy pokud bude proces

9



skutecné nezpusobily s C, = 1, pak pfi tomto zadani tento test tuto nezpusobilost de-
tekuje s pravdépodobnosti 93,82 %. Vsimnéme si dosti znacného rozdilu mezi uvazovanymi

priklady.

Lze se ptat, kolik podskupin je nutno uvazovat, aby sila u prvniho piikladu se zvysila
ze 71 % na 95 %. Aby tomu tak bylo, musi byt chyba 2. druhu (3, x(«) maximalné 5 %, tedy
hleddame k takové, aby 5 x(0,05) < 0,05. Protoze k& bude muset byt rozhodné nad 20, je

mozno hodnotu o o
O 1 1
O —vVk|l— -1 — U _q
(ﬂn\/_ <CO > + Cou1 /2)

nahradit 1, a tudiz je nutno volit £ tak, aby bylo
P (;‘:\/E (g; - 1) - %ul_aﬂ) > 0,95,
tedy
® (2,6921 - 0,25Vk — 2,45) > 0,95,
® (0,673Vk — 2,45) > 0,95.
Kdyz zvolime k = 38, pak riziko 2. fadu bude 0,955.

Z toho plyne, Ze pro detekci procesu na irovni C}, = 1, 67 je nutno uvazovat cca 37— 38
podskupin o 5ti vyrobcich v kazdé podskupiné.

Zcela analogicky lze spocitat silu testu zaloZzeného na konfidenc¢nich intervalech pro C,,
v pripadé statistiky prumérné smérodatné odchylky 5. Pouze misto koeficientu «,,, (3, se
objevi koeficienty a,_1, b,_1, které jsou rovnéz tabelovany.

Porovnejme tyto testy s nejsilnéjsim testem zalozenym na prumérném rozptylu. Mame
tedy opét k dispozici £ podskupin o rozsahu n kusu. Pak odpovidajici hustota rozdéleni
pravdépodobnosti ma tvar pro x > 0

(@) Cs°/? C?s) 1
T)= ————<€EXPy— 75 (
! 9s/2-1T" (%) P 922 [ sl

s = k(n —1) a fi(z) = 0 jinak. Testujeme hypotézu C, = Cy proti obecné alternative
C, # Cp. Neni problém ukdzat, ze hustota fi(-), viz [1], je odvozena od vztahu

~

P{A<g€<u}=P{WX2(k(n—1))<W}’

kde x?(k(n — 1)) je ndhodnd veli¢ina s y?-rozdélenim s k(n — 1) stupni volnosti. Odtud
jiz snadno zjistime, ze s pravdépodobnosti 1 — « je

COJ k(n — 1) <(7p<00$ k(n— 1)

G1-aj2(k(n —1)) Gaj2(k(n — 1))
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kde ga/2(k(n—1)) a q1_q/2(k(n—1)) jsou piislusné kvantily od x*-rozdéleni s k(n—1) stupni
volnosti. Odtud jiz snadno zjistime, ze chyba 2. druhu testu C, = Cy proti alternative

Cp, # C) je dana vyrazem
(n=1)
Co\/ 5tk
burl@)= [ fila)de,
Co\/ o2 2t
kde parametr C; v hustoté fi(-) pfedstavuje alternativni moznost, ze C, = Cy # Cy. Vyse

uvedend chyba 2. druhu se da snadno spocitat, a to pomoci distribuc¢ni funkce x;-rozdéleni
s k(n — 1) stupni volnosti. Plati totiz, ze

C
Cf(l) Q17a/2(8) s_1

Brp(a) = / 28/2u1F g) exp {—1;2} du,

C
A V1a/205)

kde pro jednoduchost s = k(n — 1). Pak sila studovaného testu pii alternative C, = C} je

déna vyrazem

= Buae) = 1= B (Gfaran®) + 2 ().

kde H!(-) je distribuce rozdéleni x; o s stupnich volnosti, ¢1_a/2(s) a ga/2(s) jsou kvantily
x2-rozdéleni o s stupnich volnosti.

Kdyz se nyni vratime k piikladum s n = 5, k£ = 20, o = 0,05, pak zjistime, ze sila
vyse uvazovaného testu je pro C) = %, Co = %
1 — B520(0,05) = 1 — Hgy(1,25-10,326) + Hgy(1,25 - 7,560).

Distribueni funkei Hy, () rozdéleni x'(k — 1) lze snadno vyjadiit pomoci distribucni
funkce Hy, ) rozdéleni x*(k(n — 1)), totiz

Hli(n—l)(x) = le(n—l)($2)'
Pak sila testu je dana hodnotou
1 — B520(0,05) = 1 — HZ,(166,6125) + Hg(89,30) = 1 — 1+ 0, 7766 = 0, 7766.

7 toho vyplyva, ze test zalozeny na prumérném roztylu je o néco silnéjsi nezli testy

zalozené na prumeérném rozpéti ¢i prumérné smérodatné odchylce.
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