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1. Problém publikace vysledku scitani lidu

Scitani lidu se provadi opakované v desetiletém intervalu ve vétsiné zemi EU.
Vyznam s¢itani lidu je ¢asto predmétem diskusi vzhledem k vysokym ndkladum a
omezené dostupnosti vysledku. Podle zédkona o ochrané dat je stat povinen chranit
zjisténé osobni udaje ob¢anu. Zakladni identifikacni tidaje osob jsou proto oddéleny
od dotazniku jiz v pocatecni fazi zpracovani. Nicméné, v nékterych piipadech by
respondent presto mohl byt identifikovan podle svych odpovédi s vyuzitim obecné
zndmych informaci [5], [20]. Vzhledem k potencidlni moznosti reidentifikace res-
pondentu je databdze dotazniku uloZena za piisnych bezpecnostnich opatfeni a
pifstup k ptvodnim datim je velmi omezen. Cesky statisticky tfad obsahle pub-
likuje vysledky scitani lidu v tisténé podobé i na svych internetovych strankach,
zpravidla ve formé tabulek pro dvojice ukazateli, ptipadné podminénych dalsimi
udaji. Celkovy pocet tabulek, které lze odvodit z puvodnich dat, bohuzel rychle roste
s poctem podminujicich idaju. Bez ohledu na rozsah publika¢nich moznosti nutné
zustane velkd ¢ast tabulek nedostupnd i kdyz by mohla byt pro nékteré uzivatele
zajimava.

Existuji ruzné moznosti zpracovani a vyuzivani ulozenych statistickych dat.
Vseobecné se predpoklddd, Ze nejdokonalejsi pifstup k vysledkum scitdani lidu
umozinuji tzv. anonymizované soubory mikrodat. Jde o nahodné vybrané podsoubory
dotazniki, které pii velikosti zhruba 10° zdznamii s dostatecnou ptesnosti repro-
dukuji statistické vlastnosti puvodnich dat a pomoci vhodného databazového pro-
gramu z nich mohou byt odvozeny stejné tabulky, jako z puvodniho iplného souboru.
Vyhodou mikrodat je rychld dostupnost ruznorodych informaci. Pomoci reprezenta-
tivntho souboru mikrodat muze uzivatel snadno ovéfovat neobvyklé hypotézy a vy-
hledévat nova témata mimo ramec obvyklé nabidky statistickych agentur. Soubory
mikrodat je tfeba pied vyddnim uzivateli upravovat pomoci ruznych technik [20],
[19] a s vyuzitim specidlnich metod [3],[6], s cilem znemoznit pifpadnou identi-
fikaci respondentu. Vytvoreni anonymizovaného souboru mikrodat je pracné pricemz
presnost udaju, které z néj lze odvodit, ptirozené klesa s jeho velikosti a zdvisi
také na mife znehodnoceni dat, zpusobené ochrannymi anonymizacnimi postupy.
Anonymizované soubory mikrodat jsou béznou sou¢dsti nabidky statistickych uradua
[15] nicméné, s ohledem na zbytkové bezpecnostni riziko, jsou obvykle poskytovény
pouze pro vyzkumné ucely na zakladé specialnich licen¢nich podminek.
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Interaktivni reprodukce vysledku séitani lidu pomoci statistického modelu nabizi
v této souvislosti alternativni publika¢ni moznost s dokonale zabezpetenou ochra-
nou anonymity dat. Zékladem metody je odhad statistického modelu puvodni
databaze ve tvaru diskrétni soucinové smési, kterda je nasledné pouzita jako baze
znalosti pravdépodobnostniho expertniho systému [8], [10]. Interaktivni statisticky
model umoziuje odvozovéni libovolné podminénych tabulek resp. histogramu s uzi-
vatelskym komfortem, ktery je srovnatelny nebo lepsi nez v pripadé souboru mikro-
dat. Odhadnuta distribu¢ni smés neobsahuje puvodni data, takze vysledny inter-
aktivni softwarovy produkt muze byt zpfistupnén vsem uzivatelum bez jakéhokoli
omezeni.

Metoda interaktivni reprodukce statistickych vlastnosti dat pomoci smésového
modelu je vysledkem vice nez patnactiletého vyvoje v ramci spoluprdace mezi
Ustavem teorie informace a automatizace AV CR a Fakultou managementu VSE,
Jindfichtiv Hradec. Princip metody byl poprvé publikovén na konferenci ”Eleventh
European Meeting on Cybernetics and Systems Research, Vienna 1992”v préci [9]
odménéné cenou "F. de P. Hanika Memorial Award”. Navrzeny postup se opird o
puvodni vysledky v oblasti pravdépodobnostnich expertnich systému (8], [9], [10],
byl prakticky ovéfovan na databazi prazskych domécnosti ze s¢itani lidu v roce 1991
[11] a dspésné prezentovan na mezindrodnich konferencich [12], [13].

V této praci je popsan vypocet statistického modelu dat ze séitani lidu, domu
a byt v Ceské republice v roce 2001. Vysledny produkt je volné k dispozici na in-
ternetové adrese hittp://ro.utia.cas.cz/dem.html'. Projekt byl realizovdn na zdklade
smlouvy o spolupraci, uzaviené v ¢ervnu 2008 mezi predsedou CSU J. Fischerem a
rektorem VSE R. Hindlsem v ramci piprav séitani lidu v roce 2011.

2. Statisticky model dat ve tvaru soucinové smeési

Scitani lidu predstavuje unikdtni jednordzové statistické Setfeni, které neni
opakovatelné jako nahodny experiment. Na druhé strané, statisticky dotaznik vy-
plnény respondentem muzeme do znacné miry opravnéné povazovat za nezavislou
realizaci N-tice ndhodnych proménnych v = (v1,va, ..., vy), které nabyvaji koneény
pocet hodnot podle otdzek dotazniku. Vyplnény dotaznik muze byt zapsan ve tvaru
diskrétniho datového vektoru

x=(r1,29,...,2N) EX, T €X,, X=X XXox--xXn, (1)

kde X,, oznacuje kone¢nou mnozinu moznych odpovédi x,, na n-tou otazku.

Pro tcely vypoctu statistického modelu dat ze s¢itani lidu z r. 2001 jsme zvo-
lili 24 otazek, tak jak jsou uvedeny v Tabulce 1. Vybér otazek byl veden snahou
modelovat v co nejSirsi mife sociologicky a ekonomicky zajimavé vztahy pii za-
chovani ptijatelné formalni slozitosti statistickych zavislosti. Z tohoto duvodu jsme
v nékterych pifpadech pouzili méné podrobné kédovani otdzek (napf. izemni ¢lenéni,
vekové skupiny) a vynechali jsme otdzky s pfilis jednoznaénym rozlozenim odpovédi
(napf. narodnost). Prvnich deset otdzek bylo prevzato z dotazniku pro séitani osob

1Zjednodusens verze programu (s jednodussim modelem) je k dispozici ve formé appletu v jazyce
”? Java”na adrese: http://simu0292.utia.cas.cz/census/



a zbyvajicich ¢trnact otdzek se vztahuje k dotazniku doméacnosti, v niz respondent
7ije. Cetnosti idajii o bytech maji v takto vzniklém souboru novy smysl, udévaji
pocet respondentu v bytech resp. domécnostech s danou vlastnosti. Z vysledného
modelu tak lze odvodit fadu novych zavéru, protoze vlastnosti obou datab&zi byly
dosud publikovany vétsinou oddéleneé.

Text otazky Pocet Nezjisténé Entropie
odpovédi | idaje v % | odpovedi v %
1. | Kraj 14 0.00 96.88
2. | Druh pobytu 3 0.00 32.92
3. | Ekonomickd aktivita 10 0.80 67.80
4. | Misto narozeni - relativné 6 1.95 74.65
5. | Nabozenské vyznani 6 0.00 60.57
6. | Odveétvi prace 14 3.89 68.33
7. | Pohlavi 2 0.00 99.95
8. | Rodinny stav 4 0.55 81.01
9. | Stupen vzdélani 14 1.11 78.04
10. | Vek 9 0.03 96.09
11. | Kategorie bytu 5 0.53 27.81
12. | Koupelna ) 0.59 14.02
13. | Obytnd plocha bytu 7 0.64 80.62
14. | Osobni pocitac a internet 4 2.85 49.11
15. | Pravni davod k uzivani bytu 9 0.39 72.43
16. | Plyn v byté 3 0.78 64.54
17. | Pocet mistnosti nad 8m 7 0.64 80.57
18. | Pocet aut v domécnosti 4 3.39 71.32
19. | Pocet osob v byté 6 0.00 93.79
20. | Rekreaé¢ni objekt 6 7.45 42.10
21. | Telefon 5 1.80 80.88
22. | Vodovod 4 0.35 8.02
23. | Zpusob vytapéni 6 0.53 74.81
24. | Zachod 6 0.50 16.73

Tabulka 1: Seznam otdzek zvolenych pro vypoéet statistického modelu dat ze séitdni lidu,
domu a byt v Ceské republice z r. 2001 s poc¢tem moznych odpovédi, procentem chybéjicich
udaju a celkovou neuréitosti (entropif) odpovédi.

V tretim sloupci tabulky 1 je uveden pocet moznych odpovédi pro danou
otézku. Cetnost chybéjicich udaji v procentech je uvedena ve étvrtém sloupci.
Pripomenme, Ze v pfipadé bytu se iidaj "nezjisténo” objevi v dotaznicich vSech ¢lenu
domaécnosti. Celkovy pocet chybgjicich idaju je 2933427. Posledni sloupec udava
neurcitost otdzky v procentech maximalni entropie, tj. jako pomér entropie rozlozeni
¢etnosti odpovédi a maximalni entropie piislusného rovnomérného rozlozeni. Nej-
vySsi neurcitost 99.95% mé otdzka ¢€.7 udavajici dvé témér stejné cetné moznosti
pohlavi respondenta. Nejmensi neurcitost ma velmi jednoznaéna odpovéd na otdzku
¢. 22 o vybaveni bytu vodovodem.

Séitani lidu pfedstavuje rozsahlé statistické Setfeni zahrnujici celou populaci.



Konkrétné, databaze osob tvorici zédklad souboru S, obsahovala dotazniky celkem
10230060 respondenti.

S={zW 2@ . 25} W ecx (K =10230060). (2)

Ptipomenme, ze veskerd informace o statistickych vztazich mezi nahodnymi
proménnymi (otdzkami dotazniku) je popsdna mnohorozmérnym rozlozenim
pravdépodobnosti P*(x) = P{v = x} diskrétniho ndhodného vektoru v. Pro tcely
odhadu statistického modelu predpokladame neznamé rozlozeni pravdépodobnosti
P*(x) ve tvaru diskrétni distribuéni{ smeési sou¢inovych komponent

M M
= Z wy F(xlm), F(x|lm)= H Pn(xn|m), x€ X, Z wm =1, (3)
m=1

m=1

kde M je pocet komponent, w,, jsou pravdépodobnostni véhy komponent a p,, (z,,|m)
oznacuji prislusné jednorozmérné diskrétni distribuce. Pro danou proménnou n
a komponentu m je distribuce p,(x,|m) uréena vektorem pravdépodobnosti jed-
notlivych udaju z mnoziny X,,, tj. plati

> paEm)=1, n=12,...,N, m=12,...,M. (4)
feXx,

Distribuéni smés (3) umoziuje jednoduché odvozeni libovolného margindlniho
rozlozeni pravdépodobnosti. Konkrétné, nechf C = {iy,is,...,ir} je n&jaka
podmnozina indext proménnych. Potom pro odpovidajici ¢ast vektoru x

o = (xil,a:iz,...,xik) € Xo

muzeme piimo zapsat vyraz pro piislusné marginalni rozlozeni pravdépodobnosti:

M
Po(mo) = Y  wnFo(zclm),  Fo(wclm) = [ pi(zilm), =o€ Xo,  (5)
m=1 i€C

a také pro podminéné rozlozeni pravdépodobnosti (podminény histogram) libovolné
promeénné x,, (n ¢ C') (srv. [14]):

S

wmFo(xelm
Puc(ealec) = 3 amlec)pa(ealm),  almlac) = —erelelt)_
me1 Zj:l ijC(wCL?)

Poznamenejme, ze moznost jednoduchého vypoétu podminéného histogramu
Pyic(xn]zc) je déna soucinovym tvarem komponent distribucni smési (3).

Standardni metodou odhadu parametra distribuéni smeési je EM algoritmus [1],
[7], [16], [17], ktery maximalizuje vérohodnostni funkci

ZlogP (k) \S| Zlog Z wm F(x|m)] (7)

zeS m=1

(6)

pomoci itera¢nich rovnic (m=1,...,.M, n=1,...,N, z €8, t=0,1,...):
® (t)
n=1Pn (Tn|M
¢V (mlz) = —; T(It) . (( ) wi ) = Zq(” m|x),  (8)
Zj:l w,; Hn 1Pn ($n|J) zes



! Z 5(&, xn) (t)(m|:c Eex,, (9)

(t+1) -
p'n 6 m) =
( | ) Zzes q(t) (m|$ =

kde |S| = K je pocet nezdvislych pozorovani (datovych vektoru) a §(&, z,) je tzv.
delta-funkce. 2 Pocet komponent smési M neni piedmétem vypoctu a musi byt zadan
piedem, stejné jako pocatecni hodnoty parametru smési w a p(o)(zn\m). Iteracni
vztahy (8)-(9) generuji neklesajici posloupnost hodnot kriteria (7), kterd konverguje
k lokdlnimu nebo globédlnimu maximu (resp. sedlovému bodu). Podrobnou diskusi
ruznych vypocetnich aspektu EM algoritmu lze nalézt napi v monografii [16].
Hlavnim c¢elem statistického modelu ve tvaru distribuéni smési (3) je reprodukce
(relativnich) ¢etnosti platnych v puvodnim souboru §. Dilezitou prednosti EM algo-
ritmu (8) - (9) je v této souvislosti shoda jednorozmérnych margindl odhadovaného
modelu se skute¢nymi relativnimi ¢etnostmi. Konkrétné, v kazdé iteraci plati:

P Zw(t“) L (Em) = Z Zq(” mlz) pytt(Elm) = (10)

xGS

|S|Z(5§,xn th)m\w |S|Z(§§,mn EeX,, n=12,...,N.

€S zeS

3. Problém chybégjicich tidaja

Typickou vlastnosti vysledku séitani lidu jsou netplnd data. Zékon o séitani lidu
se tyka celé populace bez moznosti vybéru a v jednotlivych piipadech lze ocekavat
ruznou miru dostupnosti potiebnych idaju. V oficidlnich publikacich Csu je proto
v tabulkach vzdy uvadén pocet chybéjicich tdaju s oznacenim ”nezjisténo”, tzn.
chybéjici idaj by bylo mozné u kazdé otazky formalné povazovat za dalsi alterna-
tivni moZnost odpovédi. Na druhé strané odpovéd "nezjisténo”je obtizné interpre-
tovatelnd, protoze muze mit fadu ruznych i kdyz zajimavych duvodu. P vypoctu
modelu by zvySeny pocet odpovédi zbytetné zvysoval slozitost statistickych vztahu
a proto byla odpovéd "nezjisténo”vzdy interpretovdna pouze jako chybéjici udaj
(s vyjimkou ndboZenského vyznani, kde lze odpovéd ”nezjisténo”’do zna¢éné miry
povazovat za odmitnuti).

Datovy soubor vytvofeny na zakladé otédzek z Tab. 1 obsahoval celkem 1524240
nedplnych dotazniku, tj. priblizné 15%. Obr. 1 uddva pocty chybéjicich odpovedi pro
jednotlivé otazky. Celkovy pocet chybéjicich tdaju je 2933427. RozloZeni ¢etnosti
dotazniku podle poctu chybgjicich idaju ukazuje Obr. 2.

Problematika zpracovani resp. dopliovani vicerozmérnych dat s chybéjicimi idaji
predstavuje dulezitou oblast matematické statistiky, protoze vétSina statistickych
metod se nedd pouzit na netplnéd data. Pfipomenime, Ze napf. prostym vynechanim
netplnych datovych vektoru by se v naSem piipadé zmens$il soubor o 15% a po
vynechdn{ proménnych s chybéjicimi tidaji by se jejich pocet zredukoval na pét (viz
Tab. 1).

26(&,2n) = 1 pro & = x, a 6(&, ) = 0 pro € # =,
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Obrazek 1: Cetnost chybéjicich odpovédi pro jednotlivé otézky. Celkovy pocet
neudplnych dotaznila: 1524240.

Vyznamnou prednosti EM algoritmu pro odhad parametru souc¢inové distribuéni
smési je moznost primého zpracovani neiplnych dat. Oznacime-1i N (x) podmnozinu
indexti proménnych, pro které jsou definovany slozky vektoru  a S, C S pod-
mnozinu vektoru s definovanou slozkou z,,

N(z) ={n:z, je definovand v &}, S,={xeS:necN(zx)}, (11)

potom upravenou verzi EM algoritmu pro neiplnd data muzeme zapsat ve tvaru
(m=1,2,...,.M, n=1,2,...,N, z €S8, t=0,1,...):

(t) wy! HHEN(fﬂ) pg)(lﬂ"'m) wt) — @)
> im1 Wy [nen(a)y Pr’ (znld) €S

P (¢lm) = 5 ql(t) (i) Z 5(&,20)qD (mlx), €€ X, (13)

Jednoduse feceno, vypocet hodnot ¢ (m|z) a pgﬂ)(ﬂm) se ve vzorcich (12), (13)
provadi vzdy pouze pro slozky vektoru x, které jsou v daném piipadé k dispozici.

Uvedeny zpusob zpracovani nedplnych dat se z teoretického hlediska jevi jako
lepsi nez nahrazovani chybéjicich tiidaju pomoci odhadu, protoze vyuzivéa pouze infor-
mace, kterd je v datech k dispozici. Dopliiovani chybéjicich tidaju jakkoli dokonalym
zpusobem nutné snizuje puvodni variabilitu dat, protoze odhadované idaje maji
vzdy z principu vyssi pravdépodobnost a mensi rozptyl, nez chybéjici skutecnd data.

Bohuzel, nevyhodou modifikovaného EM algoritmu je poruSeni shody jed-
norozmérnych marginal s piislusnymi relativnimi ¢etnostmi. Snadno lze ovérit, ze
iteracni rovnice EM algoritmu upravené pro zpracovéni nedplnych dat (srv. (12),
(13)) nespliuji podminky (10):

P+ (g) Z wlHD D () = Z Zq(t) mlz) pitY(Em) = (14)

m=1 mGS
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Obrézek 2: Cetnost nedplnych dotazniki podle poétu chybéjicich tdaji. Celkovy
pocet, chybéjicich tdaji: 2933427.
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takze model odhadnuty z neuplnych dat je zfejmé zatiZzen znac¢nou chybou jiz na
drovni nepodminénych jednorozmérnych margindl. Vypocetni experimenty ukézaly,
ze model odhadnuty z uplného datového souboru je asi dvakrat presnéjsi nez model
odhadnuty z neuplnych dat pomoci upraveného EM algoritmu.

Je ziejmé, ze problém chybéjicich idaju ma z hlediska pfesnosti statistického
modelu zdkladni vyznam. Pfipomenme, ze cilem projektu bylo predevsim ovéfeni
moznosti reprodukce statistickych vlastnosti ”idealni”, tj. iplné databaze, chybéjici
udaje predstavuji z tohoto hlediska samostatny problém. Z téchto duvodu byl
vypocet modelu feSen ve dvou krocich. Parametry distribuéni smési byly nejprve
odhadnuty z neiplnych dat pomoci modifikovaného EM algoritmu a vypocteny
model zfskany z neﬁplnych dat byl déle pouzit pro odhad a doplném’ chybéjicich

cevs

lozenl pravdépodobnosti p, (§|xc pro zndmou édst dotazniku xc (srv. (6)):
Tn = arg ?é%é{p (lzc)} (15)

Spravnost nahrazeni chybéjicich idaji samoziejmé neni mozné ovérit. Nicméné,
prumérnou piesnost dopliiovani lze pomérné presné vyhodnotit v samostatném ex-
perimentu odhadovanim znadmych idaju. Pro danou proménnou ndhodné vybirdme
dotazniky, pro které je tento uidaj znam, vypocitdme odhad tohoto tidaje podle
vztahu (15) a vysledek porovndme se skute¢nou hodnotou. Uvedenym zpusobem
muzeme postupné odhadnout presnost nahrazovani pro vsechny proménné. V ta-
bulce 2 je u kazdé proménné uveden skuteény pocet chybéjicich udaju, pro-
cento UspéSnosti pii nahrazovani a odhadovany pocet sprdavné doplnénych ddaju
z tfetiho sloupce. Udaj v zavorce udava tspésnost globalniho jednotného nahrazeni



N | Text otazky Nezjisténé Uspésnost Spravné
udaje odhadu v % odhadnuto

1. | Kraj 0 27.49 (1241) 0
2. | Druh pobytu 0] 90.35 (89.48) 0
3. | Ekonomicka aktivita 82195 | 88.02 (44.08) 72348
4. | Misto narozeni - relativné 199516 | 56.36 (53.52) 112447
5. | Nabozenské vyznéni 0| 66.27 (59.04) 0
6. | Odvetvi préce 397835 | 67.64 (50.62) 269096
7. | Pohlavi 0| 6791 (51.30) 0
8. | Rodinny stav 56514 | 82.91 (46.63) 46856
9. | Stupen vzdélani 113127 | 48.36 (19.29) 54708
10. | Vek 3483 | 59.22 (16.71) 2063
11. | Kategorie bytu 53861 | 97.48 (89.37) 52504
12. | Koupelna 50987 | 98.90 (95.91) 50426
13. | Obytna plocha bytu 65554 | 63.22 (38.48) 41443
14. | Osobni pocita¢ a internet 201281 | 81.12 (79.15) 236287
15. | Pravn{ duvod k uzivéni bytu 40490 | 63.49 (39.70) 25707
16. | Plyn v byteé 79631 | 75.94 (63.84) 60472
17. | Pocet mistnosti nad 8m 65525 | 63.48 (38.76) 41595
18. | Pocet aut v doméacnosti 346471 | 66.97 (51.77) 232032
19. | Pocet osob v byte 0| 49.48 (29.27) 0
20. | Rekreac¢ni objekt 762707 | 80.39 (78.11) 613140
21. | Telefon 183714 | 57.36 (43.93) 105378
22. | Vodovod 35415 | 99.39 (98.08) 35199
23. | Zpusob vytapéni 53861 | 76.90 (41.45) 41419
24. | Zachod 51350 | 97.98 (94.32) 50313

[ [ Celkem | 2933 427 [ 73.06 (61.35) | 2 143 326 |

Tabulka 2: Odhad tspé&snosti nahrazovani chybéjicich ddaji. V tfetim sloupci je uveden
pocet chybgjicich odpovédi. Celkovy pocet chybéjicich ddaju: 2933427. Procento tispésnosti
nahrazovani chybéjicich idaju pro jednotlivé otdzky je uvedeno ve ¢tvrtém sloupci. Posledni
sloupec udévéa odhadovany pocet spravné doplnénych tdaju z tietiho sloupce.

vsech chybéjicich hodnot dané proménné piislusnou nejcastéjsi odpovédi. Piesnost
globalniho nahrazeni je v nékterych ptipadech srovnatelnd s predikci podle modelu
(€. 2,4,5,12,14,20,22), ale u fady otdzek je maximdlné vérohodny odhad podstatné
presnéjsi (¢. 1,3,8,9,19,13,15,17,19,23). V piipadé Tab. 2 by v praméru 73% tdaju
bylo podle modelu nahrazeno spravné (pii globdlnim nahrazovéni 61.3%).

Pii dané velikosti souboru je doba vypoctu imérna po¢tu komponent distribuéni
smési a predstavuje hlavni vypocetni omezeni. Koneény vypocet statistického mod-
elu s poctem komponent M=15000 byl proveden pomoci souboru s doplnénymi tdaji.
Pocétecni hodnoty parametru byly generovany nahodné. Vypocet (30 iteraci) trval
na bézném PC asi 10 dni pfi 8 hodinach na jednu iteraci.



4. Presnost reprodukce statistickych vlastnosti dat

V piipadé dat ze s¢itani lidu jsou statistické vlastnosti respondentt zpravidla
urcovany kombinaci nékolika odpovédi. Hlavnim tcelem statistického modelu je co
nejpiesnéjsi reprodukce empirické ¢etnosti ruznych kombinaci hodnot proménnych
v puvodnim datovém souboru. Pfi ovéfovani pfesnosti modelu proto porovnavame
empirické ¢etnosti ruznych kombinaci odpovédi s piislusnymi odhady odvozenymi z
modelu.

Oznagime-li ¢ elementarni vlastnost definovanou néjakou kombinaci odpoveédi
a S(x¢) pifslusnou podmnozinu respondentt (subpopulaci) s touto vlastnosti

Sxe)={yeS:yo=xc}, N(xzc)=I|Sxc)|, Tc = (xi,...,2;, )€ X (16)

potom empirickd Getnost této vlastnosti N(x¢) soucasné udavé velikost prislusné
subpopulace S(z¢). Empirickou ¢etnost N(xz¢) muzeme odhadnout jako souéin ve-
likosti celé populace a pravdépodobnosti P(x¢) odvozené z modelu:

M k
N(zc) = |S|P(zc), Plac) =Y wn ] pi,(@i,m) (17)
m=1 j=1

Idedlné by odhad N (xc) mél byt porovndn s piislusnym empirickym ddajem
N (z¢) pro vSechny mozné elementédrni vlastnosti ¢ definované kombinaci nékolika
odpovédi, nicméné je tieba vzit v ivahu dvé dulezitd omezeni.

Predevsim, cilem metody neni presna reprodukce malych ¢etnosti. Naopak, kle-
sajici presnost modelu na trovni mélo pravdépodobnych jevi predstavuje dulezity
mechanizmus ochrany anonymity respondentu. Z tohoto divodu se pii ovérovani
pfesnosti modelu omezime na empirické cetnosti vétsi nez néjaky vhodné zvo-
leny prah N.. Pii urCovani prahové hodnoty vyjdeme z centrdlni limitni véty
teorie pravdépodobnosti (podrobnéji viz napf. [4], [14]). Vzhledem k tomu, ze
spolehlivost empirické ¢etnosti klesa s jeji velikosti, omezime se pouze na ”statis-
ticky vyznamné”cetnosti, u kterych lze ocekavat méné nez pétiprocentni chybu.
Konkrétné, v piipadé uvazovaného scitani lidu z r. 2001 s poctem respondenti
K=10 230 060, je chyba empirického tdaje N(x¢) jako odhadu skutecné (nezndmé)
Cetnosti N*(x¢) mensi nez 5% (na hladiné spolehlivosti 95%), pokud nezndmd
skuteénd cetnost N*(xc) = |S|P*(xc) je veétsi nez 1536, resp. pokud prislusnd
neznamé pravdépodobnost P*(x¢) je vétsi nez 0.0001502 (srv. [14]). Bohuzel,
informace o skutetné cetnosti N*(zc) nejsou k dispozici. Chceme-li zarucit
aby zjisténé empirické Cetnosti N(x¢) odpovidaly predpoklddanym skuteénym
Cetnostem N*(x¢) s chybou mensi nez 5% (na trovni spolehlivosti 95%), musime
zvolit prah N. s ur¢itou rezervou Ny s = 1612 aby byla zajisténa platnost vyse
uvedené podminky N*(xz¢) > 1536. 3

Druhé omezeni je praktické povahy. Pocet vSech moznych kombinaci odpovédi
je prilis velky z hlediska redlnych vypocetnich moznosti a je proto nutné omezit
maximalni pocet odpovédi, které urcuji jednotlivé kombinace. V pripadé otazek uve-
denych v Tab.1l jsme vypoctem prislusnych cetnosti zjistili, ze jednou odpovédi je

3Pfipomenme, ze uvazovana nepfesnost 5% mé &isté teoreticky divod plynouci z limitni véty a
nijak nesouvisi s praktickou realizaci s¢itani lidu. Pfipadné chyby spojené s vypliiovdnim dotaznikt
mohou pouze zatizit odhady dodateénou neptesnosti.



Kriterium pfesnosti Test Ay Test As
Prumérné relativni chyba modelu v %: 4.07 4.17
Standardni odchylka relativni chyby: 6.33 5.80
Maximaln{ relativni chyba modelu v %: 240.84 240.84
Pocet relativnich chyb nad 100%: 925 4092
Prameérna absolutni chyba ¢etnosti: 470 348
Standardni odchylka absolutni chyby: 951 655
Maximélni absolutni chyba ¢etnosti: 45779 45779
Pocet testovacich subpopulaci 3 468 134 | 26 425 727

Tabulka 3: Relativni a absolutni chyba statistického modelu s po&tem komponent
M=15000. Test pfesnosti na zakladé souboru statisticky relevantnich subpopulaci (t;j.
vétsich nez 1612 respondentt) uréenych kombinaci nejvyse péti odpovedi (As, tieti sloupec)
a na zakladé souboru relevantnich subopulaci uréenych kombinaci nejvyse ¢tyt odpoveédi
(A4, druhy sloupec).

urceno 159 riznych statisticky relevantnich subpopulaci, 10060 je uréeno kombinaci
dvou nezavislych odpovédi, 270443 je urc¢eno kombinaci tii nezavislych odpovédi
a 3503448 je urceno kombinaci ¢ty nezavislych odpoveédi. Celkovy pocet stati-
sticky relevantnich vlastnosti, které lze urcit kombinaci nejvyse péti nezavislych
odpovedi je 26425727. Dalsi zvySovani poctu otdzek (tj. Sest a vice) pfi konstrukei
testovacich vlastnosti znacné prodluzuje vypocet a navic nemd podstatny vyznam,
protoze prislusné subpopulace maji vétsinou podprahovou velikost. Z tohoto duvodu
pouzijeme pii ovérovani presnosti statistického modelu nasledujici seznam vlastnosti
definovanych pomoci statisticky vyznamnych kombinaci nejvyse péti odpovedi

As = {:BC = (l’il, e ,l’is) : N(mc) > 1612}, To = (5171'17- .. ,IL'Z'S) € Xe. (18)

Prirozenym kriteriem presnosti statistického modelu je, ve smyslu pfedchozich
tvah, prumeérna absolutni chyba odvozovanych ¢etnosti ve tvaru

M 5
1
o= 2 [P@OIS = N@o)l,  Pae) =3 wn [ piwm)  (19)
roeAs m=1 j=1

kde N(x¢) je empirickd Cetnost dotazniku s vlastnosti ¢ v puvodnim souboru S
a As je ttida vSech statisticky relevantnich subpopulaci, které 1ze urcit kombinaci
nejvyse péti nezavislych odpovedi.

Hodnoceni presnosti statistického modelu pomoci kriteria (19) vychdzi zpravidla
velmi pfiznivé, protoze absolutni rozdil neni pftili§ vhodnou mirou pfesnosti
odhadit N(z¢) = |S|P(z¢) odvozenych z modelu. Vétsinou jde o pomérné malo
rozdilné Getnosti a je ziejmé, ze pro malé hodnoty N(x¢) muze i maly absolutni
rozdil |P(z¢c)|S| — N(x¢)| odpovidat relativni chybé fddové v desitkdch procent.
Nésledujici kriterium zaloZené na relativni pfesnosti pocitda prumérnou hodnotu ab-
solutni chyby ve vztahu k empirické cetnosti N(z¢)

100 5~ Pzc) - 52 100 > \P(zc)|S| - N(zc)]

s reeAs % A N(zc)

E, (20)

rcEAs
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Levs

miru pfesnosti, protoZe v piipadé malych hodnot N(x¢) i malé chyby odhadu N (xo)
mohou zna¢né zhorsit vysledny prumér E,.. Relativni chyba je také invariantni vuci
normovani, tzn. plati i pro sloupce zobrazovanych podminénych histogramu. Jinymi
slovy, jestlize prumérn4 relativni chyba statistického modelu je E, %, potom sloupce
libovolnych histogramu jsou v pruméru rovnéz zobrazovany s chybou E,.%.

Interval Dolni mez | Horni mez | Prumérna Pocet
subpopulace intervalu intervalu | rel.chyba v % | subpopulaci
=1 1612 3000 6.10 7688027
I= 2 3000 5000 4.88 5011625
I= 3 5000 7500 4.04 3220931
I= 4 7500 10000 3.50 1906156
I= 5 10000 15000 3.04 2213787
I= 6 15000 30000 2.38 2695817
I=7 30000 50000 1.80 1296118
I= 8 50000 100000 1.37 1075615
I=9 100000 150000 1.03 372570
I=10 150000 300000 0.78 358112
I=11 300000 500000 0.55 125103
=12 500000 1000000 0.39 71104
I=13 1000000 1500000 0.29 15324
=14 1500000 3000000 0.22 8511
I=15 3000000 5000000 0.12 1349
I=16 5000000 | 10300000 0.02 121

Tabulka 4: RozloZeni ¢etnosti relativnich chyb podle velikosti zkoumané subpopulace (pro
testovaci soubor As).

Tabulka 3 shrnuje vysledky testu pfesnosti vysledného statistického modelu
(M=15000 komponent). Pfesnost byla ovéfovdna pomoci souboru statisticky rele-
vantnich subpopulaci (tj. vétsich nez 1612 respondentt) uréenych kombinaci nejvyse
péti odpovedi (As, treti sloupec) a pro srovndni téZ pomoci souboru relevantnich
subopulaci ur¢enych kombinaci nejvyse ¢tyt odpovedi (A4, druhy sloupec). Sou-
bor As zahrnuje ptiblizné 26 mil. subpopulaci, soubor A4 ptiblizné 3.5 mil. sub-
populaci. V tabulce je uvedena prumérnd relativni a absolutni chyba (srv. (19),
(20)), jejich standardni odchylky a maximélni hodnoty a déle pocet relativnich
chyb presahujicich 100%. Porovndn{ obou testi naznacuje, ze pouziti Sesti otdzek
pri konstrukei statisticky relevantnich subpopulaci by patrné podstatnym zpusobem
neovlivnilo vysledek testu pfesnosti modelu.

Tabulka 4 ukazuje rozlozeni relativnich chyb v zavislosti na velikosti piislusné
subpopulace (pro testovaci soubor As). Tabulka 5 ukazuje rozlozeni relativnich chyb
v zévislosti na jejich velikosti (pro test As). Z tabulky vyplyva, ze vétsina (73%)
odhadt odvozenych ze statistického modelu (tj. sloupcu v histogramech) se zobrazuje
s relativni chybou mensi nez 5%. Prumérnd relativni chyba reprodukce nejmensich
relativnich Getnost{ (subpopulace od 1612 do 3000 respondentt) je 6.1% a rychle
klesa s rostouci velikosti subpopulace. Z tabulky je zfejmé, ze vétSina relevantnich
subpopulacf z testovaciho souboru As (témér 94%) mé pod 60000 respondenti.

11



Interval | Dolni mez | Horni mez | Relativni
chyby v % | chyby v % | ¢etnost

0 0 5 0.729425
1 05 10 0.178543
2 10 15 0.052805
3 15 20 0.019376
4 20 25 0.008664
5 25 30 0.004211
6 30 35 0.002399
7 35 40 0.001493
8 40 45 0.000875
9 45 50 0.000621
10 50 55 0.000415
11 55 60 0.000256
12 60 65 0.000204
13 65 70 0.000162
14 70 75 0.000097
15 75 80 0.000083
16 80 85 0.000027
17 85 90 0.000034
18 90 95 0.000075
19 95 100 0.000075
20 100 a vice 0.000217

Tabulka 5: Rozlozeni relativnich chyb podle jejich velikosti (pro test As).

Pripomenme, ze klesajici pfesnost reprodukce malych relativnich ¢etnosti je
dulezita z hlediska ochrany osobnich idaju. Jakakoli identifikace respondentu pomoci
statistického modelu je znemoznéna snizenou spolehlivosti histogramu odvozenych
pro extrémné malé ¢dsti populace nebo dokonce pro jednotlivee (viz [12]). V interak-
tivnim rezimu je vypocet histogramu pro malé subpopulace zablokovan, jednotlivé
sloupce histogramu odpovidajici pfili§ malému poctu respondenti (méné nez 1613)
jsou zobrazovéany s pfisluSnym varovanim.

Metoda interaktivni reprodukce vlastnosti dat pomoci statistického modelu je
svoji obecnosti srovnatelnd s moznostmi, které nabizi distribuce tzv. anonymizo-
vanych souboru mikrodat. V tabulce 6 jsou uvedeny vysledky testu piesnosti rela-
tivnich cetnosti vypocitanych z podsouboru mikrodat, ktery byl vytvofen nadhodnym
vybérem 10% dotazniku z puvodniho souboru (s doplnénymi tdaji). Presnost
odhadt byla testovana stejnym zpusobem jako v pripadé tabulky 3 pomoci souboru
statisticky relevantnich subpopulaci. Anonymizaéni procedury nebyly pouzity, tzn.
dosazend presnost odpovida idealni situaci bez nutnosti jakékoli manipulace s mikro-
daty. Na zdkladé porovnani tabulek 3 a 6 1ze Tici, ze pfesnost reprodukce relativnich
¢etnosti pomoci souboru mikrodat je srovnatelna se statistickym modelem. Relativni
chyba 3.6%, je mensi nez v piipadé modelu (4.2%), rovnéz rozptyl relativni chyby
je mensi. Pii opakovani testu s jinymi ndhodnymi podsoubory byly vysledky velmi
podobné. Nevyhodou souboru mikrodat jsou omezené moznosti distribuce (pouze
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Kriterium presnosti Test Ay Test As
Strednf relativn{ chyba v %: 2.94 3.60
Standardni odchylka relativni chyby: 3.00 3.72
Maxima&ln{ relativni chyba v %: 35.20 42.62
Pocet relativnich chyb nad 100%: 0 0
Stiedni absolutni chyba Cetnosti: 307 409
Standardni odchylka absolutni chyby: 450 1913
Maximaln{ absolutni chyba Cetnosti: 12348 59815
Pocet testovacich kombinaci 3 468 134 | 26 425 727
Velikost vybraného podsouboru mikrodat 1022666 1022666

Tabulka 6: Relativni a absolutni{ pfesnost odhadu relativnich &etnosti vypocitanych z
ndhodné vybraného souboru mikrodat (asi 10% dotaznika). Test pfesnosti by proveden
stejné jako v pripadé tabulky 3 pomoci souboru statisticky relevantnich subpopulaci.

pro vyzkumné instituce) a nutnost dodateéné anonymizace dotazniki.

7. Moznosti vyuziti a prinos metody

Piedmétem ¢lanku je vypocet statistického modelu dat ze séitani lidu v Ceské
republice v roce 2001 pro ucely interaktivni reprodukce statistickych vlastnosti
vychozi databaze. Model ve tvaru diskrétni distribu¢ni smési je bezprostiedné pouzit
jako béaze znalosti pravdépodobnostniho expertniho systému PES [8], [9], [10]. Ex-
pertni systém modifikovany pro specifické potieby sc¢itani lidu poskytuje uzivateli
formélné stejné moznosti, jako ptimy kontakt s datovym souborem prostiednictvim
databdzového systému. Pomoci inferenéniho mechanismu expertniho systému muze
byt libovolna statistickd informace odvozena piimo z odhadnutého modelu - ve
zlomcich vtefiny a bez dalsiho ptistupu k vychozim datum. Interaktivni modul nabizi
také rfadu néstroju pro usnadnéni informacni analyzy proménnych a pro rychlou
analyzu vlastnosti ruznych ¢asti populace, jako je napf. moznost vicenasobného
porovnavéani histogrami, vyhledavani informativnich otazek a pod. Vysledny soft-
varovy produkt neobsahuje ptuvodni chranénd data a muze byt distribuovan bez
jakéhokoli omezeni, at jiz ve formé interaktivni internetové aplikace nebo jako sou-
bor, ktery je volné k dispozici ke stazeni. Statisticka informace obsazena v puvodnim
chranéném datovém souboru tak muze byt zpiistupnéna sirokému okruhu uzivatela
bez rizika poruseni ochrany osobnich udaju.

Hlavni pozornost je v ¢lanku vénovana vypoc¢tu modelu z nekompletnich dat a
predevsim vysledné presnosti modelu ve srovnani s moznostmi tzv. anonymizovanych
souboru mikrodat. Chybgjici idaje byly nejprve nahrazeny maximélné vérohodnymi
odhady pomoci modelu vypocéitaného z netplnych dat a vysledny doplnény sou-
bor byl pouzit pro vypocet konecného modelu. Moznost zpracovani neiplnych dat
vytvari predpoklady pro vypocet statistického modelu jiz v prubéhu poc¢atecni ¢asové
narocné faze formalni kontroly dat. Z vysledku testu je ziejmé, ze i pii velkém poctu
chybéjicich ddaju by statisticky model mohl byt uziteénym zdrojem piedbézné in-
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formace pro identifikaci a kontrolu chybnych resp. nepravdépodobnych tdaju.

Ptesnost modelu byla ovéfovdna pomoci souboru tzv. statisticky relevantnich
subpopulaci. Testovaci soubor zahrnoval cca 26 mil. statisticky vyznamnych re-
lativnich Cetnosti. Prumeérna relativni chyba reprodukce testovacich tdaju pomoci
modelu se blizi 4%, tzn. sloupce libovolnych histogrami jsou v interaktivnim rezimu
zobrazovany s prumérnou piesnosti 4%. Dosazena presnost statistického modelu je
srovnatelnd s presnosti odhadi, které lze odvodit z nédhodné vybraného podsouboru
108 dotaznikt (3.6%), nicméné rychlost a slozitost informacni analyzy, kterou nabizi
interaktivni rezim expertniho systému, jednozna¢né piesahuji moznosti soucasnych
databéazovych systému. Metoda interaktivniho statistického modelu muze vyznamné
zlepsit dostupnost vysledku séitani lidu a tim prispét k lepsimu zhodnoceni vy-
nalozenych prostredki.
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Abstract

This paper describes the application of a recently developed method of interactive statistical
database presentation to the 2001 Czech Census. The method is based on estimating the
multivariate probability distribution of the original microdata. The estimated statistical
model in the form of a distribution mixture of product components can be used as a
knowledge base of a probabilistic expert system. In this way we can derive the statistical
properties of data interactively without any further access to the source database. The
statistical model does not contain the original data and therefore can be distributed without
any confidentiality concerns. The accuracy achievable by the statistical model is comparable
with that of the anonymised subsets of microdata.

Keywords: Interactive statistical model, distribution mixtures, EM algorithm, incomplete data,
probabilistic expert systems, data reproduction accuracy
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