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1. Problém publikace výsledk̊u sč́ıtáńı lidu

Sč́ıtáńı lidu se provád́ı opakovaně v desetiletém intervalu ve většině zemı́ EU.
Význam sč́ıtáńı lidu je často předmětem diskuśı vzhledem k vysokým náklad̊um a
omezené dostupnosti výsledk̊u. Podle zákona o ochraně dat je stát povinen chránit
zjǐstěné osobńı údaje občan̊u. Základńı identifikačńı údaje osob jsou proto odděleny
od dotazńık̊u již v počátečńı fázi zpracováńı. Nicméně, v některých př́ıpadech by
respondent přesto mohl být identifikován podle svých odpověd́ı s využit́ım obecně
známých informaćı [5], [20]. Vzhledem k potenciálńı možnosti reidentifikace res-
pondent̊u je databáze dotazńık̊u uložena za př́ısných bezpečnostńıch opatřeńı a
př́ıstup k p̊uvodńım dat̊um je velmi omezen. Český statistický úřad obsáhle pub-
likuje výsledky sč́ıtáńı lidu v tǐstěné podobě i na svých internetových stránkách,
zpravidla ve formě tabulek pro dvojice ukazatel̊u, př́ıpadně podmı́něných daľśımi
údaji. Celkový počet tabulek, které lze odvodit z p̊uvodńıch dat, bohužel rychle roste
s počtem podmiňuj́ıćıch údaj̊u. Bez ohledu na rozsah publikačńıch možnost́ı nutně
z̊ustane velká část tabulek nedostupná i když by mohla být pro některé uživatele
zaj́ımavá.

Existuj́ı r̊uzné možnosti zpracováńı a využ́ıváńı uložených statistických dat.
Všeobecně se předpokládá, že nejdokonaleǰśı př́ıstup k výsledk̊um sč́ıtáńı lidu
umožňuj́ı tzv. anonymizované soubory mikrodat. Jde o náhodně vybrané podsoubory
dotazńık̊u, které při velikosti zhruba 106 záznamů s dostatečnou přesnost́ı repro-
dukuj́ı statistické vlastnosti p̊uvodńıch dat a pomoćı vhodného databázového pro-
gramu z nich mohou být odvozeny stejné tabulky, jako z p̊uvodńıho úplného souboru.
Výhodou mikrodat je rychlá dostupnost r̊uznorodých informaćı. Pomoćı reprezenta-
tivńıho souboru mikrodat může uživatel snadno ověřovat neobvyklé hypotézy a vy-
hledávat nová témata mimo rámec obvyklé nab́ıdky statistických agentur. Soubory
mikrodat je třeba před vydáńım uživateli upravovat pomoćı r̊uzných technik [20],
[19] a s využit́ım speciálńıch metod [3],[6], s ćılem znemožnit př́ıpadnou identi-
fikaci respondent̊u. Vytvořeńı anonymizovaného souboru mikrodat je pracné přičemž
přesnost údaj̊u, které z něj lze odvodit, přirozeně klesá s jeho velikost́ı a záviśı
také na mı́̌re znehodnoceńı dat, zp̊usobené ochrannými anonymizačńımi postupy.
Anonymizované soubory mikrodat jsou běžnou součást́ı nab́ıdky statistických úřad̊u
[15] nicméně, s ohledem na zbytkové bezpečnostńı riziko, jsou obvykle poskytovány
pouze pro výzkumné účely na základě speciálńıch licenčńıch podmı́nek.

0S částečnou podporou grantu GAČR 102/07/1594 a projektu MŠMT 1M0572 DAR.
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Interaktivńı reprodukce výsledk̊u sč́ıtáńı lidu pomoćı statistického modelu nab́ıźı
v této souvislosti alternativńı publikačńı možnost s dokonale zabezpečenou ochra-
nou anonymity dat. Základem metody je odhad statistického modelu p̊uvodńı
databáze ve tvaru diskrétńı součinové směsi, která je následně použita jako báze
znalost́ı pravděpodobnostńıho expertńıho systému [8], [10]. Interaktivńı statistický
model umožňuje odvozováńı libovolně podmı́něných tabulek resp. histogramů s uži-
vatelským komfortem, který je srovnatelný nebo lepš́ı než v př́ıpadě souboru mikro-
dat. Odhadnutá distribučńı směs neobsahuje p̊uvodńı data, takže výsledný inter-
aktivńı softwarový produkt může být zpř́ıstupněn všem uživatel̊um bez jakéhokoli
omezeńı.

Metoda interaktivńı reprodukce statistických vlastnost́ı dat pomoćı směsového
modelu je výsledkem v́ıce než patnáctiletého vývoje v rámci spolupráce mezi
Ústavem teorie informace a automatizace AV ČR a Fakultou managementu VŠE,
Jindřich̊uv Hradec. Princip metody byl poprvé publikován na konferenci ”Eleventh
European Meeting on Cybernetics and Systems Research, Vienna 1992”v práci [9]
odměněné cenou ”F. de P. Hanika Memorial Award”. Navržený postup se oṕırá o
p̊uvodńı výsledky v oblasti pravděpodobnostńıch expertńıch systémů [8], [9], [10],
byl prakticky ověřován na databázi pražských domácnost́ı ze sč́ıtáńı lidu v roce 1991
[11] a úspěšně prezentován na mezinárodńıch konferenćıch [12], [13].

V této práci je popsán výpočet statistického modelu dat ze sč́ıtáńı lidu, domů
a byt̊u v České republice v roce 2001. Výsledný produkt je volně k dispozici na in-
ternetové adrese http://ro.utia.cas.cz/dem.html1. Projekt byl realizován na základě
smlouvy o spolupráci, uzavřené v červnu 2008 mezi předsedou ČSÚ J. Fischerem a
rektorem VŠE R. Hindlsem v rámci př́ıprav sč́ıtáńı lidu v roce 2011.

2. Statistický model dat ve tvaru součinové směsi

Sč́ıtáńı lidu představuje unikátńı jednorázové statistické šetřeńı, které neńı
opakovatelné jako náhodný experiment. Na druhé straně, statistický dotazńık vy-
plněný respondentem můžeme do značné mı́ry oprávněně považovat za nezávislou
realizaci N-tice náhodných proměnných v = (v1, v2, . . . , vN ), které nabývaj́ı konečný
počet hodnot podle otázek dotazńıku. Vyplněný dotazńık může být zapsán ve tvaru
diskrétńıho datového vektoru

x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ X , xn ∈ Xn, X = X1 ×X2 × · · · × XN , (1)

kde Xn označuje konečnou množinu možných odpověd́ı xn na n-tou otázku.
Pro účely výpočtu statistického modelu dat ze sč́ıtáńı lidu z r. 2001 jsme zvo-

lili 24 otázek, tak jak jsou uvedeny v Tabulce 1. Výběr otázek byl veden snahou
modelovat v co neǰsirš́ı mı́̌re sociologicky a ekonomicky zaj́ımavé vztahy při za-
chováńı přijatelné formálńı složitosti statistických závislost́ı. Z tohoto d̊uvodu jsme
v některých př́ıpadech použili méně podrobné kódováńı otázek (např. územńı členěńı,
věkové skupiny) a vynechali jsme otázky s př́ılǐs jednoznačným rozložeńım odpověd́ı
(např. národnost). Prvńıch deset otázek bylo převzato z dotazńıku pro sč́ıtáńı osob

1Zjednodušená verze programu (s jednodušš́ım modelem) je k dispozici ve formě appletu v jazyce
”Java”na adrese: http://simu0292.utia.cas.cz/census/
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a zbývaj́ıćıch čtrnáct otázek se vztahuje k dotazńıku domácnosti, v ńıž respondent
žije. Četnosti údaj̊u o bytech maj́ı v takto vzniklém souboru nový smysl, udávaj́ı
počet respondent̊u v bytech resp. domácnostech s danou vlastnost́ı. Z výsledného
modelu tak lze odvodit řadu nových závěr̊u, protože vlastnosti obou databáźı byly
dosud publikovány většinou odděleně.

Text otázky Počet Nezjǐstěné Entropie
odpověd́ı údaje v % odpověd́ı v %

1. Kraj 14 0.00 96.88
2. Druh pobytu 3 0.00 32.92
3. Ekonomická aktivita 10 0.80 67.80
4. Mı́sto narozeńı - relativně 6 1.95 74.65
5. Náboženské vyznáńı 6 0.00 60.57
6. Odvětv́ı práce 14 3.89 68.33
7. Pohlav́ı 2 0.00 99.95
8. Rodinný stav 4 0.55 81.01
9. Stupeň vzděláńı 14 1.11 78.04

10. Věk 9 0.03 96.09
11. Kategorie bytu 5 0.53 27.81
12. Koupelna 5 0.59 14.02
13. Obytná plocha bytu 7 0.64 80.62
14. Osobńı poč́ıtač a internet 4 2.85 49.11
15. Právńı d̊uvod k už́ıváńı bytu 9 0.39 72.43
16. Plyn v bytě 3 0.78 64.54
17. Počet mı́stnost́ı nad 8m 7 0.64 80.57
18. Počet aut v domácnosti 4 3.39 71.32
19. Počet osob v bytě 6 0.00 93.79
20. Rekreačńı objekt 6 7.45 42.10
21. Telefon 5 1.80 80.88
22. Vodovod 4 0.35 8.02
23. Zp̊usob vytápěńı 6 0.53 74.81
24. Záchod 6 0.50 16.73

Tabulka 1: Seznam otázek zvolených pro výpočet statistického modelu dat ze sč́ıtáńı lidu,
domů a byt̊u v České republice z r. 2001 s počtem možných odpověd́ı, procentem chyběj́ıćıch
údaj̊u a celkovou neurčitost́ı (entropíı) odpověd́ı.

V třet́ım sloupci tabulky 1 je uveden počet možných odpověd́ı pro danou
otázku. Četnost chyběj́ıćıch údaj̊u v procentech je uvedena ve čtvrtém sloupci.
Připomeňme, že v př́ıpadě byt̊u se údaj ”nezjǐstěno”objev́ı v dotazńıćıch všech člen̊u
domácnosti. Celkový počet chyběj́ıćıch údaj̊u je 2933427. Posledńı sloupec udává
neurčitost otázky v procentech maximálńı entropie, tj. jako poměr entropie rozložeńı
četnosti odpověd́ı a maximálńı entropie př́ıslušného rovnoměrného rozložeńı. Nej-
vyšš́ı neurčitost 99.95% má otázka č.7 udávaj́ıćı dvě téměř stejně četné možnosti
pohlav́ı respondenta. Nejmenš́ı neurčitost má velmi jednoznačná odpověd’ na otázku
č. 22 o vybaveńı bytu vodovodem.

Sč́ıtáńı lidu představuje rozsáhlé statistické šetřeńı zahrnuj́ıćı celou populaci.
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Konkrétně, databáze osob tvoř́ıćı základ souboru S, obsahovala dotazńıky celkem
10230060 respondent̊u.

S = {x(1),x(2), . . . ,x(K)}, x(k) ∈ X , (K = 10230060). (2)

Připomeňme, že veškerá informace o statistických vztaźıch mezi náhodnými
proměnnými (otázkami dotazńıku) je popsána mnohorozměrným rozložeńım
pravděpodobnosti P ∗(x) = P{v = x} diskrétńıho náhodného vektoru v. Pro účely
odhadu statistického modelu předpokládáme neznámé rozložeńı pravděpodobnosti
P ∗(x) ve tvaru diskrétńı distribučńı směsi součinových komponent

P (x) =
M∑
m=1

wmF (x|m), F (x|m) =
N∏
n=1

pn(xn|m), x ∈ X ,
M∑
m=1

wm = 1, (3)

kde M je počet komponent, wm jsou pravděpodobnostńı váhy komponent a pn(xn|m)
označuj́ı př́ıslušné jednorozměrné diskrétńı distribuce. Pro danou proměnnou n
a komponentu m je distribuce pn(xn|m) určena vektorem pravděpodobnost́ı jed-
notlivých údaj̊u z množiny Xn, tj. plat́ı∑

ξ∈Xn

pn(ξ|m) = 1, n = 1, 2, . . . , N, m = 1, 2, . . . ,M. (4)

Distribučńı směs (3) umožňuje jednoduché odvozeńı libovolného marginálńıho
rozložeńı pravděpodobnosti. Konkrétně, necht’ C = {i1, i2, . . . , ik} je nějaká
podmnožina index̊u proměnných. Potom pro odpov́ıdaj́ıćı část vektoru x

xC = (xi1 , xi2 , . . . , xik) ∈ XC

můžeme př́ımo zapsat výraz pro př́ıslušné marginálńı rozložeńı pravděpodobnosti:

PC(xC) =
M∑
m=1

wmFC(xC |m), FC(xC |m) =
∏
i∈C

pi(xi|m), xC ∈ XC , (5)

a také pro podmı́něné rozložeńı pravděpodobnosti (podmı́něný histogram) libovolné
proměnné xn, (n 6∈ C) (srv. [14]):

Pn|C(xn|xC) =
M∑
m=1

q(m|xC)pn(xn|m), q(m|xC) =
wmFC(xC |m)∑M
j=1 wjFC(xC |j)

. (6)

Poznamenejme, že možnost jednoduchého výpočtu podmı́něného histogramu
Pn|C(xn|xC) je dána součinovým tvarem komponent distribučńı směsi (3).

Standardńı metodou odhadu parametr̊u distribučńı směsi je EM algoritmus [1],
[7], [16], [17], který maximalizuje věrohodnostńı funkci

L =
1
K

K∑
k=1

logP (x(k)) =
1
|S|

∑
x∈S

log[
M∑
m=1

wmF (x|m)] (7)

pomoćı iteračńıch rovnic (m = 1, . . . ,M, n = 1, . . . , N, x ∈ S, t = 0, 1, . . . ):

q(t)(m|x) =
w

(t)
m

∏N
n=1 p

(t)
n (xn|m)∑M

j=1 w
(t)
j

∏N
n=1 p

(t)
n (xn|j)

, w(t+1)
m =

1
|S|

∑
x∈S

q(t)(m|x), (8)
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p(t+1)
n (ξ|m) =

1∑
x∈S q

(t)(m|x)

∑
x∈S

δ(ξ, xn)q(t)(m|x), ξ ∈ Xn, (9)

kde |S| = K je počet nezávislých pozorováńı (datových vektor̊u) a δ(ξ, xn) je tzv.
delta-funkce. 2 Počet komponent směsi M neńı předmětem výpočtu a muśı být zadán
předem, stejně jako počátečńı hodnoty parametr̊u směsi w(0)

m a p(0)
n (xn|m). Iteračńı

vztahy (8)-(9) generuj́ı neklesaj́ıćı posloupnost hodnot kriteria (7), která konverguje
k lokálńımu nebo globálńımu maximu (resp. sedlovému bodu). Podrobnou diskusi
r̊uzných výpočetńıch aspekt̊u EM algoritmu lze nalézt např v monografii [16].

Hlavńım účelem statistického modelu ve tvaru distribučńı směsi (3) je reprodukce
(relativńıch) četnost́ı platných v p̊uvodńım souboru S. Důležitou přednost́ı EM algo-
ritmu (8) - (9) je v této souvislosti shoda jednorozměrných marginál odhadovaného
modelu se skutečnými relativńımi četnostmi. Konkrétně, v každé iteraci plat́ı:

P (t+1)
n (ξ) =

M∑
m=1

w(t+1)
m p(t+1)

n (ξ|m) =
M∑
m=1

1
|S|

∑
x∈S

q(t)(m|x) p(t+1)
n (ξ|m) = (10)

=
1
|S|

∑
x∈S

δ(ξ, xn)
M∑
m=1

q(t)(m|x) =
1
|S|

∑
x∈S

δ(ξ, xn), ξ ∈ Xn, n = 1, 2, . . . , N.

3. Problém chyběj́ıćıch údaj̊u

Typickou vlastnost́ı výsledk̊u sč́ıtáńı lidu jsou neúplná data. Zákon o sč́ıtáńı lidu
se týká celé populace bez možnosti výběru a v jednotlivých př́ıpadech lze očekávat
r̊uznou mı́ru dostupnosti potřebných údaj̊u. V oficiálńıch publikaćıch ČSÚ je proto
v tabulkách vždy uváděn počet chyběj́ıćıch údaj̊u s označeńım ”nezjǐstěno”, tzn.
chyběj́ıćı údaj by bylo možné u každé otázky formálně považovat za daľśı alterna-
tivńı možnost odpovědi. Na druhé straně odpověd’ ”nezjǐstěno”je obt́ıžně interpre-
tovatelná, protože může mı́t řadu r̊uzných i když zaj́ımavých d̊uvod̊u. Při výpočtu
modelu by zvýšený počet odpověd́ı zbytečně zvyšoval složitost statistických vztah̊u
a proto byla odpověd’ ”nezjǐstěno”vždy interpretována pouze jako chyběj́ıćı údaj
(s vyj́ımkou náboženského vyznáńı, kde lze odpověd’ ”nezjǐstěno”do značné mı́ry
považovat za odmı́tnut́ı).

Datový soubor vytvořený na základě otázek z Tab. 1 obsahoval celkem 1524240
neúplných dotazńık̊u, tj. přibližně 15%. Obr. 1 udává počty chyběj́ıćıch odpověd́ı pro
jednotlivé otázky. Celkový počet chyběj́ıćıch údaj̊u je 2933427. Rozložeńı četnosti
dotazńık̊u podle počtu chyběj́ıćıch údaj̊u ukazuje Obr. 2.

Problematika zpracováńı resp. doplňováńı v́ıcerozměrných dat s chyběj́ıćımi údaji
představuje d̊uležitou oblast matematické statistiky, protože většina statistických
metod se nedá použ́ıt na neúplná data. Připomeňme, že např. prostým vynecháńım
neúplných datových vektor̊u by se v našem př́ıpadě zmenšil soubor o 15% a po
vynecháńı proměnných s chyběj́ıćımi údaji by se jejich počet zredukoval na pět (viz
Tab. 1).

2δ(ξ, xn) = 1 pro ξ = xn a δ(ξ, xn) = 0 pro ξ 6= xn
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Obrázek 1: Četnost chyběj́ıćıch odpověd́ı pro jednotlivé otázky. Celkový počet
neúplných dotazńıl̊u: 1524240.

Významnou přednost́ı EM algoritmu pro odhad parametr̊u součinové distribučńı
směsi je možnost př́ımého zpracováńı neúplných dat. Označ́ıme-li N (x) podmnožinu
index̊u proměnných, pro které jsou definovány složky vektoru x a Sn ⊂ S pod-
množinu vektor̊u s definovanou složkou xn

N (x) = {n : xn je definovaná v x}, Sn = {x ∈ S : n ∈ N (x)}, (11)

potom upravenou verzi EM algoritmu pro neúplná data můžeme zapsat ve tvaru
(m = 1, 2, . . . ,M, n = 1, 2, . . . , N, x ∈ S, t = 0, 1, . . . ):

q(t)(m|x) =
w

(t)
m

∏
n∈N (x) p

(t)
n (xn|m)∑M

j=1 w
(t)
j

∏
n∈N (x) p

(t)
n (xn|j)

, w(t+1)
m =

1
|S|

∑
x∈S

q(t)(m|x), (12)

p(t+1)
n (ξ|m) =

1∑
x∈Sn

q(t)(m|x)

∑
x∈Sn

δ(ξ, xn)q(t)(m|x), ξ ∈ Xn, (13)

Jednoduše řečeno, výpočet hodnot q(t)(m|x) a p(t+1)
n (ξ|m) se ve vzorćıch (12), (13)

provád́ı vždy pouze pro složky vektoru x, které jsou v daném př́ıpadě k dispozici.
Uvedený zp̊usob zpracováńı neúplných dat se z teoretického hlediska jev́ı jako

lepš́ı než nahrazováńı chyběj́ıćıch údaj̊u pomoćı odhad̊u, protože využ́ıvá pouze infor-
mace, která je v datech k dispozici. Doplňováńı chyběj́ıćıch údaj̊u jakkoli dokonalým
zp̊usobem nutně snižuje p̊uvodńı variabilitu dat, protože odhadované údaje maj́ı
vždy z principu vyšš́ı pravděpodobnost a menš́ı rozptyl, než chyběj́ıćı skutečná data.

Bohužel, nevýhodou modifikovaného EM algoritmu je porušeńı shody jed-
norozměrných marginál s př́ıslušnými relativńımi četnostmi. Snadno lze ověřit, že
iteračńı rovnice EM algoritmu upravené pro zpracováńı neúplných dat (srv. (12),
(13)) nesplňuj́ı podmı́nky (10):

P (t+1)
n (ξ) =

M∑
m=1

w(t+1)
m p(t+1)

n (ξ|m) =
M∑
m=1

1
|S|

∑
x∈S

q(t)(m|x) p(t+1)
n (ξ|m) = (14)
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Obrázek 2: Četnost neúplných dotazńık̊u podle počtu chyběj́ıćıch údaj̊u. Celkový
počet chyběj́ıćıch údaj̊u: 2933427.

=
1
|S|

M∑
m=1

∑
x∈S q

(t)(m|x)∑
x∈Sn

q(t)(m|x)

∑
x∈Sn

δ(ξ, xn)q(t)(m|x) 6= 1
|S|

∑
x∈S

δ(ξ, xn), ξ ∈ Xn,

takže model odhadnutý z neúplných dat je zřejmě zat́ıžen značnou chybou již na
úrovni nepodmı́něných jednorozměrných marginál. Výpočetńı experimenty ukázaly,
že model odhadnutý z úplného datového souboru je asi dvakrát přesněǰśı než model
odhadnutý z neúplných dat pomoćı upraveného EM algoritmu.

Je zřejmé, že problém chyběj́ıćıch údaj̊u má z hlediska přesnosti statistického
modelu základńı význam. Připomeňme, že ćılem projektu bylo předevš́ım ověřeńı
možnosti reprodukce statistických vlastnost́ı ”ideálńı”, tj. úplné databáze, chyběj́ıćı
údaje představuj́ı z tohoto hlediska samostatný problém. Z těchto d̊uvod̊u byl
výpočet modelu řešen ve dvou kroćıch. Parametry distribučńı směsi byly nejprve
odhadnuty z neúplných dat pomoćı modifikovaného EM algoritmu a vypočtený
model źıskaný z neúplných dat byl dále použit pro odhad a doplněńı chyběj́ıćıch
údaj̊u. Doplňován byl vždy nejpravděpodobněǰśı údaj na základě podmı́něného roz-
ložeńı pravděpodobnosti pn(ξ|xC pro známou část dotazńıku xC (srv. (6)):

xn = arg max
ξ∈Xn

{pn(ξ|xC)}. (15)

Správnost nahrazeńı chyběj́ıćıch údaj̊u samozřejmě neńı možné ověřit. Nicméně,
pr̊uměrnou přesnost doplňováńı lze poměrně přesně vyhodnotit v samostatném ex-
perimentu odhadováńım známých údaj̊u. Pro danou proměnnou náhodně vyb́ıráme
dotazńıky, pro které je tento údaj znám, vypoč́ıtáme odhad tohoto údaje podle
vztahu (15) a výsledek porovnáme se skutečnou hodnotou. Uvedeným zp̊usobem
můžeme postupně odhadnout přesnost nahrazováńı pro všechny proměnné. V ta-
bulce 2 je u každé proměnné uveden skutečný počet chyběj́ıćıch údaj̊u, pro-
cento úspěšnosti při nahrazováńı a odhadovaný počet správně doplněných údaj̊u
z třet́ıho sloupce. Údaj v závorce udává úspěšnost globálńıho jednotného nahrazeńı
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N Text otázky Nezjǐstěné Úspěšnost Správně
údaje odhadu v % odhadnuto

1. Kraj 0 27.49 (12.41) 0
2. Druh pobytu 0 90.35 (89.48) 0
3. Ekonomická aktivita 82195 88.02 (44.08) 72348
4. Mı́sto narozeńı - relativně 199516 56.36 (53.52) 112447
5. Náboženské vyznáńı 0 66.27 (59.04) 0
6. Odvětv́ı práce 397835 67.64 (50.62) 269096
7. Pohlav́ı 0 67.91 (51.30) 0
8. Rodinný stav 56514 82.91 (46.63) 46856
9. Stupeň vzděláńı 113127 48.36 (19.29) 54708

10. Věk 3483 59.22 (16.71) 2063
11. Kategorie bytu 53861 97.48 (89.37) 52504
12. Koupelna 50987 98.90 (95.91) 50426
13. Obytná plocha bytu 65554 63.22 (38.48) 41443
14. Osobńı poč́ıtač a internet 291281 81.12 (79.15) 236287
15. Právńı d̊uvod k už́ıváńı bytu 40490 63.49 (39.70) 25707
16. Plyn v bytě 79631 75.94 (63.84) 60472
17. Počet mı́stnost́ı nad 8m 65525 63.48 (38.76) 41595
18. Počet aut v domácnosti 346471 66.97 (51.77) 232032
19. Počet osob v bytě 0 49.48 (29.27) 0
20. Rekreačńı objekt 762707 80.39 (78.11) 613140
21. Telefon 183714 57.36 (43.93) 105378
22. Vodovod 35415 99.39 (98.08) 35199
23. Zp̊usob vytápěńı 53861 76.90 (41.45) 41419
24. Záchod 51350 97.98 (94.32) 50313

Celkem 2 933 427 73.06 (61.35) 2 143 326

Tabulka 2: Odhad úspěšnosti nahrazovańı chyběj́ıćıch údaj̊u. V třet́ım sloupci je uveden
počet chyběj́ıćıch odpověd́ı. Celkový počet chyběj́ıćıch údaj̊u: 2933427. Procento úspěšnosti
nahrazováńı chyběj́ıćıch údaj̊u pro jednotlivé otázky je uvedeno ve čtvrtém sloupci. Posledńı
sloupec udává odhadovaný počet správně doplněných údaj̊u z třet́ıho sloupce.

všech chyběj́ıćıch hodnot dané proměnné př́ıslušnou nejčastěǰśı odpověd́ı. Přesnost
globálńıho nahrazeńı je v některých př́ıpadech srovnatelná s predikćı podle modelu
(č. 2,4,5,12,14,20,22), ale u řady otázek je maximálně věrohodný odhad podstatně
přesněǰśı (č. 1,3,8,9,19,13,15,17,19,23). V př́ıpadě Tab. 2 by v pr̊uměru 73% údaj̊u
bylo podle modelu nahrazeno správně (při globálńım nahrazováńı 61.3%).

Při dané velikosti souboru je doba výpočtu úměrná počtu komponent distribučńı
směsi a představuje hlavńı výpočetńı omezeńı. Konečný výpočet statistického mod-
elu s počtem komponent M=15000 byl proveden pomoćı souboru s doplněnými údaji.
Počátečńı hodnoty parametr̊u byly generovány náhodně. Výpočet (30 iteraćı) trval
na běžném PC asi 10 dńı při 8 hodinách na jednu iteraci.
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4. Přesnost reprodukce statistických vlastnost́ı dat

V př́ıpadě dat ze sč́ıtáńı lidu jsou statistické vlastnosti respondent̊u zpravidla
určovány kombinaćı několika odpověd́ı. Hlavńım účelem statistického modelu je co
nejpřesněǰśı reprodukce empirické četnosti r̊uzných kombinaćı hodnot proměnných
v p̊uvodńım datovém souboru. Při ověřováńı přesnosti modelu proto porovnáváme
empirické četnosti r̊uzných kombinaćı odpověd́ı s př́ıslušnými odhady odvozenými z
modelu.

Označ́ıme-li xC elementárńı vlastnost definovanou nějakou kombinaćı odpověd́ı
a S(xC) př́ıslušnou podmnožinu respondent̊u (subpopulaci) s touto vlastnost́ı

S(xC) = {y ∈ S : yC = xC}, N(xC) = |S(xC)|, xC = (xi1 , . . . , xik) ∈ XC (16)

potom empirická četnost této vlastnosti N(xC) současně udává velikost př́ıslušné
subpopulace S(xC). Empirickou četnost N(xC) můžeme odhadnout jako součin ve-
likosti celé populace a pravděpodobnosti P (xC) odvozené z modelu:

N̂(xC) = |S|P (xC), P (xC) =
M∑
m=1

wm

k∏
j=1

pij (xij |m) (17)

Ideálně by odhad N̂(xC) měl být porovnán s př́ıslušným empirickým údajem
N(xC) pro všechny možné elementárńı vlastnosti xC definované kombinaćı několika
odpověd́ı, nicméně je třeba vźıt v úvahu dvě d̊uležitá omezeńı.

Předevš́ım, ćılem metody neńı přesná reprodukce malých četnost́ı. Naopak, kle-
saj́ıćı přesnost modelu na úrovni málo pravděpodobných jev̊u představuje d̊uležitý
mechanizmus ochrany anonymity respondent̊u. Z tohoto d̊uvodu se při ověřováńı
přesnosti modelu omeźıme na empirické četnosti větš́ı než nějaký vhodně zvo-
lený práh Nε. Při určováńı prahové hodnoty vyjdeme z centrálńı limitńı věty
teorie pravděpodobnosti (podrobněji viz např. [4], [14]). Vzhledem k tomu, že
spolehlivost empirické četnosti klesá s jej́ı velikost́ı, omeźıme se pouze na ”statis-
ticky významné”četnosti, u kterých lze očekávat méně než pětiprocentńı chybu.
Konkrétně, v př́ıpadě uvažovaného sč́ıtáńı lidu z r. 2001 s počtem respondent̊u
K=10 230 060, je chyba empirického údaje N(xC) jako odhadu skutečné (neznámé)
četnosti N∗(xC) menš́ı než 5% (na hladině spolehlivosti 95%), pokud neznámá
skutečná četnost N∗(xC) = |S|P ∗(xC) je větš́ı než 1536, resp. pokud př́ıslušná
neznámá pravděpodobnost P ∗(xC) je větš́ı než 0.0001502 (srv. [14]). Bohužel,
informace o skutečné četnosti N∗(xC) nejsou k dispozici. Chceme-li zaručit
aby zjǐstěné empirické četnosti N(xC) odpov́ıdaly předpokládaným skutečným
četnostem N∗(xC) s chybou menš́ı než 5% (na úrovni spolehlivosti 95%), muśıme
zvolit práh Nε s určitou rezervou N0.05 = 1612 aby byla zajǐstěna platnost výše
uvedené podmı́nky N∗(xC) > 1536. 3

Druhé omezeńı je praktické povahy. Počet všech možných kombinaćı odpověd́ı
je př́ılǐs velký z hlediska reálných výpočetńıch možnost́ı a je proto nutné omezit
maximálńı počet odpověd́ı, které určuj́ı jednotlivé kombinace. V př́ıpadě otázek uve-
dených v Tab.1 jsme výpočtem př́ıslušných četnost́ı zjistili, že jednou odpověd́ı je

3Připomeňme, že uvažovaná nepřesnost 5% má čistě teoretický d̊uvod plynoućı z limitńı věty a
nijak nesouviśı s praktickou realizaćı sč́ıtáńı lidu. Př́ıpadné chyby spojené s vyplňováńım dotazńık̊u
mohou pouze zat́ıžit odhady dodatečnou nepřesnost́ı.
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Kriterium přesnosti Test A4 Test A5

Pr̊uměrná relativńı chyba modelu v %: 4.07 4.17
Standardńı odchylka relativńı chyby: 6.33 5.80
Maximálńı relativńı chyba modelu v %: 240.84 240.84
Počet relativńıch chyb nad 100%: 925 4092

Pr̊uměrná absolutńı chyba četnosti: 470 348
Standardńı odchylka absolutńı chyby: 951 655
Maximálńı absolutńı chyba četnosti: 45779 45779

Počet testovaćıch subpopulaćı 3 468 134 26 425 727

Tabulka 3: Relativńı a absolutńı chyba statistického modelu s počtem komponent
M=15000. Test přesnosti na základě souboru statisticky relevantńıch subpopulaćı (tj.
větš́ıch než 1612 respondent̊u) určených kombinaćı nejvýše pěti odpověd́ı (A5, třet́ı sloupec)
a na základě souboru relevantńıch subopulaćı určených kombinaćı nejvýše čtyř odpověd́ı
(A4, druhý sloupec).

určeno 159 r̊uzných statisticky relevantńıch subpopulaćı, 10060 je určeno kombinaćı
dvou nezávislých odpověd́ı, 270443 je určeno kombinaćı tř́ı nezávislých odpověd́ı
a 3503448 je určeno kombinaćı čtyř nezávislých odpověd́ı. Celkový počet stati-
sticky relevantńıch vlastnost́ı, které lze určit kombinaćı nejvýše pěti nezávislých
odpověd́ı je 26425727. Daľśı zvyšováńı počtu otázek (tj. šest a v́ıce) při konstrukci
testovaćıch vlastnost́ı značně prodlužuje výpočet a nav́ıc nemá podstatný význam,
protože př́ıslušné subpopulace maj́ı většinou podprahovou velikost. Z tohoto d̊uvodu
použijeme při ověřováńı přesnosti statistického modelu následuj́ıćı seznam vlastnost́ı
definovaných pomoćı statisticky významných kombinaćı nejvýše pěti odpověd́ı

A5 = {xC = (xi1 , . . . , xi5) : N(xC) > 1612}, xC = (xi1 , . . . , xi5) ∈ XC . (18)

Přirozeným kriteriem přesnosti statistického modelu je, ve smyslu předchoźıch
úvah, pr̊uměrná absolutńı chyba odvozovaných četnost́ı ve tvaru

Ea =
1
|A5|

∑
xC∈A5

|P (xC)|S| −N(xC)|, P (xC) =
M∑
m=1

wm

5∏
j=1

pij (xij |m) (19)

kde N(xC) je empirická četnost dotazńık̊u s vlastnost́ı xC v p̊uvodńım souboru S
a A5 je tř́ıda všech statisticky relevantńıch subpopulaćı, které lze určit kombinaćı
nejvýše pěti nezávislých odpověd́ı.

Hodnoceńı přesnosti statistického modelu pomoćı kriteria (19) vycháźı zpravidla
velmi př́ıznivě, protože absolutńı rozd́ıl neńı př́ılǐs vhodnou mı́rou přesnosti
odhad̊u N̂(xC) = |S|P (xC) odvozených z modelu. Většinou jde o poměrně malo
rozd́ılné četnosti a je zřejmé, že pro malé hodnoty N(xC) může i malý absolutńı
rozd́ıl |P (xC)|S| − N(xC)| odpov́ıdat relativńı chybě řádově v deśıtkách procent.
Následuj́ıćı kriterium založené na relativńı přesnosti poč́ıtá pr̊uměrnou hodnotu ab-
solutńı chyby ve vztahu k empirické četnosti N(xC)

Er =
100
|A5|

∑
xC∈A5

|P (xC)− N(xC)
|S| |

N(xC)
|S|

=
100
|A5|

∑
xC∈A5

|P (xC)|S| −N(xC)|
N(xC)

(20)
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Kriterium (20) (dále jen pr̊uměrná relativńı chyba) představuje mnohem náročněǰśı
mı́ru přesnosti, protože v př́ıpadě malých hodnot N(xC) i malé chyby odhadu N̂(xC)
mohou značně zhoršit výsledný pr̊uměr Er. Relativńı chyba je také invariantńı v̊uči
normováńı, tzn. plat́ı i pro sloupce zobrazovaných podmı́něných histogramů. Jinými
slovy, jestliže pr̊uměrná relativńı chyba statistického modelu je Er%, potom sloupce
libovolných histogramů jsou v pr̊uměru rovněž zobrazovány s chybou Er%.

Interval Dolńı mez Horńı mez Pr̊uměrná Počet
subpopulace intervalu intervalu rel.chyba v % subpopulaćı

I= 1 1612 3000 6.10 7688027
I= 2 3000 5000 4.88 5011625
I= 3 5000 7500 4.04 3220931
I= 4 7500 10000 3.50 1906156
I= 5 10000 15000 3.04 2213787
I= 6 15000 30000 2.38 2695817
I= 7 30000 50000 1.80 1296118
I= 8 50000 100000 1.37 1075615
I= 9 100000 150000 1.03 372570
I= 10 150000 300000 0.78 358112
I= 11 300000 500000 0.55 125103
I= 12 500000 1000000 0.39 71104
I= 13 1000000 1500000 0.29 15324
I= 14 1500000 3000000 0.22 8511
I= 15 3000000 5000000 0.12 1349
I= 16 5000000 10300000 0.02 121

Tabulka 4: Rozložeńı četnosti relativńıch chyb podle velikosti zkoumané subpopulace (pro
testovaćı soubor A5).

Tabulka 3 shrnuje výsledky testu přesnosti výsledného statistického modelu
(M=15000 komponent). Přesnost byla ověřována pomoćı souboru statisticky rele-
vantńıch subpopulaćı (tj. větš́ıch než 1612 respondent̊u) určených kombinaćı nejvýše
pěti odpověd́ı (A5, třet́ı sloupec) a pro srovnáńı též pomoćı souboru relevantńıch
subopulaćı určených kombinaćı nejvýše čtyř odpověd́ı (A4, druhý sloupec). Sou-
bor A5 zahrnuje přibližně 26 mil. subpopulaćı, soubor A4 přibližně 3.5 mil. sub-
populaćı. V tabulce je uvedena pr̊uměrná relativńı a absolutńı chyba (srv. (19),
(20)), jejich standardńı odchylky a maximálńı hodnoty a dále počet relativńıch
chyb přesahuj́ıćıch 100%. Porovnáńı obou test̊u naznačuje, že použit́ı šesti otázek
při konstrukci statisticky relevantńıch subpopulaćı by patrně podstatným zp̊usobem
neovlivnilo výsledek testu přesnosti modelu.

Tabulka 4 ukazuje rozložeńı relativńıch chyb v závislosti na velikosti př́ıslušné
subpopulace (pro testovaćı soubor A5). Tabulka 5 ukazuje rozložeńı relativńıch chyb
v závislosti na jejich velikosti (pro test A5). Z tabulky vyplývá, že většina (73%)
odhad̊u odvozených ze statistického modelu (tj. sloupc̊u v histogramech) se zobrazuje
s relativńı chybou menš́ı než 5%. Pr̊uměrná relativńı chyba reprodukce nejmenš́ıch
relativńıch četnost́ı (subpopulace od 1612 do 3000 respondent̊u) je 6.1% a rychle
klesá s rostoućı velikost́ı subpopulace. Z tabulky je zřejmé, že většina relevantńıch
subpopulaćı z testovaćıho souboru A5 (téměř 94%) má pod 60000 respondent̊u.
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Interval Dolńı mez Horńı mez Relativńı
chyby v % chyby v % četnost

0 0 5 0.729425
1 05 10 0.178543
2 10 15 0.052805
3 15 20 0.019376
4 20 25 0.008664
5 25 30 0.004211
6 30 35 0.002399
7 35 40 0.001493
8 40 45 0.000875
9 45 50 0.000621

10 50 55 0.000415
11 55 60 0.000256
12 60 65 0.000204
13 65 70 0.000162
14 70 75 0.000097
15 75 80 0.000083
16 80 85 0.000027
17 85 90 0.000034
18 90 95 0.000075
19 95 100 0.000075
20 100 a v́ıce 0.000217

Tabulka 5: Rozložeńı relativńıch chyb podle jejich velikosti (pro test A5).

Připomeňme, že klesaj́ıćı přesnost reprodukce malých relativńıch četnost́ı je
d̊uležitá z hlediska ochrany osobńıch údaj̊u. Jakákoli identifikace respondent̊u pomoćı
statistického modelu je znemožněna sńıženou spolehlivost́ı histogramů odvozených
pro extrémně malé části populace nebo dokonce pro jednotlivce (viz [12]). V interak-
tivńım režimu je výpočet histogramů pro malé subpopulace zablokován, jednotlivé
sloupce histogramů odpov́ıdaj́ıćı př́ılǐs malému počtu respondent̊u (méně než 1613)
jsou zobrazovány s př́ıslušným varováńım.

Metoda interaktivńı reprodukce vlastnost́ı dat pomoćı statistického modelu je
svoj́ı obecnost́ı srovnatelná s možnostmi, které nab́ıźı distribuce tzv. anonymizo-
vaných soubor̊u mikrodat. V tabulce 6 jsou uvedeny výsledky testu přesnosti rela-
tivńıch četnost́ı vypoč́ıtaných z podsouboru mikrodat, který byl vytvořen náhodným
výběrem 10% dotazńık̊u z p̊uvodńıho souboru (s doplněnými údaji). Přesnost
odhad̊u byla testována stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě tabulky 3 pomoćı soubor̊u
statisticky relevantńıch subpopulaćı. Anonymizačńı procedury nebyly použity, tzn.
dosažená přesnost odpov́ıdá ideálńı situaci bez nutnosti jakékoli manipulace s mikro-
daty. Na základě porovnáńı tabulek 3 a 6 lze ř́ıci, že přesnost reprodukce relativńıch
četnosti pomoćı souboru mikrodat je srovnatelná se statistickým modelem. Relativńı
chyba 3.6%, je menš́ı než v př́ıpadě modelu (4.2%), rovněž rozptyl relativńı chyby
je menš́ı. Při opakováńı testu s jinými náhodnými podsoubory byly výsledky velmi
podobné. Nevýhodou souboru mikrodat jsou omezené možnosti distribuce (pouze
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Kriterium přesnosti Test A4 Test A5

Středńı relativńı chyba v %: 2.94 3.60
Standardńı odchylka relativńı chyby: 3.00 3.72
Maximálńı relativńı chyba v %: 35.20 42.62
Počet relativńıch chyb nad 100%: 0 0

Středńı absolutńı chyba četnosti: 307 409
Standardńı odchylka absolutńı chyby: 450 1913
Maximálńı absolutńı chyba četnosti: 12348 59815

Počet testovaćıch kombinaćı 3 468 134 26 425 727

Velikost vybraného podsouboru mikrodat 1022666 1022666

Tabulka 6: Relativńı a absolutńı přesnost odhad̊u relativńıch četnost́ı vypoč́ıtaných z
náhodně vybraného souboru mikrodat (asi 10% dotazńık̊u). Test přesnosti by proveden
stejně jako v př́ıpadě tabulky 3 pomoćı souboru statisticky relevantńıch subpopulaćı.

pro výzkumné instituce) a nutnost dodatečné anonymizace dotazńık̊u.

7. Možnosti využit́ı a př́ınos metody

Předmětem článku je výpočet statistického modelu dat ze sč́ıtáńı lidu v České
republice v roce 2001 pro účely interaktivńı reprodukce statistických vlastnost́ı
výchoźı databáze. Model ve tvaru diskrétńı distribučńı směsi je bezprostředně použit
jako báze znalost́ı pravděpodobnostńıho expertńıho systému PES [8], [9], [10]. Ex-
pertńı systém modifikovaný pro specifické potřeby sč́ıtáńı lidu poskytuje uživateli
formálně stejné možnosti, jako př́ımý kontakt s datovým souborem prostřednictv́ım
databázového systému. Pomoćı inferenčńıho mechanismu expertńıho systému může
být libovolná statistická informace odvozena př́ımo z odhadnutého modelu - ve
zlomćıch vteřiny a bez daľśıho př́ıstupu k výchoźım dat̊um. Interaktivńı modul nab́ıźı
také řadu nástroj̊u pro usnadněńı informačńı analýzy proměnných a pro rychlou
analýzu vlastnost́ı r̊uzných část́ı populace, jako je např. možnost v́ıcenásobného
porovnáváńı histogramů, vyhledáváńı informativńıch otázek a pod. Výsledný soft-
varový produkt neobsahuje p̊uvodńı chráněná data a může být distribuován bez
jakéhokoli omezeńı, at’ již ve formě interaktivńı internetové aplikace nebo jako sou-
bor, který je volně k dispozici ke stažeńı. Statistická informace obsažená v p̊uvodńım
chráněném datovém souboru tak může být zpř́ıstupněna širokému okruhu uživatel̊u
bez rizika porušeńı ochrany osobńıch údaj̊u.

Hlavńı pozornost je v článku věnována výpočtu modelu z nekompletńıch dat a
předevš́ım výsledné přesnosti modelu ve srovnáńı s možnostmi tzv. anonymizovaných
soubor̊u mikrodat. Chyběj́ıćı údaje byly nejprve nahrazeny maximálně věrohodnými
odhady pomoćı modelu vypoč́ıtaného z neúplných dat a výsledný doplněný sou-
bor byl použit pro výpočet konečného modelu. Možnost zpracováńı neúplných dat
vytvář́ı předpoklady pro výpočet statistického modelu již v pr̊uběhu počátečńı časově
náročné fáze formálńı kontroly dat. Z výsledk̊u testu je zřejmé, že i při velkém počtu
chyběj́ıćıch údaj̊u by statistický model mohl být užitečným zdrojem předběžné in-
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formace pro identifikaci a kontrolu chybných resp. nepravděpodobných údaj̊u.
Přesnost modelu byla ověřována pomoćı souboru tzv. statisticky relevantńıch

subpopulaćı. Testovaćı soubor zahrnoval cca 26 mil. statisticky významných re-
lativńıch četnost́ı. Pr̊uměrná relativńı chyba reprodukce testovaćıch údaj̊u pomoćı
modelu se bĺıž́ı 4%, tzn. sloupce libovolných histogramů jsou v interaktivńım režimu
zobrazovány s pr̊uměrnou přesnost́ı 4%. Dosažená přesnost statistického modelu je
srovnatelná s přesnost́ı odhad̊u, které lze odvodit z náhodně vybraného podsouboru
106 dotazńık̊u (3.6%), nicméně rychlost a složitost informačńı analýzy, kterou nab́ıźı
interaktivńı režim expertńıho systému, jednoznačně přesahuj́ı možnosti současných
databázových systémů. Metoda interaktivńıho statistického modelu může významně
zlepšit dostupnost výsledk̊u sč́ıtáńı lidu a t́ım přispět k lepš́ımu zhodnoceńı vy-
naložených prostředk̊u.
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[12] Grim, J., Boček, P., Pudil, P.: Safe dissemination of census results by means of in-
teractive probabilistic models. In: Proceedings of the ETK-NTTS 2001 Conference.
(Nanopoulos P., Wilkinson D. eds.). European Communities, Rome 2001, pp. 849-856

14
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Abstract

This paper describes the application of a recently developed method of interactive statistical
database presentation to the 2001 Czech Census. The method is based on estimating the
multivariate probability distribution of the original microdata. The estimated statistical
model in the form of a distribution mixture of product components can be used as a
knowledge base of a probabilistic expert system. In this way we can derive the statistical
properties of data interactively without any further access to the source database. The
statistical model does not contain the original data and therefore can be distributed without
any confidentiality concerns. The accuracy achievable by the statistical model is comparable
with that of the anonymised subsets of microdata.

Keywords: Interactive statistical model, distribution mixtures, EM algorithm, incomplete data,

probabilistic expert systems, data reproduction accuracy
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