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Smési Princip metody Semiparametricky pistup

Vyuziti smési: aproximace neznamé distribuce

Reseni zalozené na odhadu rozlozeni pravdépodobnosti z dat:
problém rozpozndavani, problém predikce, statistické modely, ...

Vychozi informace:

soubor nezavislych pozorovani S (trénovaci data) s n&jakym nezndmym
rozlozenim pravdépodobnosti P*(x)

S={xW x® . xK} x() = (xfk),xék), . 7x,(\,k)) eXx

Princip metody sou&inovych smési:

aproximace nezndmého rozloZeni pravdépodobnosti P*(x) pomoci
distribuéni smé&si sou¢inovych komponent

M M N
P(x) =Y F(xIm)f(m), > f(m)=1, F(xim)= ][] fa(xalm)

fa(xa|m): hustoty nebo diskrétni distribuce (> .., F(x|m) =1)

(oTiA]



Smési Princip metody Semiparametricky pFistup

Soucinové smési jako semiparametricky model

parametricky p¥istup: napt. odhad normélnl’ hustoty pravdépodobnosti

1 T
P(X):W exp{— (X—C) A” (—C)}

primér: ¢ = Z X, kovariaéni matice: A = Z (x—c) T
181 18|
xeS xeS

neparametricky pFistup: jédrovy (Parzenﬁv) odhad

P(x) |S| Z H \/277 {(Xn%%/n) }

yeS n=1

Soucinové smési predstavuji “semiparametricky p¥istup”:

@ kompromis mezi jednoduchosti parametrického modelu a obecnostf
neparametrickych odhadi

@ umoziuje snadné odvozeni margindlnich hustot

o efektivni odhad parametri smé&si pomoci EM algoritmu




EM algoritmus EM obecn& Monotonie Obecna normdlni Soutinova normalni Obecna d

Vypocet odhadu smési pomoci EM algoritmu

EM algoritmus: maximalizuje v&rohodnostni funkci (kritérium)

M
L=15 > " log P(x) I;I > log[ > F(m)F(x|m)]
xES xXES m=1
Iteragni rovnice: (xS, S={xV, ... x())
ml) = T (mF(x[m) mix
) = Gy F ) =18l ZS )

(|m)_argmax{z (ml|x) log F(x|m )}, m=12....M
€S

pro soutinové komponenty:  F(x|m) = H,’:’ 1 fa(Xn|m)

= f,:.m = ar, max{ g(m|x)lo f,,x,,m}, n=12,...,N
(1m) = g gras {5 atmle) g )

POZN. Pocet komponent smési je nutné zvolit predem. (OTiA]



EM algoritmus EM obecné Monotonie Obecna normdlni Soutinova normalni Obecnd d

Monoténni viastnost EM algoritmu (Schlesinger, 1968)

Posloupnost hodnot vérohodnostni funkce {L(!)}2°, je neklesajici:

LD (>0 t=0,1,2,...

a pokud je shora omezend, konverguje monoténné& k lokdlnimu nebo
globalnimu maximu (nebo sedlovému bodu):

lim L) = [* < .

t—oo

Z existence kone¢né limity L* < oo plynou nasledujici nutné podminky
konvergence:

fim (LD — 1) =0 =

N t“m ||f-(t+1)(_) _ f(t)(_)H -0, lim ||q(t+1)(-|x) _ q(t)(~|x)\| =0

t—oo

POZN. Z konvergence posloupnosti {L()}2° neplyne automaticky
konvergence posloupnosti odhadovanych parametri smési! Ij



EM algoritmus EM obecn& Monotonie Obecna normalni Soutinova normalni Obecna d

Ptiklad EM algoritmu - obecna normalni smés

data: S={x ... x(} xRN

)= 1
™ (2N det A,,)

|S| Z |°€[Z F(xlem, An)f(m)]

xeS m=1

1
F(x|cm, A exp{—E(x = cm)TA,;l(x —cm)}

Iteraéni rovnice: (x € S)

q(m|x) = f m)F§X|cm7Am) ) m= 1’ 2""’M
Zjﬂ fU)F(x[cj, Aj)

/ 1
)= LA, = sy 2o

xeS s q(m xeS

' *71 m|X)(X — i X — i
Am_ ZXES q(m‘x)éq( | )( cm)( cm) )

POZN. Mozné vypoletni problémy: {detA, — 0} = {L — oo} UTiA
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EM algoritmus EM obecné Monotonie Obecna normalni  S: normalni Obecna d

Data nahodné& generovand podle normalni smési (M=7)

L L L I
i} 50 100 150

pocet bodi: |S| = 6000 [OTiA




Obecna d

>
3
")
z
8
£
£
s
=
©
=
S
@
2
o
2
5
°
]
2
Q
o
g
©°
S
]

EM algoritmus

klad odhadu normaln

(M=28)

[ smé&si

7

fi

P

e
o
R

ut

O

)
ey
=)

.
i
T
=

T T
S SSoRIiRD
At !
oSS e e
ISR Sl

e
S
SR

;ﬁ'ﬂi‘i‘ﬂ%
5

L ]
T g
o
el
]

150

o

100

=

=
ey
T

o o
e
i

g
e

St

i
ptyuitint!
st

Fiiiti]
A

e

7

pouZity potet komponent smési M = 28 (# 7)



Obecna d
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EM algoritmus EM obecné Monotonie Obecna normdlni  Sou&inova normalni Obecna d

Ptiklad EM algoritmu - sou¢inovd normalni smés

data: S ={x() ... x(K)} x(k e RN

_ 2
F(X|ptp, 0 m) = H\/ﬂa exp{—()("za%")}, m=12,...,M
= Sl Ay )

xeS m=1

iteraéni rovnice:

q(m|x) = fA(/,m)ngm’"’Um) , X€ES, m=12....M
ijl f(J)F(XWj»C"j)

(m) |S\ Z (mx),  fp, = S a(m) Zx,,q m|x)
x€S

xeS XES

’ 1 /
(O-mn)2 =" o) Z(Xﬂ - :umn)zq(m|x)? n= ]-a 27 °coog N

s amx) 2

POZN. Diagonalni kov. matice ~ jednodu$$i a stabiln&j$i vypocet UTiA



EM algoritmus EM obecn& Monotonie Obecna normdélni Soutinova normalni Obecnd d

Priklad EM algoritmu - obecna diskrétni sou¢inova smés

X:(Xl,Xz,...,XN)GX, X=X X Xox- - XXy
Xn € Xp, |Xn| < 0o = diskrétni prom&nné s kone&nym po&tem hodnot
(nap¥. dotazniky, popisy hernich situaci, obrazky textur x, € [0, 255])

N
ng[z f(m)F F(xm) = [ fa(xalm)
|S‘ x€S m=1 n=1
iteragni rovnice: (x €S, S={xV,... x(})
oy - f(m)F(x|m) o
e z,-“il FO)F(L) g Zg .

f,(&lm) = S o) Zéf,xn (mlx)
S

XGS

POZN. Diskrétni sou€inovd smés neni identifikovatelnd
(problém pf¥i shlukové analyze x vyhoda p¥i aproximaci)

(oTiA]



EM algoritmus EM obecné Monotonie Obecna normdélni Soutinova normalni Obecna d

Ptiklad EM algoritmu - smés Bernoulliho rozlozZeni

xn €10,1}, x=(x1,%,...,xy) €X, X ={0,1}" =~ bindrni data
(nap¥. &islice na bindrnim rastru, vysledky biochemickych testd a pod.)
N

F(x|m) = F(x|0,,) fon\m 11 95,1 = mn) =

n=1

|S| Z Iog[z f(m)F(x|60) S={xb ... xKy

xeS m=1

iteraéni rovnice:

qg(m|x) = f(m)F(x/0m) , xe$§, m=12,....M

’ 1 ’
f(m)= 18] ZQ(’”|X)7 Omn = anq (mlx)

XES erSq m\x XES

POZN. Mozny problém p¥esnosti soucinii velkého pottu parametrii 0,,,.

(oTiA]



EM algoritmus EM obecné Monotonie Obecna normdélni Soutinova normalni Obecna d

Poznamky k implementaci EM algoritmu

"Idealni " postup implementace EM algoritmu: J

generovani umélych dat podle smési + reidentifikace parametri

@ implementace EM algoritmu: jako cyklus p¥es data (pro |S| >> 1)

> almpx) = £(m), D" x0 q(mlx) = L, Oy
xeS xeS
o podminka ukon&eni vypottu: (L' — L)/L < ¢, (e~10"3—-1079)
(v kone&né fazi vypottu obvykle dochdzi k nadmé&rnému pFizpisobeni
odhadovanych parametr( k datiim, tzv. "overpeaking”)

o EM algoritmus spontanné potlacuje vahy prebyte¢nych komponent,
z rozloZeni vah Ize posoudit pot¥ebny pocet komponent

o pro data s velkou dimenzi (N >> 1) je typicky maly " prekryv"
komponent, tj. pomérn& vysoké hodnoty Gmax =~ 0 85 —0.99

qmax(x) = n';g%{q(m‘x)}a Qmax = | ;S‘ qmax
X

(oTiA]



EM algoritmus EM obecné Monotonie Obecna normdélni Soutinova normalni Obecna d

Identifikace smési x aproximace pomoci smési

Problém identifikace smési (nap¥. shlukova analyza)
@ cilem je zjistit po¢et komponent a odhadnout parametry smési
@ je tfeba aby odhadovana smés byla identifikovatelnd

@ vérohodnostni funkce smési ma témé&¥ vzdy lokdlni maxima
(zvld3t& v mnohorozmé&rnych prostorech a pfi malém po&tu dat)

@ = kvalita odhad( vypocétenych pomoci EM algoritmu zavisi na
zvoleném poctu komponent a pocate¢nich hodnotdch parametri

Problém aproximace neznamé pravdépodobnostni distribuce

@ cilem je co nejpresnéjsi aproximace nezndmého rozlozenf{
pravd&podobnosti pomoci soucinové distribu¢ni smési

@ smés nemusi byt identifikovatelnd; neni-li, naopak se sniZuje riziko
lokalnich extrém( a zvy3uje se presnost aproximace

@ presny polet komponent smési neni dileZity
(x trvani vypottu, "overfitting”)

@ pri vé&tSim poltu komponent je dosaZend presnost aproximace pro riiznd

lokalni maxima srovnatelna ——o
(OTiA)



EM algoritmus EM obecné Monotonie Obecna no Sou&inova normalni Obecna d

Vypocetni vlastnosti smési s velkym pottem komponent

Pfedpoklad: dostateéné velky pocet dat

@ existence lokalnich extrém( neni dlleZitd protoZe p¥i velkém poctu
komponent je hodnota kriteria v rliznych lokalnich maximech srovnatelna

@ = inicializace parametri smési nema podstatny vliv, po&ateéni
parametry komponent je moZné generovat ndhodné

@ pri velkém pottu komponent (M = 10! — 10%) m4 zna&nd &4st
komponent obvykle ¥ddové nizsi vahu neZ je maximalni vaha
komponenty (¢ast Ize zanedbat = ptesny pocet neni diileZity)

o iterace EM algoritmu v zav&re&né pomalé fazi vypo&tu maji obvykle maly
vliv na hodnotu kritéria a pfesnost aproximace a lze je vynechat

@ zavérelnd faze vypoltu obvykle zvysuje riziko " preurceni’ parametri
(overfitting), tzn. v&asné ukon&eni iteraci mizZe zlepsit kvalitu ¥edeni

POZN. Uvedené vlastnosti neplati striktn&, zavisi na konkrétnich datech.

(oTiA]



Modifikace Viézena data Nedplna data Strukturni model

Modifikace EM algoritmu - védZend data

> 0 : relativni &etnost vyskytu vektoru x (= vaha ) v posloupnosti S
{1,...,M}, N ={1,...,N} =~ indexové mnoZiny

— 5 S toal - AmF(xm)] = = 2(ogl 3 #(m)F(cim)]
xeS meM XEX meM
S={xecS8:9(x)>0}: stitani lze omezit na vektory x € S:

vazené iteraéni rovnice: (me M, ne N, x € S)

m|x) = f(m)F (x|m) x|m) = Xp|m
a(m}x) Z,-GM oy Feim = I alm)
£ (m) = 5] ; q(m|x) = xezsy q(m|x)

( |m) = arg max {Zy q(m|x) log f, (x,,|m)}

POUZITI: agregace dat, "nekonegny” datovy soubor: ~(x) = P*(x) UTiA



Modifikace Vazena data Nedplna data Strukturni model

Modifikace EM algoritmu - nelplné datové vektory

neljplnéI data: x = (Xla T X3, X4, = T X7 - - aXN) EX
N(x) = {n € N : soufadnice x, je definovand v x}, x€ X
S,={xeS:neN(x)}, ~ vektory x € S s definovanou soufadnici x,

predpoklad: soucinové komponenty =

=& L S logf3 #(m Fixdm) = T fuloalm)

xES m=1 neN(x)

iteratni rovnice: (me M,nec N,x€ S)

F(m)E(x|m) n
M FGFGL) |S|Z k)

xeS

fo(lm) = arg max {3 q(m|x)log fy(xo|m) }

(| xES,

q(mlx) =

POZN. Nahrazovani chybéjicich idaji pomoci odhadi ovliviiuje data.

(oTiA]



Modifikace Vazena data Nedplna data Strukturni model

Strukturni model smé&si (Grim et al. 1986, 1999, 2002)

binarni strukturni parametry: ¢, = (¢m1, .-, dmn) € {0, l}N
= H fr(Xa| M) P £y (x| 0) 1= P, (obvykle: f,(xn]|0) = Pn(xs))
neN
¢mn =0 : misto f(xp|m) se v soutinu dosadi fixni distribuce 7,(x,[0)

:ZF(x\m ZFX|O (x|m, @,,,)f(m)

meM meM

Xp|m Pl
Gxlm, ém) = [ [f"( ] )] . F0) = T fxl0)

sew L falxal0) neN

motivace: "distribuce pozadi ” F(x|0) se vykrati v Bayesové vzorci:

P(xlw)p(w) _ Zmem, CXIM, @m)f(

p(wlx) = PO S G O)F () Z G(x|m, &,,)f(m)

(oTiA]



Modifikace Vazena data Nedplna data Strukturni model

Strukturni modifikace EM algoritmu (diskrétni prom&nné)

strukturni optimalizace je soutasti odhadu parametrii smési

= Zlog[ 3" F(xI0)G(x|m, ,,)f (m)} F(x(0) = T f(xal0)

meM neN

iteratni rovnice: (me M,ne N,x€ S)

Gl gf(m) . "
a(mi) ZJ-GMG(xU,d»,-)fo)’ Fm) = 15 2 almbo)

xeS

f(€|m) = Zé €, %,)q(m|x)

ers Q(

strukturni optimalizace: ¢,,, = 1 pro r nejvy&ich hodnot 7.,

qm\x folalm)] _ / fo (xa|m)
=2 e gy ) = ; Gl o8 5 o)

(oTiA]




Modifikace Vazena data Nedplna data Strukturni model

Celkové shrnuti

Vypocetni vlastnosti sou€inovych distribu¢nich smési

o efektivni vypocet parametrii smési pomoci EM algoritmu
z velkych datovych souborli v mnohorozmérném prostoru (!)

@ snadny vypocet margindlnich rozloZeni pravdépodobnosti (!)
@ vhodné pro aproximaci multimoddlnich rozloZeni pravdépodobnosti

@ pri velkém poctu komponent se vlastnosti soucinové smési
blizi obecnosti neparametrického jadrového odhadu

@ smé&si jsou jednodussi nez jadrové odhady (mén& komponent)
neni t¥eba Yesit problém optimalizace vyhlazenfi
@ moznost odhadu parametrii smé&si z netiplnych datovych vektori
o EM algoritmus Ize pouZit na vazend data
(specifické aplikace, moZnost zrychleni vypottu agregaci dat)

@ soucinové smési Ize interpretovat jako neuronovou sit
(aZ na drovni funk&nich vlastnosti neuroni)

(oTiA]



Historie

Z historie problému identifikace smési

o Pearson (1894): " Contributions to the mathematical theory of
evolution. 1. Dissection of frequency curves.” Philosophical Transactions
of the Royal Society of London 185, 71-110. (odhady
smési dvou jednorozmé&rnych normdlnich hustot metodou momenti)

o Kale (1962), Hasselblad (1966), Day (1969), Wolfe (1970):
jednoduché itera¢ni schema (EM algoritmus) plivodn& odvozené
intuitivné algebraickou tpravou vé&rohodnostnich rovnic pro normalni
smési, metoda snadno pouzitelnd v mnoharozmérnych p¥ipadech,

v kazdé iteraci zvySuje hodnotu vérohodnostni funkce

@ Hosmer (1973): "lterative m.-l. estimates were proposed by Hasselblad
and subsequently have been looked at by Day, Hosmer and Wolfe"

o Peters a Walker (1978): "... we have observed in experiments that
the convergence is monotone, i.e. that the likelihood function is actually
increased in each iteration, but we have been unable to prove it.”

(oTiA]



Historie

Z historie problému identifikace smési

o Schlesinger M.I. (1968): "Relation between learning and self learning
in pattern recognition”, (in Russian), Kibernetika, (Kiev), No. 2, 81-88.
(prvni ditkaz monotonie EM algoritmu)

1 AUCTALACIUR 1ULAG, BUIAG DULABTOML Aj LpUBUpBoy
m
Ha/IbHBl BeJIHUMHAM @;. < ® 1)
JleMMa Jlerko MOKeT GbIThb JOKa3aHa ans s = 2, < E i_ i (AY) log p (u/af*); 109

1 a 3aTeM METOJOM MaTeMaTHYeCKOfi HHAYKIMM 0600-
uleHa Ans JoGoro s.

| Teopema 1. Tlyets A”, A" — snavenns ne-

: H3BECTHEIX [1apaMeTpOB, TMOJYHeHHBIX COOTBETCTBEH-

] HO mocse f-of M (f 4 1)-ofi uWTepauuit anroput™a

| camooGyuennsi. B takom cayuae, ecam AV o AHD
10 LAY < LA,

Jloxka3aTenbCTBO.

ph -p(v/af)
2 PP -p@,/afp)

Z 2 ap(AY) log ——————

i=1 k=l

m

0 ()
> a;(A”) log
Va, =1 ana seex i (cM. dopmyay (7)), Bbipa- h_x
k=1

P p (o, /af )
Ha ocHosanuu . an

TOro, 4TO

p(H—U -p(v,/af+h)

senne 111 L(AY) MoxHO 3amucats  clieylouum
oGpasom:

LAYy = V log 3‘ P eplo,/a) =

a2

= 2 }_,‘ a, (A log i’ +

h=li=l

npHueM, N0 Kpafinell Mepe, OAHO H3 NEPBBIX IBYX
HepaBeHCTB BBIMOJIHSAETCS CTPOTO.

Jlokaxem HepaseHCTBO (9).

Tlo onpenienienniwy (3Tan 2 anropuTMa) BeJHUMHA

m
(t
pi/+Y mponopuNOHanbHa BelMuHHe Ya, A, K
=t

TOMY e OYeBH/IHBIM AB/ISCTCA PaBEHCTBO 2 pitt=

e Ajvazjan et al. (monografie, 1974): cituje Schlesingeriv vysledek
o Isaenko a Urbach (1976): cituje Schlesingeriv vysledek

(oTiA]



Historie

Z historie problému identifikace smési

o Dempster et al. (1977): "Maximum likelihood from incomplete data
via the EM algorithm.” J. Roy. Statist. Soc., B, Vol. 39, pp.l-38.
(Scholar Google, 2008: 12000 citacf)
navrzen ndzev EM algoritmus, smé&si pouze jako specidlni p¥ipad

Maximum Likelihood from Incomplete Data via the EM Algorithm

By A. P. DEMPSTER, N. M. LAIRD and D. B. RuBIN
Harvard University and Educational Testing Service

[Read before the ROYAL STATISTICAL SOCIETY at a meeting organized by the RESEARCH
SecTioN on Wednesday, December 8th, 1976, Professor S. D. SiLVEY in the Chair]

for all p>p(¢) and all r> 1, where each term in the sum is non-negative.
Applying assumption (2) in the theorem for p, p+1, p+2,...,p+r—1 and summing, we
obtain from (3.12)

- /\i‘,(4)(1:4J)_¢(p+l—ll)(¢(n+i)_4>(r+l-ll)’l" (3.13)
=)
whence * B
&> NpPH1 — ) (!P+r — pM)T, " (3.19)

as required to prove convergence of ¢ to some ¢*.
Theorem 1 implies that L(¢) is non-decreasing on each iteration of a GeM algorithm, and is
strictly increasing on any iteration such that Q(¢?+1)| (P)> Q(p*™ | ). The corollaries

(oTiA]




Historie

Z historie problému identifikace smési

o Boyles R.A. (1983): On the convergence of the EM algorithm. J. Roy.
Statist. Soc., B, Vol. 45, pp. 47-50.

o Wu C.F.J. (1983): "On the convergence properties of the EM
algorithm.” Ann. Statist., Vol. 11, pp. 95-103.

problém konvergence posloupnosti parametri smési

WICUICULGE PIUpOILIce Ul LIy aug) @i (e av

> ate grTY w rraus smespy ve

applications in statistics.
However, the proof of gor of EM seq in DLR ins an error. The
lmphcauon from (3.13) to (3.14) in their Theorem 2 fails due to an incorrect use of the
inequality, Additional ts on this proof are given ia Section 2.2. Therefore

the convergence of EM sequence as proved in their Theorems 2 and 3 is cast in doubt.
Other results on the monotonicity of likelihood sequence and the convergence rate of EM
sequence (Theorems 1 and 4 of DLR) remain valid.

Desbite its slow numerical convergence. the EM algorithm has become a very popular

Everitt, B.S. and D.J. Hand (1981) - monografie

Titterington et al. (1985) - monografie

McLachlan and Peel (2000) - monografie

obdobi 1895 - 1965: - publikovdno asi 80 praci o identifikaci smé&si
Scholar Google (2008): 62 000 ¢ldnki s heslem "EM algorithm”
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Vlastnosti neparametrického jadrového odhadu

Theorem (Parzen, 1962; Cacoullos, 1966)

Necht Sk je posloupnost K nezavislych realizaci N-rozmé&rného nahodného
vektoru s n&jakou nezndmou hustotou pravd&podobnosti P*(x).
Neparametricky jadrovy odhad hustoty P*(x)

25 [ ew{ )

}/ESK n= 1

Je v kaZdém bodé& spojitosti P*(x) asymptoticky nestranny, tj. plati
lim Es {P(x)} = P*(x),
K—o0o

pokud limk_.o ox = 0. Plati-li navic limk_ oo KU;\(’ = 00,
potom P(x) je také asymptoticky konzistentni v kvadratickém priméru:

Jim Es, {[P*(x) = P(X)]*} = 0.

NEVYHODY: vypocetni narocnost, problém vyhlazeni



Historie

'Podhlazeny " jadrovy odhad
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Historie

Odvozeni margindlnich distribuci ze sou¢inové smési

M M N
P = Y FmF(im) = 3 f(m) T[] fbealm).  x = G, om) €
m=1 m=1 =i
M
ST P = Am( Y falm) T # xn|m>2 f(m) T falm)
X €X, m=1 X €X, neN\i neN\i
XC_(X117XI27 7XI;<)€XC7 XC_Xl'l X X‘Xlka _{’13 7Ik}CN
M
Pc(xc) =Y _ f(m)Fc(xclm),  Fe(xclm) =[] fa(xalm)
m=1 neC
M
Pojc(xalxc) = Pc(xn,xc) _ Z an(xnm)

'DC(XC) m—1 PC(XC)
M
Pn‘C(X"|XC) = Z Wm(xC)fn(Xn|m), Wm(Xc) = W

" (OTia)



Historie
Explicitni feSeni kroku M

Theorem (podrobné&ji viz Grim, 1982)

Necht maximalné v&rohodny odhad parametru b hustoty pravdépodobnosti
F(x|b) je aditivni funkci dat x € S:

|S| xezslog F(x|b), xe X, b ~ parametr

b* —argmax{‘S|ZIogF x\b)} \S|Z

Jestlize ~(x) je relativni &etnost vektoru x v S, plati ekvivalentné:

L=) ~(x)logF(xlb), X={xeX:y(x)>0}, (D (x)=

x€X x€X

b*:z ~(x) (x)—argmax{Z’y Iong|b)}

xeX xeX




Historie
Explicitni ¥eSeni kroku M - normalni smés

normalni smés s obecnou kovaria¢ni matici:

Z F(m)F(x]Coms Am)

1 xp{—é(x — )T A (x — )}

@)V det An) ©

implicitni tvar kroku M:

(c;n,A' )= arg max {Z Zyes | ] log F(x|cm,Am)}

(cm,Am) XES

F(x|cm, Am) =

explicitni FeSeni:
q(m|x) ( q(m|x)
x, ()= )
Z > yes a(mly) > yes a(mly)

Co_alm) oy
Am - XEZS Zyes q(m|y)( cm)( cm)

(oTiA]



Odvozeni M-kroku pro diskrétni soucinovou smés

£ (|m) = arg max){Zq(m|x)|ogfn(x,,|m)}7 neN, meM

fa(:] ey

f(.|m) = arg f:??x {Z Z 0(&, xn))g(m|x) log £, (x,,|m)}

XES £€X,
(|m = arg max { Z 25 &, xn)q(m|x) Iogf(§|m)}
' £eX, xeS
( |m) = arg max { Z (Z(S(E Xn)q(m|x) ) log f,,(§|m)}
G EEX, xES

£ (|m) = arg e { Z q(m|x) Z (ers 5(57Xn)q(m|X)> o fn(f\m)}

x€S EEX, 2 xes (mix)
= fn/(f‘m) = WZCS &, xn)q(m|x)
(OTiA]



Historie

Dukaz neidentifikovatelnosti diskrétni sou¢inové smési

Definice identifikovatelnosti smési

T¥ida smé&si P = {P(x,0) : 0 € O} je identifikovatelnd, jestlize parametry
0,0/ € © libovolnych dvou ekvivalentnich smési
P(x,0) = P(x,0'), Vx€X

se mohou lidit pouze pofadim komponent.

Theorem (srv. Teicher, 1963, 1968; Gyllenberg et al., 1994; Grim, 2001)

Libovolnd diskrétni sou&inovd smés (x, € X,, |Xa| < 00)

M M N
P(x) =Y f(m)F(x|m)] = > f(m) ][] falxalm)
m=1 m=1 n=1

muZe byt ekvivalentné vyjddfena nekonecn& mnoha riznymi zpisoby (tj.
pomoci riiznych mnoZin parametrii), pokud alespori jedna z podminénych
distribuci f;(x;|m) spliiuje podminku

0 < fi(x;|m) < 1, pro n&aké x; € X;.




Historie

Dukaz neidentifikovatelnosti diskrétni sou¢inové smési

Dikaz:

Jestlize pro ngjaké i € N, x; € X; a m € M plati 0 < fi(x;/m) < 1
potom jednorozmé&rné rozlozeni pravdépodobnosti f;(-|m) miZeme
nekone¢né mnoha zplisoby vyjadFit jako konvexni kombinaci

dvou riznych distribuci, napt. (0 < a <1, f=1—a):

fi(€|m) = af, (€|m) + Bf, (€|m), €€ X;

S vyuZitim pFedchozi substituce miZzeme napsat

F(m)F(x|m) = f (m)F (x|m) + £ (m)F" (x|m)
kde ) .
f (m)=af(m), f (m)=pf(m)
F/(x| —f (xi|m) H fo(Xn|m), F//(x|m):f”(x,-\m) H fr(Xn|m)

neN ,n#i neN ,n#i

a po dosazeni za komponentu f(m)F(x|m) miZeme pdvodni smés P(x)
vyjadfit pomoci netrividln& odlinych parametri, cbd. I.—M-



Historie
Problém omezené presnosti reprezentace Cisel

@ vypotet komponent v logaritmickém tvaru (pro N >> 1):

log[F (x|m)f(m)] = log f(m) + Z log fy(xn|m), (< log Gy, = G)
neN

@ feSeni problému omezené presnosti velmi malych &isel:

exp{—log Go + log f(m) + > _ log fo(xa|m)} = C5 ' F(x|m)f (m)
neN
g(mlx) = o F(x|m)f(m) — F(x[m)f(m)

Z, L G FOU)G) S FL)FG)

@ moznost zanedbani (pFeruseni vypottu) komponenty:

—log Co + log f(m) + Z log £ (xs|m) < log Rmin = q(m|x) =0
neN

@ kontrola spravnosti programu: L'>1L

(oTiA]



Historie

Diikaz monoténni konvergence EM algoritmu: L' > L

Kullback-Leiblerova informa&ni divergence je nezdporna, tj. plati:

M q(m|x)
1(q(-|x Z q(m|x) lo >0,
= q'(mlx)
f(m)F(x|m)
|O mx — ———~
“m g[mzl ) = S Gy )

Vérohodnostni funkci L resp. L' Ize zapsat ekvivalentn& pomoci g(m|x):

M M
o Z{Zq <) toglF(m)F(x|m)] — > (<) log (<)}
m=1

m=1

M

M
|&Z{Zq mix) log[f (m)F'(x|m)] — " q(mix)log q' (m}x) |
m=1 m=1 ——e
UTiA



Historie

Diikaz monoténni konvergence EM algoritmu: L' > L

P¥edchozi vzorce pouZijeme k vyjad¥eni ptirtistku vérohodnostni funkce:

|5|Z{Z q(m|x) Iog[ Enng }—&—Z (m|x) log (( ||x))}

xeS m=1

Druhy ¢len na pravé strané predstavuje Kullback-Leiblerovu divergenci:

1= 2 d S~ qtmisytog "M 14010 /(1)

Po vynechani nezaporné informa&ni divergence dostaneme nerovnost
M / ’
(m)F (x|m)
e log [ LLJE (m)
> 15 - Z { 22 atmboyiog |y mmy
M / M ’

f(m) 1 F (x|m)
Z[ Z m|x)} log F(m) + EZZq(m\x) log Fixlm e

m=1 xE€ m=1xeS




Historie

Diikaz monoténni konvergence EM algoritmu: L' > L

S vyuZitim substituce za f/(m) podle kroku M obdrzime nerovnost

mz_:l[h;xz: (m\x)} Iog f Zf(m Iog i )) >0

Podle kroku M plati: F'(.|m) = arg max {Z q(m|x) log F(x|m)}

F(.|m) xcs

a z implicitni definice v kroku M plyne:

(%) Z q(m|x) log F' (x|m >Z (m|x)log F(x|m), me M

xeS xeS

Z uvedenych nerovnosti plyne monoténni vlastnost EM algoritmu:

L—L>z:f(mlogf:]7 ‘&ZZ m|x|og”__(|| ))20

m=1xeS

POZN. Definice M-kroku je zbyte¢n& silnd, sta&i aby nové parametry
splifovaly nerovnost (*) = GEM algoritmus [1712)



Historie
Alternativni diitkaz monoténni konvergence

Kullback-Leiblerova informaéni divergence I(q(~|x)\|q/(-|x)) je nezdpornd pro
libovolné dv& podmin&né distribuce g(-|x), g (:|x) a rovna se nule pravé kdyz
jsou obé distribuce identické.

m|x)
= |S‘Z a(-1x)llq (- |S|Z[Z g(m|x) log - ( ‘)]

xeS x€S m=1

Dosazenim za q(m|x), g'(m|x) podle kroku E dostaneme:

(x) f'(m)F (x|m)
|5|ZZ q(m|x) Iong |5|ZZ q(m|x) log[ F(mE (|m)]>0

xeS m=1 x€S m=1

Prvni €len je roven p¥irlistku kritéria L:

P(x) 1 P(x)
ZZ (m]x)lo P(x) EZIog P(x) =L — L

xeS m=1 xeS

(oTiA]



Historie
Alternativni diitkaz monoténni konvergence

Z upravené nerovnosti dale plyne s vyuZitim pfedchozi rovnice:

S

x€S

+Z Z (m|x) log F((x|m))

xES

. . / . v Ve v 7 7 4
Po substituci f (m) podle kroku M je zfejmé, %e prvni suma na pravé stran&
nerovnosti je nezapornd:

YT Fl(m) <& f'(m)
Z [&Zq(mh)] log F(m) = Z f (m)log F(m) > 0.

m=1

(oTiA]



Historie
Alternativni diitkaz monoténni konvergence

Vzhledem k definici v kroku M plati nerovnost:

Z 151 Zq(m|x log F’ (x|m) Z Zq(m|x log F(x|m),

xeS xES
tzn. nasledujici suma Je nezaporna

F'(x|m)
Z Z (m|x) log Fix|m) >0

xeS

a plati poZadovand nerovnost:

/

M
(m) F(x|m)
L—LZZ Ingm Z|§|Z m|x|ogF (xm )ZO

x€S

= L >L

(oTiA]



Historie

Disledky monoténni vlastnosti EM algoritmu

Neklesajici shora omezend posloupnost hodnot kritéria {L(1)}5° ) m3
kone¢nou limitu L* < oo a proto spliiuje nutnou podminku konvergence:

Jim W=1"<co = Jim (LoD — [ &y =g
Stejnou podminku spliiuji i posloupnosti {f()(:)}e2., {g(®)(-]x)}2,:
fim (D) = FOC) =0, lim [lg" I ([x) = g ([x)]] = 0.
P¥edchozi limity plynou z nerovnosti
LR = L0 2 (AEDOIAI0) + 5 5 Ha DR 1x)
x€S

s pouZitim nasledujici obecné nerovnosti (viz Kullback (1966)):

> Pr(x)tog oy > 4(Z\P* POI) > ZIP*() ~ PO

xEX

(oTiA]



Historie
Maximalné vérohodné odhady aproblém aproximace

Maximalizace vérohodnostni funkce je asymptoticky ekvivalentni minimalizaci
horni meze euklidovské vzdalenosti mezi skutecnou diskrétni distribuci P* a
Jeji aproximaci P.

Dikaz: Asymptoticky, pro |S| — oo, plati

Wi 18] 4 ngp = |'L“OOZW(X) log P(x) = ) _ P*(x)log P(x)

ol xeX xEX

kde y(x) > 0 je relativni Eetnost vyskytu diskrétniho vektoru x
v posloupnosti S a P* je skute¢né rozlozeni pravdépodobnosti.
Tvrzeni véty plyne z nerovnosti (viz Kullback, 1966):

> Prlog ) > 3 (1P~ PC0I) 2 7P~ POIR

xeX




Diikaz nezdpornosti Kullback-Leiblerovy divergence

Theorem (viz napt. Vajda, 1992)

Pro libovolnd dvé& diskrétni rozloZeni pravdépodobnosti {q1, gy, ..., qm},
{91, 9, ---,qy} plati nerovnost

I(all a qu >0

pFi¢emZ rovnost nastane pravé tehdy, je-li qm = gm, pro vsechna m € M.

Dakaz: Bez ztraty obecnosti mizeme predpoklddat g, > 0 pro viechna
m e M&protoze 0 IogO =0). Podle Jensenovy nerovnosti platf:

M
qulog— <Iog<quqm> zlog(z m) =logl =0,
m=1 Am

pFi¢emZ rovnost nastane pravé tehdy, je-li &g =--- = (um, cbd.

s s 7 N . z z 4
Dusledek: nasledujici suma na levé strané je maximalni pro g = q

M M
> Gmlogq, < gmlog gm
m=1 m=1



Historie
Vlastnosti strukturniho modelu smési

strukturni model smési realizuje " podprostorovy” pFistup:

@ fesi obecny problém vybéru p¥iznaki individualné pro kaZdou
komponentu - jako sou¢ast EM algoritmu

@ umoziiuje bayesovské rozhodovani nezavisle na dimenzi prostoru
(Feeni rozhodovacich problémi bez redukce dimenze prostoru)

@ snizuje potet parametrd modelu (i komponent) a tim omezuje riziko
"nadmérného” ptizplsobeni modelu datiim (overpeaking)

@ kritériem strukturni optimalizace odvozenym z EM algoritmu je
Kullback-Leiblerova informacni divergence (pro diskrétni smés)

@ umoZziiuje statisticky korektni ¥eSeni problému netplného propojen{
vstupnich proménnych a neuronové vrstvy

@ umoziiuje strukturni optimalizaci neuronové sit& p¥i zachovani
monoténni vlastnosti EM algoritmu: L — L >0

POZN. Distribuci pozadi obvykle zvolenou jako sou&in margindlnich
rozloZeni P,(x,) lze rovn&Z optimalizovat (problém: f,(x,|0) — 0).

(oTiA]



Historie
Odvozeni kritéria strukturni optimalizace

v implicitni rovnici kroku M midZeme vynechat konstantni F(x|0):

G (Im, ¢y) = arg _ max {|5|Z a(m|x) log G(x|m, &,,) |

po dosazeni za G(x|m, ¢,,) upravime vyraz v zavorce:

q|S| g[?ﬂ(&'&)} Zd"""zqm‘x [f%((xx"nlg))]

neN xES

xeS

= vychozi |mpI|C|tn| vztah lze rozepsat oddelene pro jednorozmé&rné
distribuce f, (x,|m) a strukturni parametry ¢, -

f (.|m) = arg max E log fr(xn|m

’

¢ = arg max{gf)mnz g(m log [f;((in“g?))]} :argn;)ax{gbm,,’y,,nn}
xeS CA m

(oTiA]



Historie

Prof. M.l. Schlesinger se svou Zenou

P¥i vyletu na Karlstejn béhem pobytu v Praze v roce 1995. UTiA
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