ELASTICKE VLNY
V ANIZOTROPNICH DESKACH
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Ustav termomechaniky AV CR

VYPOCTOVA MECHANIKA 2004 / 8. - 10. listopadu 2004



Rovnice elastodynamiky

Pohybové rovnice:
V- T=pli < T;;=pli,

Konstitutivni vztahy:
T=C-S < Tj= CijriSk, (ED)

Vztahy vychylky-deformace:
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Vliv symetrie T, S a C

Symetrie tenzoru napéti T:

Symetrie tenzoru deformaci S:
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Zkraceny zapis

Pro vypocetni (cely je Casto jednodussi uvazovat 6 nezavislych slozek tenzoru
napéti a deformaci usporddanych do vektorového tvaru:

T=[Ty Ton Tz Tos=T T5=T3 Ti="Tn]",
S=[S11 Sa O3z 253 =253 253 =253 2515 =25]".

Dale budeme pouzivat velké dolni indexy k oznaceni zkraceného zapisu. Tedy
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Konstitutivni vztahy ve zkraceném zapisu

1 Ci1
15 Co1
T3 e
T,|
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C12
C22
C32

C13
C23
C33

C14
Co4
C34
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C15
Co5
C35

C16
C26
C36

— T7 = Cy3S;.



Elastické viny v neohraniceném prostredi

Uvazujme neohrani¢ené homogenni linearni (elastické) anizotropni prostredi.

Rovinné harmonické viny:
u(r,t) = Uexp {jk(l-r —vt)}. (ORHV)
Dosazenim vztahu (ORHV) do elastodynamickych rovnic (ED) dostaneme

Cijk;lllljk2Uk: — Pw2Ui,
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vztah (ChR) popisuje problém vlastnich Cisel,

vztah (ChR) nezavisi na frekvenci,

Christoffelova matice je symetrickd a pozitivné definitni.
= tfi realné, kladné vlastni hodnoty pro T,

= rychlosti fazovych vin v jsou realné,

= reprezentuji Sirici mddy.

Vlastni Cisla se ziskaji reSenim charakteristické rovnice

det {I’ik — 5ik,0v2} = (). (SR)
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Zvlastni pripad: izotropni prostredi

Jelikoz jsou v izotropnim materialu vSechny sméry rovnocenné, mizeme
vhodné za smér Sireni zvolit napr. 1=e;, takze Christoffelova matice se
zjednodussi na

-611 0 0 |
I' = 0 Cy4 0
0 0 Cy4

Charakteristicka rovnice bude

(cn — pv2) (044 — pvz) (044 — pv2) = 0.
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Vypocet Christoffelovy matice

i 0 0
l, 0
0 0 I
L= 0 I3 I
lgOll
b L 0
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Elastické viny na povrchu (poloprostoru)

okrajova podminka - volny povrch,

7 Tl vychylky se zmensuji s hloubkou

vektor $ireni pouze v roviné x; — xs.

Hledejme FeSeni ve tvaru

u(r,t) = U exp {jklszs} exp {jk(l1x1 + lozs — vi)} . (PRHV)
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rychlost v povazujeme za zndmou
a vyresime polynomickou rovnici 6. stupné pro [3,

vybereme pFipustna redeni l§”>, n = 1,2,3 (imaginarni &ist zaporna),
vypocteme odpovidajici vlastni vektory U™,
= tri parcidlni vlnova reseni

Obecné reseni pro vychylky:

3
u(r,t) = Z o, U™ exp {jkl:())n)$3} exp {jk(l1x1 + laxs — vt)} .

n=1
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Tyto rovnice mohou byt zapsany ve tvaru

dmn]{a} = {0}, (POPM)

kde matice d je radu 3 a je definovana jako
dmn — C3mklU]E;n) ll(n)

Netrividlni reSeni ziskdme, pokud
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Algoritmus reseni povrchovych vin v anizotropnim materialu

V/7vVv

1. Zvolit materidl, orientaci a smér Sireni.
2. Zvolit rychlost v.

3. Vyfresit problém vlastnich cisel (PChR) ziskanim korend polynomické rovnice
6. stupné, kterou dostaneme z (PSR).

4. Ur&it p¥ipustné koteny I\ se zapornou imaginarni &asti. Ziskat odpovidajici

vlastni vektory U™, Vlastni vektory mohou byt komplexni.

7vV7/

5. Ovérit zda se determinant okrajovych podminek (POPD) blizi k nule.
Determinant muze byt opét komplexni.
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Rayleighovy viny v anizotropnim prostredi:

Rayleihovy viny existuji pro kazdy smér, ale jejich rychlosti zavisi na sméru
sireni.

Koreny I3 mohou byt komplexni a ne jen ryze imaginarni, jako v pripadé
izotropniho prostredi. Coz znamend, ze pokles vzhledem k x3 milze byt
tlumen oscilacné.

Vektory rychlosti energie a Sireni nemusi byt soubézné.

Podél jistych izolovanych smérii mize byt rychlost Rayleighovy povrchové
viny vétsi nez rychlost (quazi) pfi¢né viny v objemovém materidlu. V okoli

téchto izolovanych smér( existuji pseudo-Rayleighovy viny, které nespl-
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Elastické viny v deskach

| okrajové podminky - volny povrch
b2 na dvou plochich z3 = +h/2,

Z2

nemame podminku dt/umu s hloubkou.
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rychlost v povazujeme za zndmou

a vyresime polynomickou rovnici 6. stupné pro [3,
vSechna reseni lén), n=1,2,...,6 jsou pripustna,

vypolteme odpovidajici vlastni vektory U™,

— Sest parcialnich vinovych resSeni

Obecné reseni pro vychylky:
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dostaneme dvé soustavy tri homogennich rovnic pro vahové konstanty «,,
Ti3|wg=—ns2 = jkexp {jk(liz1 + bozs — vi)}

3
" Ciap an UM ™ exp { — k(P h/2} =0,
n=1

Tislwg=hsa = jkexp{jk(baz1 + bxs — vi)}

3
> Cism anUM 1Y exp k(15 R/2} = 0.
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kde matice d je nyni rddu 6 a je definovana jako

d(l, 2,3)

mn

Ay = | © e

d(4, 5,6)

mn

A2 = Comp U ™ exp { —jki{"h/2}

dft30) = Comp UL 1™ exp { RS h/2}

Netrividlni reSeni ziskdme, pokud
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Algoritmus reseni vinovodnych vin v anizotropni desce

1. Zvolit materidl, orientaci, smer sireni a vinové cislo.
2. Zvolit rychlost v.

3. Vyresit problém vlastnich ¢isel (DChR) ziskanim korenl polynomické rovnice
6. stupné, kterou dostaneme z (DSR).

4. Ur&it viechny koteny I\ a ziskat odpovidajici vlastni vektory U™

Vlastni vektory mohou byt komplexni.

5. Ovéfit zda se determinant okrajovych podminek (DOPD) blizi k nule. Opét
determinant mize byt komplexni.

6. Pokud okrajové podminky (DOPD) nejsou splnény v poZzadované presnosti,
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Vypocty

(128.20  6.90 6.90 0 0 0
14.95 7.33 0 0 0
14.95 0 0 0

Cu = 381 0 o | [GPal
sym 6.73 0
6.73
A\ +24 A A 0 0 0
A+2u A 0 0 0
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Grafy

Uhlova zavislost dispersnich kfivek
pro antisymetrické médy

Uhlové zavislost dispersnich krivek
pro symetrické médy
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