ANALYZA WAVELETOVYMI BALICKY

P. Hora"

Uvod

Metoda waveletovych balickii je zobecnéni waveletového rozkladu, které nabizi bohatsi
moznosti pro analyzu signalu.

Ve waveletové analyze je signal rozdélen na aproximaci a detail. Aproximace je potom
sama rozdélena na aproximaci a detail druhé drovné a tento proces se dale opakuje. Pro
n-uroviovy rozklad existuje n+1 moznych zpusobt rozkladu (kodovani) signalu, viz obr. 1.
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Obr. 1 Dekompoziéni strom pro waveletovou metodou,
Sje signal, A je aproximace a D je detail, index oznacuje uroven rozkladu.

V analyze waveletovymi balicky mize byt rozd€lena aproximace i detail. To vede na
2" riznych zptsobu kodovani signalu, viz obr. 2. Napi. signal Smuze byt reprezentovan jako
Al1+AAD3+DAD3+DD2. Toto je piiklad reprezentace, kterda neni mozna u waveletové analyzy.

Vybér jednoho kodovani ze vSech moznych piedstavuje zajimavy problém. Pro urceni
nejvhodnéjsiho rozkladu daného signalu se obvykle pouziva kritérium zalozené na vypoctu
entropie. To znamend, ze zkoumame kazdy uzel dekompozi¢niho stromu a vypocitdvame, kolik
informace se ziska provedenim kazdého rozdéleni.
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Obr. 2 Dekompozi¢ni strom pro metodu waveletovych balicki.

Jak pro rozklad waveletovymi bali¢ky, tak pro zvoleni optimélniho rozkladu existuji
jednoduché a vykonné algoritmy, napi. algoritmus adaptivni filtrace od Coifmana a
Wickerhausera

Sestavovani waveletovych bali¢ki
Pti pouziti ortogonalnich wavelett je vypocetni schéma generace waveletovych balickt

velice jednoduché. Vychazi se ze dvou filtri délky 2N oznacenych h(n) a g(n), tak jako
u waveletove transformace. Jedna se o obrécenou verzi nizkofrekvenéniho dekompoziéniho filtru
resp. vysokofrekvencniho dekompozi¢niho filtru vydéleného V2.

Nyni definujme nasledujici posloupnost funkei (W, (x),n=0,1,2,...):

2N-1
2%h  (2x-k)

2N-1

2n+1X_2;g 2X k

kde W,(x)=¢(x) je $kélovaci funkce a W,(x)=e(x) je waveletova funkce. Napf. pro Haartv
wavelet, kdy plati, ze

N =1, h(0)=h(1)=1/2 a g(0)=-g(1)=1/2.
Rovnice ptejdou v
W, () =W, (2x) + W, (2x 1) @ W, (x) =W, (2x) -W, (2x 1),

W,(x)=¢(x) je Haarova $kalovaci funkce a W(x)=¢(x) je Haariv wavelet, oba
definované na intervalu [0,1]. W,, potom muZeme ziskat seétenim dvou verzi W, o polovi¢ni
Skale, které jsou definované na intervalu [0,1/2] resp. [1/2,1]. W,,,, ziskame odeétenim stejnych
verzi W, .

Pro n=0 az 7, jsou W-funkce zobrazeny na obr. 3 pro Haariv wavelet resp. na obr. 4 pro
wavelet prof. Daubechies fadu 2.
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Obr. 3 Haarovy waveletové balicky.
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Obr. 4 Waveletové balicky prof. Daubechies fadu 2.
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Atomy waveletovych balicki
Uvazujme rodinu analyzujicich funkci se tfemi indexy:

W, =27"°W (277 x~k), kdenON a (j,k)0Z2.

j,nk

Stejné jako u waveletového systému muzeme Kinterpretovat jako translacni parametr (Casova
lokalizace) a j jako dilatacni (8kalovy) parametr. Zbyva nam interpretovat parametr n. Jak je
vidét z pfedchazejicich obrazki (obr. 3 a4), W, (X) ,osciluje® priblizné n-krat. Takze pro pevné
hodnoty j ak, W, ,, analyzuje fluktuace signalu zhruba okolo pozice 2'k, ve 3kale 27 a pii

ruznych frekvencich danych parametrem n.

Pii pozorném zkoumani waveletovych balickti zobrazenych na obr. 3 resp. obr. 4
zjistime, Ze pfirozené sefazena W, pro n=0, 1, ..., 7, ... nemaji tu vlastnost, ze W,, osciluje vice
nez W,,, pokud m>m'. Pocty prichodii nulou jsou pro Haarovy waveletové balicky shrnuty
v nasledujici tabulce:

Ptirozené potadi n 0 1 2 3 4 5 6 7

Pocet prachodii nulou 2 3 5 4 9 8 6 7

Abychom obnovili vlastnost monotdnniho stoupéni hlavni frekvence s pfirozenym pofadim, je
vhodné definovat frekvenc¢ni potadi, které ziskame z piirozeného poradi rekurzivné.

Ptirozené potadi n 0 1 2 3 4 5 6
Frekvenc¢ni potadi 0 1 3 2 6 7 ) 4

Pii analyze signdlu je lepsi vykreslovat koeficienty waveletovych balickli podle frekven¢niho
potadi, od nizkych frekvenci v dolni ¢asti frekvencni osy k vysokym frekvencim nahote, viz
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Obr. 5 Pfirozené (vlevo) a frekvencné (vpravo) uspotradané koeficienty
waveletovych balicku ziskané analyzou “chirp” signalu (nahote).
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Organizovani waveletovych balicka
Mnozina funkei: W, = (VV

jnk

(X), kDZ) je (j,n)-ty waveletovy bali¢ek. Pro kladné

celociselné hodnoty j a n jsou waveletové balicky uspotadany v binarnich stromech. Binarni
strom naobr. 6 je vytvofen pro maximalni troven rozkladu rovnou tiem. Pro kazdou Skalu j jsou
mozné hodnoty parametru n: 0, 1, 2, ..., 2j-1.

Woo

Obr. 6 Waveletové bali¢ky uspofadané do binarniho stromu.

Notace W.

ino
konzistentni s obvyklym popisem bindrnich stromt (hloubka a pozice), W, , = (qo(x— k), kO Z) a
V\/l,l:(w(x_k)’ kDZ)'

Ukazuje se, Zze knihovna bazi z waveletovych balicki obsahuje také waveletovou bazi.
Presnéji, pokud V, oznacuje prostor, ve kterém lezi analyzovany signal, pak (VVd'l;d 21) je
ortogonalni baze z V,. Pro kazdé kladné celoCiselné D, (VVD'O,(VVd'l;ls d< D)) je ortogonalni
bazez V,.

Déle je znamo, ze {(\A/j+l,2n)'(\Nj+l,2n+l)} je ortogonalni bazi prostoru W, . Tato posledni

vlastnost poskytuje presnou interpretaci St€épeni binarniho stromu waveletovych balicka, protoze
vSechny vytvotrené uzly maji tvar uvedeny na nésledujicim obrazku.

kde j oznaCuje dilata¢ni (8kalovy) parametr a n frekvencni parametr, je

W.

J.n

N\
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Obr. 7 Dil¢i binarni podstrom waveletovych balick.

Z toho vyplyva, ze listy kazdého spojeného binarniho podstromu odpovidaji ortogonalni bazi
puvodniho prostoru. Pro signél s kone¢nou energii poskytuje baze waveletovych bali¢kl piesnou
rekonstrukci a nabizi specificky zptisob kodovani signalu.
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Vybér optimalniho rozkladu

Signal délky N =2" miize byt rozlozen témé&f 2" riznymi zpisoby, tj. pocet binrnich
podstromi kompletniho binarniho stromu o hloubce L. ProtoZe tento pocet je znacny a ponévadz
explicitni vyhodnoceni je obecné nezvladnutelné, je nutné najit optimalni rozklad (vzhledem
k vhodnému kritériu), ktery by byl vypocten efektivnim algoritmem.

Jako vhodna kritéria se jevi kritéria zalozena na vypocltu entropie. V nasledujicich
vyrazech sje signal a s je koeficient signélu sv ortonormalni bazi. Entropie E musi spliovat
nésledujici podminky: E(0)=0 a E(s z E(s

Pouziva se n¢kolik druhti entropie:

¢ Shannonova entropie (nenormalizovand)

E(s)=-slog(s?), takze E(s)= -5 log(s?); s konvenci Olog(0) =

e (P-entropie
E(s)=|s[". takze E(s)= ¥ Isf =[5
* |ogaritmus ,.energetické” entropie
E(s)=log(s?). takze E(s)= Y, log(s?); s konvenci log(0) =

* prahova entropie
E(s)Zl, pokud |§| > g, jinak nula, takze E(S) =poctu Casovych okamzikud, kdy je

signal vetsi nez prahova hodnota €.

Abychom nasli optimalni podstrom vzhledem k danému kritériu entropie E, pouzivame

nasledujici algoritmus (E,, oznacuje hodnotu optimalni entropie):

1. Nejprve se provede pocatecni nastaveni koncovych uzli t Eopt( ) = E(t).
2. Déle se rozhoduje podle hodnot entropie.
e Jestlize E(uzl u) < Eopt( ) a uzel neni kofenovy, tak se uzel dale nedéli a provede se

c(c je dit uzlu)

nastaveni E,, (uzu)= E(uzu).

e Pokud je naopak E(uzu)> Eopt( ), provede se déleni uzlu a nastavi se

c(c je'dT uzlu)

opt uj u Eopt

c jedite uzlu

Ukazky analyzy signala waveletovymi balicky

Prvni ukéazkou bude porovnani waveletovych balicki s Fourierovou transformaci a
s klasickou waveletovou transformaci. Na obr.8 jsou postupné zobrazeny jednotlivé
transformace pro dva druhy signalt, jednoduchy kvadraticky “chirp” signal a signal slozeny
z Iineérnl’ho a kvadratického chirp signélu Zobrézku je na prvm’ pohled patrné 7e analyza
signdlu. Waveletovd transformace vykazuje podstatné horsi rozhs1telnost. Fourierova
transformace je uvedena pouze pro ilustraci, nebot’ s ni nelze provadét ¢aso-frekvencni analyzu.

Na obr.9 je znazornéna analyza waveletovymi balicky sinusového signalu vcetné
binarniho stromu a s vyznacenou nejleps$i bazi waveletovych balick.
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Obr. 8 Porovnani waveletovych bali¢kt s Fourierovou transformaci
a s klasickou waveletovou transformaci

Signal a WPT

T~ I T~ P P P P P

NN N NN NN N N N N N AN AN AN

ANNNNNNN ANANNNANNNNNNNNNNNNNNNANNNNNNN

Fazova rovina

Obr. 9 Analyza sinusového signalu waveletovymi bali¢ky.
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WAVELET PACKET ANALYSIS

The wavelet packet method is a generaization of wavelet decomposition that offers a richer
signal analysis. Wavelet packet atoms are waveforms indexed by three naturally interpreted
parameters. position and scale (as in wavelet decomposition) and frequency. For a given
orthogonal wavelet function, we generate a library of wavelet packet bases. Each of these bases
offers a particular way of coding signals, preserving global energy and reconstructing exact
features. The wavelet packets can then be used for numerous expansions of a given signal. We
then select the most suitable decomposition of a given signal with respect to an entropy-based
criterion.



