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DISPERZNI KRIVKY V DESCE S KUBICKOU ANIZOTROPIi

Petr HORA!, Olga CERVENA?

Abstract: The mathematical technique for obtaining dispersion curves for stress
waves in free plates of arbitrary anisotropy is outlined. The dispersion relations for
propagation in a (001)-cut cubic plate are obtained. The dispersion curves for Cu
are presented. These results are compared to the uncoupled SV and P modes.
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1. UvOoD

Predmétem prispévku je ziskani disperznich vztahi pro nekonecnou tlustou desku s volnymi
okrajovymi podminkami, ktera ma kubickou anizotropii. Pro analyzu disperzniho chovani ta-
kovéto desky jsme vybrali orientaci (001) a metodu parcidlnich vin. Pfi vycislovani disperznich
vztahil jsme jako materidl s kubickou anizotropii uvazovali méd. Ziskané disperzni kfivky byly
porovnany s vysledky Mindlinovy teorie oddélenych médi.

2. METODA PARCIALNICH VLN

Ke studiu sireni napétovych vin v izotropnich deskach se pouzivaji dvé analytické metody: me-
toda zaloZend na potencidlech s naslednou separaci proménnych a novéjsi metoda parcidlnich
vin, u které se reseni sklada z jednoduchych vin exponencialniho typu, které putuji mezi okraji
desky, viz obr. 1 (SH-pfi¢na horizontalni, SV-pfi¢na vertikalni, P-podélnd). Tato druhd metoda
vede k feseni rychleji a prinasi lepsi nahled do fyzikalni povahy vinového Sireni.

a) b) c)

Obr. 1. Parcialni viny v nekone¢né izotropni desce: a) SH, b) SV, c) P.

Pti reSeni problému Sifeni vin v anizotropnich deskdch mame vybér analytické metody
zjednodusen. Lze totiz pouzit pouze metodu parcidlnich vin.
Pro obecné anizotropni médium jsou parcialni viny odvozeny z Christoffelovy rovnice, viz
Auld (1973)
(kircy haj — pwdis) uy =0, (1)
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kterd byla odvozena z predpoklddaného reseni ve tvaru
u = ugexp [i (ko + kyy + k.2 —wt)], kde wug = Za, + Joy, + Za, (2)
v pohybové rovnici pro anizotropni prostfedi. Ve vztahu (1) se predpoklddd scitdni pres opa-

kujici se indexy a je uzito obvyklé znaceni indexti 2,7 = x,y,z a I,J = xx,yy, 22,yz, vz, TY.
Matice k;; je

ke 0 0 0 ko ky
k=10 k 0 k 0 k (3)
0 0 k. k, k, 0

a kj; je jeji transpozici. Materidlové vlastnosti desky jsou popsany hustotou p a elastickymi
konstantami ¢y .

Obr. 2. Materidlové osy XY, Z libovolné orientované k osam anizotropni desky x, v, z.

Zakladni princip metody parcidlnich vin spociva v jejich vazbé na ostatni viny pres odrazy na
okrajich desky. Vyplyva to ze skutecnosti, ze kazda parcialni vina na obr. 1 nebo v anizotropnim
problému znazornéném na obr. 2 musi mit stejnou hodnotu k.. To je k, = k = w/v, kde v je
fazova rychlost viny v desce. Rovnice (2) pak prejde na tvar

u; = oy exp [ik(z + 1,2)], (4)

sj=uwx,y,zal, =k,/k, pro kazdé parcialni vinové reseni.

Substituci vztahu (4) do (1) ziskdme soustavu tfi homogennich linearnich rovnic pro o, o,
a «a,, kde jsou koeficienty funkcemi p, ¢;; a w/k = wv. Netrividlni FeSeni existuje, pouze
pokud je determinant soustavy nulovy. To vede na polynom Sestého radu pro /., ktery ma Sest
koren(l li”), n = 1,...6, které jsou bud redlné nebo komplexné sdruzené. Parcidlni vinové
reSeni definované témito koreny odpovida Sesti dopadajicim a odrazenym vinam, viz obr. 1 pro
izotropni desku. V anizotropni desce se obvykle parcidlni viny neseparuji na cisté horizontalné
a vertikdlné polarizované. K tomu dochazi pouze pri specialni orientaci materidlu a desky.

Vztahy pro parcialni viny jsou nyni

6

n=1

V dalSim kroku se vysetfuje vazba mezi parcidlnimi vinami na okraji desky. Pro volny povrch
desky je treba splnit nasledujici okrajové podminky

T, = Tyz =T, = 07 (6)

na kazdém povrchu desky, z = +d viz obr. 2.

Substituci vztahd (5) do okrajovych podminek (6) dostaneme soustavu Sesti homogennich
linedrnich rovnic, ve kterych jsou koeficienty C,, funkcemi p, ¢;;, w/k = v a kd. Opét netrividlni
feSeni existuje, pouze pokud determinant soustavy je roven nule, coz urduje disperzni vztah
mezi w a k.
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3. 1IZOTROPNIi DESKA

Disperzni vztahy pro izotropni desku lze rozdélit do tfi samostatnych rovnic, jak je uvedeno
v Achenbach (1973) a Miklowitz (1978).
SH-mddy:
(N7)* = (2dw/vs)* — (2dk)?, (7)
kde N je pfirozené Cislo véetné nuly a vg je fazova objemova rychlost pricnych vin.
Symetrické (dilataéni) mddy:
tan(dk;s) Ak Kk

tan(dky) (k2 — k2)? (8)

Antisymetrické (ohybové) mdédy:

tan(dkis) (ki — k%)
tan(dk‘il) N 4]{)2]{32'1]{5@'5

V rovnicich (8) a (9) plati
(2dk;s)? = (2dw/vg)? — (2dk)?,  (2dky)? = (2dw/vi)? — (2dk)?, (10)

kde vy, je fazovd objemova rychlost podélnych vin.

Disperzni kfivky pro SH-médy jsou uvedeny na obr. 3 vlevo a pro symetrické a antisymet-
rické na obr. 3 vpravo. Krivky byly pocitany pro materidl s Poissonovym cislem 0,31.
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Obr. 3. Disperzni kfivky pro SH-mddy (vlevo) a (anti)symetrické médy (vpravo).
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Pro snazsi pochopeni chovani symetrickych a antisymetrickych mdédi vyvinul Mindlin
(1960) metodu oddélenych médi, ktera spociva v zavedeni specidlnich okrajovych podminek

T,.=0, u,=0 (11)

nebo
T,.=0, wu,=0. (12)

Tyto okrajové podminky nelze realizovat v praxi, ale lze je simulovat ,namazanymi tuhymi
poloprostory" (viz obr. 4 vlevo) a ,mikroskopickym fetizkem" (viz obr. 4 vpravo). Pro tyto
specialni okrajové podminky degeneruji symetrické a antisymetrické médy do oddélenych SV-
mdédu, popsanych vztahem (7), a oddélenych P-médi, popsanych vztahem

(M7)? = (2dw/vr)? — (2dk)>. (13)

<>

Obr. 4. Modely Mindlinovych okrajovych podminek.

Mindlinovy disperzni krivky jsou spolu s disperznimi krivkami pro symetrické a antisymet-
rické médy izotropni desky zakresleny v obr. 5.
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Obr. 5. Disperzni kfivky pro (anti)symetrické médy zakresleny do Mindlinovych kfivek.
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4. DESKA S KUBICKOU ANIZOTROPII

V anizotropni desce nelze obvykle nalézt parcidlni viny analyticky a vSechny kroky nacrtnuté ve
druhé ¢asti je nutné provést numericky. Avsak v pripadé€, kdy ma deska s kubickou anizotropii
orientaci (001) a vySetfujeme smér Siteni (100), Ize pro disperzni kfivky ziskat analytické
vyjadreni.

V tomto pripadé se Christoffelova rovnice (1) redukuje na

n 2 n n

C11 + Cy4 l,g ) — p’U2 0 (012 + C44) l,g ) ozg(g )
0 cas (1 + lﬁ”)Z) — pv? 0 ol | = 0, (14)

(Cl2 + C44) lg'n) 0 Cqqa + C11 l,(zn)2 — pU2 oz,(z")

kde o™, ozg,") a o™ jsou slozky polarizace n-té parcidlni viny. Determinant soustavy se rozdli
na

e (1+1) = p? =0 (15)
a
(011 + Cy4 lgn)Q — p’U2>(C44 + c11 lgn)z — p’U2> — (012 + C44)2 lgn)2 =0. (16)
SH-médy
Uvazujme prvni dva koreny 1 rovnice (15), které spojime s n = 5, 6. Odpovidajici parcialni
viny
1 = [(pv?feaa) — 1]} ’
1 _ 0 o =a® = | (17)
z z O

kde v = w/k, jsou horizontalné polarizované. Pro splnéni okrajovych podminek je tfeba, aby
19 = N7 /2kd pro N =0,1,2,... Jednd se o isté SH-mddy stejné jako v izotropnim pripadé.

Symetrické a antisymetrické médy
Ctyfi koteny I (n = 1,2, 3,4) rovnice (16)

1

(n)2 _ _B + [B2 — A]§
? 2C11C44

l (18)

kde A = 4cyicaa(crr—pv?)(caa—pv?) a B = (c11— pv?) i+ (caq— pv?) s — (c12+caq)?, vedou
na zbyvajici parcidlni viny typu P a SV. Znaménko plus vede na kvazipfi¢né viny (n = 1,2)
a znaménko minus na kvazipodélné viny (n = 3,4):

(
1 (1) _ (1)
o _ | =B (B~ Az ag(cl) (et el
= a = =
c 2¢11C44 Qy 0 ’
(1) (1) 2
o c11 + el — pv
v 11 44 P (19)
(1)
_ax
2 — @ (2 _
lz = lz [0 = 0
(1)
\ z
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1 (3) (3)
2 172 oz —(c12 + caa)lz
13 — —B—(B" - A): a® =1 =
o 2C11044 Qy 0
3) (3)? 2
oy c11 + euqls” — pv
P 11 44 P (20)
_ag(c?’)
4) — _103) (4) _
lz = lz (0] = 0
| o0
Okrajové podminky 7., = T, = 0 jsou splnény, pokud plati
tan <l§1)kd> (cm ozw + c11 oz,gl) l§”> ( 3 l( ) + ozg )>
(21)
tan <l§3)kd> <cl2 o + C11 (3) lg )> ( ) l( ) + ag )>
nebo
tan <l§1)kd) (c 19 ozx + c11 ozgg) l§3)> (o&” l/(zl) )
(22)

tan (zS’)kd)

(012 Oégz )

FenaD ) (P 5 o®)

Rovnice (21) predstavuje disperzni zavislost pro symetrické médy a rovnice (22) zavislost
pro antisymetrické mddy. Grafické znazornéni téchto disperznich zavislosti spolu se zavislosti

SH-méd0 je znazornéno na obr. 6.
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Obr. 6. Disperzni kfivky pro SH-médy a (anti)symetrické médy.
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Mindlinovy okrajové podminky (11) resp. (12) jsou splnény, pokud plati

sin (I{Vkd) cos (I{Vkd) = 0 (23)

nebo
sin (I¥kd) cos (1Pkd) = 0 (24)
Mindlinovy disperzni k¥ivky jsou spolu s disperznimi kfivkami pro symetrické a antisymet-
rické médy desky s kubickou anizotropii zakresleny v obr. 7. Uvedené vysledky jsou ve shodé
s praci Solie a Auld (1973).
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Obr. 7. Disperzni kfivky pro (anti)symetrické médy zakresleny do Mindlinovych kfivek.

P¥i vypoctu disperznich krivek v desce s kubickou anizotropii byly pouzity hodnoty mate-
ridlovych konstant médi, jak je uvedeno v tabulce 1 podle Hearmon (1965). Pro odvozeni
disperznich vztahl jsme pouzili symbolicky toolbox Matlabu, bez kterého bychom vztahy (21)
az (24) jen tézko ziskavali.

C11 [GPa]

C12 [G Pa]

Cyq [G Pa]

p [kg/m?]

171

122

69,1

8930

Tab. 1. Materidlové konstanty pro Cu pouzité ve vypoctech.
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5. ZAVER

V prispévku je popsan obecny princip ziskani disperznich vztahl pro nekonecnou tlustou ani-
zotropni desku s volnymi okrajovymi podminkami. Pro desku s kubickou anizotropii a orientaci
(001) byly pro smér Sifeni (100) odvozeny analytické vztahy disperznich zavislosti. Pro vyse
uvedenou orientaci a smér Sireni jsou v prispévku vyobrazeny disperzni zavislosti pro médénou
desku.

K odvozeni disperznich zavislosti bylo pouzito metody parcidlnich vin. Ziskané disperzni
krivky byly porovnany s vysledky Mindlinovy teorie oddélenych mdédi. Znalost disperznich
krivek |ze vyuzit v inverznim algoritmu pro stanoveni elastickych konstant a pri vypoctu jed-
notlivych slozek posuvl a napéti.

Podékovani: Prispévek vznikl na zakladé podpory grantu cileného vyvoje a vyzkumu AV CR
¢. 1BS2076356 " Ultrazvukové metody vySetfovani mechanickych vlastnosti kompozitnich mate-
rialti pouZivanych v letectvi” (fesitel Ing. M. Landa, CSc.) a zaméru UT AV CR AV0Z20760514.
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