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ANALYTICKE VYJADRENI DISPERZNICH KRIVEK V DESCE
S KUBICKOU ANIZOTROPIi PRO LIBOVOLNY SMER SIRENI

Olga CERVENA!, Petr HORA 2

Abstract: This paper deals with analytical formulation of dispersion curves for
stress waves in a free (001)-cut cubic plate. The direction of wave propagation is
arbitrary and it is defined by the angle ¢, the angle between the [100] axis and
the wave vector. The dispersion curves for Cu are presented. These results are
compared to the uncoupled Mindlin modes.
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1. UvOoD

Predmétem prispévku je ziskani disperznich vztahi pro nekonecnou tlustou desku tloustky 2d
s volnymi okrajovymi podminkami, kterd ma kubickou anizotropii a krystalografickou orientaci
(001). Disperzni chovani je vySetfovano pro libovolny smér Sifeni v roviné desky, ktery je dén
ahlem ¢ mezi osou [100] a vinovym vektorem viz obr.1.

Pro ¢ = 0° byly vysledky uvedeny v Hora
(2005) a jsou shrnuty v kapitole 2. Nové byly odvo- T

zeny analytické disperzni vztahy pro Ghel ¢ = 45° [001]

a libovolny Ghel. Vysledky pro thel ¢ = 45° jsou / AT
uvedeny v kapitole 3 a pro obecny Ghel v kapitole 4. iA k‘ ‘

Pro odvozeni disperznich vztahl jsme pouzili sys- N (100] /!

tém pro symbolické vypoclty Maple, bez kterého ; ‘‘‘‘‘ ~._ A/
bychom hledané vztahy jen tézko ziskali. Nejvétsi B 4
pomoci systému Maple byla jeho schopnost rozlozit

determinant matice faddu 6 na soucin dvou ¢lend, Obr. 1. Smér iteni v roviné (001).

z nichz jeden reprezentuje symetrické médy a druhy
antisymetrické mdédy disperznich krivek.

Analyza disperzniho chovani desky byla provedena metodu parcidlnich vin Auld (1973). P¥i
vypoctu disperznich kivek byly pouZzity materidlové konstanty médi podle Hearmon (1965).

Pro snazsi pochopeni chovani symetrickych a antisymetrickych médi v izotropni desce
vyvinul Mindlin (1960) metodu oddélenych médi, kterd spodiva v zavedeni specialnich okra-
jovych podminek pro napéti T' a vychylky u

T,.=0, u,=0 nebo T..=0, wu,=0. (1)

Tyto okrajové podminky Ize pouzit pro déleni méda prfi ¢ = 0° a ¢ = 45°, kdy sagitalni
rovina tvori rovinu symetrie krystalu a Ize tedy oddélit SH-mdédy. Pro obecny Ghel Sifeni, kdy
nelze oddélit SH-mdédy, jsme k ziskani oddélenych médi museli doplnit vySe uvedené okrajové
podminky o podminku u, = 0.
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2. SMER SIiRENI [100]

V pripadé, kdy ma deska s kubickou anizotropii orientaci (001) a vySetfujeme smér Sifeni [100],
tj. ¢ = 0°, se Christoffelova rovnice redukuje na

c11 + Ccaq lgn)z — pv? 0 (c12 + Caq) lg”) agc")
0 cas (1 + lgn)Q) — pv? 0 R 0, (2)
(c12 + Ca4) 1 0 Caq + C11 l,(zn)2 — pv? o™

kde c¢;; jsou elastické konstanty, p ;e hustota, v je fazova rychlost Sifeni, [, je pomér slozek
; (n) (n (n) - v . 14 S,
vinového vektoru (k,/k,), az ',y a oz jsou slozky polarizace n-té parcialni viny.

Determinant soustavy se rozdéli na

(Cll —+ Cyy lgn)Q — pU2> (044 + c11 lgn)z - pU2> — (012 + C44)2 lin)Z =0 (3)

Cas (1 + l§”>2> — pv? =0. (4)

Cty¥i koreny 1 (n =1,2,3,4) rovnice (3) vedou na parcidlni viny typu P a SV. Okrajové
podminky volného povrchu desky (7, = T,, = T, = 0) jsou splnény, pokud plati

tg (l(l)k’d> cra 08 + ey ot l(1)> ( (3)>

(
tg (198d) (20 +enal 1) (ol +a(1)>

(3)

nebo
tg(llkd) <cgaw +cn ot >< —i—az>
(6)
tg <l ) kd) <C1z al! + ¢qp 0t l§1)> ( Dt al )
kde k je vinové ¢&islo, o™ — —(c12 + c44)l£n), o™ =y + c44lzn —pv? pron =1,3.

Rovnice (5) predstavuje disperzni zavislost pro symetrické médy a rovnice (6) zavislost pro
antisymetrické maody.

Dva koreny 1) (n = 5,6) rovnice (4) odpovidaji parcidlnim vinam pro horizontalné pola-
rizované médy. Pro splnéni okrajovych podminek je tfeba, aby

1) = Nw/2kd  pro N =0,1,2,... (7)

Jednd se o Cisté SH-mddy stejné jako v izotropnim pripadé.
Grafické znazornéni téchto disperznich zavislosti spolu se zavislosti SH-mddU je znazornéno
na obr. 2 vlevo.

Mindlinovy okrajové podminky (1) jsou splnény, pokud plati
sin (IVkd) cos (IVkd) =0 = sin (2{Mkd) =0 (8)

nebo
sin (I%kd) cos (IPkd) =0 = sin (21Pkd) = 0. (9)
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3. SMER SIRENI [110]
V pripadé, kdy ma deska s kubickou anizotropii orientaci (001) a vySetfujeme smér Sifeni [110],
tj. @ = 45°, lze pro disperzni krivky ziskat opét analytické vyjadreni.

V tomto pripadé se Christoffelova rovnice redukuje na

n 2 n n
% (ci1 + e12) + caa(1 + lg ) ) — pv? 0 (c12 + C44)l,(z ) Ozg(c )
n 2 n =
0 C44l,(z ) + % (€11 — c12) — pv? 0 Oéz(,/ ) 0.
(c12 + C44)l§n) 0 Caq + cnl§")2 — pv? aﬁ”’

(10)
Determinant soustavy se rozdéli na

<% (11 + c12) + caa(1 + lﬁ")Q) — ,01)2) <C44 + l/(zn)Q — pv2> — (c12 + caq)? l§">2 =0 (11)

C44l£n)2 + % (Cll - 012) — pU2 =0. (12)
Ctyfi kofeny 1) (n=1,2,3,4) rovnice (11) vedou na parcialni viny typu P a SV. Okrajové
podminky volného povrchu desky (T, = = T,. = 0) jsou splnény, pokud plati
tg (l(l)kd) <012 o 1 ey o) 1(1)) ( <3))
(13)
te (1 k:d) (20t + e a®1) (a1 4 al)

nebo

te (1 kdg Ec 't e o 19) (V1Y 4 V) ”

< k’d C12 a + C11 Olg ) l£1)> (Oé:(cg) l,g; ) + Olg )> ’

kde O{g(cn) = —(612 + C44)l,(zn), n) % (Cu -+ 012) + C44(1 + lgn)z) — pU2 pron = 1,3

Rovnice (13) predstavuje disperzni zavislost pro symetrické médy a rovnice (14) zvislost
pro antisymetrické maody.

Dva koteny (" (n = 5,6) rovnice (12) odpovidaji parcidlnim vindm pro horizontédlné
polarizované médy. Pro splnéni okrajovych podminek je tfeba, aby

1) = Nw/2kd  pro N =0,1,2,... (15)

Opét se jedna se o Cisté SH-mddy stejné jako v predchozim pripadé.

Grafické znazornéni téchto disperznich zavislosti spolu se zavislosti SH-mddU je zndzornéno
na obr. 2 vpravo.

Mindlinovy okrajové podminky (1) jsou splnény, pokud plati
sin (IVkd) cos (IVkd) =0 = sin (21Mkd) =0 (16)

nebo
sin (1%kd) cos (IPkd) =0 = sin (21Pkd) = 0. (17)

Mindlinovy oddélené mddy jsou spolu s disperznimi kfivkami pro symetrické a antisymet-
rické médy desky s kubickou anizotropii a smér Sifeni [110] zakresleny v obr. 3.
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¢ =0° ¢ =45°
T T T T - T g3
T 5k T T £
++t ++t X X+
+1 N X ++ < *§7++ xy
XXX X x % X X X XXXX X% x XXX +++++i§* *§++ +]

wd [10* m/s]
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+ XX
e ptt
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+  symetrické,

X
X
xxxxxxxxx%gd&xxxx
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+ x
x
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—— SH médy —— SH médy
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-médy a (anti)symetrické médy pro sméry Sifeni [100] a [110].

wd [10* m/s]

xxx/xxxxxxx 3
st X

XXX

25
2
15
]
et +  symetrické mody < asymetrické mody
0.5f : —— oddélené SV mody|  0° —— oddglené SV maédy |
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o 1 1 1 1 0 1 1 1 1
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Obr. 3. Disperzni kfivky pro (anti)symetrické médy a Mindlinovy kfivky pro smér

i¥eni [110].
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4. LIBOVOLNY SMER SIRENi

Uvazujeme opét desku s kubickou anizotropii a orientaci (001) a vySetfujeme obecny smér
Sireni v roviné desky.
Christoffelova rovnice ma v tomto pripadé tvar

n 2 n n
Kq+cip + 044l£: " pU2 Kp (612 + C44)l£ ) a; )
(n)? g m | =o,
KB l: +1)cau KA pU 0 Qly
(c12 + 044)l§n) 0 Caa + cnl§”)2 — pv? al™

(18)
kde KA = -2 sin2 §b COS2 gb (CH — C12 — 2044),
Kp = (1—2cos?¢) (c11 — c12 — 2¢44) Sin ¢ cos ¢.
V tomto pripadé€ se uz nevyskytuji SH-mddy, ale pouze symetrické a antisymetrické médy.
Okrajové podminky volného povrchu desky (7, = T,. = T, = 0) jsou spInény, pokud plati

Catg (IMkd) + Cptg (19kd) + Cetg (19kd) = 0 (19)
nebo
C'4 cotg (lgl)kd) + Cgcotg (lgS)kd) + Cecotg (IPkd) =0, (20)
kde
Cn = (ena®1D 1 1) [a@IO (0 119) — a1 (19) 4 o)]
s = (a1 + ) a1 (09 +10) — U (19 + 1)),
Co = (cllag5)lg5) + 012) [ozz(f’)lf’) (agl) + lg )) — aél)lgl) (lgg) + a(z?’))}
a
(n)
alm = Ks : ol = (c12 + caa)lz 5 pron = 1,35.

Ka+ pv? — (li”)z + 1) Cas pv? — Caq — Culgn)

Rovnice (19) predstavuje disperzni zavislost pro symetrické médy a rovnice (20) zavislost
pro antisymetrické maédy.
Mindlinovy okrajové podminky (1) doplnény o podminku u, = 0 jsou spinény, pokud plati

sin (I{Vkd) cos (I{Vkd) =0 = sin (21{Vkd) =0, (21)

sin (I9kd) cos (IPkd) =0 = sin (21Pkd) =0 (22)
nebo

sin (Ikd) cos (IPkd) =0 = sin (21{Pkd) = 0. (23)

Zobecnéné Mindlinovy oddélené mddy spolu s disperznimi kfivkami pro symetrické a an-
tisymetrické mdédy desky s kubickou anizotropii pro sméry Sifeni ¢: 5°, 15°, 30° a 40° jsou
zakresleny v obr. 4 — 7.
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Obr. 4. Disperzni kfivky pro (anti)symetrické médy a Mindlinovy kfivky pro smér Sifeni 5°.
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Obr. 5. Disperzni kfivky pro (anti)symetrické médy a Mindlinovy kfivky pro smér Sifeni 15°.
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wd [10* m/s]

+  symetrické

— — — oddélené mody 1
— - — - oddélené mody 2|

—— oddélené mody 3

1 1

x  antisymetrické
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1 1

6 8 10
kd[]
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kd[]

Obr. 6. Disperzni kfivky pro (anti)symetrické médy a Mindlinovy kfivky pro smér Sifeni 30°.
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Obr. 7. Disperzni kfivky pro (anti)symetrické médy a Mindlinovy kfivky pro smér Sifeni 40°.
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5. ZAVER

V prispévku jsou uvedena analyticka vyjadreni disperznich vztahd pro nekonecnou tlustou
desku s kubickou anizotropii a volnymi okrajovymi podminkami. Analytické vztahy disperznich
zavislosti byly odvozeny pro libovolny smér Sifeni v roviné desky s orientaci (001). K odvozeni
disperznich zavislosti bylo pouzito metody parcidlnich vin a s vyhodou pouzit systém pro
symbolické vypocty Maple. Ziskané disperzni krivky byly porovnany s vysledky Mindlinovy teorie
oddélenych médi, kterd byla rozsirena pro obecny smér Sireni. V prispévku jsou dale zobrazeny
disperzni zavislosti spole¢né s kfivkami oddélenych médi pro méd a nékteré konkrétni sméry
Sireni. Tyto grafy byly vycisleny pomoci programového systému Matlab.

Vsechny uvedené vysledky jsou ve shodé s praci Solie a Auld (1973), kde vSak byly disperzni

vztahy pocitany numericky pomoci obecného programu pro vypocet vrstevnatého anizotrop-
niho prostredi.

Znalost disperznich kfivek lze vyuzit v inverznim algoritmu pro stanoveni elastickych kon-
stant a pfi vypoctu jednotlivych slozek posuvi a napéti. Zobecnéné Mindlinovy oddélené mody
Ize pouzit pro aproximaci a kontrolu vypoctu disperznich zavislosti.

Podékovani: Prispévek vznikl na zakladé podpory projektu GA CR & 101/06/0213 Nestaci-
ondrni napjatost a disperzni vlastnosti ortotropnich téles (Fesitel Ing. F. Vales, CSc.) a zdméru
UT AV CR AV0Z20760514.
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