ANALYZA DISPERZNICH NAPETOVYCH VLN
SPOJITOU WAVELETOVOU TRANSFORMACI

P. Hora"

Uvod

Analyza §ifeni vin ve strojnich konstrukcich je zakladnim piedmétem v fad¢ inzenyrskych
problémt, jako napf. analyza odezvy konstrukce na raz, charakterizace vibraci konstrukce,
ultrazvukova identifikace materidlovych vlastnosti apod. Napétové viny v t€lesech maji Casto
disperzni charakter, je tedy zapotiebi prozkoumat Sifeni viny ve vSech frekvencich. Z tohoto
dtavodu pfitahuje pozornost mnoha vyzkumnikt ¢asofrekvencni analyza.
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okénkova Fourierova transformace (short-time Fourier transform), Wigner-Villeova distribuce
a waveletova transformace. V tomto ¢lanku se zaméiime na pouziti spojité waveletové
transformace pro ¢asofrekvencni analyzu disperznich napétovych vin v tlusté desce.

Spojita waveletova transformace
Spojita waveletova transformace (CWT) funkce f(¢) je popsana

07 Ya.b) = - [row=2)a. M

a

kde >0 a nadtrzeni oznacuje komplexn¢ sdruzenou hodnotu.
Aplikaci Parsevalovy rovnosti na (1) dostavame

() a.b)=+a [f(@)e" jlawko. @

kde /} (@) oznacuje Fourierovu transformaci f(¢) definovanou

A

f(@)=—= [f@e™dr. (3)

Funkce w(r) se nazyva analyzujici wavelet a aby byla spojitd waveletova transformace
invertabilni musi w(7) spliiovat podminku piipustnosti:

* Ing. Petr Hora, CSc., Centrum diagnostiky material{i UT AV CR Plzeti, Veleslavinova 11,
301 14 Plzen (tel.: 019-7236415, fax.: 019-7220787, e-mail: hora@ufy.zcu.cz ).




I—‘W(:)))‘Zdw <, 4)

Z podminky piipustnosti vyplyva, Ze analyzujici wavelet nemd stejnosmérnou slozku, tj.
w(0)=0. V praxi miZe byt analyzujici wavelet povazovan za okénkovou funkci v Case
i frekvenci, pokud analyzujici wavelet () resp. jeho Fourierova transformace (®) splituje
tyto podminky [7]:

flew@f dr <o (7)
resp.
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Piedpokladejme, Ze Casové okénko w(f) ma stied pro =0 a frekvenéni okénko (@) pro
o =w,. Funkce y((t->b)/a) je pak rozloZena okolo =5 a jeji Fourierova transformace
[axexp(-ibw)y(aw)] okolo @ =w,/a . Z rovnic (1) a (2) je ziejmé, Ze (Wf)(a,b) odpovida
casofrekvencni slozce f(¢) vokoli t=b a @ =wm,/a . Jestlize jsou parametry a a b ménény
nezavisle, poskytuje b-a-rovina (Casofrekvencni rovina) distribuci kazdé casofrekvencni
slozky. Tedy CWT umoziuje casofrekven¢ni analyzu.

Podle vzorovaci véty je pro pfiméfenou charakterizaci nizkofrekvencénich signali vyzadovano
dostate¢n¢ Siroké ¢asové okénko. Naopak pro uspésné stanoveni pozice vysokofrekvencnich
slozek signalu na ¢asové ose je vyZzadovano dostatecné tizké ¢asové okénko. Tyto pozadavky
CWT automaticky spliiuje, poné¢vadz Sitka casového okénka w((¢—b)/a) je Umerna
parametru a, ktery je nepfimo umérny frekvenci. Tento charakter CWT je uziteCny pro
analyzu napétovych vin, které obvykle obsahuji mnoho frekven¢nich slozek.

Vybér analyzujiciho waveletu
Jako analyzujici wavelet je Casto pouzivan Morletiiv wavelet, ktery je definovany vztahem

(1) = e (eim _e—;ﬁaim)‘ )

Parametrem « Ize nastavit pozadované casofrekvencni tvarovani v . CWT. Na obr. 1 je
znazornén Morletiv wavelet pro o =4.

Fourierovu transformaci tohoto waveletu 1ze vypocitat piimo, tj.
V() =a e—az(”2+w2)/4(eﬁa2w/2 _1)‘ (10)

Z této rovnice je okamzité patrné, Ze (0) =0 a tedy podminka p¥ipustnosti plati.
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Obr. 1 Morletiiv wavelet pro @ =4 : a) realna ¢ast, b) imaginarni cast,
¢) modul a d) faze.

Na obr. 2 vidime, Ze se Morletiv wavelet chovd ve frekven¢ni oblasti jako komplexni
pasmovy filtr. Stfed tohoto filtru je pfiblizn¢ 7z rad/s (k = se blizi se zvétSujicim se
parametrem « ).
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Obr. 2 Vykonové spektrum Morletova waveletu.



V mnoha aplikacich se pouzivda modifikovand verze Morletova waveletu, kterou nazyva
Sadowsky Morletovym pseudowaveletem [1] a Kishimoto waveletem Gaborovym [3]. Tento
wavelet byl usp€sné€ pouzivan pro analyzu zvuku [8] nebo pro analyzu hudebnich nastrojt [9].
Jeho obecna forma je

l//(t) — ﬁe—(t2/2)+iw0t ) (1 1)

kde o, je parametr, kterym miiZze byt nastaven stfed waveletu na vhodny rozsah frekvenci.
V [9] je pro analyzu fe¢i nebo hudby navrhovana hodnota @, v rozsahu 5 az 6.

Striktn¢ feCeno, Morletiiv pseudowavelet neni analyzujicim wavelet, nebot’ lze ukézat, ze
nespliiuje podminku piipustnosti. Snadno lze vypocitat, ze

[w@ydr=e =0. (12)

Rovnici (12) 1ze volbou @, libovolné piiblizovat k nule. Pro @, =5 je tento integral mensi

nez 4x107°. Ackoliv pseudowavelet nelze pouZit pro rekonstrukci signalu z jeho CWT, je
docela vhodny pro ¢asofrekvencni zobrazeni signald, protoze zavazné rysy signalu se objevi
jako vzory na povrchu a Morletiv pseudowavelet je vypocetné daleko jednodus$si nez
Morletiv wavelet. Napt. Fourierova transformace Morletova pseudowaveletu nabyva
mnohem jednodussiho tvaru

(@) =, (13)

Waveletova analyza zakladnich signalu

K vypoc¢tu CWT (pro Morletiiv pseudowavelet) zakladnich signalii miize byt pouzito jak
formulace v ¢asové oblasti, vztah (1), tak formulace ve frekven¢ni oblasti, vztah (2).

¢ Impuls

Na obr. 3 je zobrazena CWT impulsu,
f()=06(t—t,), ktery se nachazi asi
vjedné tietin¢ cCasové osy. Pro tento
signal je jednodussi pouzit casovou
formulaci a vypocist

(Wf)(a.b) = %W(T;b)

| og(a)

V ideélnim piipad¢ by se impuls objevil
na CWT-povrchu jako vertikalni hibet.
V¢jitovy efekt na nizkych frekvencich je
vysledkem specifického tvaru Morletova
waveletu. ' ' b

Obr. 3 CWT impulsu.



¢ Komplexni sinusova vina

Pro komplexni sinusovou vlnu, kterd ma
frekvenci £, Hz, tj. f()=¢", je
jednodussi pouzit frekvenéni vztah, kde

F(@)=\278(0 - 21f,). Tedy
Wf)a,b) =\ 2may (2naf,) ™ .

7, tohoto vztahu vyplyva, ze CWT je
tvofena soucinem funkce zavislé pouze na
a a funkce zéavislé pouze na b.
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Obr. 4 CWT tii rliznych sinusovych vin.

¢ Linearné frekvenéné modulovany signal

Priklad signalu s kone¢nou dobou trvani a s Casové proménnym spektrem je kmitoctove
rozmitany (chirp) signal; tj. signal, jehoz okamzita frekvence (derivace jeho faze) je linearni
funkci Casu; proto je tento signal Casto nazyvan linedrné frekvenéné modulovany (LFM)
signal. V nasem ptipadé¢ ma LFM-signal tvar

f (1) = e—aﬂ/2+iﬂz2/2+m .

Parametr « fidi Casové trvani Gaussovy obalky, A je koeficient linearni zmény frekvence
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a y je pocatecni frekvence. Na obr. 5 je zndzornén LFM-signal a jeho CWT.
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Obr. 5 LFM-signal a jeho CWT.
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Waveletova analyza disperznich vin

Uvazujme dv€ harmonické viny jednotkové amplitudy a rtiznych frekvenci w, a @, Sificich
se ve sméru x

u(x,t) — e—i(klx—wlt) + e—i(kzx—wzt) , (14)

kde k a k, jsou vlnova ¢isla. Rovnice (14) miZe byt upravena na

u(x,t) = 2 cos(Akx — Aot )e” 44 (15)
kde

k.=(ki+k)/2, o ,=(0,+w0,)/2, (16)
a

Ak =(kj—k)/2, Aow=(0,-0,)/2. (17)

Pokud je Aw dostatetn€ malé, takze @, = w,, mize byt definovéana fazova rychlost ¢, resp.

grupova rychlost ¢, o frekvenci @, jako

c, =0k, c,=Ao/Ak. (18)
CWT u(x,t) je dana

(Wu)(x.a.b) =ale " (am) +e DG am,)). (19)
Modul CWT je potom

| (Wu)(x,a,b) |= Na{[y(am)] + [ (am,)]

(20)
+ 2y (aw,)y (aw,)cos(2Akx —2Awb)}"'?

kde se predpoklada, 7e w(w) je redlna funkce. Nyni uvazujme nasledujici dva pfipady:
(a) Aw je dostate¢n¢ malé a (b) Aw je dostate¢n¢ velkeé.

¢ Pripad dostate¢cné malého Aw:
V tomto pfipad€ u(x,f) mize byt povazovano za vlnu s fazovou rychlosti ¢, a grupovou

rychlosti c,. Je-li Aw dostatetné malé, takze y(aw,) =y (aw,) = y(aw,) , pak dostaneme
| (Wu)(x,a,b) |= N 2d| v (aw,) [1+cos(QAkx — 2Awb)]> . (1)

Pokud je pouzit Morletitv pseudowavelet, ma funkce y(aw,) své maximum pro a =w,/ @, .
Nésledné¢ pro pevné x modul CWT dosahuje svého maxima pro a=w,/®w. a
b=(Ak/Aw)x=x/c, v Casofrekventni rovin€. Tedy maximum modulu CWT odpovida

Sifeni viny grupovou rychlosti ¢, pfi frekvenci o, .



¢ Pripad dostatecné velkého Aw:

V tomto ptipad¢ existuji pozorovatelné stacionarni vibra¢ni slozky dvou harmonickych
s frekvencemi @, a ®,. Je-li pouzit Morletiv pseudowavelet, je funkce v, (aw) rozloZena

vokoli @ =w,/a.Je-li Aw dostate¢né velké, takze v, (aw,)y, (aw,) =0, pak dostaneme
| Wu)(x,a.b) [ Va7, (ao)T +[7, (@)} (22)
Z toho vyplyva, ze modul CWT obsahuje dv¢ Spicky pro a=w,/ v, a a =0,/ ®,. Tedy dvé

frekvencni slozky jsou reprezentovany jako dvé separatni Spicky v ¢asofrekvenéni roving.

Priklad: CWT vin v tlusté desce

Na obr. 6 je zobrazena vertikalni vychylka povrchu desky o tloustce 5 cm ve vzdélenosti
10 cm od zdroje buzeni (dopad ocelové kulicky; primér 5 mm, doba razu 18 ps) a jeji CWT.

f(t)

| og(a)

Obr. 6 Vertikalni vychylka povrchu desky a jeji CWT.

Na pocatku jsou patrné dveé Spicky v oblasti vysokych frekvenci (pfichod P a R-viny), které
maji charakter obrazii impulzi. Za nimi nasleduje vyrazna oblast s charakterem obrazu
LFM-signalu (chirp) a zbytek vypliluje obraz ptiblizné¢ 50 kHz sinusovky (50 kHz odpovida
Sitce budiciho pulzu).

U signalt vychylek prutd a tenkych desek Ize na zéklad¢ jejich CWT stanovit disperzni
zavislost nebo naopak ze zndmé disperzni zavislosti stanovit napi. misto buzeni. Avsak CWT
signal vychylek tlusté desky nelze pro stanoveni disperznich zavislosti vyuzit, nebot’
vychylka tlusté desky v sobé obsahuje piispévky od nekone¢né mnoha disperznich zavislosti.



Z obr. 6 je ale zfeymé, ze k disperzi dochazi, a lze stanovit, kde je nejvetsi a kde signal
piechéazi v ustalené kmitani a co je jeho pfi¢innou.

CWT se déle vyuziva pro stanoveni oblasti, které chceme upravit naslednou waveletovou
filtraci.
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Analysis of Dispersive Stress Waves
by means of Continuous Wavelet Transform

The time-frequency analysis of dispersive stress waves is reviewed. It is shown that
the wavelet transform using the Morlet pseudowavelet effectively decomposes the strain
response into its time-frequency components and that the wavelet transform enables us
to identify the dispersion relation of the group velocity.



