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Uvod

Utelem tohoto ¢lanku je popsat numericky algoritmus uréeny pro rychlé vynasobeni plné
matice s vektorem. Jak je znamo, pfimé vynasobeni plné matice fadu N svektorem délky N
vyzaduje zhruba N* operaci. Tato skuteénost je pfi¢inou vaznych obtizi pfi rozsahlych
vypoctech. Napiiklad hlavni diivod pro omezené vyuziti integralnich rovnic jako numerického
nastroje pii rozsahlych problémech je skuteCnost, Ze integralni rovnice normaln¢ vedou na
plny systém linearnich algebraickych rovnic, ktery musi byt feSen piimo nebo iteracné.
Vétsina iteranich metod pro feSeni systému linearnich rovnic spo¢iva v postupném nasobeni
matice systému s posloupnosti rekursivné generovanych vektort, coz je netunosné nakladné
pro rozsahlé problémy. Situace je jesté horsi, pokud se na linearni systém pouzije piimy fesic,
ponévadZ ten normalné vyzaduje N’ operaci. Proto se vétsina oblasti vypocetni matematiky
plnym maticim, kdykoli je to mozné, jednoduse vyhne. Napiiklad metody konecnych diferenci
a kone¢nych prvkl lze povazovat za nastroje pro redukci parcidlni diferencialni rovnice na
fidky linearni systém.

Algoritmy ur¢ené pro rychlé vynasobeni plné matice s vektorem, které budou popsany v tomto
¢lanku [1], jsou zalozeny na waveletové transformaci [2,3] a vyZaduji zhruba Nlog N resp.

N operaci (podle pouzité metody realizace matice).

Reprezentace matic (operatorii)

V ¢lanku budeme pouzivat dvé schémata pro numerické vyhodnoceni integralnich operator.
Prvni je jednoducha realizace (standardni forma) matice operatoru ve waveletové bazi (viz
obr.1). Sestaveni tohoto schématu [4] vyzadujeje piiblizné Nlog N operaci. Tato jednoducha

realizace matice je uziteCnym numerickym nastrojem sama o sob¢, rozsah pouzitelnosti se
vSak podstatné roz$ifi druhou realizaci (nestandardni tvar) matice operatoru ve waveletové
bazi (viz obr 2), ktera vyzaduje fadové pouze N operaci [4].

Standardni reprezentace operatoru spoCiva v prostém tenzorovém soucinu. Nestandardni
reprezentace je naopak definovana jako mnozina tii druhti bazovych funkci [4], viz obr. 2.
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Obr. 1 Standardni reprezentace dekomponovaného vektoru a matice.
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Obr. 2 Nestandardni reprezentace dekomponovaného vektoru a matice. Jediné nenulové prvky
dekomponované matice jsou obsazeny v submaticich a, a y .



Existuji dva zplsoby vypoctu standardniho tvaru matice. Prvni spociva v aplikaci
jednorozmerné waveletové transformace na kazdy sloupec resp. fddek matice, na coz navazuje
aplikace téZze jednorozmerné transformace na kazdy ftadek resp. sloupec piredchoziho
vysledku. Druhy zptisob vychazi z nestandardniho tvaru, na ktery se aplikuje jednorozmérna
waveletova transformace na kazdy fadek vSech operatortt [ a kazdy sloupec vSech operatort

y.

Nestandardni forma algebraicky odpovida zobrazeni ptivodniho vektoru délky N do prostoru
dimenze 2N -2, kde jsou vSechny $kaly nepropojené a ve kterém se ptivodni transformace
stava fidkou.

Obecné algoritmy pouzivajici standardni formu vyzaduji zhruba Nlog N operaci a algoritmy
pouzivajici nestandardni formu vyzaduji zhruba N operaci.

Nasobeni matic ve standardnim tvaru

Nasobeni matic ve standardnim tvaru je zaloZeno na nésledujici skute¢nosti: Standardni tvar
je reprezentace v ortonormalni bazi (co¢ je tenzorovy soucin jednorozmérnych bazi), proto
vysledek nasobeni dvou standardnich tvart je také standardni tvar ve stejné bazi.

Na zékladé¢ tohoto poznatku nyni sestavime algoritmus fesici tento problém:
* Problém:

Necht A je plnd matice velkého fadu ». Nasim tkolem je provést velky pocet L nasobeni
matice A vektorem x.

¢ Idea:

Etapa 1: (provadéna pouze jednou) provadi standardni dekompozici matice A do waveletové
baze a nastaveni vSech prvkl dekomponované matice, jejichz hodnoty jsou mensi nez prahova

uroveni, na nulu. Vyslednou matici ozna¢me A7 .

Etapa 2: (provadéna L-krat) je rozdélena do nasledujicich tfech krok:

1. Standardni dekompozice vektoru x do waveletové baze.

2. Vypocet nasobeni ve waveletové bazi vyuzivajici fidkosti matice A} .

3. Rekonstrukce vysledku nasobeni.

Parametry v tomto algoritmu jsou:
 druh waveletu,

* uroven waveletové dekompozice,
e prahova troven.

Pro volbu druhu waveletu je dilezity pocet jejich nulovych momentd. Plati, Ze ¢im vice ma
wavelet nulovych momentt, tim vétsi fidkosti dekomponované matice se dosdhne. Haartiv
wavelet ma pouze jeden nulovy moment, a proto se pro uvedeny algoritmus moc nehodi.
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Daleko vyhodnéjsi je pouzivat skupinu waveletli profesorky Daubechies [2], Dn, u kterych Dn
wavelet ma 2» nulovych momenti. (Poznamka: D2 wavelet odpovida Haarovu waveletu.)

Urovei waveletové dekompozice se obvykle voli 3 aZ 5.

Prahovou turoven pro vynulovani prvkd dekomponované matice je tfeba zvolit podle
pozadované presnosti.

Ukazka vypoctu

V této ukazce predvedeme vysledky nasobeni matice A fadu 128, pro kterou plati
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vektorem x, x, =i. Byl pouzit wavelet D6 (Daubechies wavelet fadu 3 se 6 nulovymi

momenty) a 5. arovenn dekompozice. Prahova troven pro vynulovani prvki dekomponované
matice byla stanovena na 0.01.

Na obr.3 jsou znazornény nenulové prvky dekomponované matice ve standardnim a
nestandardnim tvaru. Standardni tvar je charakteristicky ,,prstovym® uspofadanim prvka,
kdezto nestandardni tvar ma pasovy charakter. Cisla uvedend pod obrazky piedstavuji podet
nenulovych prvkl matic. Za pozornost stoji mensi pocet nenulovych prvkii u nestandardniho
tvaru. Na obr. 4 je vykresleno porovnani vypocetni naro¢nosti pfimého nasobeni a nasobeni
pomoci waveletové transformace v podob¢ zavislosti poctu operaci v pohyblivé fadové carce
(flops) na poctu provedenych nasobeni (L). Ob€ osy jsou v logaritmickém méfitku. Ze této
zavislosti je patrné, ze waveletovy vypocet nasobeni je jiZ pro Ctyfi ndsobeni vyhodné€jsi nez
piimy vypocet a pro sto a vice ndsobeni dochazi témét k desetinasobnému urychleni.
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Obr. 3 Priklad matice ve standardnim (vlevo) a nestandardnim (vpravo) tvaru.
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Obr. 4 Porovnani vypocetni naro¢nosti pifimého nasobeni a nasobeni pomoci waveletové
transformace. L je pocet provedenych nasobeni.

Daleko presnéjsi by bylo vyneseni zavislosti skute¢nych dob vypoc¢tu na poctu provedenych
nasobeni, ale jelikoz byl zkuSebni piiklad vypoctu waveletového ndsobeni naprogramovan
pomoci Waveletového toolboxu MATLABuU [5], tedy Vv interpretacnim prostiedi, a pfimy
vypocet nasobeni proveden vestavénou funkci MATLABu, tj. kompila¢né, byly by ziskané
doby vypocti nesouméftitelné.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty relativnich chyb a fidkosti pro razné prahové
urovné a pro dva typy waveleti, Haartiv wavelet a wavelet D6 prof. Daubechies. Pro oba typy
waveletli bylo pouzito 5. irovné dekompozice.

Prahova Haartiv wavelet Wavelet D6 prof. Daubechies
uroven Ridkost Rel. chyba [%] Ridkost Rel. chyba [%]
0 1.0000 0 1.0000 0
1.0e-05 0.7036 0.0005 0.4082 0.0010
1.0e-04 0.4439 0.0088 0.3186 0.0234
1.0e-03 0.2422 0.4871 0.2388 0.2742
1.0e-02 0.1207 3.7258 0.1378 2.6738
1.0e-01 0.0449 20.462 0.0530 27.151




Zavér

V ¢lanku popsand metoda rychlého nasobeni matice s vektorem je jen malou ¢asti rozsahlé
teorie aplikace waveletd v numerické analyze. V této piekotné se rozvijejici oblasti numerické
matematiky se nyni pozornost soustied’uje predevsim na:

e problémy iterac¢nich algoritmi, které waveletovy piistup znovu vynesl na svétlo popularity,
 problémy vy3Sich dimenzi,

* problémy nelinearnich operatora.
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Multiplication of matrices using the wavelet approach

In this paper is described the algorithm for the rapid numerical applying a dense matrix
N x N to avector. As is well known, applying directly a dense N x N -matrix to a vector

requires roughly N° operations, and this simple fact is a cause of serious difficulties
encountered in large-scale computations. The algoritm of this paper require order O(N log N )

operations.
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