Intuicionisticka logika

Ptipustime-li existenci vyroki, které nejsou ani pravdivé, ani nepravdivé, jsme, zda se, nuceni
ucinit zaveér, ze ——A4 nemusi byt totéz, co 4. V ptipadé, Ze si na misté 4 predstavime vyrok,
ktery neni ani pravdivy, ani nepravdivy, se totiz zda byt rozumné pfipustit, ze jeho popienim
pomoci negace mize vzniknout nepravdivy vyrok. Bude tomu tak tehdy, kdyz operator
negace budeme chépat jako vyrokovy modifikator, ktery lze vyjadfit souslovim je nepravda
Ze. Vyrok —4 budeme Cist ve smyslu A4 je nepravdivy, tj. pravdivostni hodnota A je nepravda.
Poptenim vyroku —A4 dal$i negaci pak piirozené vznikne pravdivy vyrok — takze zatimco
puvodni vyrok A nebude ani pravdivy, ani nepravdivy, ——A bude pravdivy. V takovém
ptipad¢ ale neni mozné povazovat isudkovou formu

A
A

za obecn¢ platnou — jak jsme totiz prave vidéli, mize dojit k tomu, Ze bude mit pravdivou
premisu a zavér, ktery pravdivy neni. Predpoklad, ze tato usudkova forma platna je (a Ze
stejn¢ tak platna je i forma, kterd vznikne, kdyz zaménime premisu a zavér této formy), je
ovSem jednim z vychodisek klasického pohledu na logiku. V logické literatufe se tento
princip (ktery byva vyjadfovan i formuli ——4 < A), tradi¢n¢ oznacuje jako princip (zdkon)
dvoji negace.

Pokud pfipustime, Ze tento princip je tfeba na zikladé¢ vySe uvedené argumentace
odmitnout, povede to i k odmitnuti dalSiho z principt klasické logiky, totiz tzv. principu
(zdkona) vylouceni tretiho. Ten mlze byt reprezentovan naptiiklad tim, Ze je jako platna
pfijimana formule

Av—A,

Tento princip vlastné tikd, ze pro kazdy vyrok plati, ze je bud’ pravdivy on sam, nebo je
pravdiva jeho negace.

Postoj k t¢émto dvéma tsudkovym formam (resp. k odpovidajicim formulim) je rozcestim,
na kterém se rozchazeji cesty klasické a tzv. intuicionistické logiky. Intuicionistickd logika
totiz uvedené principy odmitd prijmout za platné. Tato logika, kterd se v ramci historie
moderni logiky stala prvni vyzna¢nou (a i v matematickych kruzich vazné branou)
alternativou klasické logiky, se piivodné vyvinula z intuicionistického ptistupu k matematice,
ktery v prvni poloviné dvacatého stoleti prosazoval holandsky matematik L. E. J. Brouwer.
Ten mél za to, ze matematika neni véci zjiStovani néjakych na lidech nezavislych
matematickych skuteCnosti, ale spiSe vytvareni takovych skutecnosti prostiednictvim
rozvijeni specifickych schopnosti lidského ducha. Z toho mu vyplynulo, Ze naptiklad
konstatovat existenci né¢jakého matematického objektu, ktery se dosud nikdo nepokousel
zkonstruovat, prosté¢ nedava smysl. Vyrok, ze takovy objekt existuje, je pravdivy az tehdy,



kdy je tento objekt n¢jakym matematikem skutecné vytvoren; a za nepravdivy jej mizeme
brat jen tehdy, kdy bylo prokazano, ze pfislusny objekt zkonstruovat nelze. V ostatnich
pripadech se — podle Brouwera — takovy existencni vyrok nedd povazovat ani za pravdivy, ani
za nepravdivy. To byl také divod, pro¢ se Brouwer nechtél smifit se zdkonem vylouceni
tietiho.

Axiomaticky systém intuicionistické vyrokové logiky, kterému dal explicitni podobu
Brouwertiv zdk Arendt Heyting, se sklada z deseti axiomu a jediného odvozovaciho pravidla,
téhoz jako v KVL:

(1) A—>(B—A)

(2) (A>(B-C)>((A>B)—>(4—C0))
(3) (AnB)—>4

(4) (ANB)—>B

(5) A—>(B—(4AAB))

(6) A—>(AvB)

(7) B—>(AvB)

(8) (A>CO)>((B—>C)—>((4vB)—C())
(9) (A>B)—>(A—>—B)—>—A)

(10) =A—>(4—B)

7 AaA—B odvod B

Jak se ukazuje, miiZeme z této axiomatizace velice snadno dostat axiomatizaci KVL — pouhou
zdménou axiomu (10) za princip

(10") =—A—A

(10") je silngjsi nez (10) v tom smyslu, ze zatimco v ramci systému KVL je (10) dokazatelny,
v ramci systému intuicionistické vyrokové logiky (10") dokazatelny neni. Intuicionistickou
logiku tedy mizeme vidét jako zeslabeni klasické logiky.

V dikazech, které provadime v ramci intuicionistické logiky, tak mame ponékud omezené
moznosti — nemiizeme se opfit o nékteré principy, které jsou ndm k dispozici, pracujeme-li v
ramci logiky klasické. Jestlize pak i1 s témito omezenimi prokdzeme, ze je né¢jaky usudek
spravny, urcité¢ jsme prokazali, ze je spravny i z pohledu klasické logiky. Obracené to vSak
platit nemusi.

Srovnavani riznych logik je ovSem problematické. Abychom mohli jednoznaéné fici, ze
klasicka logika se s intuicionistickou neshodnou v néazoru na néktery logicky operator,
napiiklad negaci, musime ptredpokladat, ze symbol — intuicionistické logiky (tj.
intuicionistickd negace) ma byt skutecné timtéz operatorem jako symbol — klasické logiky
(klasicka negace). Musime tedy trvat na tom, ze se nejedna o dva rizné operatory (pro které
mame tentyz znak jenom proto, ze jsou si v nékterych ohledech podobné). Podle ¢eho Ize
vSak rozhodnout, zda jde o dvé neslucitelné verze téhoz operatoru, nebo jenom o dva rtizné



operatory, které mohou klidné existovat vedle sebe? Rekneme-li, Ze dva operatory jsou stejné,
jestlize stejné funguji v ramci tsudki, pak prosté viibec nebude davat smysl hovofit o riznych
verzich téhoz operatoru — intuicionisticka a klasicka negace budou riizné operatory, jakmile se
budou byt sebeméné lisit. Nabizi se samoziejmé moznost fici, Ze dva operatory dvou riznych
logik jsou jednom riiznymi verzemi téhoz operatoru, jestlize maji byt oba reglementaci téhoz
vyrazu prirozeného jazyka; avSak naptiklad pravé v ptipad€ negace Ize toto kritérium uplatnit
jenom s velkymi obtizemi, protoze, jak jsme jiz zminili, operator negace nereglementuje
zadny jednoznacné dany prvek prirozeného jazyka, ale spiSe extrahuje néco, co je v
ptirozeném jazyce dosti slozitym lexikalné gramatickym jevem.

To, ze se v intuicionistické logice nepiijimé zédkon vylouceného tiettho mé vyznamny
disledek z pohledu dokazovani. Zatimco v klasické logice se bézné piijima jako uspokojivy
dikaz tzv. dikaz sporem, tj. dikaz, kdy z predpokladu, Ze né&jaky vyrok A4 je pravdivy
dokazeme spor a tim je dokazano, ze je pravdiva negace 4, v intuicionistické logice se takové
dikazy neuznavaji. Jako dikazy se tak berou jen tradi¢ni — konstruktivni — diikazy.

Intuicionisticka logika ma tradi¢né uplatnéni zejména v matematice a je upfednostiiovana
témi matematiky, ktefi kladou na dokazovani v matematice maximalni naroky.
Intuicionistickou logiku je tak mozné brat jak jako alternativni ptistup k logice, ktery pracuje
s odliSnym jazykem (a potazmo s ponékud odliSnou matematikou) tak prosté prosté jako
systém, ktery pracuje se stejnym jazykem jako klasickd logika, ale klade na dokazovani
ponékud piisnéjsi naroky.



