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Kapitola 1

Prehled poznatku

V této kapitole jsou shrnuty vstupni informace, které jsou potiebné pro studium dal-
stho textu.

V prvni ¢asti se zabyvame jednoduchou tlohou — piipadem jednoosé napjatosti,
kterd nastava napriklad v osové zatizenych prutech. Cilem je ukazat vyznam disipacni
nerovnosti pro navrh materialového modelu a soucasné upozornit na nékteré matema-
tické operace, které se pri tom casto pouzivaji.

Ve druhé ¢asti je podrobné analyzovan model elasticity pii prostorové napjatosti.
Dilezity zde neni ani tak fyzikalni obsah, jako spis zpisob, jakym se uplatihuje tenso-
rovy pocet. Postupné jsou probrany ....

1.1 Termodynamika pevnych latek

Uvazujme jednoosou tlohu podle Obr. 1.1. ZkuSebni ty¢ o délce [ a priufezu A je
zatiZena silou F. Méfime téz absolutni (termodynamickou) teplotu T v kelvinech.

Deformace povazujeme za malé, tj. nerozliSujeme mezi vychozi a okamzitou délkou,
[ = Iy, stejné tak prarez zastava priblizné konstantni, A = Ag. Z toho divodu miizeme
snadno definovat napéti

F
= 1.1
o= (1)
a pomérné prodlouzeni
Al

Napéti je zjevné homogenni — v kazdém priifezu stejné — a neni tudiz funkei soutradnic.
Rozlozeni teploty rovnéz predpokladdme homogenni. Pozdéji se na tato zjednoduseni

T
F F

B —— ————

Obr. 1.1: Jednoosa napjatost. Pritez tyce je A, délka [.
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(malé deformace a homogenni pole) omezovat nebudeme, pro zacétek je vSak vyhodné
problém maximalné zjednodusit.

V této chvili jesté nebyl specifikovan material, z néhoz je ty¢ vyrobena, a v tomto
ohledu je naSe tiloha zcela obecna. Obr. 1.1 mize napiiklad znédzornovat valec s plynem
apod.

1.1.1 Prvni zakon termodynamiky

Vnitini energie U predstavuje soucet vSech forem energii obsazenych v tyc¢i. Hustotu
energie, vztazenou na jednotku objemu oznac¢me jako u, tj.

U

u= g [J/m?] (1.3)

Tepelny vykon Q ve wattech definujeme jako kladny, pokud teplo proudi dovniti ma-
teridlu a jako zaporny, pokud je odvadéno ven. Hustota tepelného toku je

Q

i = W/ (1.4
Analogicky pro mechanicky vykon
W
w = v [W/m?] (1.5)
Tento vyraz mizeme jesté upravit
W FI
W=y =g =0t (1.6)

Posledni vzorec je naprosto univerzalni. Pozdéji ukazeme ze plati i ve tfech dimenzich,
pro velké deformace a pro libovolny material. Mtzeme jej proto pouzit jak v mechanice
pevnych latek, tak v mechanice tekutin.

Prvni zakon termodynamiky bilancuje celkovou energii, mechanickou praci a pfri-
vedené teplo
1)

1.1.2 Druhy zakon termodynamiky

Zavedeme entropii S a jeji hustotu n pomoci

n= ; [J/m3K] (1.8)

Zékladni formulaci druhého zdkona prevezmeme z termodynamiky plyni

> (1.9)

N
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Pro obecné nehomogenni rozlozeni teplotniho pole v kontinuu bude pozdéji nutno
tuto formulaci zobecnit. Na tomto misté pouze pripomenme, ze vyskyt rovnitka “="
v predchozi nerovnosti je nutnou podminkou pro to, aby byl termodynamicky déj
vratny. Neni to vSak podminka postacujici.

Funkce u a n, vstupujici do obou bilanci (1.7) a (1.9) museji byt pfedem déany
a urcuji typ materidlu. V dalsi ¢asti ukdzeme, ze identifikace vnitini energie a entropie
vskutku definuje vSechny podstatné materidlové vlastnosti. Tak napriklad Hooketv
zakon, popisujici odezvu pruzného télesa, jednoznacné vyplyva z jisté struktury u a 7.
To se miize zdat na prvni pohled ponékud prekvapujici.

1.1.3 Disipac¢ni nerovnost

Tepelnd verze druhého zdkona termodynamiky (1.9) mize byt nahrazena tzv. disi-
pacni nerovnosti. Ac¢koliv se jedné o ekvivalentni vyjadieni druhého zékona (v tomto
odstavei nebudeme zavadét zadné nové fyzikalni predpoklady), v mechanice kontinua
se s takovou nerovnosti mnohem snaze pracuje.

Uzitim (1.7) nejprve eliminujeme ¢, coz vede k nerovnosti
nr>q¢=1—w (1.10)
Casového piiristku entropie se nyni zbavime obratem zndmym jako Legendreova trans-

formace. Clen na levé strané se doplni na derivaci sou¢inu (podobné jako pfi integraci
per partes)

Wl = (nT) —nT (1.11)
a dosazeni zpét do (1.10) dava po jednoduché tpravé
T 41 >0 — (nT) = (u—nT) (1.12)

Obla zévorka ma fyzikalni rozmér hustoty energie, coz motivuje nasledujici definici

Y :=u—Tn[J/m? (1.13)

13 7

Nové zavedend energie, v, se nazyva Helmholtzova volnd energie. Znaménko “:=
budeme pouzivat ve smyslu “je definovano.”

Findlni tvar disipac¢ni nerovnosti je

T + 1 > (1.14)

Zhruba feCeno, Cast privedené energie za jednotku casu w se v materidlu ulozi ve
formé vyuzitelné energie 1) a zbytek se disipuje. Odvozena nerovnost plné nahrazuje
formulaci (1.9) a v tomto tvaru ji také budeme dale vyuzivat.

1.1.4 Helmholtzova volna energie

Volna energie ¢ je definovina vztahem (1.13). Pro jeji ndzornou interpretaci uvazujme
isotermickou zménu T' = konst. mezi rovnovaznymi stavy 1 a 2. Podle disipa¢ni nerov-
nosti musi platit
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Rozdil energii na pravé strané nas upozoriuje na to, ze ¢ je stavova veli¢ina. M4 smysl
mluvit o ¢ jako o energii pritazené stavu 1 a o 1), pritazené stavu 2. Naopak prace
neni stavova veli¢ina, takze Aw # we—w;. Symbol Aw je tfeba chapat vcelku, pficemz
prislusny integral z w je drahové zavisly.
Ptejdeme nyni k cyklickému (kruhovému) déji 1 — 2 — 1. V priibéhu zatizeni, p¥i
prechodu 1 — 2, plati
Aw, > 1y — 1y (1.16)

Po odlehceni do ptivodniho stavu, 2 — 1, zase mame
Aw, > 11 — 1y (1.17)
Zacazenim obou nerovnosti za sebe
Aw, > 1y — Py > —Aw, (1.18)

Predpokladejme navic, ze pri zatizeni je tfeba dodavat praci, Aw, > 0, a pii odlehcéeni
se ¢ast energie ziska zpét, Aw, < 0. Takové situace napriklad vznikne pii stla¢ovani
a uvolhovani pruziny. Je tedy Aw, = |Aw,| a Aw, = —|Aw,|, a proto

|Aw,| > 1y — 1 > |Aw,| (1.19)

Je vidét, ze z materidlu nemizeme dostat vice energie, nez tam bylo vlozeno, coz neni
jisté nijak prekvapujici. Zajimavéjsi je si uvédomit, ze ¢ hraje roli deformacni energie.
Je to v principu vyuzitelna energie, ktera se rovna vykonané praci pouze tehdy, kdyz
cely proces probéhl idedlné. V opac¢ném piipadé se sice energie neztrati — zachova se
jako vnitini energie — ale nebude jiz plné k dispozici. To je podstata disipace.

Pojem deformacni energie se pouziva v mechanice, pojem Helmholtzovy volné ener-
gie v termodynamice. Pfes terminologickou riznost je fyzikalni obsah téchto pojmi

presné stejny. Jsou to synonyma.

1.1.5 Termoelasticita

Podivejme se nyni na nékteré priklady, které ukazuji, jakym zptisobem se termodyna-
mické zakony vyuzivaji v materidlovém inzenyrstvi.

Necht je stav materialu zkuSebni tyce jednozna¢né popsan dvéma stavovymi veli-
¢inami: pomérnym prodlouzenim € a teplotou 7'. VSechny ostatni veli¢iny, ¢, u, n a o,
budou podle tohoto predpokladu vyjadieny jako funkce dvou nezavisle proménnych e
a T'. Takovy hypoteticky materiadl nazyvame termoelastickym.

Diky specialni struktuie materialovych funkci, lze jejich ¢asové derivace provést
podle pravidla pro derivovani slozené funkce. Pro volnou energii (¢, T) napiiklad

plati
L0y, Oy
= — —T 1.2
¥ o - oT (1.20)
Tento vyraz dosadime do disipa¢ni nerovnosti (1.14)

. P .
0T 41 > —¢+ =T (1.21)
€
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Podle (1.6) je w = o¢, ¢imz lze predchozi vztah prevést na

o\ o\ .
_<77+8—T>T+<U_E>620 (1.22)

Ukazeme, 7e pro splnéni pravé odvozené podminky je nezbytné, aby byly obé zavorky
nulové, tj.

_ o
a soucasné
_ 9y
N (1.24)

Tim jsme ziskali dva velmi dilezité konstitutivni vztahy. Disipac¢ni nerovnost je splnéna

13 ”

trividlné se znaménkem “=".

Diikaz se opirda o podobné argumenty, jako odvozeni metody Lagrangeovych mul-
tiplikdtori. Podminka (1.22) plati obecné, musi tudiz platit i ve specidlnim pripadé
T = 0. Potom

f(e,T)éE>0 (1.25)

kdyz jsme oznacili

f(e,T):=0— aa—f (1.26)

Pokud by f nebyla nulova, nastala by jedna z nasledujicich moznosti
f>0=€é>0 nebo f<0=¢€<0 (1.27)

Podle predpokladu vSak f nezavisi na casové derivaci €, kterd muze byt volena libo-
volné. To vede ke sporu — kdyby napiiklad byla v jistém stavu f(e, ') > 0, mohli
bychom pfi konstantni teploté deformaci zmensit, é < 0, coz by v (1.27) porusilo prvni
pozadavek. Proto f = 0 a plati (1.23). Analogicky se prokaze platnost (1.24).

Nakonec miizeme vypocitat sdélené teplo. Z definice (1.13) nejprve uré¢ime vnitini
energii a tu derivujeme podle casu

0 o . .
U = (1/)+Tn)':a—1fé+a—¥T+Tn+Tf7 (1.28)

Vzhledem k (1.24) se prostiedni dva ¢leny zrusi a pomoci (1.23) vyjde
i = ot + T =+ T (1.29)

Porovnani se zakladni formulaci prvniho zdkona termodynamiky (1.7) vede k vysledku
¢ = Tn, a tudiz pro tento model plati

(1.30)

=7
T

To je ovSem (1.9) se znaménkem “=" takze v tomto smyslu se jedna o idealni proces.
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Na zavér jesté jednou zrekapitulujeme hlavni rovnice materidlového modelu termo-
elasticity. Predpokladame, ze existuje deformacni energie s vlastnostmi

_ %

EW(G,T) = 0= 86’ 77——8T

(1.31)
Ptenos tepla se urci ze vzorce
q=1T7 (1.32)

Funkci (e, T') je nutné navrhnout ve shodé s experimentem. O tom pojednava dalsi
odstavec.

1.1.6 Duhameliv-Neumannuv model

Nejjednodussi pojeti termoeleasticity vychazi z toho, ze celkové pretvoreni je dano
souc¢tem deformace od napéti a teplotni dilatace

€ = % + AT (1.33)

Modul pruznosti E a soucinitel délkové roztaznosti a budeme povazovat za konstantni.
Teplotni rozdil
AT =T — T, (1.34)

je vztazen k teploté okoli Ty, napt. Ty = 300 K. Vyjadirenim napéti ziskame Duhamel-
twv-Neumanniuv model materidlu

o= E(e —aAT) (1.35)

Jak dalece je tento model kompatibilni se vztahy (1.23), (1.24) a (1.30)7

Integraci napéti podle deformace urcime deformacni energii
W(e,T) = %EEZ _ EaATe + f(T) (1.36)
kde f(T) je libovolna funkce teploty. Entropie plyne z (1.24) jako
n(e,T) = —== = Fae — —= (1.37)

Ze vztahu (1.30) dostaneme sdélené teplo

q 77 Qe *
C 7 . ] ; l. 9

Jelikoz f(T') byla libovolné funkce, ziistava i ¢(T') prozatim neurcena. Pro penos tepla
tak dostavame

¢ =aTFé+cT (1.40)




1.1. TERMODYNAMIKA PEVNYCH LATEK 9

Prvni ¢len predstavuje tzv. termomechanickou vazbu. Je to mnozstvi tepla generované
¢i pohlcené deformovanim kontinua pri konstantni teploté. Tak napriklad pri zatizeni
tlakem je ¢ < 0 a nemé-li dojit k ohfevu (T = 0), teplo je zapotiebi odvadét ven. Pri
zatizeni tahem by naopak bylo nutné teplo privadét.

Vsimnéme si jesté parametru c. Evidentné se jednd o soucinitel tepelné kapacity.
Ackoliv jsme povazovali E' a « za konstantni, vysledek (1.39) naznacuje, Ze ¢ je funkci
teploty. Vstupni predpoklady jisté nebyly zcela presné, presto vSak muzeme usoudit,

v/

ze tepelna kapacita bude mnohem citlivéjsi na zménu teploty nez na zménu deformace
¢i napéti. To se skutecné experimentalné potvrzuje, takze u pevnych latek vétsinou
nerozliSujeme mezi ¢, a c,.

Priklad

Uvazujme isotermickou tahovou zkousku a zatizeni 100 MPa. Potom
Ag=aTEAe = aTAc ~ 107" x 300 x 100 x 10° = 3 x 10° [J/m?]

Pretvarna prace je

1 o? (108)2

= 0= or =55 < gn = 025 ¥ 10° [J/m?]

Vynalozend prace je priblizné desekrat mensi nez sdélené teplo!

1.1.7 Cviceni
1. Odvodte (1.23) z podminky (1.22).
2. Uvazujme Duhameliv-Neumanntiv model s konstantnimi parametry «, F a c.

(a) Dokazte
T
n(e,T) = aFEe+ cln T

kde T, je referenc¢ni teplota, pti niz n(0,7,) = 0.

(b) Urcete ne — n1 a ukazte, ze tento rozdil nezavisi na volbé T,.

3. Dosadte o = 107° 1/K, E = 2 x 10° MPa, ¢, = 500 J/kgK a p = 8000 kg/m?.
Vypocitejte zménu entropie a porovnejte vysledky pii téchto procesech:

(a) Ohfev volné tyce z 20° C na 100° C.

(b) Isotermické zatizeni napétim z nuly na 100 MPa.
4. Zvolme T, = Ty a uvazujme isotermicky déj T' = Tj.

(a) Urcete 1(€) n(e) a u(e).
(b) Zakreslete grafy funkei ¢(¢€), Ton(e) a u(e).
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1.2 Tensorovy tvar modelt elasticity

...Prejdeme nyni k prostorove napjatosti. I tentokrat budeme predpokladat existenci
deformacni energie, avsak pri isotermickem zatizen T" = konst, Hustota energie bude
zaviset na vsech slozkach tensoru deformace. ..

1.2.1 Cviceni

1

Je dana realnd matice
Un Ui
Ul =
vl [Um U22]

(a) Urcete vlastni ¢isla A\, Ay jako funkce Uiy, Uja, Usy a Uss.

(b) Dokazte, ze pokud [U] je symetrickd, jsou tato ¢isla redlna.

Ukazte, ze modalni matice typu 3 x 3 je ortonormalni

Presvédcéte se o tom roznasobenim a vyuzitim faktu, ze vlastni vektory tvori
ortonormalni systém.

Dokazte, ze positivné definitni matice ma kladna vlastni ¢isla a obracené, tj.
[U] sym+def < Mg >0
Navod: pouzijte spektralni rozklad.

Necht matice [U] a [V] reprezentuji tensory druhého fadu. Ukazte, Ze jejich soucin

se rovnéz transformuje jako tensor druhého radu.



Kapitola 2

Kinematika

Zékladni kinematické velic¢iny, popisujici deformaci kontinua, vyplyvaji z Obr. 2.1.
Libovolna castice X se v case t premisti do nové pozice x vektorem posunuti u. Je

tedy
)

Priivodi¢ X € Qg se nazyva materidlovy bod (té7 Castice), zatimco x € R? je bod
prostoru. Oba privodice umoznuji zavést dva typy soutadnic: materialové souradnice
X; (Lagrangeovy) a prostorové souradnice x; (Eulerovy) . VSechny soufadnice budeme
vztahovat ke spolec¢né kartézské vektorové bazi.

Kinematicky rozbor je v rdmci této kapitoly rozdélen na dvé ¢asti. V prvni ¢asti je
vysvétlen Lagrangeiv popis. Pro néj je typické zavedeni dvou mnozin: pevné zvolené
referen¢ni oblasti €2 a pretvorené oblasti (2;. Pfetvorena oblast je proménnd a obsahuje
v Case t tytéz materidlové ¢astice jako referenéni oblast na pocatku, ¢t = 0. Eulerovsky
popis je naopak charakterizovan tim, ze se v prostoru pevné zvoli kontrolni objem 2,
ktery oviem bude v riiznych ¢asech obsahovat rtizné ¢astice. Ulohu nebudeme linea-
rizovat ani jinak zjednodusovat, tj. deformaci kontinua budeme obecné povazovat za
velkou. Za tohoto predpokladu jsou oba kinematické pristupy zcela rovnocenné.

t=20 t
X27x2

Xlaxl

X3, 3

Obr. 2.1: Pretvoreni kontinua.

11
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Obr. 2.2: Regularnost deformace.
2.1 Lagrangeuv popis
V Lagrangeovském (materidlovém) pojeti jsou vSechna fyzikalni pole definovana vzhle-

dem k g jako funkce soutadnic X;. Priméarni veli¢inou je pole posunuti u(X,t), které
prostiednictvim (2.1) zavadi funkei

x =X +u(X,t) = x(X,1) (2.2)
s pocatecni podminkou
x(X,0) =X (2.3)
Tato funkce mapuje v libovolném case t oblast €2y na €2, neboli
Xy = (2.4)
Znaménko ’'=:" bylo i zde pouzito ve vyznamu definice.

Predstavme si nyni, ze jsou v y dany dva rizné body X4 # Xpg. Podle Obr. 2.2
se tyto body zobrazi na jiné dva body x4, xp € €);. Predpokladame-li, ze dvé rizné
materialové Castice nemohou v tomtéz case zaujmout stejné misto v prostoru, bude
x4 # xp. Jak je vidét z Obr. 2.2, kazdému X Ize pak jednoznac¢né priradit x a obracené.
Zobrazeni x je tudiz regularni a existuje inverze

X7 = Qo (2.5)
Ziejmé muzeme psat
X = Xﬁl(Xa t) (26)

Odtud mimo jiné vyplyva, ze kazdé fyzikalni pole muze byt vyjadieno jako funkce
argumentu Xj, ¢, stejné jako x;,t. V tomto smyslu jsou Lagrangetiv a Eulertv popis
ekvivalentni. Zobrazeni (2.4) a (2.5) budeme pokladat za diferencovatelna.

2.1.1 Cvicéeni

1. Zadany jsou tyto vztahy pro posunuti

UI(XI,XQ,t) = kXQt
up( X1, Xo,t) = 0
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kde £ je realné cislo.

(a) Zakreslete deformaci jednotkové oblasti Qo = (0,1) x (0,1).

(b) Uréete x~! a dokaZte regularnost.

2. Dokazte, ze gradient posunuti je tensor druhého radu.
Néavod: Dokazte [2'] = [A][z][A]*.

3. Uvazujme 2D tlohu rovinné deformace. Necht € = 0 v . (K takové situaci by
napt. doslo, kdybychom v linedrni mechanice vysetfovali pohyb volného, silami
nezatizeného télesa.)

(a) Urcete uy(Xy, Xo,t) a ug(Xy, Xo, ).
(b) V jakém smyslu nalezené feseni odpovida pohybu télesa jako tuhého celku?

¢) Pro vypoétené pole pOSLlIllltf urc¢ete Greentuv-Lagrangeuv tensor deformace
g g
a ukaite, Ze e 7£ 0.

4. Dokazte, ze Cauchytiv-Greentiv deformacni tensor je symetricky a positivné de-
finitni.

5. Vime, ze existuje pravostranny rozklad deformac¢niho gradientu F = RU. Tento
rozklad je jednoznac¢ny. Dokazte

F=VR, kde V=RUR"
rovnéz jednoznacné.
6. Pocitejte F = RU rozklad pro Ptiklad 1 a Priklad 2.

7. Provedte F = RU rozklad pro Cviceni 3.

2.2 FEuleruv popis

jkasdhkjdh

2.2.1 Cviceni
1. V Pfikladu 3 dosadte ¢ = wt.

(a) Urcete Lagrangeovské a Eulerovské vyjadieni slozek vektoru rychlosti tak,
aby
V(XZ, t) = V(l‘j, t)

(b) Vypocitejte dostiedivé zrychleni jako materidlovou derivaci

a=v=—wx
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2. Dokazte jednoznacnost rozkladu tensoru na symetrickou a antisymetrickou ¢ast

L=D+W

3. Pocitejte €, L a D pro Priklad 0 a zakreslete pribéhy funkei ex2(t) a Das(t) do
jednoho grafu. Porovnejte vysledky.

4. V Prikladu 2 dosadte tany = kt, pocitejte L, D, W, é a pro tento priklad ukazte

W#£0, é=F'DF



Kapitola 3

Zakony mechaniky kontinua

3.1 Zakon zachovani hmotnosti

3.1.1 Cviceni
1. V Prikladu 0 je jacobian J = 1+ bt a rychlostni pole
{ 2at } 2at
vV = = bxg —ct

bXs + 2ct 2ct
? 1o o C

kde a, b a ¢ jsou redlna cisla.

(a) Vypocitejte divv a Divv. Pro¢ se vysledky lisi?

(b) Dosadte vypoctenou divergenci do rovnice kontinuity
p+ pdivv =0

a integrujte s pocatecni podminkou

(c) Ziskané feSeni porovnejte s vzorcem Jp = py.

3.2 Zakon zachovani hybnosti

3.2.1 Cviéeni

1. Dokazte, ze Cauchyho napéti je tensor druhého radu.
Néavod: Dokazte [0'] = [A][o][A]".

2. Zatizeni od vlastni tihy je dano integralem:

gravitacni sila = / pgdV
v

15



16 KAPITOLA 3. ZAKONY MECHANIKY KONTINUA

Identifikujte objemové sily b a B. Jaky to méa disledek pro vypocet odpovidajici
pravé strany v MKP?

3. Je dan Cauchyho tensor napéti

| 011 012
o= | o o]
21 022

a deformace podle Prikladu 1. Uréete 1. Pioluv-Kirchhoffiv tensor napéti.

3.3 Zakon zachovani momentu hybnosti

3.4 Zakon zachovani energie

3.4.1 Cviceni

1. Uvazujme stacionarni déj x = 0, &« = 0 a D = 0. Predpokladejme platnost
Fourierova vztahu

h = —-)AgradT , )\ = konst.

Ukazte, ze rovnice vedeni tepla prechazi v Laplaceovu rovnici

V2T =0
2. Je dan Cauchyho tensor napéti
[a] _ 011 012
021 022

a deformace podle Piikladu 1. Urcete 2. Pioltv-Kirchhoffiv tensor napéti. Po-
rovnejte S a P.

3. Dokazte, ze {P,F} jsou energeticky konjugované tensory, tj.

/a:DdV — [ p.Fay,
;

Vo

3.5 Clausiova-Duhemova nerovnost



Kapitola 4

Zakladni tlohy mechaniky

4.1 Mechanika pevnych latek

4.1.1 Cviceni

1. V Prikladu 0 je jacobian J = 1+ bt a rychlostni pole

2at
v = 2al = Ty — ct?
T bXy 42t [ ) p22 + 2ct

1+ bt

kde a, b a ¢ jsou realna cisla.

(a) Vypocitejte divv a Divv. Pro¢ se vysledky lisi?

(b) Dosadte vypoctenou divergenci do rovnice kontinuity
p+ pdivv =0
a integrujte s pocatecni podminkou
t=0: p=po

(c) Ziskané feSeni porovnejte s vzorcem Jp = py.

4.2 Mechanika tekutin

17



Priloha A

Pouzita matematika

A.1 Spektralni rozklad

Véta: Necht U je realna, symetrickd matice fadu n. Této matici prisluseji
realnd vlastni ¢isla Ay, £ = 1,2,...,n a realné vlastni vektory ¢,. O nich
budeme predpokladat, Zze jsou ortonormaélni, tj. cpiTcpj = 0;;, kde ¢;; je
Kroneckertiv symbol. Vyjadieni

U= Mol (A1)

k=1

nazyvame spektralnim rozkladem matice U. Alternativné mizeme psat
U=3®Ad" (A.2)

kde jsme zavedli ortonormalni modalni matici ® slozenou po sloupcich
z vlastnich vektort

e=[p @], =0T (A.3)
a diagonalni matici vlastnich c¢isel

Dtukaz: Problém vlastnich ¢isel prepiSseme do maticového tvaru
U® = [Up, Up, --- Up, | =[lip; Loy -+ App,] = PA (A.5)

JelikoZ ¢, tvoii ortonormalni systém, je ®7'® = I, neboli ® ' = ®” a z (A.5) ihned
plyne U = ®AP”. Zapisy (A.1) a (A.2) jsou ekvivalentni, jak se Ize snadno presvédéit
roznasobenim maticového vyrazu (A.2).

Poznamka: Véta o spektralnim rozkladu ma predevsim teoreticky vyznam, nebot
usnadnuje fadu diikazii a odvozeni. Z praktického hlediska se snazime vypoctu vlast-
nich ¢isel, jako numericky dosti ndkladné operaci, spise vyhnout. Pokud je to presto ne-
zbytné, davame prednost numerickym metodam, zejména Jacobiho metode, viz napft.
[1]. Pro matice fadu 3 a vyssiho je tento postup rychlejsi nez analytické feSeni a pro
matice typu 2 X 2 je pracnost srovnatelna.
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A.2 Odmocnina matice

Véta: Méjme symetrickou, positivné definitni matici C. Potom existuje
rovnéz symetrickd a positivné definitni matice U takova, ze UU = C.
Struc¢né piseme

c=U? U=V/C (A.6)

Vypocet odmocniny je jednoznacny.

Priklad: Popsana operace se snadno aplikuje na diagonalni matice.

9 0 30 . -3 0
C—[O 4] :>U—l0 Q]avsakU;«é[ 0 2]

Pozadované vlastnosti C jsou tudiz nezbytné proto, aby se dala odmocnina viibec
provést, zatimco predpoklady kladené na U zajistuji jednoznacnost vysledku.

Existence: Diikaz existence je mozno spojit s popisem algoritmu vypoctu.

1. Vypocteme vlastni ¢isla py a vlastni vektory ¢, matice C.

2. Jelikoz C je positivné definitni, jsou vSechna vlastni ¢isla kladnd a mizeme je
odmocnit: Ay = /r > 0. Sestrojime modalni matici z vlastnich vektori C
a diagonalni matici odmocnin vlastnich c¢isel

®=[p, 0 v ], A=diaglh Ay -0 N (A.7)

3. Definujeme
U= ®AD” (A.8)

Takto ziskana matice je urcena svym spektralnim rozkladem. Z néj vyplyva, ze U je
symetrickd a positivné definitni (jeji vlastni ¢isla A\, > 0). Jelikoz

A? = AA = diag\] ) - A7) = diag[u po oo g (A.9)
mame pro C spektralni vyjadreni
C = ®A?®7 (A.10)

Soucasné

U? = AP PADPT = A DT (A.11)
Je tedy U? = C.
Jednoznacnost: Oznacme jako U libovolnou matici splnujici podminky véty o od-
mocniné. Pro kazdé vlastni ¢islo 1 a odpovidajici vliastni vektor ¢ matice C je splnéno

(U+veD)(U - ul)p = (U° — ul)p = (C — pl)p = 0 (A12)
Oznagime-li x = (U — V1 I)p, musi platit

(U+/uD)x=0 (A.13)
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To je mozné jediné tehdy, kdyz budto x = 0 anebo —,/i je vlastni ¢islo U. Druha
moznost neprichazi v tvahu, protoze positivné definitni matice nemiize mit zaporné
vlastni ¢islo. Zbyva

x=(U-uDe=0 (A.14)
Odtud plyne, Ze /1, ¢ jsou vlastni ¢islo a vlastni vektor U. V tom pripadé vsak Ize

matici U vyjadrit pomoci spektralniho rozkladu ve tvaru (A.8), takze U = U. Tento
elegantni dikaz byl pfedlozen Stephensonem [3].
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