Modalni logika

Nejbéznéjsim vyrokovym modifikatorem, se kterym se setkdvame v piirozeném jazyce je
negace. Operator negace je jednim z kliCovych ,,spojek* klasické logiky. Bézné se ovSem
v pfirozeném jazyce setkdvame se spoustou dalSich vyrokovych modifikatort. S jejich
pomoci mizeme vytvorit vyroky jako

V1 Jemozné, ze Aristotelés obdivoval Kleopatru,

V2 Jeznamo, ze Aristotelés obdivoval Kleopatru,

V3  Je pravdépodobné, Ze Aristotelés obdivoval Kleopatru,
V4  Je dojemné, Ze Aristotelés obdivoval Kleopatru,

ale tfeba i vyroky, kde se za modifikatorem nachazi slozeny vyrok jako
V5 Je mozné, ze Aristotelés obdivoval Kleopatru a Kleopatra obdivovala Aristotela,
nebo vyroky, ve kterych je zfetézeno vice modifikatort jako

V6 Je mozné, ze je pravdepodobné, ze Aristotelés obdivoval Kleopatru a Kleopatra
obdivovala Aristotela.

Zakladatel moderni logiky Gottlob Frege byl toho ndzoru, ze k posuzovani spravnosti tasudka
vysta¢ime s uvazovanim o extenzich jazykovych vyrazii. To se ovSem zda v ramci logiky,
ktera ptipusti vyrokové modifikatory (operatory) vyse zminéného druhu, tj. takové jimz
neodpovidaji pravdivostni funkce, neudrzitelné. Pro vyjadieni, ktera jsou vytvoiena s jejich
pomoci, totiz zjevné neplati princip, ktery tikd, ze nahradime-li ve slozeném vyroku vyrok,
ktery je jeho slozkou, jinym vyrokem se stejnou pravdivostni hodnotu, pravdivostni hodnota
slozené¢ho vyroku se nezméni.

Ptipomeneme-li si, co jsme tekli o extenzich vyrazi (to jest o designatech, kterymi jsou
opatfeny vyrazy jazyka klasické logiky — extenzi jména je jim pojmenovavany predmét,
extenzi predikatu mnozina predmétt, které pod néj spadaji, a extenzi vyroku jeho
pravdivostni hodnota), mizeme fici, Ze klasicka logika spliuje princip extenzionality:

Ptredpokladame-li, Ze vyznam slozené¢ho vyrazu je jednozna¢né uréen vyznamy jeho
¢asti (tzv. princip kompozicionality), ma tento princip za disledek to, ze nahradime-li ve
slozeném vyrazu vyraz, ktery je jeho slozkou, jinym vyrazem se stejnou extenzi, extenze
slozené¢ho vyrazu se nezméni.

Podivejme se ale nyni na modifikovany vyrok:

V7  Neni mozné (aby bylo pravda), zZe Vaclav Klaus spolkl dospélého slona.



Patrné se shodneme na tom, zZe jde o pravdivy vyrok. Pfijméme nyni ptirozeny predpoklad, ze
jeho slozkou je vyrok Vaclav Klaus spolkl dospélého slona, a zkusme nyni tento vyrok
nahradit vyrokem, ktery ma stejnou extenzi — totiz hodnotu nepravda — Liberec je vétsi nez
Plzen. Vysledkem takového nahrazeni bude vyrok:

V8  Neni mozné (aby bylo pravda), Ze Liberec je vétsi nez Plzen.

Tento vyrok je ale o¢ividné nepravdivy. To, ze Liberec co do velikosti predstihne Plzen, sice
muze byt nepravdépodobné, ale jist¢ to mozné je. Zjevné tedy stojime pted volbou: bud’
odmitneme pfijmout vyroky modifikované pomoci jinych modifikatord, nez je negace
(pfipadné ony dalsi tfi extenzionalni), do logického diskurzu nebo odmitneme obecnou
platnost principu extenzionality. Cast modernich logikil, zvl4sté téch orientovanych na
matematiku, zvolila prvni moznost. Jind ¢ast se vSak postupné priklonila k té druhé moznosti
— totiz k presvédceni, Ze stoji za to budovat logické systémy, ve kterych princip extenzionality
obecn¢ neplati.

Prostfednictvim takovych logik se samoziejmé dostavame za hranice logiky klasické;
neextenzionalni logiky jsou tedy logikami neklasickymi. Avsak klasicka logika neni
charakterizovdna jenom svou extenzionalitou. Chapeme-li princip extenzionality tak, ze o
vyrocich konstatuje pouze to, Ze vyroky designuji pravdivostni hodnoty, pak k tomu musime
dodat, ze tyto hodnoty jsou pravé dvé: pravda a nepravda. (Lze totiz uvazovat i o logikach,
které nékterym vyrokim nepfifazuji ani jednu z téchto hodnot.) Princip, ktery postuluje, Ze
vyrok mize mit jen hodnotu pravda ¢i nepravda, se obvykle oznacuje jako princip bivalence
(dvouhodnotovosti): Kazdy vyrok je bud’to pravdivy nebo nepravdivy.

Neklasické logiky tedy v typickém piipadé porusuji bud’to princip extenzionality nebo princip
bivalence.

Nazor, ze je smysluplné budovat logické systémy, které by umoziovaly zachytit logické
vlastnosti vyroki utvofenych pomoci neextenzionalnich operatort, dnes pfinejmensim mezi
filosoficky orientovanymi logiky vyrazné¢ dominuje. Ma ostatné¢ v d¢jinach logiky nikoli
nevyznamnou tradici. Logické vlastnosti nékterych z téchto vyrokovych modifikétort se totiz
staly predmétem logickych zkoumani uz na samém usvitu déjin logiky — v antice. Oznaceni
téchto zkoumani je odvozeno z toho, ze vyrokové modifikatory, které se nevejdou do ramce
klasické logiky, muzeme cCasto vidét jako jistym zplsobem 'kvalifikujici' pravdivostni
hodnotu vyroku, ktery modifikuji — ftikaji jakym zpiisobem je pravdivy, naptiklad nutne,
mozna, jasné, podle nékoho apod. A protoze latinskym vyrazem pro zpuisob je modus, zacalo
se logice takovych modifikatorti, zejména logice nutnosti a moznosti, fikat logika modalni.
Prvni zndmé tivahy v rdmci zapadni tradice logiky, které ocividné vychdzeji z nazoru, ze
modalni vyroky predstavuji legitimni predmét logickych zkoumani, 1ze nalézt uz u Aristotela.
Ten se v Prvnich analytikach (8-22) zabyva sudky, v nichz se modalni vyroky vyskytuji. I
kdyz jeho tvahy vtéto oblasti jsou zatizené mnoha nejednoznacnostmi a vedou k



argumentaci, ktera je kritizovana jako pochybna, je ziejmé, Ze Aristotelés povazuje rozbor
logickych vlastnosti modalnich vyrokli za téma hodné soustavné pozornosti. Stejné jako
vétSina jeho nasledovnikll se Aristotelés soustfed’uje na vyroky utvoiené pomoci modifikatort
je nutne, Ze ... a je mozné, Ze ... (pripadné modifikatoru je nahodilé, zZe ...). Aristoteliv pokus o
vytvoreni teorie modalnich sylogismt tak mizeme povazovat za zakladatelsky pocin na poli
modalni logiky. Ve stfedovéké logice se pak muzeme setkat i sivahami o logickych
vlastnostech dalSich neextenzionalnich modifikatort.

Termin modalni logika se v d&jinach logiky ani dnes nepouziva zcela jednoznacné.
V uz$im smyslu se jim rozumi pouze logika nutnosti a moznosti, v §ir§im slova smyslu pod
tento termin spadaji i teorie zaméfené na logické zkoumani jinych neextenzionalnich
modifikatord, ptipadné i neextenziolnalnich operatori jinych nez jsou modifikatory. Tak tieba
na vyroky utvotfené pomoci modifikatort jako je zmdmo, Ze ..., neni znamo, zda..., je
prokazano, ze ... nebo osoba x je presvédcena, ze ... se zamétuje tzv. epistemicka logika. Na
vyroky utvorené¢ pomoci modifikatorti jako je prikdzano, aby ..., je zakazano, aby ..., je
dovoleno, aby ... se soustieduje logika deonticka (z teckého slova deontos — Zadouct,
povinné). Vyrokim, kde roli modifikatorii hraji obraty jako v minulosti bylo pravda, ze ...,
v budoucnu bude pravda ze ..., vidy bylo pravda, zZe ..., se vénuje temporalni logika.
Vyrokim, kde roli modifikatora hraji obraty jako je dobre, Ze ..., je Spatné, Ze ... se vénuje
hodnotova logika. V rdmci tohoto SirSitho pojeti se modalni logika v uzsim slova smyslu
obvykle oznacuje jako aletickda modalni logika.

Moderni modalni logika se zacala formovat ve druhém desetileti 20. stoleti. Za jejiho
zakladatele je povazovan americky logik Clarence Irving Lewis a za knihu, kde byl
prezentovan prvni moderni systém modalni logiky, je povazovan jeho Prehled symbolické
logiky (Survey of Symbolic Logic). Lewisovym primarnim cilem ovSem nebylo nabidnout
teorii modalnich vyrokt. Pivodné mu S$lo o to, aby dal logiklim k dispozici implikaci, ktera
bude 'lepsi' nez ta klasicka. Takze pfesto, ze modalni logika vypada jako rozsireni klasické
logiky, jeji moderni verze se zrodila ptredevsim z Usili o revizi resp. modifikaci této logiky.

Podle Lewise neni klasicka logika tak, jak byla kodifikovana v Russellové a Whiteheadové
prikopnickém dile Principia mathematica (1910-1913), uspokojiva. Pokud ma totiz logika
slouzit jako obecna teorie odiivodiiovani, pak musi byt schopna adekvatné reglementovat
tvrzeni, kterd hraji v rdmci odivodnovani ustfedni roli, tj. tvrzeni tvaru Jestlize A, pak B. A
zpisob, jakym to €ini klasickd logika, vede, jak jsme vidéli, k disledkim, které se zdaji byt
paradoxni. Formule jako A — (B — A) - pravda je implikovana ¢imkoli, A - (—A — B) —
nepravda implikuje cokoli, jsou nékdy oznaCovany jako paradoxy materialni implikace.

Z téchto duvodi se Lewis pokusil zavést do logického jazyka novy symbol, ktery by
umoznil reglementovat tvrzeni o tom, Ze z jednoho vyroku vyplyva druhy (¢i Ze jedna
skutecnost ma za disledek jinou) adekvatnéji, tj. ve vétSim souladu s tim, jak je skutecné
pouzivame. Jde mu o to nabidnout takovou reglementaci, ktera bude respektovat uz zminénou
skutecnost, Ze v argumentaci, kterou bereme jako prikaznou, pouzivime podminkova tvrzeni
takika vyhradné tehdy, je-li mezi vyroky, které jej tvori, néjaka uzsi souvislost.

Lewis postupuje tak, ze buduje kalkul, ktery v podobé axiomi shrnuje principy, které
charakterizuji logické vlastnosti onoho nového dvojmistného operatoru. Jako oznaceni pro



svou adekvatngj$i implikaci voli symbol —, kterému ftika prisna implikace (strict

implication), coz se do ¢estiny tradicné preklada jako strikini implikace. Jazyk jeho systému

ovsem vychazi z jazyka KVL, v némz je symbol — nahrazen uz zminénym symbolem —% .
Axiomy, ze kterych Lewis vychézi, jsou nasledujici:

I. AAB)—= (BAA)

2. (AAB)— A4

3. A= (AnA)

4. (UAB)AC)—=Z (AA(BAQC)

5. A— ——4A

6. (A=Z=BAB=Z20)FA4—=20

Tyto axiomy vSak podle Lewise nezachycuji fungovani striktni implikace vycerpavajicim
zpisobem. OvSem s formulovanim dalSich axiomt, které by mezeru zaplnily, mél Lewis
potize, které vyftesil tim, ze si pomohl dal§im operatorem zpoza hranic klasické logiky — totiz
operatorem, ktery nejpiimocareji odpovida slovnimu obratu je mozné, Ze (aby).... Pro tento
operator se pouziva symbol ¢. S jeho pomoci Lewis formuloval dal§i dva axiomy, které jeho
axiomaticky systém zkompletovaly:

7. —04 =% —A
8. (4= B)—=2 (=0B = —04))

Formulace tohoto systému jakozto axiomatického systému je dokoncena pomoci péti
odvozovacich pravidel.

Lewis je pfesvédcen, ze operator moznosti s operatorem striktni implikace uzce souvisi.
Pfipomenme, ze podle Lewise ndm jako pravdivé vyroky tvaru 4 — B maji vyjit pouze ty,
vnichz je mezi pravdivostni hodnotami vyrokli v antecedentu a konsekventu néjaka
souvislost. To odpovida faktu, Ze spojeni jestlize ..., pak ... pouzivame ke spojeni dvou vyrokt
tehdy, kdyz nejenze aktudlné nenastava situace, kdy prvni je pravdivy a druhy nepravdivy, ale
kdyz takové situace nastat nemaiize.

Pti tomto chapani se na podminkové vyroky vlastné divame jako na vyroky, které¢ obsahuji
modalni modifikator. Vyrok

V9  Jestlize prsi, pak je mokro
je mozno parafrazovat jako

V10 Nemiize prset a nebyt mokro.



A Lewis soudi, ze pravé takto je tfeba vyznam implikativnich vyroka skute¢né chapat.
Dochazi tak vlastné k zavéru, ze podminkové vyroky jako je V9 jsou skrytymi modalnimi
vyroky. Parafrazujeme-li V10 tak, aby se jeho struktura stala jest¢ zjevnéjsi, dostaneme vyrok

V11 Neni pravda, Ze je mozné, aby prselo a nebylo mokro.

V ném rozpoznavame vedle spojky a jeden klasicky vyrokovy modifikator — negaci, a jeden
modalni modifikator — uz zminény modifikator je mozné, ze (aby) ..., pro jehoz reglementaci
uz mame symbol 9.

Pomoci jazyka Lewisovy logiky tak miizeme V9 alternativné reglementovat bud’ jako

VRO P—=M

nebo jako

VR9* —O(P A —M)

Snadno nahlédneme, ze krok k alternativni reglementaci, ktery jsme ucinili, kdyz jsme od
VRO piesli k VR9*, mizeme ucinit pro kazdou formuli obsahujici symbol pro striktni
implikaci. To se samoziejmé tykd i axiomi Lewisova systému. Ten se takovymto krokem
vlastné méni na systém, ktery spiSe nez logické chovani bézného spojeni jestlize ..., pak ...
charakterizuje logické chovani vyrokového modifikatoru je mozné, Ze .... Jde tedy o systém
aletické modalni logiky.

Jaké misto ma v tomto systému druhy ze zakladnich aletickych modifikator, modifikator
je nutne, Ze ...7? Lewis vychdazi z predpokladu (o néjz se ve svych ivahach opiral uz Aristotelés
a ktery nezpochybiiuji ani jeho nasledovnici), Ze mezi obéma aletickymi modalitami je
podstatnd vyznamova (a potazmo logickd) souvislost, kterd ndm kazdy vyrok utvofeny
pomoci jednoho z nich umoziiuje parafrazovat pomoci toho druhého. Je totiz zfejmé, ze vyrok
tvaru

Je nutné, ze A

fika v podstaté totéz jako vyrok
Neni mozné, zZe ne-A,

a obdobn¢ vyrok tvaru
Je mozné, Ze A

lze beze zmény vyznamu parafrazovat vyrokem



Neni nutné, Ze ne-A

Na zéaklad¢ tohoto predpokladu miizeme do jazyka Lewisova logického systému doplnit novy
symbol O, kterym reglementujeme modifikator je nutné, Ze ... a jehoz fungovani mizeme
definovat pomoci uz zavedenych symbolii:

mZ| =def —0—4

Pokud bychom jako vychozi vzali modifikdtor nutnosti, mohli bychom samoziejmé naopak
definovat modifikator moznosti

0A4 =def ™ 0—4

Vedle téchto dvou operatorti se jesté nékdy zavadi symbol odpovidajici modifikatoru je
nahodilé, zda (Ze) .... Plati ptitom, Ze vyrok 4 je nahodily (kontingentni) tehdy, je-li pravda
04 a zéaroven neni pravda 04. Plati, ze je-li uréity vyrok kontingentni, je kontingentni i jeho
negace.

Zavedeni symbolu pro modifikator nutnosti ndm umoziiuje jednodussi prepis formuli
Lewisova systému logiky striktni implikace do jazyka modalni logiky. VySe jsme vidéli, ze
ekvivalentnim vyjadienim striktni implikace

A— B
je

Protoze, jak se d4 snadno ukdzat (nejjednoduseji sestrojenim ptislusnych pravdivostnich
tabulek), je A A —B ekvivalentni —(—A4 v B), je tato formule dale ekvivalentni formuli

Pokud v této formuli provedeme dvé¢ Upravy, totiz piepiSeme-li —0— jako O a nahradime-li

—A v B ekvivalentni formuli 4 — B, dostavame kone¢né
a(4 — B).
Fakt, ze tato posledni formule je ekvivalentni striktni implikaci 4 — B, je v souladu s vyse

zminénou intuici, ze spojeni jestlize ..., pak ... pouzivame ke spojeni dvou vyroku tehdy, kdy
nejenze aktudlné nenastava situace, kdy prvni je pravdivy a druhy nepravdivy, ale kdy je



souvislost mezi jejich pravdivostnimi hodnotami nutnd — to jest nejde o souvislost, ktera by
zavisela na nahodilém stavu véci.

Do jazyka Lewisova systému se ndm timto zptisobem vraci operator materialni implikace,
ktery se Lewis ptivodné snazil eliminovat. Jeho argumentace byla totiz vedena piesvédcenim,
ze materialni implikace neodpovida zadnému slovu ¢i souslovi pfirozeného jazyka, jez
bychom mohli oznacit jako logické, a musi tak byt nahrazena operatorem lepsim. Nase uvaha
vSak ukazuje, Ze materialni implikace muaze byt uzitecna i tehdy, jsme-li vedeni snahou
nabidnout implikaci adekvatnéjsi: dovoluje ndm totiz nas aparat zjednodusit tak, ze budeme
mit jenom jediny modalni operator (operator nutnosti); a striktni implikaci ziskdme jako
kombinaci tohoto operatoru s implikaci klasickou.

Je jasné, zZe at’ uz se na formule systému, ktery Lewis predlozil, divame z té ¢i oné strany a
axiomy zapiSeme tim ¢i onim zplisobem, méla by kazda konkretizace axioml reglementovat
intuitivn¢ pravdiva tvrzeni. Kazdy ctenaf mize posoudit, zda tento pozadavek Lewisovy
axiomy splnuji. Samotna skute¢nost, ze systém uspésné projde takovym testem, ovSem jeste
neni zarukou toho, ze tento systém splni vSechna snim spojovand ocekavani.
Charakterizujeme-li ur€ity logicky symbol pomoci vyc¢tu axiomit (spolu s uréitym
odvozovacim pravidlem nebo pravidly), nemusime byt schopni dohlédnout vSech dusledk,
které takova charakterizace pfinasi. Z tohoto divodu si tudiz nemiizeme byt jisti vSemi
logickymi vlastnostmi takto charakterizovaného operatoru.

Lze Lewistv systém skutecné pfijmout jako logickou teorii, ktera adekvatné zachycuje
vztahy vyplyvani mezi vyroky utvofenymi pomoci aletickych modélnich modifikatorti? Sdm
Lewis si narok na to, Ze se mu podafilo vybudovat adekvatni modalni logiku, nedélal.
V dodatku ke knize Symbolic logic, kterou publikoval v roce 1932 spolu s C.H. Langfordem a
v niz v propracovanéj$i podobé prezentoval svoje vyzkumy na poli modalni logiky, resp.
logiky striktni implikace, shrnuje velmi podstatné vysledky, které v navaznosti na jeho
puvodni praci piedlozili dalsi autofi (zejména M. Wajsberg, W.T. Parry a P. Henle). Soucasné
predklada pét odliSnych systému, které miZeme brat jako variantni zachyceni logickych
vlastnosti aletickych modalnich operatord. Tyto systémy, které oznacuje S1 — S5, se 1isi tim,
jaké tsudky zahrnujici modalni operdtory nutnosti a moznosti (resp. z alternativniho pohledu
striktni implikaci) prohlasuji za spravné.

Pluralita, ktera se tim otvird, mize jist¢ slouzit jako pfithodny argument pro ty, kdo chtéji
marginalizovat pfinos systéml modalni logiky. Na celou situaci se ovSem muzeme divat i
jinak. Pokud vychdzime z toho, ze vyjadieni, v nichZz jsou modalni modifikatory pouzity,
pottebujeme uzivat v kontextech, kde zalezi na pfesném vyjadiovani, pak je samoziejmé
dilezité, jaky vyznam s takovymi vyjadienimi spojujeme. To, ze za adekvatni (v daném
kontextu) reglementaci modélnich modifikatorti pfijmeme tu, kterou nabizi urcity systém
modalni logiky — feknéme systém S4 — nam vlastné umozni pouZzivat modalni vyroky
v pfesném a jednozna¢ném smyslu. Z tohoto pohledu je mnohost systémi modalni logiky
prosté dusledkem nejednoznacnosti n€kterych vyrazi, které v ptirozeném jazyce funguji jako
logické, a nabizi moznost, jak tuto nejednoznacnost odstranit, a tim zpfesnit nase vyjadfovani.

Obecné lze za zdklad axiomatickych systémui logik S1-S5 vzit néjakou axiomatizaci
klasické vyrokové logiky. V ptfipad€ S2 k takové axiomatizaci pfiddme axiomy:



Al 04— B)—> (oA — oB)
A2 DA—>A4

a doplnime odvozovaci pravidlo

PR1 Z o(4 — B) odvod o(c4 — oB).

Systém S4 se pak od S2 1isi tim, Ze obsahuje navic jesté jeden axiom — totiz

A3 04 — ood,

a namisto PR1 obsahuje odvozovaci pravidlo tzv. necesitace, podle kterého pred kazdé
tvrzeni, které jsme dokazali, mizeme ptidat operator nutnosti, tj.

PR2 Z A odvod’ oA.

Systém S5 se pak od S4 1i$i pouze tim, ze piidame dal$i axiom

A3 04— o044

(Vzhledem k tomu, Ze A3 je pak dokazatelny z ostatnich axiomi, miZeme S5 tsporngji zadat
1 tak, Ze v S4 axiom A3 axiomem A3' nahradime. Mame tedy pied sebou tfi logické systémy,
které vymezuji fungovani aletickych modélnich operatorti, které se vSak do jisté miry lisi
v tom, jaké Usudky prohlasuji za spravné (a jaké formule jsou v nich dokazatelné). Kazdy
z téchto systému tedy pfifazuje aletickym modifikatorim ponékud jiny vyznam.

Do ptelomu 50. a 60. let méla modalni logika podobu rtiznych axiomatickych systémt, nebyla
ale k dispozici moznost budovat tyto systémy sémanticky. To umoznila az sémantika modalni
logiky vybudovana americkym logikem Saulem Kripkem. Tato sémantika je zalozena na
pojmu mozného svéta. Mozné svéty, jak jsou vyuzivany v ramci tzv. kripkovské sémantiky, je
do jisté miry mozné ztotoznit s moznymi stavy svéta. Obvykle obvykle nejsou chapany jako
svety v bézném slova smyslu, které by mély néjaky ¢asovy rozmér (to jest n¢jakou historii),
ale o stavy fixované k néjakému casovému okamziku. (Svétu v intuitivnim smyslu tohoto
slova by pak odpovidala spise urcitd posloupnost takto chapanych moznych svéti.) Mezi takto
uchopenymi moznymi svéty se pak ziejmé musi vyskytovat pravé jeden, ve kterém jsou
pravdivé pravé ty vyroky, které jsou pravdivé vtom svété, ve kterém zijeme. Ten tak
reprezentuje nas skutecny svet (v daném okamziku). Asi pod vlivem anglického tzu se takovy
svét také mnohdy oznacuje jako aktudlni.

Pravé nastinéné priblizeni toho, jak chapat pojem mozného svéta, neni zdaleka
neproblematické, a neni ani jedingé, které prichazi v tvahu. Do jist¢ miry odpovida predstave



zachyceni (stavll) svéta tak, jak jej nachdzime ve slavné knize Ludwiga Wittgensteina
Tractatus logico-philosophicus (1922): Wittgenstein vychazel z predstavy, Ze vhodnym
zietézenim primitivnich vyrazli (jmen) vznikaji entity odpovidajici atomickym propozicim, a
kazdd mnozina takovych atomickych propozic predstavuje jeden mozny stav svéta.
V moderni modalni logice se setkdvame i srlznymi jinymi pfistupy k chépani pojmu
mozného svéta. Pro vétSinu tivah o moznych svétech, které potiebujeme v sémantice modalni
logiky, ovSem vysta¢ime s vySe uvedenou relativné intuitivni pfedstavou mozného svéta jako
jakéhokoli globalniho usporadani véci, které je 'bezrozporné' myslitelné.

Je dobr¢ si uvédomit, ze ptijetim této piedstavy o tom, co to je mozny svét, specifikujeme
jeden z vyznamd, ktery Ize s aletickymi modalnimi modifikatory spojovat. Je to vlastné jakési
maximalné liberdlni pojeti, které ze nemozné prohlasuje pouze to, co je sporné, a vse, co neni
sporné, prohlasuje za mozné. (Mén¢ liberdlni pojeti mize naptiklad prohlasovat za mozné
jenom to, co neni v rozporu s nasimi piirodnimi zakony.) Rekneme-li tedy, Ze je to, co je
vyjadfovano vyrokem 4, mozné, fikame tim vlastné, Ze vyrok A4 neni sporny; a fekneme-li, ze
to je nutné, fikame, Ze je sporny vyrok ne-A.

Snadno nahlédneme, Ze toto pojeti moznosti a nutnosti s sebou nese urcité logické
disledky. Polozime-li si otdzku, zda je to, co je nutné, nutné nutné, povede nas to asi ke
kladné odpovédi — zdporna odpovéd by totiz znamenala, Ze je mozné, aby hranice mezi
spornymi a nespornymi vyroky nevedla tam, kde vede nyni, coz je za ptredpokladu, Ze se
neméni vyznamy vyroku, stézi predstavitelné. V ramci tohoto pojeti moznosti a nutnosti tedy
budeme pravdépodobné nachylni piijmout tsudkovou formu
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Vyrazy 004 a 04 se tak vlastné co do vyznamu nelisi.
Obdobné pii tomto hrani¢nim chapani modalnich modifikatort bude patrné platit

UF3 Qo4
04.

tedy bude platit, Ze pouhd moznost, Ze je néco nutné, zarucuje, Zze to také nutné je. A
vzhledem k tomu Ze o€ividné plati 1

UF4 od
0od,

se op¢t ukazuje, ze formule 004 a 04 se co do vyznamu nemohou liSit.



Logikové ukazali, ze mezi vySe predvedenymi systémy se nachdzi jeden, v némz se
operatory chovaji zptisobem, ktery odpovida pravé nastinéné hrani¢ni interpretaci modalnich
modifikatord — je to S5. A je to pravé tento systém, ktery mizeme opatfit nejjednodussi
kripkovskou sémantikou. V ramci tohoto systému ztotoznujeme moznost prosté s pravdivosti
v alespon jednom mozném svété a nutnost s pravdivosti ve vSech svétech.

Charakteristiky fungovani klasickych operator se méni jenom trividlné — tak, Ze naSe
dosavadni definice relativizujeme k moznym svétim:

(i) Vyrok tvaru —A4 je v daném mozném svété pravdivy pravé tehdy, kdyz je 4 v tomto
mozném svété nepravdivy

(i) Vyrok tvaru 4 A B je v daném moZném svété pravdivy praveé tehdy, kdyz je v tomto
mozném svété pravdivy jak vyrok 4, tak vyrok B.

(ii1)) Vyrok tvaru 4 v B je v daném mozném svété pravdivy prave tehdy, kdyz je v tomto
mozném svété pravdivy alespon jeden z vyrokii 4, B.

(iv) Vyrok tvaru 4 — B je v daném mozném svéte pravdivy prave tehdy, kdyz je v tomto
mozném svété nepravdivy vyrok 4 nebo je pravdivy vyrok B.

Kli¢ové jsou ovsem charakteristiky chovani aletickych modalnich operatorti, ve kterych — na

v

rozdil od téch predchozich — hraji mozné svéty netrivialnéjsi tilohu:

(v) Vyrok tvaru 04 je v daném mozném svété pravdivy praveé tehdy, kdyz je vyrok A
pravdivy v kazdém mozném svéte.

(vi) Vyrok tvaru 04 je v daném mozném svété pravdivy pravé tehdy, kdyz je vyrok 4
pravdivy alespon v jednom mozném svéte.

Ztotoznime-li nyni designat (denotat) vyroku s mnozinou moznych svétl, v nichz je tento
vyrok pravdivy, miizeme fici, Ze vyrok jazyka modalni logiky je tautologii modalni logiky
pravé tehdy, kdyz ma formu, které interpretace ptifadi mnozinu vSech moznych svéti (tedy
kdyz je pravdivy v kazdém mozném svéte).

Krok od této sémantiky ke kripkovské sémantice pro S5 je uz jednoduchy — zbyva se
oprostit od pevné soustavy moznych svétl a prohlasit za tautologie jen ty vyroky, které plati v
Jjakeékoli mnoziné moznych svétii; takové mnoziné budeme tikat logicky prostor. Lze dokazat,
ze vyse uvedeny axiomaticky systém S5 je vzhledem k této sémantice korektni a uplny.

Vidime, ze symboly o a ¢ funguji vlastné jako jakési kvantifikatory: oA tika, ze 4 je
pravdivy pro kazdy mozny svét, zatimco 0A tika, Ze existuje alesponl jeden mozny svét, ve
kterém je A pravdivy. o tedy pfipomina kvantifikator V, ktery se vSak nevztahuje k univerzu
individui, ale k logickému prostoru moznych svétt, a ¢ analogicky pfipominé kvantifikator 3.
Modalnich vyroky tak lze v tomto smyslu pfevést na (nemodalni) obecnd resp. existencni
tvrzeni o moznych svétech.



Jak jsme jiz naznacili, systétm S5 je obecné povazovan za systém, ktery adekvatné
zachycuje logické chovani aletickych modifikatord, které mame na mysli, kdyz uvazujeme o
logické moznosti ve smyslu prosté bezespornosti. Je ovSem zjevné, zZe aletické modifikatory,
se kterymi se setkavame v piirozeném jazyce, zdaleka vzdy tak jako o a ¢ v S5 nefunguji.
Vétsina modalnich vyrokil, které bézn¢ pouzivame, vdze tvrzeni o moznosti resp. nutnosti
néjakym zpisobem na to, co plati (nebo si myslime, Ze plati) v naSem skutecném svété. Tak
fikame tfeba

Neni mozné, aby planeta méla mensi hmotnost nez jeji meésic,
Neni mozné, aby clovek prezil podchlazeni na bod mrazu,
Neni mozné, aby Aristotelés zarlil na Kleopatru,

Neni mozné, aby FC Stiizkov vyhral prvni fotbalovou ligu.

Ptednosti kripkovské sémantiky je, Ze otevird prostor i pro explikaci vyznamu takovychto
modalnich vyrokii. Vychozi myslenka je nasledujici: Rikame-li, Ze néco je ¢i neni mozné &i
nutné, pak to fikdme v urCitém kontextu, ktery ovliviiuje, jaké alternativy soucasného stavu
svéta bereme v uvahu. Obvykle bereme v ivahu jen ty alternativni svéty, které jsou tomu
naSemu aktudlnimu néjakym zptisobem podobné nebo se k nému néjak vztahuji.

Bézna modalni tvrzeni tak neni adekvatni explikovat jako obecnd tvrzeni o vS§ech moznych
svétech. V pfipadé nékterych tvrzeni napf. patrné uvazujeme jen o téch svétech, ve kterych
plati stejné fyzikalni zékony, jaké plati v aktudlnim svété, zatimco v ptipadé jinych jenom ty,
kde plati urcité biologické principy.

Tento fakt mizeme zachytit tak, Ze na logickém prostoru definujeme ruzné vztahy
dosazitelnosti. Kazdy takovy vztah mizeme vidét jako dvojmistnou (binarni) relaci, spojujici
kazdy mozny svét s pravé témi svéty, které mu jsou v daném ohledu podobné, ¢i které je
mozné v daném ohledu vidét jako néjaké jeho 'mésledniky' (tieba jako nasledujici stadia jeho
vyvoje).

Pravé tato relace dosazitelnosti hraje kliCcovou roli v obecné varianté kripkovskeé
sémantiky. V té jsou body (v) a (vi) upraveny do podoby:

(v)* Vyrok tvaru o4 je v daném svété pravdivy prave tehdy, kdyz je 4 pravdivy v kazdém
svete, ktery je z tohoto svéta dosazitelny.

(vi)* Vyrok tvaru 04 je v daném svété pravdivy prave tehdy, kdyz je 4 pravdivy v alespon
jednom svéte, ktery je z tohoto svéta dosazitelny.

Povsimnéme si, ze krok od (v) k (v)* (resp. od (vi) k (vi)*) sdm o sobé¢ jeste nutné neznamena
krok k jiné sémantice. ZaleZzi totiz na tom, jaka je povaha oné relace dosazitelnosti, o niz se ve
(v)* a (vi)* hovoii. Pokud vezmeme extrémni piiklad relace, pfi které je kazdy svét
dosazitelny z kazdého jiného (fikejme ji relace umiverzalni), pak méame co do Cinéni se
sémantikou, kterad se od té¢ pivodni vitbec nelisi — dostaneme opé€t sémantiku, kterd odpovida
S5. Pokud je ovSem relace dosazitelnosti odliSna, mizeme dostat sémantiku pro jiné modalni
logiky, a tedy i pro jiné druhy modalit.



Pravé definovany obecny sémanticky ramec nam dovoluje formulovat Siroké spektrum
konkrétnich kripkovskych sémantik a za jejich pomoci reglementovat riizné vyroky vytvorené
pomoci riznych verzi aletickych modalnich modifikator. Zaroven néas svym zptsobem vede
k tomu, abychom zptesnili to, co modalnimi tvrzenimi fikame.

Kripkovska sémantika nam tedy nabizi jisty zpasob explikace toho, co vlastné modalnimi
vyroky tvrdime: modalni vyrok podle ni mizeme de facto chapat jako (nemodalni) tvrzeni o
moznych svétech, které jsou snasim svétem spjaty specifickou relaci dosazitelnosti —
fyzikalni dosazitelnosti, biologickou dosazitelnosti ap. Z logického pohledu je podstatné, ze
nam kripkovskd sémantika nabizi moznost, jak rizné verze modalnich operatora
pozoruhodnym zpusobem klasifikovat podle vlastnosti relace dosazitelnosti, kterd jim
odpovida. Ukazalo se totiz, ze odlisSnostem v logickém chovani moznosti a nutnosti, jak
nachazi vyraz v riznych axiomatickych systémech modalni logiky, odpovidaji odliSnosti ve
formalnich vlastnostech riznych relaci dosazitelnosti.

Abychom toto tvrzeni ilustrovali, vezméme nékteré z formalnich vlastnosti, o kterych
v ptipadé dvojmistnych relaci bézné uvazujeme. Takovou vlastnosti je naptiklad reflexivita:
relace dosazitelnosti je reflexivni, je-1i kazdy svét dosazitelny sdm ze sebe. Jinou vlastnosti
tohoto druhu je symetricnost — skutecnost, ze relace dosazitelnosti je vzdy 'obousmérna’. V
piipadé symetrické relace dosazitelnosti tedy pro kazdou dvojici svétt w, w' plati, ze je-li w'
dosazitelny z w, pak je i w dosazitelny z w'. O tom, ze je relace dosazitelnosti tranzitivni,
hovotime tehdy, kdyz plati, Ze je-1i n&jaky svét dosazitelny z jiného 'oklikou' pies dalsi svéty,
pak je z n€j dosazitelny i pfimo. Tranzitivita tedy znamena, ze je-li z w dosazitelny w'a z w'je
dosazitelny w", pak je z w dosazitelny i w".

Relaci, ktera je reflexivni, symetricka i tranzitivni, fikdme ekvivalence. Relace zalozené na
sdileni néjakych — naptiklad fyzikdlnich ¢i biologickych — zakonl jsou typicky pravé
ekvivalencemi. A lze ukdzat, Ze systém modalni logiky, ktery je vybaven kripkovskou
sémantikou omezujici se na relace dosazitelnosti, které jsou ekvivalencemi, udéluje modalnim
operatorim ten vyznam, ktery jim je implicitné pfifazen axiomatickym systémem S5. To mj.
znamena, ze rozdil mezi fyzikélni a biologickou nutnosti neni v tomto smyslu rozdilem, ktery
ovlivityje logické (formalni) vlastnosti aletickych modalnich operatora.

Lze ukazat, ze pravé uvedené formalni vlastnosti relace dosazitelnosti v ramci kripkovské
sémantiky pfimo odpovidaji urcitym axiomim ¢i teorémim, se kterymi se riznych
kalkulech modalni logiky setkavame. Tak napiiklad reflexivité relace dosaZzitelnosti odpovida
pfirozenym zptsobem axiom

od — A.

Sémantika, v niz je relace dosazitelnosti symetricka, odpovida axiomatickym systémiim, ve
kterych je axiomem ¢i teorémem formule

A — o0A.



Tranzitivita relace dosazitelnosti pak je charakteristickd pro sémantiky téch axiomatickych
systémd, ve kterych je axiomem ¢i teorémem formule

o4 — ooA.

Ve vyctu podobnych souvislosti by bylo mozné pokradovat. Mezi axiomy (resp. teorémy)
axiomatickych systému a formalnimi vlastnostmi relace dosazitelnosti sice nelze ptimocarou
korespondenci najit vzdy, kripkovskd sémantika vSak piesto predstavuje uzite€ny nastroj
vyjasnéni a uchopeni vyznamu modalnich operatorii tak, jak jsou zadény v béZznych
systémech modalni logiky.



