Vicehodnotove logiky

V ramci klasické logiky se piijima princip bivalence — tedy, zadny vyrok nemiize nabyvat
hodnoty jiné, nez je pravda nebo nepravda, a ze kazdy vyrok mé jednu z téchto hodnot.
Muzeme ale také zavést tfeti 'pravdivostni' hodnotu — tim ziskdme logiku, které se fika
trojhodnotova.

Prvni systém v rdmci moderni logiky, ktery vzal timto zpisobem explicitné v tvahu treti
pravdivostni (¢i 'pravdivostni') hodnotu, prezentoval vroce 1920 polsky logik Jan
Lukasiewicz. (Za predchidce, resp. soucasniky ktetfi svymi uvahami smétovali k obdobnym
systétmim logiky jsou oznaovadni H. MacColl, C.S. Pierce, N.A. Vasiljev a E. Post.)
Lukasiewiczova snaha o reformu klasické logiky byla motivovadna filosofickymi tvahami,
kter¢ se tykaly zejména problému pravdivostniho ohodnoceni vyroki o nahodilych budoucich
udélostech. Na tento problém poukazal uz Aristotelés, ktery k jeho ilustraci pouzil vyrok o
nahodilé budouci udalosti, ktery se postupné stal soucasti 'logického folkloru':

Zitra bude namoini bitva.

Ptedpoklad, Zze vyroky tohoto druhu maji jednu z dvojice pravdivostnich hodnot pravda a
nepravda, vede, jak si Aristotelés uvédomil, k problematickym disledkiim. Dany vyrok totiz
muze byt pravdivy pouze tehdy, pokud se bitva opravdu uskute¢ni, a nepravdivy pouze tehdy,
pokud k ni ve skutecnosti nedojde. Pfedpokladame-li tedy, Ze tu ¢i onu z téchto hodnot (jiz
nyni) ma, jsme piirozen¢ vedeni k zavéru, Zze o budoucnosti je uz dnes rozhodnuto a vile
panovnikl ¢i rozhodnuti velitelit flotil ji nemohou nijak ovlivnit (nebo jsou jiz také
ptedurcena?). Pokud je ale budoucnost uz v soucasnosti takto determinovana, pak, zda se,
nezbyva zadny prostor pro nase svobodné rozhodovani.

O interpretaci Aristotelova nazoru na tento problém se vedou spory. Lukasiewiczliv postoj
je vsak jednoznacny. Podle n¢j se logika musi s timto problémem vypotadat tak, ze ptipusti,
ze vyroky mohou mit vedle hodnot 0 a 1 i takovou tfeti hodnotu, jako je nase x. Tabulky pro
tradi¢ni operatory pouzité v ramci trojhodnotové logiky, kterou Lukasiewicz navrhl, pak
vypadaji nasledovné:



A| B | =4 | ANB | AvB| A—>B

I.| 1 1 0 1 1 1
2.11| 0 0 0 1 0
3.1 1] x 0 X 1 X
410 1 1 0 1 1
5.10| O 1 0 0 1
6. 0| x 1 0 X 1
7. x| 1 X X 1 1
8. x| 0 X 0 X X
9. x| x X X x

Vsimnéme si, ze za definici tabulek pro konjunkci a disjunkci je jednoduchy princip:
konjunkce je nepravdiva pravé tehdy, kdyz je alesponl jeden z konjunktl nepravdivy (bez
ohledu na to, jakou hodnotu ma ten druhy), a je pravdiva pravé tehdy, kdyz jsou pravdivé oba;
podobné disjunkce je pravdiva pravé tehdy, kdyz je alespont jeden z jejich konjunktt
pravdivy, a je nepravdiva pravé tehdy, kdyz jsou oba nepravdivé. Implikace pak podobné jako
v klasické logice odpovida disjunkci svého konsekventu a negaci svého antecedentu, s jednou
vyjimkou — implikace, jejiz antecedent i konsekvent maji hodnotu x, je Lukasiewiczem brana
jako pravdiva. To ndm muze piipadat ponékud neintuitivni, je vSak tfeba si uvédomit, ze
zdanlivé intuitivnéj$i varianta, pii které bychom takové implikaci ptfifadili nikoli hodnotu 1,
ale hodnotu x, by vyustila do situace, ve které by nebyla tautologii formule A—A4. Co vic, jak
se snadno nahlédne, tautologii by nebyla wiibec Zadnd formule (takovou variantu
trojhodnotové logiky prozkoumal Kleene, 1952).

A—A tedy tautologii Lukasiewicovy logiky je, mezi jeji tautologie vSak stale nepatii
nekteré jiné tautologie logiky klasické, napiiklad zakon vylouceni tfetiho. To se na prvni
pohled mtize zdat vcelku samoziejmé. Pokud se vSak zamyslime nad Lukasiewiczovou
motivaci, pak se skutecnost, ze Av—4 neni vzdy pravdiva, jako tak docela samoziejma nejevi.
Vezméme totiz za A takovou vétu, jako je Zitra bude namorni bitva: 1 kdyZ ptipustime, Ze tato
véta zatim neni ani pravdiva, ani nepravdiva, véta Zitra bude nebo nebude namorni bitva se
v Lukasiewiczové systému neni tautologii ani formule —(4A—A4), kterd je v klasické logice
znama jako zdkon sporu. Obecné¢ v Lukasiewiczoveé systému plati, ze pravdivostni hodnota
slozené formule odpovida v ptipadé, kdy vSechny v ni obsazené parametry nabyvaji hodnoty
1 ¢i 0, hodnot¢ klasické.

Zanedlouho poté, co Lukasiewicz svou trojhodnotovou sémantiku vymezil takto
designacné (sémanticky), byla nalezena i ptislusna axiomatizace (M. Wajsbergem, 1931):

(1) A>(B—A)

(2) (A=>B)>((B>C)>(4—C))
(3) (—A—>—B)—>(B—A)

4) (A>—A4)—>A)—>A



Z AaA—->B odvod B

Muizeme mit samoziejmé i logiku, kterd ma vice nez tfi pravdivostni hodnoty. V pritbéhu
20. stoleti byla navrzena tfada systému ¢tyfhodnotové i pétihodnotové logiky a uvazovat lze
samoziejmé i o logickych systémech s vy$§im poétem hodnot. Uvahy o hodnotach 'mezi' 0 a 1
pak zcela ptirozené vedou i k logice, v niz mohou vyroky nabyvat v§ech moznych ¢iselnych
hodnot mezi 0 a 1 (tedy de facto logice 'n€konecné-hodnotové'). Systém tohoto druhu navrhl
uz sam Lukasiewicz. Dnes nam muze za ptiklad systému tohoto druhu poslouzit zejména fada
systémi tzv. fuzzy logiky, které¢ vznikly v navaznosti na teorii fuzzy mnozin Lotfi Zadeha.
Ten svou teorii zformoval na zdklad€ uvah o tom, Ze mnoziny, které¢ jsou extenzemi béznych
predikatl, nejsou ostfe ohraniceny. Tak napiiklad jist¢ nalezneme spoustu lidskych sidel,
které jednoznacné patii do mnoziny velkomést, a mnohem vic takovych, kterd do této
mnoziny jasné¢ nepatii, ale v ptipadé mnohych mést jisté¢ nebude jejich pfislusnost do této
mnoziny jednoznacnou zélezitosti. Tuto situaci muzeme reflektovat tim, ze miru, s jakou
napiiklad Bratislava patfi do mnoziny velkomést, ohodnotime néjakym cislem mezi 0 a 1;
nebo alternativné tak, Ze né&jakou takovouto 'pravdivostni hodnotu' ptisoudime vyroku
Bratislava je velkomésto — naptiklad usoudime, ze mife jeho pravdivosti odpovida hodnota
0,7. Naproti tomu tieba vyroku Pardubice jsou velkomésto prisoudime pravdivostni hodnotu,
feknéme, 0.15.

Pro operatory fuzzy logiky samoziejme¢ nemtizeme sestavit zddné pravdivostni tabulky —
ty by totiz zfejm¢ musely mit nekonecny pocet fadkl 1 sloupcti. Jak zavisi pravdivostni
hodnota vyroku tvofené¢ho pomoci fuzzy operatorti na pravdivostnich hodnotach jeho ¢ésti ale
1ze urcit jinym zpiisobem. V piipad¢ negace obvykle stanovime, ze pravdivostni hodnota —4
se spocita tak, ze se od jednicky odecte pravdivostni hodnota 4 (negace vyroku tak bude
pravdiva ptresné¢ do miry odpovidajici tomu, co chybi do pravdivosti negovanému vyroku); v
pfipadé konjunkce to mize byt minimum pravdivostnich hodnot konjunktli a v ptipadé
disjunkce maximum pravdivostnich hodnot disjunktt.

Znéame-li pravdivostni ohodnoceni elementarnich formuli (vyrokovych parametrti) pak
muzeme vypocitat pravdivostni hodnoty formuli slozenych pomoci spojek pouzivanych ve
vyrokové logice napt. podle nasledujicich pomérné intuitivnich principti (existuji nicméné 1
dalsi zptisoby, jak v ramci vicehodnotovych logik urcit hodnoty slozenych vyrok, a tim

vlastné alternativné vymezit vyznam jednotlivych spojek):
/A/ - pravdivostni hodnota vyroku A

/-A/ = 1-/A/

/A A B/ = min [/A/, /B/]

/A v B/ = max [/A/, /B/]
/A— B/ = a) kdyz/A/</B/ pak1



b) kdyz /A/>/B/ pak (1 —(/A/-/B/))

Vicehodnotova (resp. fuzzy) logika umoziiuje logice vyrovnavat se s paradoxy vagnosti, které
jsou nékdy oznacovany jako paradoxy typu sorites (fecky hromada). Paradox hromady
vychazi ze dvou predpokladil (formulujeme-li ho jako tisudek, budou ony jeho premisami).

Prvni z nich tika:
Jedno zrnko pisku netvori hromadu pisku.

Druhy pak tvrdi:

Z néceho, co netvori hromadu pisku, nevznikne hromada tim, Ze k tomu pridame jedno zrnko
pisku.

Obg¢ tato vychozi tvrzeni se zdaji byt neproblematicky pravdiva. Jak vSak snadno nahlédneme,
vedou k zavéru, ze postupnym piidavanim jakéhokoli poctu zrnek k jednomu zrnku pisku
nikdy neziskame hromadu; ani kdybychom krok ptidavani opakovali tfeba stomilionkrat.

Pro jakékoli n lze totiz odvodit zaver:

n zrnek pisku netvori hromadu pisku.

Z intuitivné pravdivych premis tak dostaneme ocividné nepravdivy zavér.

Princip, diky némuZz ndm fuzzy logika umoziluje ,,uniknout* paradoxnimu vyusténi
argumentu, je vcelku ziejmy. Narozdil od klasické logiky méme nyni moznost zohlednit to, ze
druhé z premis neni zcela ,,stoprocentné* pravdiva. Pfidanim jednoho zrnka totiz ziskame
néco, co je prece jen nepatrné vice hromadou. Piifadime-li této premise napt. pravdivostni
hodnotu 0,99999, pak diky principtim fuzzy logiky, které zde nebudeme detailné vysvétlovat,
pravdivostni hodnota zavera tvaru: n zrnek pisku netvori hromadu postupné, se zvySujicim se

n klesat. Zavér, ze stomilion zrnek pisku netvori hromadu pak vyjde jako nepravdivy.



