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Vypoététe deformacni gradient I} jednoduchého smyku
t = X'+ kX?
? = X?
= X°

Provedte jeho polarni rozklad F = RU, a urcete jeho Greentv deformacni tenzor
C = F'F. Stanovte objemovou zménu deformovaného elementu.

Resent:

' 1 k£ O '
Fi=]1010|=RUF=
00 1
cosy siny 0 COs 7y Sip;y 0
= | —siny cosy 0 sin 7y % 0 (1.1)
0 0 1 0 0 1
pro k = 2tg~,
1 k0
Crx = k 1—}—]62 0 (1.2)
0 0 1

Velikost objemu deformovaného elementu se neméni, protoze

dv=3dV =V, j=(det|Cry|=1II1")=1. (1.3)



7 geometrického nazoru, popt. uzitim Christoffelovych symboli, odvodte vy-
jadfeni sloZek deformace v polarnich soufadnicich (! =0, (! =2, > =r

C’
B
A
% C
Fyzikalni slozky vektoru posunuti jsou u = (ue, u,, u,)
2ei; = uilj +ujli —u'lawl;,  1j=123. (2.1)
ui|; ... je kovariantni derivace, ktera ma geometricky vyznam derivace v kar-

tézskych souradnicich.

Viz napf. M. Brdi¢ka, Mechanika kontinua, CSAV, 1959
F. Marsik, Termodynamika kontinua, Academia, 1999



Resent:
. Oup,, . Oupy,,

2ep = Ot — exy = Oy — (lk — W%) (11 — W%) =

. 8uk 8u; 8um 8um

Ol + dzk  dzk Ozl

Ve valcovych souradnicich je parcialni derivace g;‘; nahrazena kovariantni deri-

... tenzor konec¢nych deformaci (2.2)

vace, takze
2er = uk|i + wilr — u" g™, (2.3)

8ui m .- 0 0 1 r
kde UZ|]:%_{ Zj }um7 17J7m_0727r7pr0{TZ}_{HT}_;7{99}__T

(2.4)

Fyzikalni velikost slozek vektoru posunuti (znaé¢ime @;) a jejich derivaci je

Up = Uy, Uy = 2, Uy = Uy, Us|j = \/Z:J—éma pro g1 =r?, gaz = gs3 = 1
Geometrické slozky Fyzikalni slozky

_ Our Iur
uT|T 8_ ar - ar _
_ Qur _ Ue Ur U
urlo = 90 r roe,  r
— Cue _ Ue Uo
u®|T - 887" r - ar _
—_ oue ue Ur
uele = 8(—)8+ Tty Ta(-)a_‘}' r
— ue ue
UG)|Z - 892 89_2
— Uz Uz
u:lo = 5§ 790
u | _ Our Our
TIZ T 9z dz
duy u,

uz |T - 87’ 87’ . . . .
Koneény tvar tenzoru deformace ve valcovych soufadnicich je (uvazujeme jen

fyzikalni slozky, proto vypustime ())

ou, Oue ? ou, ? ou, ?
QeTT_QaT—<W>—<aT> _(8r> (2.5)

ou, Oue ueg OJug (8u@ uT> ou, Ou,  Ou, (auT u_)

0= 90 or T+ ar \ro0 "+ ) arro0  or \ro®
(2.6)
~ Ou,  Ou, Ouelue OJu,du, Ou,du,
2672 = 0z + or  Or 0z Or 9z  Or 0z’ (2.7)

B Jue U, Jue U, ? ou, ? ou, ue ?
200 =2 (% * 7) B (ra@ * 7) B (ra@) oo ) 0 38
Oue  Ou, (8% &> Oueg  Ou, Ou, (8% uz) ou, (2.9)

2¢0: = 0z + ro® \roe + r ) 9z rd® 9z \roo® r

Oou, Oue 2 Oou, 2 ou, 2
2622_282 _(¥> _(82) _(ar) (2.10)




Vypoctéte materidlovou derivaci cirkulace I'(,) vektoru rychlosti v, ktera je
definovana kfivkovym integralem

F(U) = j{VdX = j{vzd:z:z (31)

P11 tpravé pouzijte vektorové identity

rot (f x g) =V x (f x g) = (gV)f +{(Vg) — g(VI) — (fV)g, (3:2)
nebo ve sloZzkach B o o
e ey, =667 — & 8. (3.3)
Z.avedenim vektoru vitivosti
0

w=rotv=V xv, resp. w =e*

ukazte, Ze plati Kelvinuv teorém

f(v) = j{rot vda = j{ vds. (3.5)
s c=0s

Diskutujte, jak se méni cirkulace pro Navierovu-Stokesovu tekutinu v gravitacnim
poli g = (0,0,—g) a vlivem Coriolisovy sily —202 x v, kde  je vektor ahlové
rychlosti rotace Zemé.

ov

1
\'[—E—F(VV) ———Vp—}—%V(VV)—}—I/AV—}—g—QQXV (3.6)
P

Reseni:

Dosadime rovnici (3.6) do Kelvinova teorému (3.5)

. 1 2ui .
fw=—/- 9P + [ gide' =2 [ eu@ivtia +/ TG (3
—_———

p Oz Ox!)?
—_——
1 I I R

I) Hustota neni funkei jen tlaku (ale i teploty) a proto tento integral je obecné
nenulovy. Jen v pripadé barotropnich tekutin p = p(p) kdy lze psat

1Ldp , , [OP
/paxzd S (3.8)

(napf. pro isentropicky proces p = konst p”) je tento integral roven nule.

IT) Gravitacni silu muzeme vyjadfit jako gradient potencialu, napt.

0
q=—75-¢, p=g2°, 2°=z (3.9)

a pak je tento integral roven nule.
III) Coriolisova sila ma silny vliv na cirkulaci a tim i na pohyb atmosféry.

IV) Viskézni sily maji vyjma mezni vrstvy témér zanedbatelny okamzity G¢inek,
ale jejich dlouhodoby vliv na Gtlum cirkulace je zasadni.



4.

a) Odvodte rovnici bilance celkové entalpie h. pro termoviskoelastické tekutiny.
Celkova entalpie je definovana jako soucet vnitini energie u a vSech ostatnich

mechanickych energii
2

he=h+ 5+, (4.1)
kde h=u+%=h, + fgo ¢, dT' je entalpie [J/kg],
% ... je kinetické energie [J/kg],
¢ = gz ... je potencialni energie [J/kg], pro 8“;’ = 0.

Bt

b) Naleznéte vztahy pro vypocet vykonu priutoénych zarizeni, turbin, spalovacich
motoru a cerpadel.

Resent:

ap og" 0 (viti,)

N Tha

(4.2)

b) W =11 (hein — heour) (4.3)
m = pvA ... prutocné mnozstvi
A[m? ... velikost priifezu
v[m/s] ... prutocna rychlost

kde h.in a heoyu jsou celkové entalpie 1 kg vstupujici a vystupujici tekutiny.



4.1 Ukazte na fikladu pistového stroje (spalovaciho motéirbiompresoru) vyZziti bilance
energie v pikladu 4 a odvdte vztahy pro vykori prikon toho stroje proffipad givodu,
resp. odvodu teplah. Porovnejte ndist tlaku nad pistem nasledkermidani dalSiho
plynu-vliv Daltonova zakona.

Reseni 4.1.

Ptipomeaime kratce vyptet vykonu W vSech  motar  (véetns turbin)
vychazejicich z transformace energii a tedy vyhevugadkonu zachovani energie, viz
priklad 4.

Jestlizem [kg/s] je protékajici hmotnost pracovni latky a

2
h, = h+V?+¢ [I/kg] (1)
je jeji celkova entalpie, pak vyka@nnaopak spdeba energieifslusného stroje je roven
W = m( raout - I’Ein) [W:‘]/é (2)

Indexy,in“ a ,out’ oznaiuji postup® hodnoty na vstupu do motoru a na jeho vystupu, viz
nag. Sazima et al1989.
Celkova entalpih, se sklada z:

T,
. entalpie h= j c,dT+Ah, (3)
T
kde c, [J/(kg K)] je specifickeé teplo pracovni latky h [J/kg] je energie (teplo)
uvolnéna @i chemické reakcti kondenzaci (pak j@Ah>0, jde o teplo fivedené) a
nebo naopak energiefiptakovychto zminach pohlcena, népvypaovani (pak je
Ah<0, jde o teplo odvedené).
« kineticka energie pracovni latkw®/2 [J/kg]. Ma vyznam u leteckych proudovych
motort ¢i vétrnych elektraren.
* potencialni energie pracovni Iétké/[J/kg] . Hlavni vyznam ma u vodnich elektraren.

Predpokladejme, Ze nasatym plynem je vzduch popdamg\wou rovnici

- - J J C
= oRT, kde R=286,87——— | ,c.= 719,63— | x,=—2= 1,4 4
p=p {kgK} Ca {kgK} (4)

Ga

v dasledku dodani mechanické energie adiabatické kompresi mezi bodly2 se olieje
na teplotuT, a z givodniho objemu/; se stl&i na objemV,, tudiz

k-1

K1 1
(2 o2
a pritom spotebuje mechanickou energii (praci)



K-1

AR
Vvspof_l_K (le 1 [‘J] (6)

Vs
Tuto hodnotu naleznete integracf pdV pii adiabatickém ptbehu tlaku (5). Nap pri

Vi
kompresnim pogru % =10 jeT,=193, aV,= 0,199. Fi teplot nasatého vzduchu
17 °C,tj. T, =290 K je T, =560 K, tj. asi 287 °C.

Vymeéna hmoty a energie

V bodu “2” obkghového diagramu (po skéeni komprese) se do teplého vzduch
vstiikne malé mnozstvi kapaliny:

i) hotlavé latky, ktera uvolni mnoZstvi energh > 0a predé je vzduchu.

i) mnozstvi vody, kterd setr@meni na gehrdtou péaru. Vzhledem ktomu, Ze
k vypaeni vody je iteba teplo dodat Ah<0O, odebere se ztepla zkomprimovaného
vzduchu).

Abychom ukazali dodatay inek parcidlniho tlaku viEknuté vody sougedime
se jen na fipad ii). Vypaenim vody klesne teplotaT, v objemuV, podle zakona
zachovani energigriplizné na teplotuT (zanedbavame #év vody na teplotu varu)

MG (T-T)=mh [J, b0 2.2MIkg . (7)
Zde m, [kg] je mnoZzstvi nasatého vzduchurg, [kg] je mnoZstvi vstknuté vody
v objemu V,, h, je vyparné teplo vody. Ukazeme, jak klesne odpaigtm zgisobem i

tlak snesi a jak se uplatni dod&tey tlak vodni pary podleDaltonova zakona.
Oznaime p celkovy tlak smisi vzduchu a pary

p=p,+ p, kde pa\gzMﬂ RT, my:Mﬂ RT R 8314 Jkmdl K]  (8)

kde p,, p,, M, =28.96 kgkmal |a M =18 kgkmol" | jsou postup& parcialni tlaky a
a p\N a w

molekulové hmotnosti vzduchu a vody. Rontlaku péary k tlaku vzduchu po vyfeni
vody nalezneme tak, Ze pdisne posledni d¥ rovnice (8) a dosadime z rovnice energie

(7)

k-1

Py o GaMap gy GaMal (&j _T

- 9
b, M., v |Ln) T ©)

e

mozne teplat T, ta je vSak rovna tepkosyté pary T =T, , ktera je na meznitikvce ([
fazovém pechodu) wtena jednoznae tlakem syté paryp,.podle vztahu



Pus = exp[ 24.65 4$89J [ PE. (10)

Tento zjednoduSeny vztah plati v oblasti teplot00°& s dostatsou gesnosti. Resny
vztah je uveden v publikaci Sifner, Klomfar, (1996udiz nejvy$Sim moznym tlakem je
tlak nasycené pary (10) a téi peplo T,. Tuto teplotu vSak bude mit mjen g urcité

mnozstvi vdiknuté vody m,. Teplotu T a mnozstvim, a parcialni tlak paryp,
nalezneméeSenim rovnic (7, 9, 10).

Zavedeme ozriigni

1
Pu = A(7 9% - 9), kde p, = BRI ARTT g

Pa MaVZ Ma (11)
M_T,
A_ CV ) = &! = I !,01 = ﬁ
hA\Nrwv F& 11 \4
Dosazenim z rovnice (10) dostavame rovnici firo
exp(24.6§= 3.282 0= Ap (7" - 9) e{p‘f—gg) (12)
1

JejimieSenim pro vySe uvedené podminky
p, =1.01325116 Paz =10], = 290KA= 0.15261?9:% = 1.247Tt§ 61BK(13)

1

Teplota smisi klesne po vs$iku vody z hodnoty T, =560K na teplotul = 361.61.
Vysledny tlak snisi pak bude znatetmizsi
p=p,+p,= pI7T* + p,=6.53A0+ 0.68110= 7.21 f& 7.1%y (14)
proti pavodnim 10p,

Dasledkem tohoto poklesu tlaku je i pokles mechanipkiice, kterou tato sfe
muaze vykonat. Tudiz prace spebovana na adiabatickou kompresi {5V nez nasledna
adiabaticka expanze $81 vzduchu a pary. Pro vySe uvedené podminky plati

Wspoﬁpl—vl[( ) —1}>V\cyk— - {(711% —}[]J we 0795 g (15)

1-« W, 0.935

Spo¥
Priblizné 20% @ikonu se spdebuje na vyrobu pary. Pistovérizeni pracuje jako stroj na
vyrobu syté pary.

Energeticka spatba pistového stroje se kgem vody.

Necht je m, mnozstvi nasatého vzduchu, pak podle bilance endi) je mnozstvi

vstiiknuté vody

rnaQ/a(-E _ T) . rT]aQ/a-II(IY(K_l)/K
My M

potom prace sptgbovana na jeden cyklus je dana rozdilem entdipij— h.;,

vtahu (2)

-9
):0.0648ma [kg] (16)

mN =
podle



h.,, =C.% +ﬁ...entalpie nasatého vzduc
al

_(m m, P, m, . 3

=|—=2¢c. +—2cC ¥ kde ne m+ ...entalpie vypu&né

hcout ( m va m vw) -E pal+pa2 m h\ﬁ rr; m p yp
SMSi

Mnozstvi prace v jednom cyklu je

W= m( Rouw — rgin)D ( m+ rmf)K% 9a+ﬁm ij 1-H'F9pj_ m ’% vgll:irz?J:

-m,h, =-0.142m [J , 17)

Spotebovavany vykon je je pak @my mnozstvi protékaného vzduchiy

W =-0.14216 m, [ W (18)

Tento giklad mel ukazat, Zze vliv dodateého parcialniho tlaku asobeného vyganim
vody neniize kompenzovat ubytek tlakutgopbeny odebranim vyparného tepla.

Reference:

Sazima M., Kmortiek V., Schneller J. a kolT.echnicky pévodce 2, TeploSNTL, Praha,
1989

Streda |., Sazima M., Doubrava JermomechanikaEdiéni stedisko CVUT Fakulta

strojni, Praha, 1992

Sifner O., Klomfar J.: Mezinarodni standardy teryzikalnich vlastnosti vody a vodni

pary. Academia, AYR, Studie 1/1996



Analyzujte obéh kompresorového chladiciho, popt. topiciho zafizeni podle
pracovniho diagramu na obr. 5.1.

T

mezni kiivka pracovniho media
N
CpP A 2
L P e N
11

34 | q ~
v/ p T, |3 N S <
. para
kapalina .
pl > ’]:l N N

4X
N Tq
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W

S

Obr. 5.1: Pracovni diagram chladiciho zafizeni-chladnicky. Pti obéhu opa¢nym
smérem bude zatizeni v useku 32 teplo ziskavat a bude fungovat jako zdroj me-

chanické energie, viz pf. , vztah (4.3).

Pracovni medium je napt. voda, R23 (C'H F3 - trifluormetan), R32 (C' HyF -
difluormetan). b = v+ % je entalpie [%] aqg>0 [%] je dodané teplo. Jednotlivé
casti procesu jsou:

1-2: isentropicka komprese, ¢12 = 0
2-3: isobaricky odvod tepla, g23 = hs — hq
3-4: $krceni; definovano jako isoentalpicka zména hs = hy

4-1: isobaricky privod tepla g4 = by — hgy = hy — h3

Reseni: Zakon bilance energie napiseme pomoci entalpie. Pro 1 kg pracov-
niho media plati

1
dh = —dp + dq, (5.1)
p

viz napt. pr. , kde zanedbame rychlost v a potencialni energii ¢, takze () =

9 (.). Pro dodané teplo obecné plati dg = T'ds. Integraci rovnice (5.1) podle

ot

kfivky na obr. 5.1 dostavame jednotlivé casti pracovniho obéhu. Uvazime-li, Ze
prace kompresoru je dw = %dp (vztaZeno na 1kg Cerpané tekutiny z tlakové
hladiny p; na hladinu p; + dp) lze pro odvedené teplo (pro pfipad chladnicky)

psat

G2s = hs — hg = hg — hy + hy — hg = —qa1 — w12, (5.2)

resp.
w1z = [q2s| — |qa]- (5.3)
Zde wiy = [} %p = %(pg — p1) je mechanicka prace kompresoru. Velikost této

prace je rovna rozdilu tepla odvedeného z chladnicky do okoli (o velikosti |¢23|)
pri teploté Ty a tepla pfivedeného (o velikosti |g41|) z chlazeného prostoru pfi
teploté T < 1.



V kosoctverecné soustavé (rombické), ktera je typicka pro tzv. ortotropni
materialy, napt. dfevo, svaly, kosti, laminatové materialy apod. je 9 nezavislych
materidlovych konstant. Tyto konstanty charakterizuji jeho vlastnosti tak, Ze
jsou invariantni vzhledem k otoceni o 180° kolem vsech trech os. Zavedeme-li
nasledujici oznaceni materialovych konstant

1111 1122 1133
o1 = X , O12 =X , O13=2X s
2222 2233 3333
0'2222 5 0'2322 5 0'3322 5 (61)
2323 1313 1212
044 = 2 , Os5 = X , Ogs = 2 s
lze Hooktiv zakon
iy __ Nvigkl
tel =X €Ll (62)

zapsat ve tvaru

téll 011 012 013 0 0 0 €11

tglz 012 022 0323 0 0 0 €29

133 — — — n n n -

beg _ 13 23 33 U V) V) €33

B0 0 0 om 0 0 €3 (6.3)
ty 0 0 0 0 o5 0 €13

tflslz 0 0 0 0 0 J66 €12

Napiste zptisob transformace matice elastickych koeficienttt X% tak, abychom
mohli tyto koeficienty povazovat za objektivni veliciny. Urcete vuci kterym rota-
cim Q@ musi byt invariantni matice ¥¥* aby uvazovany material byl ortotropni.
Kolik nezavislych elastickych konstant ma isotropni material?

Reseni: Matice elastickych koeficienti je reprezentovana tenzorem 4. radu,
ktery se transformuje podle zakona

E/z'jkl — QimQ]ﬁQl;quzmnpq ) (64)

Ortotropni material je invariantni vici transformacim souradnic

't = Q' z™, pro (6.5)
' 1 0 0 ' -1 0 0 ' -1 0 0
Q,=10 -1 0 [,@,=| 0 1 0 |,Q,=[ 0 —-10
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

(6.6)

Isotropni material ma dvé nezavislé konstanty, protozZe se isotropni tenzor neméni
NORT ; v sy ;
pfi libovolném natoceni )°, ; plati

ik — ik o ikl =1,2,3 (6.7)

resp.

SO = 6ot + i (6787 4 67 80) (6.8)
Tudf X111 = 425, YU2Z2=pUs—p w1212 4



Relace mezi mérnymi teply ¢,, ¢, je vyjadfena pro termoelastické téleso vzta-
hem
mnpg

: (7.1)

o]
Cp = Cy T — Qg
o]

kde a,, je tenzor teplotnich roztaznosti a X"""?? je tenzor elastickych koeficientu.
Pro termoelastickou tekutinu plati vztah

9T o
cp, = Cy + , 7.2
g PXT ( )

kde « je koeficient objemové teplotni roztaznosti

3a=p (aa(;))p , XT = —p (%)T (7.3)

a xr je koeficient izotermické stlacitelnosti.
Naleznéte vyjadieni vztahu (7.1) pro homogenni izotropni téleso s konstitutivnim
vztahem

th = —3Ka (T —T,) 6" + new)s™ + 2fue" (7.4)

a vztahu (7.2) pro termoviskozni tekutinu

t5 = —p(p, T)6", p=pRT (7.5)

ReZeni:|7. |
Uvazime-li, hodnoty ¥™"? pro izotropni téleso z prikladu 6 a pro K = n+ %,&,
Qg = @b,y, dostavame vztah (7.2). Derivaci stavové rovnice (7.5) dostavame tzv.

Meyeruv vztah

cp—C=R. (7.6)



Urcete (v pfibliZzeni malych deformaci a za predpokladu nestladitelnosti, tj.
o = 1/2) korelaci harmonickych fluktuaci teploty a deformace

0T = AT, sin wt, ébeyy = &,sin wit (8.1)
jejichz thlovéa frekvence je w a amplitudy AT,, €,, tak aby byla zajisténa stabilita
termoviskoelastického materialu 1 pri ((a(zi ;< 0).

Reseni:
Podminka stability termoviskoelastického materialu Kelvinova typu je dana
podminkou

) 2
= G gne dp 2__1 85_T _ <;)Z<
pod?u = pOTO (61T)" + (aen)T((Sen) =7 ( 3y 3p(dern])] <0. (8.2)

Zde A a p jsou materialové parametry vyjadiujici tepelnou vodivost a viskozitu
materialu. Viskozitu predpokladame ve tvaru obvyklém pro creep kovi

3(¢ 2qn—1
©= llo [%1 , o = konst, (8.3)

a tepelnou vodivost A povaZujeme za konstantni. Pro n = 1 jde o Newtonovskou
tekutinu. Gradient teploty % nahradime pomérem AZTO, ktera vyjadruje rychlost
poklesu fluktuace teploty v prostoru, [ je néjaky charakteristicky rozmér v misté

ohfevu. Za téchto podminek ma podminka stability (8.2) tvar

c, [ AT, 2 Jdp —
°0— t = 8.4
P T ( - ) + (aen)T] sin® w (8.4)
A ATO 2 . 9 3\" 2(n—1) —_*  \2n
- |7r ( - ) sin® wt + 2 (5) o (€5) (sm wt) <0.

V pripadeé periodickych z vnéjsku vynucenych fluktuaci je tato podminka splnéna,
jen kdyz bude platit

PoCy (ATO)2 + ( ap ) < O sinz' wt > O
T

(8.5)

pro
1, €o deny >0 sin? wt < 0

Uvézime-li, Ze sin® wt = wsin (2wt) pro t € (0, g) jesin (2wt) > 0aprot € (g, i)

je sin (2wt) < 0, kde 7 = %T je doba jedné periody fluktuaci. Aby byla splnéna
nerovnost (8.4), musi pri nastupu fluktuaci (deformace deq; a 6T') platit nerovnost

Jdp poCy [ AT, : . ( 7')
- — ¢ ~ .
(aen)T < ] ( - ) , vcase te |0, 3 (8.6)

a v cCaset € (%, i) plati nerovnost opac¢na, tj.

dp poco (AT, ’
(%)ﬁ - (5) >0, (87)




Nerovnost (8.7) je splnéna i v pfipadé spontéalnich fluktuaci za podminek ¢, > 0,
() >0
811 T . v v v Ve . . Ve v Ve
Odhadneme jesté potrebny charakteristicky cas fluktuace 7 z pravé strany
podminky (8.4). Tato podminka je nenulova na intervalu t € (0 I) a rozmer

!
Casu majl veli¢iny
poco (AT,
To,uo Eo

Odhadneme velikost 7 napf. pro hlinik pti p, = 2,7.10° [kg/m?>], A = 229 [W/mK],
¢y, = 921[J/kg] a charakteristickém rozméru struktury materialu (vzdalenost dis-
lokaci, zlomt krystalickych rovin apod) [ ~ 10~* [m]. Charakteristicky ¢as je pak
pfiblizné roven 7 ~ 107* [s], viz obr. .

PoCyl?
T ~Y

T (8.8)

p o) . B(ALY L,
[Mpa] o TNé =
soucasny ohfev AT p

ANN

a protazeni g,

AWalP

g
300} ( V V VShtlna
V 94 % Al

5,7% Mg
T.€ 0,1% Li

L

0 025 05 ' 20 o =L L° [1]
11 Lo

Vysledky experimentu protahovani slitiny hliniku pfi sou¢asném ohtevu pru-
tokem elektrického proudu. Doba prutoku proudu a natahovani trvaly radoveé
10~*s. Timto postupem bylo dosaZeno téméf dvojnésobného protaZeni vzorku.
Viz N. N. Beklemischev, N.M. Gorbunov at. al.: Plasticnost i pro¢nost metalli-
ceskich materialov pri impulsnom vozdéjstvii vysokoenergeticeskovo elektromag-

nitnovo polja. Institut Problem Mechaniky, AN SSSR, Preprint No. 372, Moskva
1989.



a) Urcete jaké tvary rychlostnich profilt v,, pfi dvourozmérném smykovém prou-
déni v,(z,y,1), vy(z,y,t) jsou stabilni vzhledem k malym fluktuacim év,.
Predpokladejte vazké isotermické nestlacitelné proudéni.

b) Porovnejte podminku stability nalezenou metodou malych poruch s postacu-
jici termodynamickou podminkou stability procesu v tekutinach s konvekci
(9.145) (viz kniha Frantisek Marsik, Termodynamika kontinua, Academia
Praha 1999). Tam uvedenou podminku muZeme vyjadiit ve tvaru

avm 2 a avxo
= > 0. .
" M(ay) TGy ( 91/) ! &)

Jestlize v nékterém bodé rychlostniho profilu plati opacna nerovnost, rika-
me, Ze je splnéna nutna termodynamicka podminka nestability proudového pole
(pravdépodobny nastup turbulentniho proudéni).

Reseni: a) Smykové proudéni, napt. v blizkosti stény pevného télesa (mez-
ni vrstva) nebo v blizkém tplavu, je v ptipadé nestlacitelné isotermické, vazké
tekutiny, tj. pti p =0, T =0 a p # 0 popsano rovnicemi;

bilance hmotnosti

9 (9.2)

a bilance hybnosti

v, avw avw dp 0%v, 0%,
dv, dvy dvy ap a%y 0?v,
ot T8 Ty T oy 522 T By (94)

Zde jsme pro jednoduchost zapisu oznacili tlak p(z,y, %p(:z:, y,t) (je ekviva-

) =
lentni predpokladu p = 1) a dynamickou viskozitu v = % [ 2].
Proudové pole v,, v,, p predpokladejme jako superpozici referen¢niho prou-
dového pole (znacime inedexem 70”) vz, = Vz0(Yy), vy = 0, p = 0 a poruch év,,

ovy, Op, tudiz

vp(x,y,1) Vo(Y) dvg(x,y,t)
vy(z,y,t) | = 0 )+ | ovy(z,y,) | . (9.5)
p(z,y,t) 0 op(z,y,t)



Predpokladejme harmonické poruchy

(8vz, 60y, 6p) = (80.(y), 60, (y), 6p(y)) e Fem=1) . (9.6)

Dosazenim vztahu (9.6) do rovnic (9.2) az (9.4) dostavame

ik, 80, + 60/ =0, (9.7)

— 1w8Dy + iky (Vgo + 605) 80, + (V) + 60) 66, + iks6p =

= —v (K266, — vll, + 607) . (9.8)

— iw + ik (Voo + 86,) 85, + 86,80) + 8 = —v (K260, — 60)) . (9.9)
Derivaci znacime ()’ = %( ). Zanedbanim ¢lend malych vyssich ¥ada, tj. (60,)?,
60,00, apod. a viskozitnich ¢lenti na pravé strané rovnic (9.8) a (9.9) (v ~

1075 72,

Predpokladame, Ze velikost poruch 8¢, 60, je fadu 107>-107° (podobné jako
viskozita v ~ 107°; smykova rychlost v,, je fadu 10°).

Vychozi linearizovany tvar rovnic pro vysetfovani stability je

ik 60, + 60, + 06p =0,
(—tw + thyvg,) 60, + vl 60, + kyép =0, . (9.10)
000, + (—w+tkyvg) 60, + 60 =0

Vylouc¢ime 60,

— ik,6p = (ki - vm) 60" + o', 60, (9.11)

a eliminaci 6p ziskame tzv. Rayleighovu rovnici pro amplitudu poruchy 60(y)

P " U// k2 5 w
2 by =0 == 9.12
v, R + Kk | 0vy , pro c e ( )
pri okrajovych podminkach

661/ Y=Yo = 61/}1/ Y=y1 = 07 Ha,pf prO yO = 07 yl = 0. (913)

Resime diferencialni rovnici (9.12) za okrajové podminky (9.13) pro néja-
ky znamy rychlostni profil v,, = v.(y). Pfipominame, Ze neznamou poruchu
bv,(z,y,t) hleddme ve tvaru postupné viny

Svy(z,y,t) = 6b,(y)e™=  pro k, >0, (9.14)

amplituda 60,(y) je obecné komplexni funkce praveé tak jako rychlost

Wy LWy
e = ¢, ) ;= e 1
c=c(z)=c¢ +1c T + ka (9.15)

Praveé v pripadé ¢; # 0, konkrétné pro ¢; > 0 dochazi k zesileni poruchy a nebo k
jejimu zeslabeni v piislusném misté (z, y) pfi ¢; < 0, tj. exp (kqc;t)60,(y) exp (tky ).



d?vz0
dy?
ci ¢; # 0. Vynasobime Rayleighovu rovnici (9.12) funkci komplexné sdruZenou
605(y), takze

v A U;/o 2 A A Al C Ak
/O [51);/ — (ﬁ + kgC) 51}11] 5vydy = (5v;5vy’)
U;O (Vgo — € — 7€)

n
B /yo [(vm — ¢+ 16) (Vgo — € — 1¢;)

_/1/1 51};(5{);/dy . /1/1 lw + kZ] (51A)y(5132dy
Yo o

|Uwo - C|

Hledame souvislost tvaru rychlostniho profilu vg,(y), resp. s existen-

Y1 — 00

v Al C Akl
o , 60,00, dy

Yo=

Y1 — 00

Yo=0

+ kZ] §6,607dy = (60,60;)

1"
Y1 V. C;
. 0t ~ ~ K _
—Z/ ———500,00,dy =0 (9.16)
vo |Vzo — €|
-~y . .12 A . .y . ‘-
Uvéazime-li, ze |60,|° = 00,007 a Ze prvni ¢len na pravé strané je s ohledem
na okrajové podminky (9.13) nulovy, mtuzeme oddélit realnou a imaginarni ¢ast

vyrazu

2

Y1 2 Y1 78D
— ( 60, + k2 |80, 2) dy = / (Vzo — €) %07%20@ < 0, pro redlnou cast,
Yo Yo |U7;O — C|
(9.17)
vi " |66,|° d
ci/ % =0 pro imaginarni ¢ast . (9.18)
Yo Vgo — C

K zesileni ¢i zeslabeni poruchy (9.14) dochézi jen tehdy, kdyZ je ¢; # 0. Z posled-
nich dvou vztahu plyne, Ze k tomu muzZe dojit jen tehdy, kdyZ v néjakém bodé
Y1 € (Yo, y1) méni v’ znaménko, tj. rychlostni profil v,,(y) ma v tomto bodé y;
inflexni bod. Jediné za této podminky muZe byt integral (9.18) nulovy pro ¢; # 0.
Plati Rayleighova véta (1880): Nutnd podminka pro nestabilitu rychlostniho
pole je vyskyt alespori jednoho inflexniho bodu rychlostniho profilu v.(y).

Tuto podminku miZzeme preformulovat nasledujicim zpusobem. V inflexnim
bodé y; je rychlost v,,(y;) = v, a integral (9.18) muZeme psat ve tvaru

v1 !’ 1§ 2
(¢ — vﬂ)/ Mdy =0. (9.19)
y

2
o Vg0 — €|

Souctem s integralem (9.17) dostavame koneény tvar nutné podminky nestability

/yl (V20 = vor) v, |60, "
o

|Uwo - C|2

dy <0. (9.20)

Tato nerovnost je splnéna jen tehdy, kdyz existuje takové y € (y,,y1), Ze nékde
v proudovém poli plati

d2 ro
d—; <0. (9.21)

Tento vysledek shrnuje Fjortoftova véta (1950): Podminka (9.21) je nutnd pod-
minka pro nestabilitu rychlostnitho proudového pole s inflexnim bodem yj.

(Uwo - vl’[)




b) Termodynamickou podminku stability procesi v tekutinach s konvekei (9.1)
lze pro v = % = konst psat ve tvaru

v

0 ([ vz
a—y2(2>=a220, pro ¥y € (Yo, ¥1) (9.22)

kde o? mtZe byt i funkei .

Abychom odhadli dasledky podminky (9.22) muZeme ji povaZzovat za dife-
rencialni rovnici rychlostniho profilu, ktery bude zarucené splhovat podminku
stability vuc¢i malym fluktuacim. Tuto rovnici resime za okrajovych podminek
pro y, =0,

dvfl}'o T’LU
v30(0) =0, = —. (9.23)
dy Yo=0 ’u
Vyhovuje pouze linearni profil, pro o = 2
T’LU
Uro = 7Ys PO Y€ (0,91), (9.24)

tzv. Couettovo proudéni.
V pripadé, ze ma rychlostni profil v,,(y) v bodé y; inflexni bod s rychlosti
Vel = Ugo(y1), plati pro transformované proudové pole

Vzo = Ugo + Uzl (925)

a podminka stability (9.1) ve tvaru

a_xo ? 82_110
( av?/ ) + (61’0 - Uxf) 8—22 Z 07 pro vsechna y € (yo’yl) : (926)

Plati nasledujici tvrzeni: Postacujict podminka pro stabilitu dvourozmérného smy-
kového proudéni (9.5) s molekularni viskozitou p = konst a rychlostnim profilem
Uro(y) je podminka (9.26). Této podmince zrejmé vyhovuje rychlostni profil na
obr. 9.1. ¢).



v VXO(y) | v v. (y)
J J X0’
V>0
2) v <0 b)
' '
Vo Vo
v er\ (Y) A¥4 VXO (Y)
Y ihd Y
V ” > 0 29 2 29
Xo (on' VXI)VXO >0 Vxo <0 (on' VxI)on <0
¢ vl d)
X(I y 1 Ex)
v < 0f 5 x VXO >
X/ (Vxo™ VxVxo = 0 (Veom VxVro <0
: '
VxI on VxI on

Obr. 9.1: Typické tvary stabilnich a nestabilnich rychlostnich profila
a), b) monotonni profily bez inflexniho bodu; stabilni podle Rayleighova kriteria
¢) rychlostni profil s inflexnim bodem stabilni podle Fjértoftova kriteria
d) rychlostni profil, ktery muZe byt nestabilni jak podle Rayleighova tak i
Fjortoftova kriteria.



Ukazte, ze nenulové Blasiovo feSeni obtékani nekonecné rovinné desky bez
tlakového gradientu splituje nutné podminky hydrodynamické nestability (9.21)
a nevyhovuje podmince termodynamické stability (9.1) z prikladu 9.

Rovnice stacionarniho nestlacitelného vazkého rovinného proudéni s tlakovym
gradientem bez uvazovani tepelné vodivosti jsou:

rovnice bilance hmotnosti
Oz OUy,

=0 10.1
ox oy ( )
a rovnice bilance hybnosti
Oz Ovg, 10p 0%v,0 U
o . it S , == 10.2
R +y dy +,083: V8y2 p ( )
za okrajovych podminek, viz obr. 10.1
Vgo = 0, Uy =0, pro z€(0,0), y=0
%:0, V=0, pro x<0,z>/ (10.3)

Vzo = VUzoo pro y — oo

1
’CN— V
A\W& 22>

<

Obrazek 10.1: Vazké laminarni proudéni v okoli rovinné desky



Reseni:
Uloha (10.1) az (10.3) byla zjednodusena Blasiem tak, Ze rovinné deska délky
¢ byla prodlouzena na ¢ — oo. Potom okrajové podminky (10.3) nabyvaji tvaru

Vgo =0, vy, =10, pro z>0,y=0,
(10.4)

Vgo = VUgoo s Uyo = 0, pro >0,y — 0.

Provedeme kvalitativni analyzu proudového pole v blizkosti stény. V mezni vrstve
tloustky o0(x) je pri¢ny gradient rychlosti mnohem vétsi nez gradient podélny
8U$0 . AU.’L’O avxo . Avxo

0
= = . - 1 . 1 .
o0x z < oy 5 resb z < (10.5)

Podobné z rovnice bilance hmotnosti (10.1) plati

Avg 0 — Upeo Voo Avy, Vyo Vyo 1)
- S = e =2 (106
Az x—0 x Ay § resp Vpoo T ( )

Urcéime velikost poméru ¢ /x z rovnice bilance hybnosti (10.2). PouZitim odhadi
(10.5) a (10.6) piseme

Vzoo Vzoo - Vgoo A])
Voo + 'Uyo =V 9 - T
x ) ) P

202 Vo o v 1
= — = = 10.7
T 52 b resp T 'Umool' /Re ) ( )

kde Reynoldsovo ¢islo Re = “z=% je vztazeno k podélnému rozméru x.

14
. i o e . 5 .
Z poméru geometrickych rozméri (10.7) vidime, Ze pomér % tzoe ~ 1 posti-
huje relaci mezi podélnymi (setrvacnymi) a priénymi (vazkymi) silami ve smykové
vrstve. Zavedeme nové promeénné

Uzoo Y _ Ugo Uy 1
v 2yx’ “ Vgoo flm, v Voo AT

Ronici bilance hmotnosti (10.1) splnime zavedenim proudové funkce ¢ (x, )

:g_fzf(n), U:_Z_f:%f(n). (10.9)

Podél povrchu desky je proudova funkce nulova (mé fyzikalni vyznam prito¢ného
mnozstvi), tj.

f(n). (10.8)

77:

U

o= [ty =2 [ [ ain = [ e, (1010

ULL'OO

pro y =0 je ¢(0) = 0.
Vsechny potifebné derivace rychlosti vyjadiime pomoci neznamé funkce

o) =2 [ . (10.11)



Plati

o ve ,, On 1,
=5 = = 10.12
— _aw _ v w(n) / @ . 1 1% ' B
YT Vsoo (2\/37 Ve ) =5y o (1) =) .
(10.13)
ou 1 [Uio 4
=7 10.14
oy~ iV ¥ (1), (10.14)
L) (10.15)
Pu 1 Ve
5= 10.1
o7 82 v ¥ W) (10.16)
1
Lo _ 0 dp (10.17)

Dosazenim do bilance hybnosti (10.2) dostavame oby¢ejnou nelinearni diferenci-
alni rovnici
" " d7T
O+ +2n— =0, (10.18)
dn
Uvazujme mejprve proudéni bez tlakového gradientu, tj., j—f} = 0 a za okrajovych
podminek

(‘0:(), QOZO, pI'O 7’]:07

(10.19)
©'=2, pro n—o0.
V pfipadé tlakového gradientu (10.17) plati daleko od stény ug—’; + pv‘éoo % =0
a je tireba uzit nasledujicich okrajovych podminek:
=0, ¢'=0, pro =0,
(10.20)
2 !
o' =2, go":—llz—ﬂ', pro 1n— oo.
¥
Zde jsme zavedli bezrozmérny tlak m
2 d 4 d
T = p(1) , Tesp. w = o= (10.21)
PUZo dn — poiy dx

Posledni ¢len v rovnici (10.18) je vliv tlakového gradientu na tvar rychlostniho
profilu. Tento ¢len bude mit rozhodujici vliv na stabilitu proudového pole. Posta-
¢ujici termodynamickd podminka stability procesu (9.1) mé s ohledem na vztahy
(10.8), (10.12), (10.14) a (10.16) a s pouzitim rovnice (10.18) tvar

3
VUzoo "2 1on !
16 (¢ = we'e" —20¢'n') 20, pro ¥y €(0.3) (10.22)
a podobné nutnd hydrodynamickd podminka nestability (9.21) je
3

T621 (©'(n) — ¢'(m1)) ¥"(n) < 0,pro y € (0,3). (10.23)

()




Nerovnice (10.22) a (10.23) posoudime podle kvalitativniho chovani (tvaru) feseni

rovnic
n

" +pp" =0, (10.24)

©" (¢" —py') >0, (10.25)

za okrajovych podminek (10.19).

Zjistime zda na profilu v,,(z,y) = = ¢’ (n) existuje ve vySetfovaném intervalu
n € (0,3) inflexni bod. Podminka inflexntho bodu je vzhledem k (10.16) dana
¢" = 0. Uvazime-li, ze 85;7’ je vétsi nez nula, tj. ¢" > 0 a profil v,.(x,y) je
2o (2,Y)

konvexni GQUOT’ < 0, pak musi byt s ohledem na (10.24)

"= —p" <0 pro ye(0,3). (10.26)

Diky okrajové podmince ¢(0) = 0 a vztahu pro rychlost vg,(z,y) = “2=¢'(n) > 0
musi byt i ¢(n) > 0 pro n € (0,3). Podminka inflexniho bodu miize byt splnéna
jen na povrchu desky, tj. v bodé n = 0, kde je vSak v,; = 0. Nutnd podminka
hydrodynamické nestability Blasiova feseni (10.23) je tudiz splnéna pro cely in-
terval.

Postacujici termodynamickd podminka stability proudového pole kolem ro-
vinné desky v Blasiové priblizeni (10.25) vede diky monotonnimu charakteru
rychlostniho profilu ¢” > 0 k nerovnosti

/"gd_w_d_so?
/ dn \ dn 2dn

kterou musi nezndma funkce ¢(n) spliiovat. Po integraci pfi okrajovych podmin-
kach (10.19) plati

dn >0, (10.27)

> 0. (10.28)

Dalsi apravou

@(n) n

1 n
L < 10.29
resp - 9 ( )

Pro ¢(0) — 0+ jde prava strana nerovnosti k oo a tak i ¢(n) — 0—. Tudiz termo-
dynamické kriterium (10.25) rovnéZz nepotvrzuje existenci nenulového stabilniho
Blasiova feSeni.



Reste obtékani rovinné desky z piikladu 10. metodou koneénych prvki.

Reseni:

Ukolem je nalézt numerické feseni nelinearni rovnice
"+ + f(n)=0, pro neV=/(0,3). (11.1)
Okrajové podminky

©(0)=0, ¢(0)=0, ¢(3)=2. (11.2)

¢ = 9
Y= X (11.3)
X' = —ox—f

v maticovém zapisu pro vektor neznamych

Y = (¢,¢,x)
d
YI = d_nYZF(Yvn)a F= (1/)7X7_90X_f) (114)
Za Dirichletovy okrajové podminky bez tlakového gradientu, tj., f(n) =0,
e(0) =0, ¥(0)=0, »(3)=2. (11.5)

V pripadé tlakového gradientu je v8ak tfeba s ohledem na vztah (10.20) uzit
okrajové podminky

2! _dx d_p
»(3)  prigdr’

Tuto nelinearni soustavu budeme linearizovat. Definujeme odchylku 0Y od pres-
ného teseni Y, (jestlize existuje)

90(0) =0, w(o) =0, ¢(3) =2, x=- (11'6)

Y =Y,+40Y, Y' =Y +§Y', (11.7)

dosazenim do feSené rovnice (11.4) a rozvojem kolem Y, dostavame linearni rov-
nicl

Y+ (%)O(%—Y)—F(%)zﬂ, (11.8)

0 1 0
(g—f:) = 0o o 1 |. (11.9)
0 - 0 —¢,

kde



Slabé formulace linearizovaného problému (11.8) je

F
/iYcSde—l—/ or Y,=Y)—F(Y,)| 0Ydn=0, (11.10)
dn oY
v v 0
kterd ma v metodé konecnych prvki tvar
Ng d @ 7/) 0
Z/ an vl =1 x +10 d(ep5 10, X)dn =
e=1y, X —Xo¥ — PoX —®PoXo + f

(11.11)
Reseni nelinedrniho problému (11.4) je prevedeno na posloupnost linedrnich pro-
blémii tak ze, po vyfeSeni linedrniho problému (11.11) poloZime
Y=Y,. (11.12)
Je-li napi. Y, = Y™ n-t4 iterace, tak Y = Y"*! je n 4 1-ni iterace. Vypocet
pokracuje az do okamziku, kdy je splnéna podminka presnosti reSeni
1Y =Y, [|=|| Y™ —Y" ||<e. (11.13)

Resen4 oblast V = Z 1 Ve je rozdélena na Np kone¢nych prvki a feSeni Y, jeho
odchylka 0Y a geometrle jsou aproximovany linearnimi funkcemi 1/)1, 1/)2, viz obr.
11.1

2
Y, = Zyez/;z, 0Y =30V, (11.14)
i=1 !
277 1/}17 pro 6:1727"'7NE (1115)
A 1-— - 1
1/11:T£, 1/12:%5, pro (e<—1,1> (11.16)

Pro vypocet integrace na e-tém kone¢ném prvku je treba vycislit integral

(11.11), ktery napt. pro slozku ¢ ma tvar
1
d dne

/ d—nso—w 5s0d77—/ Zgo 1/)2 Z&p wj dg_o (11.17)
Ve
Prechod od lokélni souradnice & ke globalni soutadnici n je zprostfedkovan trans-
formaci (11.15), tj

d'f]e 2 a,li&l 777161 777162 A’I’]e
=Xl T TR R T

)

(11.18)

Pti stejnomérném déleni oznac¢ime velikost konec¢ného prvku An, = A. Pfi vy-
hodnocovéni integralii pies aproximacni funkce ve vztahu (11.11) je tfeba vy¢islit
integraly

L r 2 1
Jy%&:l%@:§,/mw@=§, (11.19)

jWW&=[@%=§,1ﬁ%%:[%ﬁ%:é



a) e=1 ] 2 ] | 1I — I1 ] Ng Ly
2
Il1:1 1’12:[12:2 1151 \ ; Ne
An,
b) e|1]2]3 N, | Ng
123 Ngg | Ng
f,12 |34 Np | Ngtl

Obrazek 11.1: Metoda kone¢nych prvki
a) Rozdéleni oblasti V' =< 0,3 > na kone¢né prvky V..
b) Vztah mezi lokdlni notaci i = 1,2 na koneéném prvku a globalni notaci 1; pro
celou oblast.

Po dosazeni do obecného vztahu (11.11) jsme problém feSeni diferencialni rovnice
(11.1) prevedli na feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic

2
> <A ceYe + Be‘) Y. =0, (11.20)
P ’i,j:l nznj 1 n] nJ

kde v kazdém uzlu sité n; jsou t¥i proménné ©e, e, Xe. Vektor proménnych
Y = (Qph wla X1, P2, w27 X2y s PNp+1, wNE+17 XNEJrl) (1121)

ma dimenzi 3 (Ng + 1), kde Ng je pocet koneénych prvki. S ohledem na tuto
strukturu vektoru Y je z formalniho hlediska vyhodné rozdélit i matici soustavy

(11.20) (mé dimenzi 3 (Ng + 1)) na tii matice

Ac e =%Ac VA o +XA. o, (11.22)
kde
1 2 1 1
_§_§OZ_§OP (1)()()()() ......
-+ 30 0-30%x -3 0 0 0 0
0 00-%x—-500 -3 0 x -+ 0
YA =
1 1 4 1 1
ENE R B
...... 0 0 0 —% -3 0 £ —%
(11.23)
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Vektor pravé strany také rozdélime na tii casti
Be =B, + wB,;; +XB (11.26)
kde nenulova je pouze cast XBnej. Prava strana je pak rovna
?B1 =0, YBy=0, XBjy=2Xlp, +X2¢p, + XL, + X2, — f(n)
¥By=0, YBs;=0,

XBg = X001 + X001 + 2 Qo2 + Xo2Po2 + %2002 + X8 003 + 2003 — 2 (12)

WB3NE+1 — 07 ¢B3NE+2 — 07

_ XoNp_;y XoNp XoNp_q XoNp+1
XB3NE+3 — 6 QOONE_l + 6 QOONE_l + 6 SOONE + XONEQOONE + 6 QOONE—F

o Xo
+X_évE_900NE+1 + L(;Eﬂ»_l()OONE-ﬁ-l - 2f(77NE)7

LpB3(NE+1)+1 - 07 ¢B3(NE+1)+2 = 07

XBy(Np )43 = “2 B pong + 22 ooy + X E ooy g 4 KRB o — f(Ivgt)
(11.27)
Dirichletovy podminky (11.5) aplikujeme tak, 7e v matici Ac . dosadime
ni,n;
Ay = I, Ao = 1;A3(NE+1)+2,3(NE+1)+2 =1 (11-28)

a ostatni prvky na fadcich 1, 2 a 3(Ng + 1) jsou nulové, tj.

Al? = A13 == A1,3(NE+1)+3 =0
A21 = 0, A2,3 = A2,3(NE+1)+3 = 0 . (1129)

Vektor pravé strany (11.27) je upraven takto
Bi=0, By=0, Bynpsnss=2. (11.30)
Vzniklou soustavu linearnich algebraickych rovnic
Ay (D) — p) (11.31)

feSime procesem (11.12).



Reseni bez tlakového gradientu (25 elementl)

| o W X

0 0 0] 1.3326
0.12] 0.0098[ 0.1601 1.3321
0.24] 0.0384] 0.3198| 1.3285
0.36] 0.0864| 04787 1.3188
048] 0.1532] 06357 1.3002
0.6] 0.2389] 0.7902] 1.2702
0.72] 0.3427 0.94| 1.2267
0.84] 04643 1.0841| 1.1688
0.96] 0.6025 1.22| 1.0983
1,08} 0.7567| 1.3467| 1.0104
1.2] 0.9253 1.462| 0.9132
1.32] 1.1071| 1.5655[ 0.8081
1.44] 1.3005] 1.6558 0.699
1.56 1.504] 1.7333] 0.5905
1.68] 1.7159] 1.7977| 0.4863
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1.92] 21596] 1.8918] .0.3049
2.04f 23887 1.924| 0.2319
2.16 2,621 1.948] 0.1714
2.28] 2.8559| 1.9657| 0.1233
24| 3.0925 1.978 0.086
2.52] 3.3305 1.9867| 0.0586
2.64] 3.5692| 1.9924| 0.0385

n 2.76] 3.8086| 1.9962| 0.0248
2.88] 4.0483| 1.9985| 0.0152
3]  4.2882 2|  0.0095
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Ukazte, ze postacujici termodynamickou podminku stability procesii v prou-
dicich tekutinach (9.1) (viz priklad 9) lze splnit zavedenim viskozity zavislé na
prostorovych soutadnicich u = u(x,y, z), resp. v = v(z,y,z) pro nestla¢itelné
proudéni. Ve zjednoduseném ptipadé smykového proudéni mtiizeme zakony bi-

lance
Oz OUy,

ox oy

=0, (12.1)

OVgo Oz Op, 0 OVgo 0 OVgo
To 0 - 5 - 12.2
Y20 B T 8y+p8x 8x<yax>+8y<yay> (12:2)
splnit funkcemi
Uzo = Ugo(Y),  Uyo =0, P, =0, vy = M ) (12.3)

ox P

Za predpokladu vyrovnaného smykového proudéni s nulovym tlakovym gradien-
tem je rovnice bilance hybnosti rovna

8p0 8 81}1,0 dvmo
= — = . — . 12.4
0r o (u(y) o > 0, resp. v(y) konst (12.4)

Tuto diferencidlni rovnici pro rychlostni profil v,,(y) fesime pii okrajovych pod-
minkéach ur¢ujicich obtékani rovné desky (viz rovnice (10.3) z prikladu 10), t;.

vxo(o) 5 vxo(y = OO) = Uz » (125)

pro zatim neznamou funkci v(y), kterd je FeSenim rovnice (12.7).
Termodynamickd podminka stability (9.1) méa za téchto predpokladi tvar

dvg, \ dp dvg, AV,
o | 22 >0, — 12.6
“(@) +v (dy a +udy2> pro pu = p(y) (12.6)

je splnéna identicky pro molekularni viskozitu jen v piipadé Stokesova proudéni,
tj. vzo — 0 a v pripadé vyrovnaného proudu % — 0. V ostatnich pripadech je
viskozita u(y) > 0 pro v,(y) > 0 urcéena diferencialni rovnici

di dvg, — d*vg,
pdy dy dy?

=0 (12.7)
s okrajovymi podminkami

1) ly=yy, = 2=y, = Himol - (12.8)



Podminka (12.7) je ekvivalentni bilanci (12.
predpokladali, ze tlakovy gradient %& 0. Te
(12.6) ve tvaru

4), protoze jsme navic (viz (12.4))
rmodynamickd podminka stability

dvge )’
21 >0 12.9
u( dy) > (12.9)
je splnéna identicky:.

Bod y;, je bod blizko pevné stény (vétsinou piimo pevna sténa y;, = 0), tj

d?vy,

dy?

Vzo (Y1,) = 0, =0, (12.10)

bod y;, je bod blizko vyrovnaného proudu (vétsinou blizko smluvni tloustky mezni
vrstvy 0)
d*vg,

0
Y dy2

dvg,

dy

=0, (12.11)

Yiy

Vgo (ylg) = Vg0 »

Yiy

viz obr. 12.1. V blizkém okoli téchto bodil jsou splnény piredpoklady stabilniho
proudéni, tj. bud Re < 1, viz vztah (10.7) z piikladu 10 a nebo kriterium stability
(9.26) z prikladu 9.

Reseni:

Nagim tikolem je fesit souc¢asné diferencialni rovnici pro rychlostni profil (12.4)
a diferencidlni rovnici pro viskozitu (12.7) za odpovidajicich okrajovych podminek
(12.5) a (12.8). Rovnici pro pribéh viskozity (12.7) upravime

d*v
5 d dv d
dy zo
=—1 =——1Inpu= 12.12
dszo dy n( dy ) dy nILL /’(’ ( )
y
kde jsme oznacili ji = i‘é—‘;. Integraci v intervalu y € (y;, y) dostdvame
v, (y)> (u(y)> vz vz
In| 22| =—In|—% |, resp. uy = u(y = A = konst,
(vgo@t) ) Wy =+ 3,
(12.13)

coZ je rovnice bilance hybnosti (12.4).
Poznamka: Tento vysledek neprekvapi, jestlize vyjdeme z obecného tvaru zakona
bilance hybnosti pro Newtonskou tekutinu

dp 0 0 ik ik o’ N ov*
Ox;  Oxk 47 dis = oxk — Ox?

pu’ + (12.14)

a 7z obecného tvaru postacujici termodynamické podminky stability procesi v
tekutinach

o ovi otk ovi [uT\ . ap
8xk( tdzs) tdzsa k +U 85 tdzsa k +p<?> +v % 2 07 (1215)

(viz vztah (9.127) v knize F. Marsik, Termodynamika kontinua, Academia, Praha
1999). Odtud je zfejmé, ze pro stabilitu proudového pole je nutné, aby disipovana

2
mechanickd energie tk! 2% 5o - byla vétsi (nejvyse rovna) mechanické energii p(%) +



vt (f?f Prvni ¢len v nerovnosti je vzdy kladny a druhy clen je mechanicky vykon
trecich sil, ktery je roven z vné dodavanému mechanickému vykonu. Jejich soucet
musi byt i v oblasti turbulence kladny, nanejviSe roven nule. Nerovnost (12.15) je
pak podminkou pro vypocet turbulentni viskozity y(z!) jako funkce prostorovych
soufadnic.

V piipadé rovnobézného smykového proudéni (12.3) pro v,, > 0 je podminka
stability (12.6), ktera vede na rovnici pro ”turbulentni viskozitu” (12.13) identic-
kou s rovnici bilance hybnosti (12.4). Pojem turbulentni viskozita je pouzivan v
analogii s Prandtlovym vztahem, viz dile vztahy (12.33) a (12.34).

Konec poznamky.
Vyrovnané smykové pole rozdélime na tii ¢asti, viz obr. 12.1

1. ¢ast stény s laminarnim proudénim y > 0, tzv. vazkou podvrstvu,
2. Cast s turbulentnim proudénim,

3. ¢ast s laminarnim proudénim v okolé bodu vy, .

y A laminarni

turbulentni

dv,
Hf;m ) vazka podvrstva

X

rovna sténa

Obrazek 12.1: Schematické zndzornéni jednotlivijch proudovych rezimi ve vyrov-
naném smykovém proudu.

Ve vSech téchto oblastech musi turbulentni viskozita spliiovat rovnici (12.13),
kterd je identickd s rovnici bilance hybnosti (12.4) s okrajovymi podminkami

(12.8), (12.10) a (12.11). Viskozitu budeme v okoli bodi y = 0, y,, aproximovat
kvadratickou funkei

w(y) = a+ by +cy® = pr (12.16)
dy

Konstanty a, A, b, ¢ ur¢ime tak, abychom vyhovéli okrajovym podminkdam na

rychlostni profil (12.5) a okrajovym podminkdm na viskozitu (12.8).

Integraci (12.4) vypocteme rychlostni profil

oroly) = 2A 2cy + b
=" D vV—D

Konstantu B stanovime z okrajové podminky na rychlost, v,, v bodé y = 0 a

Vgo = Ugoo (yﬁ) v bodé y,.

5
Tudiz

arctan ( > +B, —D=4ac—b>0. (12.17)

b=0, B=0, pro y=0, (12.18)



b= —2cy,, B=1v0 (%) , pro y=uy,. (12.19)

Poloha bodu y;, je neznama, ale pti limitnim pfechodu ¥, — d musi byt splnény
okrajové podminky (12.8) az (12.11). Z téchto divodi je pouzit faktor 2.
Odpovidajici rychlostni profily jsou

2A

2
arctan <&> , pro vazkou podvrstvu, (12.20)

Vzo(y) = V=D /=D

2A 2 — ‘
Vzo(y) = marctan (%) + Voo <%> , pro okoli y,. (12.21)

Z podminek na derivace rychlostniho profilu

A T, dv A T Ui
_Tw St ( _ 7?) . (12.22)
l2 Hmol

AUz,

dy

O_a_lu’mol, dy

Yi,

a s ohledem na okrajovou podminku (12.8) dostavame

Y
A:Tw7azumol7pro y:07 A:Tl(l_%>7a:/1'm0l+cy1227proy:ylz'
(12.23)

Podobné pro obé ¢asti rychlostniho profilu plati
—D = 4clime - (12.24)

Konstantu ¢ uré¢ime z empiricky nalezeného rychlostniho profilu u stény, tzv.
zakona stény, viz dale. V okoli stény plati (12.20)

Vgo = Tw arctan( ¢ y) , (12.25)
v Clmol Hmol

a vné smykové vrstvy (12.21)

. Yi, i < y12> l | ¢ ]
Vgo = VUgoo— + — == ) arctan Y—Y)| - 12.26
J vV Climol d Hmol ( : ) ( )

Zavedeme bezrozmeérnou sporadnici y* a treci rychlost v,, tak jak je obvyklé v
teorii mezni vrstvy

Ur 1)75 w Mo
y* = y? 5* - 3 UT - T_ 9 I/mol == ILL l . (1227)
Vmol Vmol 1Y 1%

Rychlostni profily (12.25) a (12.26) pfepiSeme do bezrozmérného tvaru

Vgo 1 .
o et 12.28
v arctan (k1y*) , ( )
Vzo . Vgoo [ Ylo 1 . N
o= e () o anetan (m (v = 01)) (12.29)

kde konstanta c je stejna jak pro proudéni u stény tak i pro proudéni vné mezni
vrstvy a nahradime ji konstantou k1,

_ VHmol€ _Tw (12.30)

R1 = " , K3 = R1 v
l



Treci napéti splnuji podminku 7, < 7, takze i k3 > k1. Velikosti 7; a k3 nejsou
pevné stanoveny.
Zavedeni 7 je ¢isté formalni, nebot souvisi podle (12.22) s derivaci

dvgo |

dy Ty,
ktera je velmi mala a v podstaté libovolna. Tyto konstanty maji vyznam Karmé-
novy konstanty v Prandtlové teorii smésovaci délky, viz dale.

Rychlostni profily (12.28) a (12.29) maji v linearni aproximaci tvar

Vzo % * *

=y o ye (0.47) (12.31)
Uzo o VUzo ?JZZ Ti yl*Q * *
Ur N Ur (6*> +E< - 5* (y _yl2> (1232)

a konstanty k1, k3 vypadnou. Vylou¢enim ¢ ze vztaht (12.30) a pouZitim podmi-
nek (12.18), (12.19), (12.23) a (12.27) ma turbulentni viskozita tvar

1(Y*) = ol (1 + ny*Q) , pro y*e€ (O,y?;) : (12.33)

2
ply) = s |14 (" = )|+ 1oy € (iui) (12:34)

V turbulentni oblasti 2. y € (v, ys,) rychlostniho profilu, viz obr. 12.1, neni
na turbulentni viskozitu v rovnici (12.13) kladena zadna okrajovd podminka.
Predpokladame linedrni zavislost

A
p="by=4—, (12.35)

dy

a po integraci z bodu y,

SHINS
3

vxo(y) = Ua:o(ytl) + Al In (%) y pro Al = = —. (1236)
t1

Zavedeme bezrozmérné velic¢iny (12.27) a konstantu b uréime z empirického loga-
ritmického zdkona stény tak, ze polozime

b= Hmet _ r (12.37)

) Y

]

Veli¢ina 7* = % vystupuje v zakonu stény

vao (91,

Y20 _ o lny* + S =g Iy =2, 44Iny" +5 (12.38)
a stanovime ji porovnanim cleni
Ugo (YT 1
“701}( tl) =7y} +5, 7 = ~= 2,44 . (12.39)

Dosazenim opét do vztahu (12.35) dostavame tvar turbulentni viskozity v oblasti

2

1=t = 1 y—*zmy*zw y* (12.40)
moly molyk 2744 mol . .



Spojenim vztahi pro turbulentni viskozitu (12.33), (12.40) a (12.34) dostavame
jeji priubéh (obecné nespojity) napfi¢ vyrovnanym smykovym proudem.

Konstanty 1 a y;, rychlostnich profili (12.28) a (12.38) urcime ze spojitosti
rychlosti a jeji derivace v bodé yy, . Tato spojitost je zarucena nasledujicimi dvémi
podminkami
iau"ctatn(,ka *) zlln " +5 (12.41)
K LYy K Y ) .

1 1

1+ (51%)2 Ry
pro neznamé s, a y; pii zadané (experimentalné urc¢ené) hodnoté xk = 1/2,44 =
0,40984. Fyzikalné mozné feSeni vede na algebraickou rovnici

2 2
1+ 1—<ﬂ>
K

(12.43)

(12.42)

1 Y 1
—ln(—)——arctanY—i—E):O, pro Y:Fcly:l:i
K K1 K1 2K1

Numerickym feSenim nalezneme hodnoty x; = 0,094 a y; = 44,2.

Pozadavek spojitosti derivace rychlosti (12.42) vede s ohledem na obecny
vztah (12.16) na spojitost i turbulentni viskozity. Podobné by bylo mo7né fe-
Sit pfechod mezi oblasti 2 a 3 nalezenim vztahu mezi y; , y; pro zadané x a
vypoctené ki, viz obr. 12.2.

0 VE =442 s
1

Obrazek 12.2: Schematicky prubéeh turbulentni viskozity pro vyrovnané smykové
proudeéent.

Na obr. 12.3 je naméreny prubéh stfedni rychlosti na obtékané rovné sténé.
Oblast vazké podvrstvy pro y* € (O,yg) lze aproximovat rychlostnim profilem

(12.28)

Y20 _ 10, 64 arctan(0, 094y") . (12.44)
v,

V logaritmické oblasti plati vztah (12.38), t;.
Y20 _ 9 44lny* +5. (12.45)
vy

Ve vnéjsi laminarni oblasti 1ze pouzit aproximaci (12.29), popt. (12.32). Predpo-
kladejme tloustku mezni vrstvy d a aproximujeme tieci napéti na sténé. Pro tfeci
rychlost 1ze psat priblizny vztah

Tw dvxo . Vroo
Vr = ,/? = A| Ymol d—y . = Cl\/VmolT: (12-46)




30 T L T T 1] T 1 1] T TTT]
ViooO P
Re; = ; 52500~
20 _
Yxo y
v —_— =
LS vim 5+2,44 In y* |
L
10F - .
7 * 10 64 arcto (0 004v*)
//, AV,U‘T ul\/lrs \V,U/‘TJ /
5F / —
oLt 1ol b by |
1 2 4 10 100 1000 10000

Obrazek 12.3: Nameéreny prubéh rychlosti v turbulentni mezni vrstve bez podél-
ného tlakového gradientu (podle L. P. Purtell et all., Physics of Fluids, vol. 24,
pp. 802-811, May 1981. Copyright 1981 American Institute of Physics.)

7'6 1’006 1’006
Y, = o N Y = (C1\/Res, pro Res= Y ) (12.47)

Vmol Vmol Vmol

Uvazovanim vztahi (12.46) a (12.47) mize rychlost ve vnéjsi oblasti turbulentni
mezni vrstvy aproximovat

\/ 1
Yoo _ ftes + — arctan [/{1 <y* — C’H/Re(sﬂ . (12.48)

Uy o K1

Porovnanim s experimenty na obr. 12.3 zjistime, Ze i parametr C'| zavisi na
Reg, konkrétné pak C; = 0, 218Re(1;/3.
Poznamka. Ve vyrovnané smykové vrstvé tloustky 6 popsané modelovou rovnici
(12.4) by byla § = konst a Res by se ménilo jen s v, a Cy by pravdépodobné
bylo konstantou.



E Pouzijte axiom¢asove nevratnosti (6.104) a*ate dodaténa omezeni obecného
konstitutivniho vztahu pro termovisk6zni materiglf.38). Uvel'te zakladni tvary
volné energie pro termoelasticky material.

Reéen.

PouZijeme formath stejny postup jako v kapitole 8 na konstitutivrdtahy v
materialoveé reprezentaci

{f.sQ" T} (X t)={f.sQ" ,TLM}(CKL Cu T ,;TTK ,XKJ (20.1)

Tenzor druhéhgadu T (XK,t)se nazyva druhy PiiW-Kirchhoffav tenzor nagti.

Na rozdil od prvniho Piolova-Kirchhoffova tenzovapsti T (XK,xk,t) , Viz vztah

(6.40), je tento tenzor jednobodovy a dava do eelaagti a deformace jen v
referedni (materialové) konfiguraci. Tenzaf™" je jen formalg pouzitelny, nebo
jeho praktickou nevyhodou jsou néfitelné hodnoty nafii a deformaci v
referegnim (klidovém) stavu. Vznik na@t a deformace je vzdy udledkem
pusobicich sil. B experimentech je n&sgji pouzivdn jednobodovy Cauchyho

tenzor napti t“(xk,t). Jeho nevyhodou je neznalost deformace &ktemych

konenych stavech, nappii pretrzeni. Relace mezi pouzivanymi tenzory dtiafe
nasledujici:

TH (X", X ) =T (X*ﬁt)%: -%tli(xk 1), (20.2)
L M
T (XK,t):jaa))((l ‘?)((m t™(x,t), (20.3)
resp.
tm(xt)= 7 :;‘IL aa))((r; T (X*t). (20.4)

Jak ukazeme dale, je prvni RielKirchhoffav tenzor nati (6.40) (rekdy se pouziva
pojem pseudonai) uréovan pomoci volné energiektera je skalarni funkci tenzoru
deformaceCy. a teplotyT. Jeho obvykly zapis pro nestigelny elasticky material je
of ox . ox"
3 vl | et (20.5)
Ciy 0X ox
Konkrétni tvary funkcd budou uvedeny dale. Tenzor (20.5) nemusi byiislediku
vcelku libovolného tvaru deformiaiho gradientdr symetricky, viz (6.60).
PouZijeme fundamentélni termodynamickou newstn (6.104), ktera je
ekvivalentni axiom@asové nevratnosti ve tvaru
Q" ot T ov,
T ox* oX
Dosadime konstitutivni vztahy (20.1) a na mistdimhienergieu zavedeme pomoci
Legendrovy transformace volnou energii
oT oT

f (c:KL,CKL T ’ax_Kj =u —TS(CKL Co T ’ax_K) . (20.7)

T =2p,

M=p,(Ts-u)-

_>0. (20.6)



Volna energie je jiz funkci dab nefitelnych veltin jako jsou teplota a deformace
CkL. Nerovnost (20.6) upravime do tvaru

_ o (of of ) . « 0V
n= p(aT )T pO(aCKL]CKL T XK

Quor o oT L s g (208)
T ax~ Oa( T )axK “oC,
ax X
Materidlova derivace Greenova defokmino tenzoru je podle (4.211) rovna
- x< ox'
CKL = 2dk| aX—Kax_L (209)

Podobr upravime materialovou derivaci deforfmého gradientu (4.205) a (4.222)

ov, _dv ox' _ ox’

X< axl axk =(d +W“')axK’ (20.10)

kde dij a w;j jsou postupé tenzor rychlosti deformace a tenzor spinu. Prvolik-

Kirchhoffiv tenzor upravime pomoci (20.2) a pouzijeme vztéy.9) a (20.10).
Odpovidajickleny v nerovnosti (20.8)ipskupime, takze
i j
T ov. of ”) ox ox

Vi _ C. =T"™(d. +w | — =
axK poa KL KL ( j axM axK
of ox< ox' of ox<  ox'
-2 d =T _op & g, 2 4 (2011
P 3C, " ax< ax* ( '0°(6CKMD “oxcoxm T B0
X< ox
+THM .
Mo ax K ax ™

Predpokladejme, Ze Ize tenzor wdp T<" rozdilit na ¢ast termoelastickou

T.* (T,Cy ) @ nacast disipativniT,¢ (CKM Ce: T, a‘;—r jtak Ze plati

a M
Za tohoto pedpokladu bude mozno spinit fundamentalni termoahycleou nerovnost
(20.8) za fyzikals prijatelnych podminek, viz dale.
Dosazenim Uprav (20.11) a (20.12) do (204&eakupenintleni dostavame

T (X, 1) =T (T, CMN)+Td.K;(CKM Con T -2 j (20.12)

of : of ox*  ox
M=-p| —+s|T+| TM=-2 d +
'0°(6T j ( o p"acKMj 4 XK axM
X< ox “ oT
T (?r St (20.13)
X< X of  aT o
+TM - ~ Py — >0.
Y 5x K XV p°a( ot jaxK Pope O 20
XX
Tato nerovnost je zataren splréna, jestlize plati
__of wo—o, O (20.14)

G_T ’ el T 100 aCKM



. oxE X Qf oT
dis Kl 6XK GXM T 6XK 20 (2015)
a posledniii ¢leny nerovnosti jsou nulové€len obsahujici antisymetricky spinovy
tenzorwy je nulovy proto, Ze druhy Pint-Kirchhoffav tenzor je symetricky (plyne
ze vztahu (6.60)ipneexistenci vninich moment hybnosti).
Posledni dva&leny nerovnosti (20.13) jsou nulové proto, Zedpokladame, Ze
volna energie nezavisi na gradientu teploty a nathbeformace.
Transformaci tenzoru (20.12) do aktualnihonstdostdvame Cauchyho tenzor

napsti

ax< ox'
=t (20.16)
Omezujici podminky (20.14), (20.15) na konstitutivatahy (20.1) jsou stejné jako
omezujici podminky (8.15) az (8.18) odvozené préudahki konfiguraci. Volna
energief, stejré jako vnitni energie a entropie jsou funkcemi pouze teplbta
deformaceCy.. Zmeéna volné energie je tudiz #gobena jak z#nou teploty tak i
elastickou deformaci vyvolavajici vimi nagti, tj.
: _(of : of L e T
f(T,CKL)_(—] T+[ J Cy=-ST+=-C, . (20.17)
oT ), Cy /; 20
VyuZijeme-li ogtt materialové derivace Greenova tenzoru (20.9)rdbue s ohledem
na transforméni vztahy (20.4) klasicky vztah pro 2mu volné energied{ vnitini)
energie

tk| = J-l-K

(o]

Im
f=-sT+ j%‘d,m. (20.18)
Jakobian defornmiho gradientuj je disledkem toho, Ze k popisu byla pouZita
referertni (materialova) konfigurace, tfv = jd¥".
VetSina tuhych material (i biologickych tkani) je nestt#elna, tudiz
j :det(FiK): 1 Nestl&itelnost pouzijeme jako dod&mou podminku pro volnou

o, \_ : ~ ox )
f(T,CKL,aX—Kj—f(T,CKL) p[de{axK] 1J (20.19)

kdep je Lagrangév multiplikator. Jak bude patrno dale, ma vyznaatiského tlaku.
Modifikovanou volnou energii (20.19) dosadime dooveosti (20.8). Druhglen v
nerovnosti (20.13) nabyva tvaru

T2 CKL{de{aa;KJ_l}m

energii

¢ axk T°ac,,

X oV . of ox ov
+ OV _qxi - 20.20
Mo axx @ P 0C,, 0X* ox* ( )

5 of ox oV 0 ox* v | X )4 b= 0
°9C,, oX" ax" ox oXx~ X~
P¥i Upravach jsme pouZili derivaci jakobianu (4.283).
Za pedpokladu symetrie a nestitelnosti, tj.

o - agef X |=j=1 (20.21)
aC. oC, X




Ize vztah (20.20) upravit

TN -2 ——+ — |——=0. 20.22
o " aC,, oX" PH o |ax¥ ( )
Prvni Pialv-Kirchhoffiv tenzor nagti pro nestlaitelny termoelasticky material

je definovan volnou energif (C,,T) (opustime oznigeni “~") vztahem

of ox ox K } o

of ox X~ of X~
TN =2 - =2 - b 20.23
o =P aC,, ox* P ox Po 3 ox' P ox’ ( )

ax X
Po transformaci (20.5) dostavame Cauchyho tenzor

k k |
04 (x,t) = 22X 70 = _pg 4 2R 0T OX OX_ (20.24)

oX 0C,, 0X" oX

Nasledkem axiomu objektivnosti musi &kai funkce f zaviset jen na
skalarech — invariantech, llc, lllc (viz Cl1). Tyto invarianty jsou podle Caley-
Hamiltonovy &ty (viz Dodatek C), koeficienty charakteristickéghalynomu (4.62)

-C3+1.C*=11.C+IlI .l =0 (20.25)
a jsou i koeficienty tenzorového polynomu stejnédmtu (viz vztahy C5, C6 pno=3).
Plati

3
lc =trC=> Cy, 2ll,=tr’C-trC?,

= (20.26)

1. =L -Licwer+ Lrc = detc.
3 2 6

Tento vysledek dovoluje odvodit dalSi vztahylekité pro mechaniku kontinua, rap
vynasobenim (20.25) inverznim tenzorem

K L
C'=F7'F7|= axk aik,tzv. Pioliv tenzor | ,

ox" ox

dostavame relaci pro jeho vysd, tedy
-1 _ 1 _ 2\ — 1 _ 2\, _ 2

C —E(IICI 1.C+C )—m[(trzc trC’)1 -2(rcc+C?)]. (20.27)
Stopa Piolova tenzoru je s ohledem na (20.26) rovna

ret=dle (20.28)

.

Ze vztali (20.26) odvodime derivace invariant

Y vzhledem k definiciC = FTF plati Z_E =F',takZe Ize volnou energii povazovat

za funkci deforméniho gradientdr,

of __of of _ of ox
—F =—, resp. — = -
aC oF a( ox J aC,, 0X

X"




dl. _0Cy ol
—C ="K =450, =0,,, resp.—< = 20.29
aCIJ aCij KI™~KJ 1J p GC ( )
e _ycr-c. (20.30)
oC
Vyuzitim vztahu (20.27) d¥eme psét
6III =C?- trCC—ltrCzl +1tr2CI = IIICC‘T. (20.31)
GC 2 2

Derivace (20.29) aZz (20.31)vyuzijem# pdvozeni konkrétniho tvaru tenzoru gtp
(20.23) a (20.24) z voIné energfe(l ., 11, 111,T).
Nejobvyklejsi tvary volné energie pro elasticlestigitelné materialy If1c=j?= 1)
jsou
F(11,) = ¢ (lc—3) ---neo-Hookiv
@7\ e (Ie -3)+¢,(1lc -3 ... Money-Rivliniv
kdec,, c; jsou neznamé materialové konstanty.
V radk praktickych piklada je treba gedepsat anizotropii materialu, ffape
smeru svalovych viakei\. Deformace v tomto sénu je vyjadena vektorem

(20.32)

b =F' A", resp. hb' =FF' AA' =(b)’ (20.33)
Tudiz podminka &ak definované anizotropie je
Cq AA' ~[of =0, resp.|F'\ A'|~|o= 0 (20.34)

kde velikost iy urkuje odezvu materialu na impulz charakterizovanytmesm A.
Casty tvar volné energie anizotropniho materialu je

f(1c1c)=cfexp[d,(1c - 3] - }+c2{ expd,(X t)(F Al- )]~ }1 (20.35)
kdecs, ¢, ad; jsou materidlové konstanty a funkdgX,t) vyjadiuje néjakou aktivitu
materidlu (nap nahrazuje vliv chemickych reakci). Pmy(X,t) = konst. Je
anizotropicky material pasivni.

Vyuzitim vztah (20.29) a (20.30) dostane Cauchyho tenzorétiaf20.24)
obvykly tvar

tk.:_pdkuer()[af ol , of anc]axk X _

dl.dC, 0ll. dC, )oX< ax‘
9 +2,?o of ox* ox  2p, of e ox* ox

=-po r -
P ol aXX ax" j all,  axkoax*
(20.36)
_2p, Of Ox™ ox™ ox* ox _
j oll. oX":ox"  ox* ox*
B p+2,00Ilci 54 + 2p,( of of i of 1y _
i ol j Lol Call,
Zde jsme zavedli Fingév tenzor
k |
b :2;%, b=FF', (20.37)
a ktery je inverzni k tenzoru Cauchyho
-1 -1
b*=c¥, ¢ =b, ,bc=cb"=1. (20.38)

Cauchyho tenzor n&fi pro elasticky nesttatelny materlal( c=j’ :1) je



t=-pl+2p,| L p-T |, (20.39)
al.— oall.

V tomto tvaru jetasto pouzivan v biologickych aplikacich, viz hap D. Humphrey:

Cardiovascular Solid Mechanics; Cells, Tissues @mgans, Springer, New York,

2002.



Na ptikladu zatéZzovani duté elastické krychle naplnéné nestlacitelnou kapalinou,
viz obr. 21.1, ukazte pouziti materidlového (Lagrangeova) a prostorového

x(X

Y

(Eulerova) popisu. Napiste zdkony bilance hmoty a hybnosti a formulujte
okrajové podminky.

F 0%y
A nedeformované
= —_———— Y S S B ——
Y Y I 4 4
\ % | deformované
| ] 3
I P - I I
| SII kapalina A
yurl | e g N
| X.sI I / f aof51 //aoﬁs-out

O\

I I
=0 - e
| X\X /.t n
e I S J i/ >n
i
I

X
P

aOyslow

Obr. 21.1

Deformace plasté elastické krychle o objemu % naplnéné tekutinou o objemu

77 . Horni povrch krychle 07;,, je zatiZen plo$nou silou F [N/ m2] a dolni povrch

krychle 07/, je v kontaktu s pevnym (nepruznym) podkladem. Pfi deformaci se

materidlovy bod P, posune o u(X,,#)=x(X_,7)— X, a materidlovy bod P,bude mit

rychlost v, =V, (X,t).

ReSeni:

21.1

Zakony bilance v materialovych souradnicich

Bilan

ce hmotnosti:

1

(pj):O,j:det(%J,pro XeP VT . (21.1)



Bilance hybnosti:

Ki

ox*
Zde p=j"'p, je hustota v aktudlnim stavu a p, ve stavu po&ate¢nim. Rychlost

PV == pjf’, pro X e 7 VY, (21.2)

materidlového bodu je v =x' a uginek povrchovych sil je vyjadfen Piolovym-
Kirchhoffivym tenzorem napéti
K

TKi(X,X,t):ja(;Y/ 1" (x,t), (21.3)
X

t" (X,t) je tenzor napéti v prostorovych soufadnicich, tzv. Cauchyho tenzor napéti. f*

jsou slozky vnéjsi objemové sily.

21.2| Zakony bilance v prostorovych souradnicich

Bilance hmotnosti:

%—/jjtg(pv’):O, pro Xe % UY;. (21.4)
" .
Bilance hybnosti:
li
p\'/’#;zpfi, pro Xe¥/U7;. (21.5)
X

21.3 | Materialoveé vztahy

Predpokladejme, Ze jak pevné elastické téleso”; tak i tekutina 7 jsou nestlacitelné,
tj. p, = konst., j= 1. Pevny material v 7, je navic elastické pti¢né izotropni téleso
S Ou, Ou, Ou, Ou
t'=c"e,, 2e, = 3 g +6 £ 3 ; 3 T (21.6)
X X X" Ox
kde ey, je Eulertiv tenzor kone¢nych deformaci a ™ je matice elastickych konstant.
Tenzor elastickych konstant ¢ ma pro obecny realny material nasledujici symetrie
(viz kap. 8.2)

gkl ikl _ itk _jikl  ijkl _
=cC = = , =

v (21.7)
Pfi¢n¢ izotropni materidl (napt. kost, dievo) je charakterizovan jen péti nezavislymi
materidlovymi konstantami

E =E,=15GPa, E,=18GPa, v,,=v,, =0,2,

Vi, =V, =0,25,v,, =v,, =0,3, G,, =G, =6GPa, G, =4,5GPa.
E je modul pruznosti v tahu (Youngliv modul), v je Poissonovo ¢islo (v knize T.K je
znaceno 6) a G je modul pruznosti ve smyku (v knize T.K je znac¢en z). Uvazime-li,
ze v kazdé smykové rovin€ musi platit relace mezi Poissonovymi Cisly a Youngovymi

C C C c

(21.8)

moduly G; oc —,G, oc —= anavic G, =G
v, v, :
g Jt

plati podminky symetrie

ji 2



Do Yy Py _Vu VY (21.9)

Nenulové prvky tenzoru elastickych konstant jsou v ndasledujicim vztahu k
materidlovym konstantdm (21.8)

i _17VVy e _1mVials e 1ovipvy
9 2 9
E,EA E\EA E\E,A
01212 — 02112 — 01221 — CZlZl — G12 ,
cl313 — c3ll3 — 01331 :C3l3l — G31 ,

2323 3223 2332 3232
=c" T =c"" =" =G,,

B2 2 Vi ¥ ViV Vs T VY5

c

EEA EEA (21.10)
01133 — 03311 — Vl3 +V23V12 — V31 +V21V32
E,EA E,E.A
nz2 _ 2on _Va TVaiVes _ Via TVl
E,E.A EE.A
A= L—ViVo = VoV = VaiVis = 2V VWi )
E1E2E3
Homogenni pevny (obecné stlacitelny) elasticky materidl ma jen dvé nezavislé
materidlové konstanty, napt. ocel, E = 220 Gpa, v = 03 a plati
G= % =85GPa . Tenzor napéti (21.6) pro nestlacitelny material, tj. pro e, =0,
+v
viz (4.184) a v = 0,5 ma tvar
. (G I O N
1 =2Ge", e”=e”—%5”. Q1.11)
O tekutiné pfedpokladejme, ze je viskozni newtonska s konstitutivnim vztahem
i i (o)
t'==pd’ +2ud", (21.12)
kde p je staticky tlak a
1 i X
Ji=Lf o v 200 i) (21.13)
2\ox) ox' 30x
!
V nestlaCitelné¢ tekutiné, napt. ve vod¢ je divv= Lj =0 a viskozita je
X
4 =0,8-10° Nsm ™. Pak je Cauchyho tenzor napéti (21.12) roven
. , o' o/
t' =—po’ + —+—. 21.14
p ,U( o ar j (21.14)
Pocatecni a okrajové podminky
Pocatec¢ni podminka:
u(X,,0)=0, pro X €%, (21.15)

v, (x,0)=0, pro xe?;, (21.16)



p(x,0)=p,, pro xe7;, (21.17)
kde p, je n&jaka pocate¢ni hodnota tlaku v kapaling, napt. p, = 10’ Pa.

Okrajové podminky:
u(X,,1)=0, pro X, €%, (21.18)
" (x,(X,,1),t)n, = F'(¢), n=(0,1,0), pro X, e7,,, (21.19)
1" (x,(X,,1),t)n,=0, pro X 7, (21.20)
1" (X,(X,.0),0)n =t (X,0)n,, pro X €%, (21.21)

kde ¢" atjf jsou tenzory napéti (21.6) a (21.12), n je vné&js$i normala elastického télesa.



Odvad'te zakony bilance v kombinovaném Eulefdagrangeow formulaci.
Kontrolni objemV(t) se niize deformovat fgdepsanym Zjsobem. Materialovy
objem 7(t) se méni podle reédlné deformace danéspusnymi zakony bilance,
okrajovymi a pdatetnimi podminkami a materialovymi vztahy.

Resen{22]
Skute&na deformacec¢tesa o objemu’”; na €leso o objemu?” (t) je popsana
zobrazenimx' = X (X' , t) 1.

x:V,x[0t] - V(1) O0? (22.1)

s deformanim gradientem:XL,, de ﬁj =j#£0

ox'

{

Obr. 22.1
Kombinovany Euleiv-Langrangév popis. OblastV(t) se deformuje &akym
piredepsanym Zsobem y=y(X,t). Skut&na deformace pateni oblasti 7; je
popséna zobrazenim = x(X,t).

Redpokladejme nyni &akou vhodnoudcist¢ geometrickou (nematerialovou)
deformaci ¢glesa?; , viz obr. 22.1, z jeho gateni oblastiV, na oblasi/(t) (nékdy se

nazyva kontrolnim objememyjakym zobrazeniny' =y ( X', t) .



y:V,x|0t] - v()O0®, (22.2)

Deformani gradient tohoto zobrazeni }e— det[ 0y J j, # 0.Vzajemna relace

oX' X'
skut&né deformace22.1)a deformace geometrig2.2) vyjadruje deformani gradient
ox _ oxX oX
= — (22.3)
oy’ oX' oy
Poloha a rychlost materiadlového bodu visainé sousta*v(yl, Yy, y3) ,Viz obr. 22.1,
je
oy ow
X,t)=x(X,t Xt =V, SV-— 22.4
v =x () -w(x ), J=w, =v-2 @24

kde aa—\iv je relativni rychlost materialového bodiev hranici oV (t)s normalou
X

n, , v, je rychlost materialoveho bodu v kontrolnim objevf{t).

Formulace problému mechaniky kontinua pomogjaké libovolné soustavy
souradnic (22.2) se nazyva ,arbitrary Lagrangian-Eulerian desanipti tzv. ALE

popis.

) V piipact, Ze jey = X, tj.j, = 1, v, =0,kontrolni objemV (t) =V, je v klidu a
pies hran|C|6V( ) se pohybuji materialové body materidlovou rychlest
Tento popis nazyvame prostorovy neboli EiNer

i) Za predpokladu, Zg = x, tj. jy =j a hranicedlesadV (t) =07 (t) se pohybuje
rychlosti v, =v, dostdvame Lagrange neboli materialovy popis, viz obr.
22.1.

Zakony bilance v ALE formulaci

Vyjdeme z obecného tvaru zdkona bilance, viz (6daké extenzivni vetiny @ (t),
jejiz velikost v fiznych objemech oziane

=[o(X.)d7 = [ g(x.t)dv= [ ¢(y.)dy. (22.5)
Ty 7(t) V(1)
casova zmina této veliiny v nekterém z uvedenych objénje
=67 (0)+P(0). @29)
kde celkovy tok (konduktlvnl) odpowdajlmm povromq'}a
j J* (@) dA = j = | K(®)n,, da (22.7)
av(t)
Celkova produkce je
= J.Z(CD) d7” = I o(®)dv= J. o(®) dy. (22.8)
% 7(t) V(1)

Materialova derivace integrala2.5) pres geometricky objeri/(t) s nemateridlovym
povrchem#V(t) dana vztahem



J.¢(ym,t)dvy=% [o(y.)dy+ [ ¢(V-\)n, da (22.9)

v(y v(t) av(1)
viz prvni Reynoldgv transportni teorém (6.12)Casovou derivaci integralu

vypocteme tak, Ze jejigtransformujeme inverznim zobrazenim k zobrazeéhPj2lo
pocateiniho stavu

d _d R
av'([)¢(y,t)dvy—a\'/[¢(y(x,t),t) j,d7 =

P (22.10)
- [2 {600, o
Vo
Do paiateeniho stavu petransformujeme i povrchovy integrél
K
I #(v.t) (V ~V )Mda‘J‘¢ X,l),i)(\V— \7) jax dA. (22.11)

ay~
av(t)

Elementy plochy a objemu se transformujl' séaimdm  zgisobem (4.181) a
(4.167), tj.

- _ooxK
dv, = jd7", n, da= j o dA. (22.12)

Pouzitim Gaussovy &ty v povrchovém integralg2.11) a dosazenim do obecného
zakona bilancé2.6) dostaneme lokalni tvar zakona bilance v ALE foraul

%(jy¢)+a)%{[¢(vk —vvk[)— jk(qb)} jy%}— j,o(®)=0. (2213

Dosazenim z& hustotup dostaneme zakon bilance hmoty

0 0 ax K
at(JY'O) axK {|:'0( ):| Jy ayk } 0. (22.14)
Zakon bilance hybnosti dostavame gie pv', j*(®)=t",o (@)= pf '{j.,
0 0 - ST Gl I
o)+ o {[W (V=) -] LW}— ot =0. (2219

2
Prog = p(%} j“(@)=0,0 @)=V, %+p\/i f' obdrzime zékon zachovani kinetické
X
energie
A A PV—Z( )JaxK i[9 vt =0, (2216
at| axK 2 o) D oy oox ' ' '
Bilance momentu hybnosti se redukuje na vztah

th —tf —,oM” (22.17)

e

Dosadime-li zag = pu, j*(®)=-9%, o(®) —tk'g k +q dostaneme rovnici bilance
X

vnitini energiau



0.

0 CoXK | aov, |~
E(JVW)J’aXK{[/’”(‘f“ﬁ)*ﬂ J’W}_ Jy[t a_\:e“’quo (2218)

kded je vektor vedeni tepla @ jsou objemové tepelné zdroje, hap disledku
elektromagnetického #zéni.

X"

Snadno sefeswdcime, ze v pipad i) kdy je y=X, tj.jy=1a v =0 a
y

() _a() ox , .
provedeme derlvac(:axK 3% axE dostaneme zakony bilance v Eulefdvaru
(6.27), (6.51), (6.66), (6.62) a (6.85). Analogigky @ipad ii) kdy volimey =X, tj. jy

K -1

=] je rychlostv, =va———=F"«je inverzni deforméni gradientF ", obdrzime
' X

zakony bilance v Lagrangedtwaru.



Priklad 24:
Dokazte v termodynamice cCasto uzivané matematické identity (3), (4),
Ptredpokladejte, ze veliCiny X, Y, Z jsou vazany funkcni zavislosti

f(x,y,2)=0, resp.

x=x(y,2), y=y(x2), z=2(xY).

JestliZe jesté navic je funkce w funkci libovolné dvojice téchto tii proménnych, t;.

w=w(x,Yy), popf. w=w(y,z) &iw=w(x,z),
plati ndsledujici identity:

ReSeni:

Zavislost (2) si miizeme piepsat do tvaru
x=x(w,y), y=y(w,z), z=z(w,Xx).
Totalni diferencidly téchto funkci jsou

dx — X dy+0dz—(ﬁ) dw=0,
ay w aW y

0dx +dy —(%j dz —(%) dw=0,

—(@j dx+0dy+dz—(ﬂj dw=0.
OX w ow X

Predpokladejme, ze w = konst, pak dw=0 a soustava (7) ma
dx—(gJ dy +0dz =0,
o )
Odx +dy — (@j dz =0,
oz

w

—(@] dx+0dy+dz =0.
oX )\,

(5).

(1)

2)

)

(4)

)

(6)

(7)

tvar

(8)

Jeji nenulové feseni dx,dy,dz muze nastat jen v piipadé, Ze determinant této soustavy

je nulovy, tj.



det

-

x
oy

I

oy
0z

i

0z

OX

)

w

)

{5l

- \ax ), ’
OX OX

resp. (5) :(aj (

Timto je dokézéana identita (3).
Identita (4) plyne pfimo z definice inverzni funkce, napf.

%y

0z

x=x(y,z), resp. x=x(y(x,2),2). (10)

Totélni diferencial této funkce vyhovuje podmince

dx — X (ﬂ) dx =0,
oy ),\oxJ,

)y

oy ), (Wj '

oX /,
Vyuzitim vlastnosti totalniho diferencialu funkcei (1). Odvodime ildentitu (5), t;.
dx—(% 8x) dz=0,
y

d 2=
ayl d [
_(5_3/

OX

oz
j dx+dy—(@j dz =0,
z az X
0z
_(&
Diferencialy dx, dz, dy jsou feSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic (12) a

oz
j dx—(—j dy +dz =0.
y ay X
podminka nenulového feSeni této soustavy je nulovd hodnota determinantu matice
této soustavy

(11)

(12)



@ v @)
oX ), oz ),

R -REE -0 @
oy J,\oz ),\ox ), \ox),\oy)\oz), \oz) \ox), \oz) \oy),

oy ),\ X,
Vyuzitim identity (11) miZeme podminku (13) pfepsat do tvaru

@)@ @)@)@)] o e

Oznacime na okamzik vyraz
3218 - »
oy ),\ oz ), \ox),

Pak podminka existence nenulovych diferencialii (13) ma tvar
X2 42X +1=(X+1)" =0. (16)

Resenim této rovnice je hledany vztah (5), t;.

(5_XJ (a_y) (@) _ (17)
oy ),\ oz ), \ox),




Piiklad 30

Z formulace zakona bilance hybnosti v integralnim tvaru

[piidv="{tida+ | pfidv (30.1)
se;rvaéné sila povr(ghové sila oi;jemové sila

naleznéte bilanci mechanické energie po proudnici.

Reseni: Piejdeme k lokalnimu tvaru zakona bilance pro tenzor tlaku P” definovany z
povrchovych sil t' vztahem

t'=P'n,, da, =n,da, kde P' = p(p,T)5" - Py, (30.2)
kde da=(da,da,,da,)=nda je orientovany element povrchu, p(p,T) je
hydrostaticky tlak a P). je tenzor vazkych (disipativnich) napé&ti. Vychozi lokalni tvar
zakona bilance hybnosti je

opv' 0 i
% al(pVV+P) Za:pafa. (30.3)
Po dosazeni z (30.2) dostdvame a vyndsobenim skaldrn¢ vektorem rychlosti v
a(pvi) ) R
——V Vv —(pvV +V'——V—P"+ v 30.4
at axl (p ) 8X' dis zpa ( )

Timto formalnim postupem jsme dostali bilanci mechanické energie, tj. [W]

Upravime a pieskupime jednotlivé cleny

v(ap o(pv') o (v L6 (v o o
(V)(aﬁ o | Plal 2 )T w2 e +8t+V8x'_(305)

o(p+e) 0 i OV’ P
+—(Vv'P P, , pro =—
ot aX ( dIS) dis XI p zpa Zpa aX
Vyuzijeme rovnice bilance hybnosti a definice materlalove derlvace
ol pv
P, (pl )zo, b=y P (30.6)
8’[ OX ot OX

rovnici bilance mechanické energie pak miizeme psat ve tvaru
Aal27?) s\ 277)) a T o

V) (p+e) 0 iy on OV
P 7+¢J+p:T+§(v Pdlis)_Pdlisa'

(30.7)

Jestlize zanedbame teni, tj. P =0 a procesy jsou stacionarni dostavame
nejjednodussi variantu zakona bilance mechanické energie, tzv. Bernoulliovu rovnici

]% £V2—] D V2 2 tj'p V2 V2
—+Q H+— dt:(—+(pJ +|—d =[—+gpj —(—-1—(0)
" 2 o 2 T P 2 , 2

1

Py
; Jd_p ~0  (30.8)
P

1 P




kde integrace probiha po proudnici (¢ara tecna ke sméru rychlosti) s délkovym
parametrem S

dt = v'dx' =|v|ds. (30.9)

Bilanci mechanické energie miZzeme formulovat i obecnéji. VyuZijeme bilance
hmotnosti a nasledujicich identit

.Op |8p_6V' ._££ P
A e P P (ppj ppﬂ{j [/J

(30.10)
: 0 o1 '0
vj, LR _p I[P pOf L) v, '—B
pot al p at\ p POX p
a dostdvame bilanci mechanické energie v obecném tvaru
V2- p_ a(p+¢) 8V| i 8VI a i
+—+ — 4+ p—-—P; + v'P ). 30.11
p[z P (pJ ot Pax o ax'( ) ( )

C e, .. . o' s y
Odtud je ziejmé, Ze pro nevazkou a nestlacitelnou tekutinu (F =0) plati, Ze soucet
X

kinetické, potencialni a tlakové energie jsou v kazdém misté tekutiny konstantni, tj.

2
Y P p—konst. (30.12)
2 p

Jde o jakysi ,,Zakon zachovani mechanické energie®.
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