
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Základní požadavky ke zkoušce z „Termodynamiky kontinua“ 
 
 

• Formulace zákonů bilance hmotnosti, hybnosti, momentu hybnosti, mechanické 
energie a vnitřní energie 

 
• Explicitní vyjádření hustoty produkce entropie v zákonu bilance entropie 

 
 
• Konstitutivní vztahy pro termo-visko-elastický materiál; tekutiny i pevná tělesa. 
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4.1 Ukažte na příkladu pístového stroje (spalovacího motoru či kompresoru) vyžití bilance 
energie v příkladu 4 a odvoďte vztahy pro výkon či příkon toho stroje pro případ přívodu, 
resp. odvodu tepla h∆ . Porovnejte nárůst tlaku nad pístem následkem přidání dalšího 
plynu-vliv Daltonova zákona. 
 
 
Řešení 4.1. 
 
  Připomeňme krátce výpočet výkonu W&  všech  motorů  (včetně turbin) 
vycházejících z transformace energií a tedy vyhovující zákonu zachování energie, viz 
příklad 4.  

Jestliže m&  [kg/s] je protékající hmotnost pracovní látky a  
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je její celková entalpie, pak výkon či naopak spotřeba energie příslušného stroje je roven 

( ) [ ]W=J/sc out c inW m h h= −& &    (2) 

Indexy „in “ a „out“ označují postupně hodnoty na vstupu do motoru a na jeho výstupu, viz 
např. Sazima et al. 1989. 
 Celková entalpie ch  se skládá z: 

• entalpie     
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h c dT h= + ∆∫ ,     (3) 

kde  pc  [J/(kg K)]  je specifické teplo pracovní látky  a h∆  [J/kg] je energie (teplo) 

uvolněná při chemické reakci či kondenzaci (pak je h∆ >0, jde o teplo přivedené)  a 
nebo naopak energie při takovýchto změnách pohlcená, např. vypařování  (pak je 

h∆ <0, jde o teplo odvedené). 
• kinetická energie pracovní látky  2 / 2v   [J/kg]. Má význam u leteckých proudových 

motorů či větrných elektráren.   
• potenciální energie pracovní látky [ ]J/kgϕ  . Hlavní význam má u vodních elektráren. 

 
Předpokládejme, že nasátým plynem je vzduch popsaný stavovou rovnicí  
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v důsledku dodání mechanické energie při  adiabatické kompresí mezi body 1, 2  se ohřeje 
na teplotu 2T  a z původního objemu 1V  se stlačí na objem 2V , tudíž 
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a přitom spotřebuje mechanickou energii (práci)  
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Tuto hodnotu naleznete integrací  
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p dV∫  při adiabatickém průběhu tlaku (5). Např. při  

kompresním poměru 2
2 1 2 1
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10 je 1,93 a 0,193
p

T T V V
p

= = = . Při teplotě nasátého vzduchu  

17 °C, tj. 1T = 290 K je 2 560T =  K, tj. asi 287 °C. 
 
Výměna hmoty a energie  

V bodu “2”  oběhového diagramu (po skončení komprese) se do teplého vzduch 
vstřikne malé množství kapaliny: 

i) hořlavé látky, která uvolní množství energie h∆ 0≥ a předá je vzduchu. 
ii) množství vody, která se přemění na přehřátou páru. Vzhledem k tomu, že 

k vypaření vody je třeba teplo dodat (h∆ <0, odebere se z tepla zkomprimovaného 
vzduchu). 

 
Abychom ukázali dodatečný účinek parciálního tlaku vstřiknuté vody soustředíme 

se jen na případ ii). Vypařením vody klesne teplota  2T  v objemu 2V  podle zákona 
zachování energie přibližně na teplotu T  (zanedbáváme ohřev vody na teplotu varu) 
 

( ) [ ] -1
2 J , 2.2MJ kga va w lv lvm c T T m h h− = � .           (7) 

Zde [ ]kgam  je množství nasátého vzduchu a [ ]kgwm  je množství vstřiknuté vody 

v objemu  2V , lvh  je výparné teplo vody. Ukážeme, jak klesne odpovídajícím způsobem i 

tlak směsi a jak se uplatní dodatečný tlak vodní páry podle  Daltonova zákona. 
Označíme p celkový tlak směsi vzduchu a páry   
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kde -1, , 28.96 kg kmola w ap p M  =   a  -118 kg kmolwM  =    jsou postupně parciální tlaky a 

molekulové hmotnosti vzduchu a vody. Poměr tlaku páry k tlaku vzduchu po vypaření 
vody nalezneme tak, že podělíme poslední dvě rovnice (8) a dosadíme z rovnice energie 
(7) 
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Z tohoto vztahu je zřejmé, že relativně největší parciální tlak vodní páry bude při nejnižší 
možné teplotě T , ta je však rovna teplotě syté páry  sT T=  , která je na mezní křivce (při 

fázovém přechodu) určena jednoznačně tlakem syté páry wsp podle vztahu  
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Tento zjednodušený vztah platí v oblasti teplot 0-500°C s dostatečnou přesností. Přesný 
vztah  je uveden v publikaci Šifner, Klomfar, (1996). Tudíž nejvyšším možným tlakem je 
tlak nasycené páry (10) a to při teplotě sT . Tuto teplotu však bude mít směs jen při určité 

množství vstřiknuté vody wm . Teplotu T  a množství wm  a parciální tlak páry wsp  

nalezneme řešením rovnic (7, 9, 10).  
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Dosazením z rovnice (10) dostáváme rovnici pro ϑ  
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Jejím řešením pro výše uvedené podmínky  
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1.01325 10 Pa , =10, 290K, 0.1526 je 1.247, t.j. 361.6K
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T
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Teplota směsi klesne po vstřiku vody z  hodnoty 2 560K na teplotu 361.6KT T= = . 
Výsledný tlak směsi pak bude znatelně nižší 

1/ 5 5 5
1 16.53 10 0.68 10 7.21 10 7.117a w wp p p p p pκϑπ= + = + = ⋅ + ⋅ = ⋅ =           (14) 

  Důsledkem tohoto poklesu tlaku je i pokles mechanické práce, kterou tato směs 
může vykonat. Tudíž práce spotřebovaná na adiabatickou kompresi je větší než následná 
adiabatická expanze směsi vzduchu a páry. Pro výše uvedené podmínky platí 
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Přibližně 20% příkonu se spotřebuje na výrobu páry. Pístové zařízení pracuje jako stroj na 
výrobu syté páry. 
 
Energetická spotřeba pístového stroje se vstřikem vody. 
 
Nechť je am  množství nasátého vzduchu, pak podle bilance energie (7) je množství 

vstřiknuté vody 
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potom práce spotřebovaná na jeden cyklus je  dána rozdílem entalpií cout cinh h−   podle 

vtahu (2) 

1proti původním 10 .p
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Množství práce v jednom cyklu je 
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Spotřebovávaný výkon je je pak úměrný množství protékaného vzduchu am&  

[ ]60.142 10 WaW m= − ⋅& &               (18)

   
Tento příklad měl ukázat, že vliv dodatečného parciálního tlaku způsobeného vypařením 
vody nemůže kompenzovat úbytek tlaku způsobený odebráním výparného tepla. 
 
Reference: 
Sazima M., Kmoníček V., Schneller J. a kol : Technický průvodce 2, Teplo, SNTL, Praha, 

1989 
Středa I., Sazima M., Doubrava J.: Termomechanika, Ediční středisko ČVUT Fakulta 
strojní, Praha, 1992 
Šifner O., Klomfar J.: Mezinárodní standardy termofyzikálních vlastností vody a vodní 
páry. Academia, AVČR, Studie 1/1996 









































 



 

















 
 20.  Použijte  axiom časové nevratnosti (6.104) a určete dodatečná omezení obecného 
konstitutivního vztahu pro termoviskózní materiály (7.38). Uveďte základní tvary 
volné energie pro termoelastický materiál. 
 
Řešení  20.  
 
     Použijeme formálně stejný postup jako v kapitole 8 na konstitutivní vztahy v 
materiálové reprezentaci 

 { }( ) { }, , , , , , , , , , , .L LM L LM K
KL KL K

T
f s Q T X t f s Q T C C T X

x

∂ =  ∂ 
&  (20.1) 

Tenzor druhého řádu ( ),LM KT X t se nazývá druhý Piolův-Kirchhoffův tenzor napětí. 

Na rozdíl  od prvního Piolova-Kirchhoffova tenzoru napětí ( ), ,LM K kT X x t , viz vztah 

(6.40), je tento tenzor jednobodový a dává do relace napětí a deformace jen v 
referenční (materiálové) konfiguraci. Tenzor LMT  je jen formálně použitelný, neboť 
jeho praktickou nevýhodou jsou neměřitelné hodnoty napětí a deformací v 
referenčním (klidovém) stavu. Vznik napětí a deformace je vždy důsledkem 
působících sil. Při experimentech je nejčastěji používán jednobodový Cauchyho 

tenzor napětí ( ),li kt x t . Jeho nevýhodou je neznalost deformace v některých 

konečných stavech, např. při přetržení. Relace mezi používanými tenzory napětí je 
následující: 
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resp. 
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Jak ukážeme dále, je první Piolův-Kirchhoffův tenzor napětí (6.40) (někdy se používá 
pojem pseudonapětí) určován pomocí volné energie f, která je skalární funkcí tenzoru 
deformace CKL a teploty T. Jeho obvyklý zápis pro nestlačitelný elastický materiál je 
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Konkrétní tvary funkce f  budou uvedeny dále. Tenzor (20.5) nemusí být v důsledku 
vcelku libovolného tvaru deformačního gradientu F symetrický, viz (6.60). 
     Použijeme fundamentální termodynamickou nerovnost (6.104), která je 
ekvivalentní  axiomu časové nevratnosti ve tvaru 
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Dosadíme konstitutivní vztahy (20.1) a na místo vnitřní energie u zavedeme pomocí 
Legendrovy transformace volnou energii 
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Volná energie je již funkcí dobře měřitelných veličin jako jsou teplota T a deformace 
CKL. Nerovnost (20.6) upravíme do tvaru 
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Materiálová derivace Greenova deformačního tenzoru je podle (4.211) rovna 
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Podobně upravíme materiálovou derivaci deformačního gradientu (4.205) a (4.222) 
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kde dij a wij jsou postupně tenzor rychlosti deformace a tenzor spinu. První Piolův-
Kirchhoffův tenzor upravíme pomocí (20.2) a použijeme vztahy (20.9) a (20.10). 
Odpovídající členy v nerovnosti (20.8) přeskupíme, takže 
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Předpokládejme, že lze tenzor napětí TKL rozdělit na část termoelastickou 

( )el ,KL
MNT T C a na část disipativní dis , , ,KL

KM KM M

T
T C C T

X

∂ 
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& tak, že platí 
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Za tohoto předpokladu bude možno splnit fundamentální termodynamickou nerovnost 
(20.8) za fyzikálně přijatelných podmínek, viz dále. 
      Dosazením úprav (20.11) a (20.12) do (20.8) a přeskupením členů dostáváme 
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Tato nerovnost je zaručeněn splněna, jestliže platí 
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a poslední tři členy nerovnosti jsou nulové. Člen obsahující antisymetrický spinový 
tenzor wkl je nulový proto, že druhý Piolův-Kirchhoffův tenzor je symetrický (plyne 
ze vztahu (6.60) při neexistenci vnitřních momentů hybnosti).  
     Poslední dva členy nerovnosti (20.13) jsou nulové proto, že předpokládáme, že 
volná energie nezávisí na gradientu teploty a rychlosti deformace. 
     Transformací tenzoru (20.12) do aktuálního stavu dostáváme Cauchyho tenzor 
napětí 
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Omezující podmínky (20.14), (20.15) na konstitutivní vztahy (20.1) jsou stejné jako 
omezující podmínky (8.15) až (8.18) odvozené pro aktuální konfiguraci. Volná 
energie f, stejně jako vnitřní energie a entropie jsou funkcemi pouze teploty T a 
deformace CKL. Změna volné energie je tudíž způsobena jak změnou teploty tak i 
elastickou deformací vyvolávající vnitřní napětí, tj. 
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Využijeme-li opět materiálové derivace Greenova tenzoru (20.9), obdržíme s ohledem 
na transformační vztahy (20.4) klasický vztah pro změnu volné energie (či vnitřní) 
energie 
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Jakobián deformačního gradientu j je důsledkem toho, že k popisu byla použita 
referenční (materiálová) konfigurace, tj. dv jd= V .  
      Většina tuhých materiálů (i biologických tkání) je nestlačitelná, tudíž 

( )det 1.i
Kj F= = Nestlačitelnost použijeme jako dodatečnou podmínku pro volnou 

energii 
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kde p je Lagrangeův multiplikátor. Jak bude patrno dále, má význam statického tlaku. 
Modifikovanou volnou energii (20.19) dosadíme do nerovnosti (20.8). Druhý člen v 
nerovnosti (20.13) nabývá tvaru 
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Při úpravách jsme použili derivaci jakobiánu (4.283). 
      Za předpokladu symetrie a nestlačitelnosti, tj. 
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lze vztah (20.20) upravit 
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      První Piolův-Kirchhoffův tenzor napětí pro nestlačitelný termoelastický materiál 
je definován volnou energií ( ),KLf C T (opustíme označení “~”) vztahem 

 el 2 2 .
l K K

Kl
o oL l ll

KL
K

f x X f X
T p p

C X x xx

X

ρ ρ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂  ∂ 

1) (20.23) 

Po transformaci (20.5) dostáváme Cauchyho tenzor 

 ( ) 1
el

2
, .

k k l
kl i Kl kl o

L K L
KL

x f x x
t x t j T p

X j C X X

ρδ− ∂ ∂ ∂ ∂= = − +
∂ ∂ ∂ ∂

 (20.24) 

 
           Následkem axiomu objektivnosti musí skalární funkce f záviset jen na 
skalárech – invariantech IC, IIC, IIIC (viz C1). Tyto invarianty jsou podle Caley-
Hamiltonovy věty (viz Dodatek C), koeficienty charakteristického polynomu (4.62)  
 3 2 0C C CI II III− + − + =C C C I  (20.25) 

a jsou i koeficienty tenzorového polynomu stejného řádu (viz vztahy C5, C6 pro n=3). 
Platí 

 

3
2 2

1

3 2 3

, 2 ,

1 1 1
det

3 2 6

C KK C
K

C

I tr C II tr tr

III tr tr tr tr =  .

=

= = = −

= − +

∑C C C

C C C C C

 (20.26) 

Tento výsledek dovoluje odvodit další vztahy důležité pro mechaniku kontinua, např. 
vynásobením (20.25) inverzním tenzorem 

1 1 , tzv.Piolův tenzor
K L

T
k k

X X
F F

x x
− − −  ∂ ∂= = ∂ ∂ 

C , 

dostáváme relaci pro jeho výpočet, tedy 

( ) ( ) ( )1 2 2 2 21 1
2 .

2C C
C C

II I tr tr tr
III III

−  = − + = − − + C I C C C C I C C C  (20.27) 

Stopa Piolova tenzoru je s ohledem na (20.26) rovna 

 1 .C

C

II
tr

III
− =C  (20.28) 

Ze vztahů (20.26) odvodíme derivace invariantů 

                                                           

1) Vzhledem k definici T=C F F platí ,TF
∂ =
∂
C
F

takže lze volnou energii považovat 

za funkci deformačního gradientu F, 
 

 , resp. .
l

T
Ll

KL
K

f f f f x

C Xx

X

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂  ∂ 

F
C F

 

 



 , resp. ,C KK C
KI KJ IJ

IJ ij

I C I

C C
δ δ δ∂ ∂ ∂= = = =

∂ ∂ ∂
I

C
 (20.29) 

 .TCII
tr

∂ = −
∂

C I C
C

 (20.30) 

Využitím vztahu (20.27) můžeme psát 

 2 2 21 1
.

2 2
TC

C

III
tr tr tr III −∂ = − − + =

∂
C C C C I C I C

C
 (20.31) 

Derivace (20.29) až (20.31)využijeme při odvození konkrétního tvaru tenzoru napětí 
(20.23) a (20.24) z volné energie ( ), , , .C C Cf I II III T  

    Nejobvyklejší tvary volné energie pro elastické nestlačitelné materiály (IIIC =j2 = 1) 
jsou  

 ( ) ( )
( ) ( )

1

1 2

3 neo-Hookův
,

3 3 Money-Rivlinův
C

C C
C C

c I
f I II

c I c II

−
=

− + −
L

K
 (20.32) 

kde c1, c2 jsou neznámé materiálové konstanty. 
       V řadě praktických příkladů je třeba předepsat anizotropii materiálu, např. ve 
směru svalových vláken A. Deformace v tomto směru je vyjádřena vektorem 

 ( )2
, resp. .i i I i i K I

I Ii iKb F A b b F F A A= = = b  (20.33) 

Tudíž podmínka nějak definované anizotropie je 

 
2

0, resp. 0,K I i I
IKIC A A b F A b− = − =  (20.34) 

kde velikost |b| určuje odezvu materiálu na impulz charakterizovaný vektorem A. 
Častý tvar volné energie anizotropního materiálu je 

 ( ) ( ){ } ( )( ){ }, 1 1 2 2exp 3 1 exp , 1 1 ,C C Cf I II c d I c d t = − − + − −    X F A  (20.35) 

kde c1, c2 a d1 jsou materiálové konstanty a funkce d2(X,t) vyjadřuje nějakou aktivitu 
materiálu (např. nahrazuje vliv chemických reakcí). Pro d2(X,t) = konst. Je 
anizotropický materiál pasivní. 
       Využitím vztahů (20.29) a (20.30) dostane Cauchyho tenzor napětí (20.24) 
obvyklý tvar 
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 (20.36) 

Zde jsme zavedli Fingerův tenzor 

 , ,
k l

Tkl
L L

x x
b

X X

∂ ∂= =
∂ ∂

b F F  (20.37) 

a který je inverzní k tenzoru Cauchyho 

 
1 1

1 1, , .kl kl
kl kl

b c c b b
− −

− −= = = =c cb I  (20.38) 

Cauchyho tenzor napětí pro elastický nestlačitelný materiál ( )2 1CIII j= =  je 



 2 .o
C C

f f
p

I II
ρ
 ∂ ∂= − + − ∂ ∂ 

%t I b c  (20.39) 

V tomto tvaru je často používán v biologických aplikacích, viz např. J. D. Humphrey: 
Cardiovascular Solid Mechanics; Cells, Tissues and Organs, Springer, New York, 
2002. 
 



21. Na příkladu zatěžování duté elastické krychle naplněné nestlačitelnou kapalinou,
viz obr. 21.1, ukažte použití materiálového (Lagrangeova) a prostorového
(Eulerova) popisu. Napište zákony bilance hmoty a hybnosti a formulujte
okrajové podmínky.

Obr. 21.1

           Deformace pláště elastické krychle o objemu Vs naplněné tekutinou o objemu
Vf . Horní povrch krychle s up∂V  je zatížen plošnou silou 2N / m⎡ ⎤⎣ ⎦F  a dolní povrch

krychle s low∂V  je v kontaktu s pevným (nepružným) podkladem. Při deformaci se

materiálový bod Ps posune o ( ) ( ), ,s s st t= −u X x X X  a materiálový bod Pf bude mít

rychlost ( ),f f t=v v x .

Řešení:

  21.1  Zákony bilance v materiálových souřadnicích

Bilance hmotnosti:

( )
.

0, det , pro .
i

s fI

xj j
X

ρ
⎛ ⎞∂

= = ∈ ∪⎜ ⎟∂⎝ ⎠
X V V (21.1)
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Bilance hybnosti:

, pro .
Ki

i i
s fK

Tjv jf
X

ρ ρ∂
− = ∈ ∪
∂

X V V (21.2)

Zde 1
ojρ ρ−=  je hustota v aktuálním stavu a oρ  ve stavu počátečním. Rychlost

materiálového bodu je i iv x=  a účinek povrchových sil je vyjádřen Piolovým-
Kirchhoffůvým  tenzorem napětí

( ) ( ), , , ,
K

Ki li
l

XT t j t t
x

∂
=

∂
X x x (21.3)

( ),lit tx je tenzor napětí v prostorových souřadnicích, tzv. Cauchyho tenzor napětí. if
jsou složky vnější objemové síly.

  21.2  Zákony bilance v prostorových souřadnicích

           Bilance hmotnosti:

( ) 0, pro .l
s fl v

t x
ρ ρ∂ ∂
+ = ∈ ∪

∂ ∂
x V V (21.4)

           Bilance hybnosti:

, pro .
li

i i
s fl

tv f
x

ρ ρ∂
+ = ∈ ∪
∂

x V V (21.5)

  21.3   Materiálové vztahy

Předpokládejme, že jak pevné elastické tělesoVs  tak i tekutina Vf  jsou nestlačitelné,
tj. .,o konstρ = j= 1. Pevný materiál v Vs  je navíc elastické příčně izotropní těleso

, 2 ,ij ijkl k l m m
kl kl l k k l

u u u ut c e e
x x x x
∂ ∂ ∂ ∂

= = + −
∂ ∂ ∂ ∂

(21.6)

kde ekl je Eulerův tenzor konečných deformací a cijkl je matice elastických konstant.
Tenzor elastických konstant cijkl má pro obecný reálný materiál následující symetrie
(viz kap. 8.2)

                                 , .ijkl jikl ijlk jikl ijkl klijc c c c c c= = = =                                      (21.7)
Příčně izotropní materiál (např. kost, dřevo) je charakterizován jen pěti nezávislými
materiálovými konstantami

1 2 3 12 21

13 23 31 32 23 31 12

15 GPa , 18GPa , 0,2,
0,25, 0,3, 6GPa , 4,5GPa .

E E E
G G G
ν ν

ν ν ν ν
= = = = =
= = = = = = =

(21.8)

E je modul pružnosti v tahu (Youngův modul), ν je Poissonovo číslo (v knize T.K je
značeno σ) a G je modul pružnosti ve smyku (v knize T.K je značen μ̂ ).  Uvážíme-li,
že v každé smykové rovině musí platit relace mezi Poissonovými čísly a Youngovými

moduly , ji
ij ji

ij ji

EEG G∝ ∝
ν ν

 a navíc ij jiG G=  , platí podmínky symetrie
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ν ν ν ν ν ν

= = = (21.9)

Nenulové prvky tenzoru elastických konstant jsou v následujícím vztahu k
materiálovým konstantám (21.8)
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(21.10)

            Homogenní pevný (obecně stlačitelný) elastický materiál má jen dvě nezávislé
materiálové konstanty, např. ocel, E = 220 Gpa, ν = 0,3 a platí

( )
85GPa

2 1
EG
ν

= =
+

. Tenzor napětí (21.6) pro nestlačitelný materiál, tj. pro 0lle = ,

viz (4.184) a ν = 0,5 má tvar
( ) ( )

2 , .
3

o o
ij ij ij ij ijllet G e e e δ= = − (21.11)

         O tekutině předpokládejme, že je viskózní newtonská s konstitutivním vztahem
( )

2 ,
o

ij ij ijt p dδ μ= − + (21.12)
kde p je statický tlak a

( ) 1 2 .
2 3

i j lo
ij ij

j i l

v v vd
x x x

δ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
(21.13)

V nestlačitelné tekutině, např. ve vodě je div 0
l

l

v
x
∂

= =
∂

v  a viskozita je
3 20,8 10 Ns mμ − −= ⋅ . Pak je Cauchyho tenzor napětí (21.12) roven

.
i j

ij ij
j i

v vt p
x x

δ μ
⎛ ⎞∂ ∂

= − + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
(21.14)

21.4 Počáteční a okrajové podmínky

Počáteční podmínka:
( ),0 0, pro ,s s s= ∈u X X V (21.15)

( ),0 0, pro ,f fx = ∈v x V (21.16)



( ),0 , pro ,o fp p= ∈x x V (21.17)
kde po je nějaká počáteční hodnota tlaku v kapalině, např. po = 105 Pa.

Okrajové podmínky:
( ), 0, pro ,s s s lowt = ∈u X X V (21.18)

( )( ) ( ) ( ), , , , 0,1,0 , pro ,li i
s l s s upt t t n F t= = ∈x X n X V (21.19)

( )( ), , , 0, pro ,li
s l s soutt t t n = ∈x X X V (21.20)

( )( ) ( ), , , , , pro ,li li
s l f l s int t t n t t n= ∈x X x X V (21.21)

kde ali li
s ft t jsou tenzory napětí (21.6) a (21.12), n je vnější normála elastického tělesa.



 
22. Odvoďte zákony bilance v kombinovaném Eulerově-Lagrangeově formulaci. 

Kontrolní objem V(t) se může deformovat předepsaným způsobem. Materiálový 
objem V (t) se mění podle reálné deformace dané příslušnými zákony bilance, 
okrajovými a počátečními podmínkami a materiálovými vztahy. 
 

 
Řešení  22.    
 
Skutečná deformace tělesa o objemu Vo  na těleso o objemu V  (t) je popsána 

zobrazením ( ),i i Ix x X t= , tj. 

 ( ) 3: 0,o t t × → ⊂  �x V V  (22.1) 

s deformačním gradientem , det 0.
i i

I I

x x
j

X X

 ∂ ∂ = ≠ ∂ ∂ 
  

 

 
 
      Obr. 22.1 
Kombinovaný Eulerův-Langrangeův popis. Oblast V(t) se deformuje nějakým 
předepsaným způsobem  ( )t=y y X, . Skutečná deformace počáteční oblasti Vo  je 
popsána zobrazením  ( , )t=x x X . 
 
      Předpokládejme nyní nějakou vhodnou čistě geometrickou (nemateriálovou) 
deformaci tělesa Vo , viz obr. 22.1, z jeho počáteční oblasti Vo na oblast V(t) (někdy se 

nazývá kontrolním objemem) nějakým zobrazením ( ), ,i i Iy y X t= tj. 
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 ( ) 3: 0, .oV t V t × → ⊂  �y  (22.2) 

Deformační gradient tohoto zobrazení je , det 0.
i i

yI I

y y
j

X X

 ∂ ∂ = ≠ ∂ ∂ 
Vzájemná relace 

skutečné deformace (22.1) a deformace geometrie (22.2) vyjadřuje deformační gradient 

 .
i i I

j I j

x x X

y X y

∂ ∂ ∂=
∂ ∂ ∂

 (22.3) 

Poloha a rychlost materiálového bodu v souřadné soustavě ( )1 2 3, , ,y y y viz obr. 22.1, 

je 

 ( ) ( ) ( ) v, , , , ,
t

X X

t t t
t t

∂ ∂= − = = −
∂ ∂
y w

y X x X w X v v  (22.4) 

kde 
Xt

∂
∂
w

 je relativní rychlost materiálového bodu vůči hranici ( )V t∂ s normálou 

vt
n , vt

v  je rychlost materiálového bodu v kontrolním objemu V(t). 

     Formulace problému mechaniky kontinua pomocí nějaké libovolné soustavy 
souřadnic (22.2) se nazývá „arbitrary Lagrangian-Eulerian description“, tzv. ALE 
popis. 
 
i) V případě, že je y = X, tj. jy = 1, v 0,

t
=v kontrolní objem ( ) oV t V≡  je v klidu a 

přes hranici ( )V t∂  se pohybují materiálové body materiálovou rychlostí v. 

Tento popis nazýváme prostorový neboli Eulerův. 
 
ii) Za předpokladu, že y = x, tj. jy = j a hranice tělesa ( ) ( )V t t∂ = ∂V se pohybuje 

rychlostí vt
=v v , dostáváme Lagrangeův neboli materiálový popis, viz obr. 

22.1. 
 
 

22.1 Zákony bilance v ALE formulaci 
 
Vyjdeme z obecného tvaru zákona bilance, viz (6.2), nějaké extenzivní veličiny Φ (t), 
jejíž velikost v různých objemech označíme 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

, , , .
o

y

t V t

t t d t dv t dvΦ Φ ϕ ϕ= = =∫ ∫ ∫X x y
V V

V  (22.5) 

časová změna této veličiny v některém z uvedených objemů je 

 ( ) ( ) ,
d

P
dt

Φ Φ Φ Φ= = +& J  (22.6) 

kde celkový tok (konduktivní) odpovídajícím povrchem je 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

,v .
t

o

K k k
K k k

t V t

J dA j da j n daΦ Φ Φ Φ
∂ ∂ ∂
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J  (22.7) 

Celková produkce je 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

.
o

y

t V t

P d dv dvΦ Φ σ Φ σ Φ= Σ = =∫ ∫ ∫
V V

V  (22.8) 

Materiálová derivace integrálu (22.5) přes geometrický objem V(t) s nemateriálovým 
povrchem ≠V(t) dána vztahem 
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viz první Reynoldsův transportní teorém (6.12). Časovou derivaci integrálu 
vypočteme tak, že jej přetransformujeme inverzním zobrazením k zobrazení (22.2) do 
počátečního stavu 

 

( )
( )

( )( )

( )( )( )

, , ,

, ,

o

o

y y

V t V

y

V

d
t dv t t j d

dt t

t t j d
t

ϕ ϕ

ϕ

∂= =
∂

∂=
∂

∫ ∫

∫

y y X

y X

V

V .

 (22.10) 

Do počátečního stavu přetransformujeme i povrchový integrál 

 ( )( ) ( )( )( )v , v

( )

, , , .
t t t

o

K
k k k k

k v y Kk
V t V

X
t v v n da t t v v j dA
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∂− = −
∂∫ ∫y y X  (22.11) 

     Elementy plochy a objemu se transformují standartním způsobem (4.181) a 
(4.167), tj. 

 ,v, .
t

K

y y k y Kk

X
dv j d n da j dA

y

∂= =
∂

V  (22.12) 

Použitím Gaussovy věty v povrchovém integrálu (22.11) a dosazením do obecného 
zákona bilance (22.6) dostaneme lokální tvar zákona bilance v ALE formulaci 

 ( ) ( ) ( ) ( )v 0.
t

K
k k k

y y yK k

X
j v v j j j

t X y
ϕ ϕ Φ σ Φ ∂ ∂ ∂ + − − − =  ∂ ∂ ∂ 

 (22.13) 

 
Dosazením za ϕ  hustotu ρ  dostaneme zákon bilance hmoty 
 

( ) ( )v 0.
t

K
k k

y yK k

X
j v v j

t X y
ρ ρ ∂ ∂ ∂ + − =  ∂ ∂ ∂ 

                       (22.14) 

 

Zákon bilance hybnosti dostáváme pro ivϕ ρ= , ( ) , ( )k ki ij t fΦ σ Φ ρ= = tj., 

( ) ( )v 0.
t

K
i i k k ki i

y y yK k

X
j v v v v t j j f
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ρ ρ ρ ∂ ∂ ∂ + − − − =  ∂ ∂ ∂ 

                      (22.15) 

Pro 
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vϕ ρ  
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t
j v v f

x
Φ σ Φ ρ∂= = +

∂
obdržíme zákon zachování kinetické 

energie 

( )
2 2

v 0.
2 2 t

K i
k k ki i

y y y iK k k

v v X v
j v v j j t v f

t X y x
ρ ρ ρ

         ∂ ∂ ∂ ∂ + − − + =         ∂ ∂ ∂ ∂          
     (22.16) 

Bilance momentu hybnosti se redukuje na vztah 
ij ji ijt t Mρ− =                                                         (22.17) 

kde ijM  je produkce momentu vnějšími objemovými silami, viz (6.62). 

Dosadíme-li za  uϕ ρ= , %( ) , ( )k k kl k
l

v
j q t q

x
Φ σ Φ ∂= − = +

∂
 dostaneme rovnici bilance 

vnitřní energie u 
 



( ) ( ) %
v 0

t

K
k k k kl k

y y yK k l

vX
j u u v v q j j t q

t X y x
ρ ρ  ∂∂ ∂ ∂   + − + − + =    ∂ ∂ ∂ ∂  

            (22.18) 

 kde qi je vektor vedení tepla a %q  jsou objemové tepelné zdroje, např. v důsledku 
elektromagnetického záření. 

Snadno se přesvědčíme, že v případě i) kdy je  y = X, tj. jy = 1 a 
K

K
kk

X

y
δ∂ =

∂
 a 

provedeme derivaci 
(.) (.) l

K l K

x

X x X

∂ ∂ ∂=
∂ ∂ ∂

, dostaneme zákony bilance v Eulerově tvaru 

(6.27), (6.51), (6.66), (6.62) a (6.85). Analogicky pro případ ii) kdy volíme y = x, tj. jy 

= j je rychlost vt
=v v a 

1K
K

kk

X
F

x

−∂ =
∂

je inverzní deformační gradient T−F , obdržíme 

zákony bilance v Lagrangeově tvaru. 



 
Příklad 24:  
Dokažte v termodynamice často užívané matematické identity (3), (4), (5). 
Předpokládejte, že veličiny x, y, z jsou vázány funkční závislostí 

 
( )

( ) ( ) ( )
, , 0,  resp.

, , , , , .

f x y z

x x y z y y x z z z x y

=

= = =
 (1) 

Jestliže ještě navíc je funkce w funkcí libovolné dvojice těchto tří proměnných, tj. 
 ( ) ( ) ( ), ,  popř. ,  či , , w w x y w w y z w w x z= = =  (2) 
platí následující identity: 

 
w ww

x y x
y z z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
, (3) 

 1

z

z

x
yy
x

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟ ∂∂ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

, (4) 

 1
x yz

x y z
y z x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. (5) 

 
Řešení: 
 
Závislost (2) si můžeme přepsat do tvaru 
 ( ) ( ) ( ), , , , , .x x w y y y w z z z w x= = =  (6) 
Totální diferenciály těchto funkcí jsou 

 

0 0,

0 0,

0 0.

yw

w z

w x

x xdx dy dz dw
y w

y ydx dy dz dw
z w

z zdx dy dz dw
x w

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− + − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (7) 

Předpokládejme, že w = konst, pak = 0 dw a soustava (7) má tvar

 

0 0,

0 0,

0 0.

w

w

w

xdx dy dz
y

ydx dy dz
z

z dx dy dz
x

⎛ ⎞∂
− + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∂⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂⎛ ⎞− + + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (8) 

 
 
 
Její nenulové řešení , ,dx dy dz  může nastat jen v případě, že determinant této soustavy 
je nulový, tj. 
 
 



 

 

1, , 0

det 0, 1, 1 0,

, 0, 1

resp. .

w

w w ww

w

w ww

x
y

y x y z
z y z x

z
x

x x y
z y z

⎡ ⎤⎛ ⎞∂
−⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥− = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎝ ⎠
⎢ ⎥∂⎛ ⎞⎢ ⎥−⎜ ⎟∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (9) 

 
Tímto je dokázána identita (3). 
Identita (4) plyne přímo z definice inverzní funkce, např. 
  
 ( ) ( )( ), ,  resp. , ,x x y z x x y x z z= = . (10) 
 
Totální diferenciál této funkce vyhovuje podmínce 

 

0,

1 .

zz

z

z

x ydx dx
y x

x
yy
x

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟ ∂∂ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (11) 

Využitím vlastností totálního diferenciálu funkcí (1). Odvodíme iIdentitu (5),  tj. 

 

0,

0,

0.

yz

z x

y x

x xdx dy dz
y z

y ydx dy dz
x z

z zdx dy dz
x y

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (12) 

Diferenciály dx, dz, dy jsou řešením soustavy lineárních algebraických rovnic (12) a 
podmínka nenulového řešení této soustavy je nulová hodnota determinantu matice 
této soustavy 



 

1, ,

det , 1,

, , 1

yz

z x

y x

x y z y y yz x

x x
y z

y y
x z

z z
x y

x y z y z x x z y
y z x x y z z x

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 0.

x x

zz

z
z y

x y
y x

⎛ ⎞∂⎛ ⎞ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 (13) 

Využitím identity (11) můžeme podmínku (13) přepsat do tvaru 

 
1

2 0.
x y x yz z

x y z x y z
y z x y z x

−
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (14) 

Označíme na okamžik výraz 

 .
x yz

x y z
y z x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = Χ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (15) 

Pak podmínka existence nenulových diferenciálů (13) má tvar 
 ( )22 2 1 1 0.Χ + Χ + = Χ + =  (16) 
Řešením této rovnice je hledaný vztah (5), tj. 

 1.
x yz

x y z
y z x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (17) 

    
 



 
Příklad 30 
 
Z formulace zákona bilance hybnosti v integrálním tvaru 
 
 

setrvačná síla objemová sílapovrchová síla

vi i idv t da f dvρ ρ
∂

= +∫ ∫ ∫
V V V

 (30.1) 

nalezněte bilanci mechanické energie po proudnici. 
 
Řešení: Přejdeme k lokálnímu tvaru zákona bilance pro tenzor tlaku ijP  definovaný z 
povrchových sil it  vztahem  
 ( ), ,  kde , ,i ij ij ij ij

j j j dist P n da n da P p T Pρ δ= = = −  (30.2) 

kde ( )1 2 3, ,d da da da da= =a n  je orientovaný element povrchu, ( ),p Tρ  je 

hydrostatický tlak a ij
disP  je tenzor vazkých (disipativních) napětí. Výchozí lokální tvar 

zákona bilance hybnosti je 

 ( )v v v .
i

l i li i
l P f

t x α α
α

ρ ρ ρ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∑  (30.3) 

Po dosazení z (30.2) dostáváme a vynásobením skalárně vektorem rychlosti v  

 
( ) ( )

v
v v v v v v v .

i
i i l i i i li i i

disl i l

p P f
t x x x α α

α

ρ
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∑  (30.4) 

Tímto formálním postupem jsme dostali bilanci mechanické energie, tj. [ ]W . 
Upravíme a přeskupíme jednotlivé členy 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 22 v
v v v

2 2

vv , pro

l
i l l

l l l

i
i li li l

dis disl l l l

p p
t x t x t x

p
P P f

t x x x xα α α
α α

ρρ ρ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕρ ρ ρ

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ + + + + + + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∂ + ∂ ∂ ∂ ∂

+ − = − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑

v v

 .(30.5) 

Využijeme rovnice bilance hybnosti a definice materiálové derivace 
 

 
( )v

0, v
l

l
l l

p pp
t x t x

ρρ ∂∂ ∂ ∂
+ = = +

∂ ∂ ∂ ∂
 (30.6) 

rovnici bilance mechanické energie pak můžeme psát ve tvaru 

 
( ) ( )

2 2

.
2

v v
2 2

vv .
2

l l
l l

i
i li li

dis disl l

p p
t x t x

p
p P P

t x x

ρ ϕ ϕ

ϕ
ρ ϕ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ∂ + ∂ ∂
+ + = + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

v v

v
 (30.7) 

Jestliže zanedbáme tření, tj. 0il
disP =  a procesy jsou stacionární dostáváme 

nejjednodušší variantu zákona bilance mechanické energie, tzv. Bernoulliovu rovnici 

2 2 2

1 1 1

.
22 2 2 2

1 2 1

0
2 2 2 2

t t p

t t p

p p dpdt dtϕ ϕ ϕ ϕ
ρ ρ ρ

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ + = + + = + − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫
v v v v  (30.8) 



kde integrace probíhá po proudnici (čára tečná ke směru rychlosti) s délkovým 
parametrem s 
 
 v vl ldt dx ds= = . (30.9) 
 Bilanci mechanické energie můžeme formulovat i obecněji. Využijeme bilance 
hmotnosti a následujících identit 

. . .

v vv , ,

1 v 1t. j.  , v v

l l
l

l l l

l
l l

l l l

p p p pp p
t x x x

p p p pp p
t t t x x x

ρ ρρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ ρρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + = − = = + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (30.10) 

a dostáváme bilanci mechanické energie v obecném tvaru 

 ( ) ( )
.

2 v v v
2

l i
li i li

dis disl l l

pp p P P
t x x x
ϕ

ρ ϕ
ρ

⎛ ⎞ ∂ + ∂ ∂ ∂
+ + = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

v . (30.11) 

 

Odtud je zřejmé, že pro nevazkou a nestlačitelnou tekutinu ( v 0
l

lx
∂

=
∂

) platí, že součet 

kinetické, potenciální a tlakové energie jsou v každém místě tekutiny konstantní, tj.  

 
2

.
2

p konstϕ
ρ

+ + =
v  (30.12) 

 Jde o jakýsi „Zákon zachování mechanické energie“. 
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