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3 . SiYeni vin

V moderni fyzice kontinua se pod pojem vlna zahrnuje 3irokd
t¥ida jevl. KazZdd porucha, kterd se 8i¥i kontinuem konednou rych=-
losti je povaZovédna za vlinu (klagifikace vlin viz kap. 3.3).

Jeji iYeni je obecné popsdno soustavou nelinedrnich parcidlné
diferencidlnich rovnic, které nelze snadno vyreSit. Nejlastéji

se tyto rovnice v okoli néjakého ustdleného stavu kontinua line-
arizuji a pak ale plati jen pro malé poruchy, vétSinou sinusové-

hé tvaru. V této kapitole se soust¥edime na Si¥eni nespojitosti,tzv.
singuldrnich ploch, jejichZ rychlost 8ifeni a amplituda zdvisi

na materidlovych nelinearitdch kontinua a jejich geometrii
(Truesdell, Noll, 1965, lc¢ Carthy, 1975). Pijde nédm pPedevsSim

o nelinedrni chovdni téchto vln, p¥i kterém dochdzi k jejich ze-

sileni.

Po klagickych pracech H. Hugoniota (1887, 1889) a J. Hada~-
merda (1903) o 8iYeni rdzovych vlin v dokonalém plynu ndsledovaly
vyznamnéjSi prdce aZ v padesdtych a Sedesdtych letech dvacdtého
stoleti. Jde predevdéim o prdce Ericksena (1953), Thomase (1957)
a o rozsdhlé dilo Colemana a jeho spolupracovnik( (viz ddle).
Meznikem v rozvoji této teorie byla pPfesnd formulace podminek
kompaJﬁibility na singuldrnich plochdch, tzv. Thomasova delta
derivace., Pomoci této derivace lze dé&t na plose nespojitosti do
vzdjemné souvislosti #Zdkony bilance, II. zdkon termodynamiky,
vietné odpovidajicich konstitutivnich vztahil,s jejim geometric-—

kym tvareme



3.1 Podminky kompatibility na pohybujicich se singuldrnich
plochéach

Singuldrni plochou v kontinuu naZjvéme kaZdou plochu
; I 271
w(x't)=0 , resp. .Q(X, t)=w(x‘(X,t),t) ) ( 3.1.1)

na které lze definovat normdlu n; ,NI a na ni% dochdzi k nespo-
jitosti ndjaké fyzikdlni veliSiny (x't) resp. PXTt)
a nebo jejich derivaci. Pozadujeme ddle, aby na této ploSe bylo
mozZno zavést soustavu souradnic § 4, g ? 8 diferencidlni a integ-
rédlni pocet. Jde tudiZ o dvourozmérnou varietu, viz dodatkylDl
alD2, Malymi pismeny opét oznalujeme velidiny v prostorovém po-
pisu (x't) a velkymi pismeny v materidlovém popisu x? t)
viz kape:3ele

Necht w(xi,'t)=0 je pohybujici mé singuldrni ploche
rozddlujici oblast @ ne dvé podoblasti 7,//“: ‘ﬂn ohranigené
plochami 97 a I, viz obr. 3.la) a obr.I.4.1 Nech} @(xt)
je funkce se spojitymi derivacemi v podoblastech (7),(7) a mnechi

funkce Y a jeji derivace -g—% prechdzeji spojité mna funkce

-~ 4 - .
f: a _8__59_ -—i p¥i spojitém pFechodu k plose w(x’,z‘)wO.
ox'' dx!

Predpoklddejme ddle, %e na ploSe existuje k¥ivka  x’ =x;(s,t)
(pro i = 1,2,3), viz obr. 3.1lb) a pro derivaci podél této k¥iv-

ky (podle_ parametru g ) plati

dy_ 3y dx dg _ I¢ dx
ds dx ds = ds Ixl ds

( 3.162)



Wixt)=0

+ 850+
J”*“*%g;u'--

obr.3.1

a) Singuléarni plocha w(,‘?'f_)go rozdéluje téleso 7/ na
dvé casti ’D”: 7/' a pohybuje se rychlosti U .

b) veli¢ine Y a nebo jeji derivace 'podél kiivky ,f;"r.vx"(S;t}
( i=1,2,3 ) vykazuji na plesSe W nespojitost.



V kaZdém bodd X plochy w(x|t)=0  existuji limity ¢ ¢~

+ -
a %f;,—g—fg ) které nemusi byt sobé rovany. Jejich skok je
definovdn

Le]-¢-¢ . [38]-35-%5

¢l=9~¢ . |35]=57 59

(3/61.3)
(srovnej s(1.4.9)). Jestli¥e alespon jeden ze skokl ( 3.1l.3) je
nenulovy, pak plocha w(x';'t) =0 je singuldrni plocha vzhle-
dem k velidiné P .2 derivaci ( 3.1.2) plyne

dfv] é&ﬂ.g/x_‘, (3.1.4)
ds dx' |l ds

¢ili skok v telnych derivacich je roven telné derivaci skokue.
Dostali jsme tak vysledek dGleZity pro dalsi dlohy. Jednim di-
sledkem vztahu ( 3.1.4) je tzv. Maxwellldv teorém: Skok gradientu
spojitého pole ®(x,t)  je kolmj k singuldrni plode, tj.

- o a-[2]-[%]

ox! dn
( 3.1.5)
Definujeme vektor normdly n plochy w(x;, t)
-4
1 _aw=(3w awé“ 2__34_‘).
m ,caradwl Ix'  \dxk Ixt dx! (3 .1.6)

a délkovy parametr n podél normdly, viz obr. .3 .la). Normdla
je samozfejmé stejnd na obou strandch plochy, tje [[n’]] =0.
Teény vektor '(.' ke k¥ivee X' =xi(s,t) je

o

o pro  ikl=123

(3..1.7)



kde S je jeji délkovy parametr, viz obre. 3,1b). Vzhledem k
tomu, %e pole LP(X';t) je spojité, tj. [[ﬂf]]=0 , je de-
riYace (3)ele4) nulovd a platnost vztahu ( 3.1.5) plyne z
(t'n;) =0.

JestliZ%e nahradime CP(Xft) ve vztahu ( 3.1.5) jeho deri-
vaci .§§} dostdvéame vztah

2 ~ 2 2
SRR NI
ﬂ&x'ax& d”f”s'P"" d =" 3ok el I ( 2.1.8)

jehoZ sprédvnost opét plyne z derivace (3 ..1.4),

Velikost skokd d , c? neni derivaci ( 3.1l+4) nijak urce=-
na a v konkrétnim pripadé je t¥eba pouZit zdkonl bilance pro ve-
liéinu s pPrislusnymi konstitutivnimi vztahy formulovanymi
pro singuldrni plochy, viz kape. . 3.4« Vztahy (3 .,1.5) a (3 .1.8)
nazyvéme podminky kompatibility. PPi jejich odvozovdni jsme pPed=-
poklddali, Ze jde o rovinné plochy. V pripadé, Ze jde o plochy
obecného tvaru je tPeba uvazovat i jejich geometrii, zvldsté pod-
statny je vliv zakriveni.

Vzhledem k tomu, Ze v materidlovém popisu je explicitné res-
pektovéna existence materidlového bodu, je ti¥ebe prepsat vztahy
(.3.1e2) aZ (. 3.1+8) do materidlovych souradnic. Tato formulace
mé (vedle teoretickych dlivodl) nejvétsi vyznam pri popisu dislo-
kaci & trhlin, kterd jsou materidlovymi plochami(t.3+9.4). Pro
skok tedénych derivaci velidiny ¢(Xllt) na plosSe S?(Xft)=0
viz( 3.1.1)q plati



di[/?] - “,gﬁfﬂj‘? , pro k¥ivku XI "XI(SIT) 1=123.
(. 31.9)

Zde 5 je délkovy parametr kiivky. Normila k této plode je

g ohledem na ( :3.1.1)l rovna

Py Ix
K~ o
K™ 3R an W\F  [4
BaT W
(3.1.10)
P¥i Upravé jsme pouZili Fingerova tenzoru C/ 33(('( g}i J K

(I3.5.14) a definice normdly v prostorovém popisu ( 3.1.6), tedy

3 an ém’ Bw dw i ., (ﬂrao! w)zn,- nﬁ i

K L i
X" 9X 3x Ox ({3e1e1l)

S ohledem na poldrni rozklad deformedniho gradientu(l3.4.

20) pisSeme

vi-‘ k “" Z KL i ‘-L u
—d i: 5 ) 27 2
U‘ig(_y’&RKUJZRLé C/LC/{'C; ( 3,1.12)

k
(vyuzivdme rovnosti(li3.4.13) pro tenzor rotace s posunutim R K

viz{l-%%lﬂ-)) a dostdvdme identitu

i 1 B0 S "

R R i z2 2 2
lo|=clinn, =nn, o’ 03 é = (/g U"ﬂlffl :
n 't 17k n®on n (. 3.1.13)



Zavedli jsme vektor deformace ve sméru normdly n , jehoz k~t&

slozka je
_.L ...‘_ ——l—. _i ek
2z _ 772 k_ 2 .
¢y = T, resp. =08, (3 .1.14)

Fyzikdlné vyjadifuje deformaci jednotkové normdly (. 3.1l.6) s do-
datelnou rotaci p¥i pFechodu od referenéniho stavu do stavu de-

formovaného (viz(I3e.4.25) a obr.I.3.7) Velikost deformace je

1
"z QdA 3.1)

rovna ICn/I 90’0 .

3.1)

Platnost vztahu plyne porovndnim definic normdly [3.1.10),

(T4.2.4) a(14,2.3), totii

N = 1 3x' dao, _ dA iy -1 Jx' da ‘ N
K |&| X da  dA IxK dA *

P¥i posledni Upravé jesme pouZili transformadniho vztahu(l.3.5.12)

Z vyrazu i) a s ohledem na(l4.1.8) dostdvéme pomér velikosti

elementl plochy ;

&
dA | 3 —Q—IC/I ii)
da 4
kde j je jakobian pohybu materialového bodu,

Podminky kompatibility ( 3.1.5) a ( 3,1.8) maji v materid-
lovén popisu tvar

“g%“=“5NI ' pTro 5=[thzﬂ ug%“

( 3+1.15)



_¥¢ 1.4 o ok 9P __{9_@
[[axlax“ DNNe , pro D ]IN“ axfax"ﬁ sz]]
(3 +1.16)

pPifemZ velikost skoku deriveci ve sméru normdly (podle délkového

parametru N ) neni jimi urdena.



3,1.1 Podminky kompatiblity na zakFivenych singuldrnich
plochdch

Jak uvidime ne konci této kapitoly, zdvisi skok v derivaci
(' 3.1.8) i na zak¥iveni plochy. Tento jev je zvldsté dob¥e patr-
ny pi¥i expanzi kulové plochy, kdy intenzita skoku klesd s rostou-
cim polom&rem. Pijde o rozs$iYeni podminek kompatibility ( 3.1.5)
a ( 3.1.8), priCemZ pozadujeme, aby tyto podminky ddvaly do re-
lace velikosti skokd funkce Y a jejich derivace nap¥ié plo-

chou, znaclime

~_ i3 ~ i 3%
d=[¢] . d=ﬂn—§§%ﬂ, d"[[n“ —EQ%;;H

(301017)
s jejich derivacemi po ploSe, znalime
ad 8°d ad |
3§°‘ ’ 3~ IE® / IE” ' ( 3.1.18)

Zde ‘f“ (x=12) jsou souradnice ne plofe, dodatekl.D2.9.
Vyjdeme ze zdkladniho vztahu ('3.l1.4), ktery pro funkci

LP(xi(gm),'i:) a jeji gradient -g—%‘ md tvar

dlel . 8d dfT ) asl "
4

!
— X
ds IE” ds If* ds ('3°,1.19)

ax&'ﬂ : C!Olk - &CI!!. d€m= adﬂ' 3)(8 Glfu

- 3le?2
ds ds B ds | oxt 9F ds L0




Tresp.

m—— 528

a§m k. afx ' afu L " ( 3.1.21)

p¥i oznadeni

3 -1 £ %%
dkg [@%ﬁ ! d& " oxtaxk

(. 3.1.22)

Vztahy ( 3.1.21) jsou podminky kompatibility vyjdd¥ené pomoci

velicCin d&’ | %E{-% » NaSim cilem je, velidiny (. 3.1.22) a je=-
X

jich derivaci vyjdd¥it pomoci velidin ( 3.1.17), (. 3.1.18).

re 4 v &~ “3 8}‘5
Vynédsobime podminky ( 3.,1.21) vyrazem Q 3 fB

a poufijeme identity(lD2.125). Tudi¥ s ohledem ne oznadeni (. 3.

1,22) dostdvdme podminky kompatibil ity na zakP¥ivenych singuldr-
nich plochdch

3 - - 1 6 Jx* Jdl |
[['g%“ dy = dn+ & & I (3.1.23)

]

1[._92_‘2_11 -..:._a_éj_zd,n P Ixt 3o,

Ixi 9 ax’ i o d "5:5'3' 3§°° ' (" 31.24)

Podminka (.3 +1.24) je symterickd v indexech !‘3' , takfe z rov-

Y ad' ad; ; =
nosti ( o ﬁ-w) n O plyne
— PN ¢
dj = ”j + 658 nkamﬁ _._..g;a ———5%?“ (" 31.25)
x o ) o _ ,
eam"?gfb? (5}&203 @,/3-1,2) je metricky tenzor singularni plochy.



l

M Fa
Pri dpravé jsme vyuzili toho, Ze r}-t =0 a dn=d
viz ( 3 01017)3.

t

-
-

d-
Derivaci {%?é- v podmince kompatibility (3 .1.24) je
t¥eba nahredit pomoci velidin (.3 .1.17) a (3 .1.18). Derivujeme

[« 4
vztah (.3 .1.23) podle ‘f s tJe

3d; _ 3(dn;) 3 ( p 95 9dl
e )

..né—%—}i-+d af je O [(jg ),x 3? 3?(3;),%]

(.3,1.26)

UvdZime, %e vedlé derivaci(I.D2.,109) pirechdzeji na derivaci kova-
riantniC&DQ.lll) i parcidlni derivace vektorl s kompomentami vy-
?
jédPenymi v bdzi plochy(lD2. 108)2, nap¥. kartézské gloZky 3;
bdzového vektoru, ¢i slozky gradientu {%f%» « Pomoci Gaus~-

sovy rovnice(l.D2.136) a Weingartenmovy rovnice(l.D2.139) plochy

upravime (. 3.,1.26) do tvaru

dd; -7 of 8
a== j%i_ A 8 c%gCJ b aOl Qx ab
IE* 4 g™ aa§ | a¢* " 367 9.

(3.1.27)

Pro vyjadreni ( 3.1.25 ) je tieba urdit hodnotu skalarniho

soucinu -

32 af«x 'Df‘o( % 'bfﬁ ' (3.1.28)

l’
Zde tké?'afabf% jsou koeficienty druhé zdkladni formy plochy
vyjadifujici jeji k#ivost.



Dosazenim vztahl ( 3.1.25) & ( 3,1.28) do podminky kompatibility

(. 3¢1.24) dostdvdme jeji konelny tvar

i

32
[2s] = dnim v (eni v dem)

“’3 aX (ad bB 9d)

O(a\{

S ) 3]

((3.1629)

Tento vztah nazyvidme Thomasove iterovand geometrickd podminka

kompatibility (Truesdell, Toupin, 1960).

Podminky (. 3.1.23) a (. 3.1.29) jsou vyjdd¥eny pouze pomoci
velikosti skoki nap¥id plochou ( 2,1.17) a derivaci tdchto skokd
po plose. Velikost skoku gradientu d v podmince ( 3 ,1.23) ur-

¢ime ze skaldrniho soulinu
iT997 3¢ - [de ~4? °€(~53d ad
5 HBX’HHBX‘]} “;d”“ -(d)+ Qf af (3 +1.30)

7~
Velikost skoku d z podminky ( 3.1.29) nalezneme zd¥enim
i A ~ o o} )
H54~%$ﬂﬂ =d-+opc&%)-oﬁbxd -
3)4 32(5 3{ ;% P

o] - *(2d). b e]
{[dnz " ag) “bulan] (.31.1.31)

Porovndnim s podminkami kompatiblity na rovinnych singuldrnich

plochdch (. 3.1.5) a ((3,1.8) vidime vliv zak¥iveni., V podmince



[ 4
( 3.1.31) vystupuje stopa tenzoru b o1 kterd je rovmna stFedni

k¥ivosti plochy(IDE“lfm). Stejnym postupem odvodime podminky
%

I
( B361623) a ( 3.1.29) v materidlovych soufadnicich X , 1,
(I$2.107)2. Jejich tvar je stejny, jen nahradime xi——>_XI

e OC 5 , ,
a 5 —> (analogicky podminkdm ( 3¢1.,15), ( 3.1.16)).



3.2)

3 «2 Rychlost §i¥eni singuldrnich ploch

Singuldrni plocha ( 3.1.1) se pohybuje rychlosti u , kterd
ow i dw

se uréi z rovnice 2 ru == =0, S ohledem na

ot gx!
vektor normdly ( 3.1.6) dostdvame pro rychlost postupu plochy

ve sméru normdly Vv prostorovém popisu vztah

dw
dt
kA

T
(8 g 3)

{
U= Un; = =

(3,2.1)

viz obr. 3.la). Je-li singuldrni plocha materidlovou plochou

(13.9.9), pak je rychlost postupu U rovmna rychlosti v mate~-

ridlového bodu této plochy(l3.9.13). Takovéto "nepropustné"
plochy nazyvéme kontaktni, ne rozdil od ploch nespojitosti, kte-

rymi materidlové body prochdzeji, viz kap. 3.3.

I
V materidlovém popisu SZ=S2(X,t) nazyvéame rychlost
postupu plochy

aR

U =UN = -
(N) _a_jz_aj_z_ém)?
ax® ax-

( 3e262)
' v PV d ~ Fa 3.2) o U
rychlosti S8ifeni. Ze vztahu ( 3.2.2) plyne s Ze Uy

s ' I N v s [ o s 7 e
zdvisi na X s Tjs na pocatecni pcloze materidlového bodu.
Dostévame tak obecné& nekoneéné& mnoho rychlosti Sifeni {{N)
(Truesdell, Tpupin, 1960) -

PFedpoklddejme nap¥e. kulovou singuldrni plochu

QXt) =& XK~ tE =0 )



jeji rychlost SiYeni je podle ( 3.2.2)
K L+
U - - XX
(N) t

ii)

Nékdy se taeké nazyvd "vnit¥ni" rychlosti vlny.

Budeme-1i p¥itomnost (tj. Cas t ) povaZovat za poddtek pohybu

materidlového bodu (tj. za Sas t=0 ), pak jeho poloha bude
I

Xr=c§ ;X'. Ze téchto predpokladd je rovmnice plochy

wit)= X)) =0 pro X'=d' % ( 32.3)

a vztah ( 3.,2.,2) ddvd tzve lokdlni rychlost Sit¥eni singuldrni
plochy, kterou znacime U.Tutu,rychloSt vypoéteme tak,Ze dosa=
dime (3.2.3) do (3.2.1) s ohledem na (3.2.2) (pro U )

dostavame
dw Jdw
3t 2e Y
Um= ~ T Ton
(QJZ AR axk ax* C;ﬁﬁ)?- gJ¢
OX* X' Ixk Ax at

( S.2.4)

0dtud pak plyne koneény vziah pro lokdlni rychlost SiYeni

IR .
at (n) W 0
v dw 6&( dw dw \& ™ Ty
at ( Ixck axt) ( 2.2.5)

protoze
materidlovéd derivace rovnice plochy ( 3.2.3) je

IR = O t) = i&ﬂ_i_kié¥%..0éle pak za normalovou rychlost
at XI at X
» * 1

jsme dosadili ze wvztahu ( 3.2+1) a oznadili Xy = X0



kde X'(=v')  je rychlost toho materidlového bodu(l.3.1.2), ktery
bylv 8ase ¥ na singuldrni plofe ( 3.2.3) (m&¥eno v pevné sousta-

vé souradnic x'(i=123) ) Rychlost v' Jie obvykld T unée-

AR 4

§ivé rychlost prost¥edi., Vina ( 3,2,3) se 8i¥i vzhledem k prost¥e-

di rychlosti U .ivztah mezi rychlosti SiYeni ‘&N) a lokdlnd

L4 r'd

( - n
rychlosti Sireni U plyne p¥imo z ( 3.2.2). Obecnd rovnice plo-

chy je

; - XI‘(: =0 ;_= 1 I
w(x't) 2 ,) pro X X(X/t)' ( 3,2.6)

Pouzijeme-li vztahd (;5.1.11) a (3 ,1.13) a s ohledem na (3 ,2,5)

plati
U = - at - Q.) = —L—.{:——
™) P I radwli-é v
3”"*“"\ \ 3 n n ( 3.2.7)

Tyto dvé rychlosti se 1isi vellkostl deformace ve sméru normily.
Jsou-1i deformace malé je hodnota l I,Br%%%%gg%ﬁne, viz pozn.3 L.1)
a rychlost (&u)~(/. Pro slabé a akceleradni vliny, viz kap. 3 .3,
je tato rychlost UOD rovna rychlosti zvuku a znacime ji (/.

Pro rdzové vliny je obecné U(N)‘?L U+te.

Hleddme rychlost zmény funkce (P(X:f) na ploSe ( 3.2,6)

pohybujici se rychlosti (. 3.2.1). Zajimd nds jen ta rychlost,

.+, pozorovatel

kterou namé¥i nohybujici se s plochou na jedné, ¢i

druhé strand, viz obr. 3.lb). Tato rychlost zmény bude déna soud-
tem Casové zmény 129_ v bodé prostoru x' & zmény v disled-

d+

ku pohybu plochy ve smdru normdly. Definujeme operdtory



- Py

J ¢"_ 39" Ryt 4@ d¢ k dy”
d+ Jt U kSt ot T Um " dxk

!

(.3 .2.8)

které se nazyvaji Thomasova delte derivace (Mc Carthy, 1975).
Znagime funkci @ (x,t) = I,D(X'(X]': t)t) = ¢(X{t)

Rychlost sireni plochy Mle mit obecne na kazdé strané

plochy riznou hodnotu aVv materidlovém popisu definujeme operdtory

rychlosti zmény takto

J"' ¢+ ../+ " K a¢+ J"c’b"' . - K aé-
——-Q-——- = N ) Dk 1 tm——. &
e = P Ul oy 5o~ P UpN 5
(3.2.9)
x99 . ; e
kde CP = 5 je obvykla materialova derivace (I1.3.7.1)
dt «?

Vyjdeme z pFedpokladu, Ze delta derivace ( 3.2.8) a (.3.2.9)
existuji na néjaké k¥ivce na obou strandch singuldrni plochy. Za
stejnych predpokladl a stejnym postupem jakym jsme odvodili vztah
(. 3.1.4) pro skok tednych derivaci, nalezneme tzv. kinematické
podminky kompatibility.

V p¥ipadé, Ze na singuldrni plosSe je nespojitd rychlost ma-
teridlového bodu (jde o rdzovou vlnu, viz kap. 3.3) je na ni

rozdil rychlosti zmén veliliny ¢ (. 3.2.8) roven

JIyYl_ Sy Sy _[3¢ )
TdE st St atﬂ*utm ”Eﬂ ‘

(. 3:2,10)



Pro skok materidlové derivace (s ohledem na (. 3.2,9)) odvodime
[[ -ﬂ JD i 4’] U N‘< _a_fk_
‘P - 9x®

Do prostorového popisu prejdeme pomoci vztahl ( 3.1.10), ( 3.2.7)

( 3e2,11)

a ( 3.1.12) a% ( 3,1.14), skok materidlové derivace je vyjddFen
ve tvaru

[4] - d[‘f’] [[ h?fl]

a'%%l_u"[[ ax"ﬂ [[U]] v ( 3.2,12)

Tuto podminku jsme mohli odvodit p¥imo z definice materidlové
derivace(l.3.7.4). Vztahy ( 3.2.10) a% ( 3.2.12) jsou hledané obec-
né kinematické podminky kompatibility pro rdzové vlny.

Tyto podminky se zjednodusi pro p¥ipad,kdy rychlost Si¥endi

U & rychlost materidlového bodu

x(n) jsou na singuldrni ploSe
spojité (jde o akceleradnd vlny, viz kap. .3 .3). Potom pro
¢ =x'(X ) z ( 3,2,11) u¥itfm( 3.1.10)a ( 3.2.7) plyne

[¢] - SET-Tynee] - 2B qy]ai-0,

( 3e2.13)

e

tje trajektorie je spojita Iz . Za téchto podmi-

nek lze odvodit vztah prou



(3.2.14)

je vychozi pro nalezeni podminek
kompatibility pro akceleracni vliny (viz keape 3 +3). V prostorovém

popisu maji tvar

el ae] o, [v 28] - o1 -0 [ 2]

(3.2.15)
kdle
1. 8¢ 1., & ._Bill
[[?]l [[a-t H'I'X(n)[[n Ix' )
ktery lze pPevést do souPadnic materidlovych, tje.
5oﬂ:q>]] cbn U(N)“NI 8? “ .
TSt Yt (3 .2,16)

Z hlediska praktického vypoltu byvd vyhodnéjsi vyjad¥it pod=-
minky ( 3.2.,15), ( 3.2,16) pomoci derivace podél soufadnice n,
respe N, kolmé k singuldrni plode, viz obr. .3.la), Velikost n,

resSpe N , Je vzdalenos’c méFend ve sméru normdly, tj.

" n; x!
dN=NdX = X—-z— " TITE
¢ H 4 ( 3.2.17)

P¥i odvozeni jsme vySli od transformace elementu k¥ivky(l.3.5.1)
a vztahu pro normdlu ( 3.,1.10). Vztah ( 3.,2,17) popisuje velikost
deformace ve sméru normdly p¥i pFechodu od referendniho (poldtecd-

N T

niho) stavu do stavu aktudlniho (srovmnej s ( 3.1le.l4)). Uvazime,



Lot 0)] = [9(< (x2e),)] = [# ()]

a lokdlni rychlost posuvu singuldrni plochy vadi prostPedi ( 3.,

2.,5) je spojitd, pak on=Udt a podminke ( 3 .2,15) md tvar

slel _ dlel _ j dlelan _, alel &l
U S Ut

(3.2.18)

Vzdjemny vztah rychlosti Si¥eni v deformovaném a nedeformovaném

stavu je vyjddP¥en rovnici (. 3.2.7)e

Kinematické podminky ( 3.2,11), (3 «2.12), resp. (. 3.2.15),
(3 42,16) spolu s podminkami geometrickymi ( 3.1.5), ( 3.1.8) a
(. 3e1e15), (3 +1e16) jsou vychodiskem ke studiu Si¥eni akcelerad-

nich a rdzovych vline



2.3 Klagifikace singuldrnich ploch

: - I
Oznagili jeme P(x\t)=P(X't) fyzikélni veliinu de-
finovanou na sginguldrni plose ( 2.,1.1). Klasifikaci t&chto ploch

budeme provdddt podle Pddu spojitosti derivace trajektorie mate-

ridlového bodu, tj. pro ¢(X,f) =x;(XI,‘l').

4 ’ e ° ’, 'd K — 0] ~ 7
R:Lkame, ze singulérni plocha Jz (X ,i’)"O je vlna radu N,
; K
jestliZe md funkce X' (X ) l") nédsledujici vlastnosti:
oK K
x'(x ,t) a jeji N-1 parcidlni derivace podle X jsou

K K
spojité fumkce X a t pro viechna X,t

fx K
2) N-ta a vy88i parcidlni derivace funkce x'(X,t) meji na

plose skokovou nespojitost,

Singuldxni plocha l. ¥ddu se nazyvd rdzovd vina, TudiZ v ri-
zové viné je trajektorie materidlového bodu spojitd. Je-li jeho
normdlovd sloZka rychlosti nespojitd, tj. [[fcin;]] #0
a tengencidlni sloZka spojitd, nazyvéme takovou vlinu podélnou
rdzovou vlnou nebo krdtce jen rdzovou vlnou. Je-li vSak [”‘in;]] =0
ale tangencidlni slozka md nespojitost, tj. [[X'ﬂi"o nazyva-
me takovou vlinu wlrevou vrstvou. Podminky kompatibility (3 .1.15),

(. 2%2.16) davaji pro 45 =x; vztahy

[axl]] DNI ’D l[NIax, %] -- (~)
( 363.1)

V derivaci (.3 +2.11) jesme vyuzili toho, Ze trajektorie je spojitd,
tie [xi] =() . I[UMII = a zjistili jsme, Ze gra-—

;
dient trejektorie ji¥ spojity neni a jeho skok D souvisi s ve-

likosti skoku rychlosti H:X']I na razové vlné. Skok rychlosti



.. T L il . g -
oznadime [[X ]] = ‘[V ]1 =d a nazyvame:ho vektorovou ampli=-

tudou, &i intenzitou rdzové viny.

Vyjdd¥ime podminku ( 3e3.1l) v prostorovem zédpisu. Vezmeme-li
stav pPed vlinou jako referenéni 5 X dostaneme
rychlost 8iFeni vliny U+. Stejn.é tak mGZeme vzit stav za vlinou
jako referendni, pak (Xi)““-'-‘é'IX a U-

Potom s ohledem na ( 3,2,11) a ( 3,2.7) pro intenzitu rdzové viny
platdi

ST oo i S EN R ) R
[£]=-[u]~ | "esPl[cm]l [[ﬂ 2 ( 3.3.2)

viz obr. 3¢2. Stejny vysledek dostdvdme z podminky ( 3.2.12) pro

lP x e Pro zak¥ivenou rézovou vinu vyjdeme z podminky (. 3.1.23).
Av3ak vzhledem k tomu, Ze d lI H =00  dostdvéme op€t (. 3.3.2),

br. 2, y’ £ Singuldrni plocha 2, Fadu se na,.z;)?vé akceleradni vlnou. Pro

ni je spojitd jak trajektorie, tak i jeji gradient. VyuZijeme té-

to vlastnosti a dosadime za qb postupnd X' (v rovmici (. 3.1.16)
dx'

e (v . 3.2,16), Vysledkem jsou podminky kompatibility
ax®

&

2. ~; ~s K 32 '
l[‘é—}%%gxﬂ =D NINK , pro D .—:HNIN 'é}_{“fg—}??(ﬂ ( 3e343)

I azx; - Ni
[F.]- LXK]} U(N)I[N Wﬁ == VgD Mg - (.3:3.4)

Podobné i dosazenim 05 2 %' do ( 3.2.,16) & pomoci (3 .3.4)

odvodime vztah pro skok zrychleni

ut' ,]l U(N) = (3 4345)



Obr.3.2

Singulérni plocha V)(chk=0 se pohybuje rychlosti ugy

viéi pevné soustavé soutadnic,



Velidinu a' nazyvéme vektorovou amplitudou akceleralni vliny.
Je=1i a rovnobéZnd s normalou plochy, tje ‘a;=|o]n; pak
Pikdme, Ze je vlina podélnd. V pripedé, Ze je vektor cf kolmy
na normalu, tj. cfn;=0 s tak ji nazyvéme pFifnou vlnou. Pro za=-

k¥ivené viny vyjdeme z podminky (. 3.1.29).

Viny vyssSiho ¥ddu N2J se nazjvaji slabé viny. Predpoklddd
se, %e roste-li amplituda vliny #3du N nade vZechny meze, tak
prechdzi ve vlinu Fédu N-{ , mudi¥ akceleradni vlna pYechdzi v rd-
zovou vlnu a naopak, zesldbne-li rdzova vlina, tak pFejde ve vlinu
akceleratni. Z tohoto divodu budeme vySetPovat Casovou zménu je-
jich amplitudy & hledal podminky jejiho ndristu.

Skok zrychleni ( 3.3.5) na ginguldrni ploSe povaZujeme za
amplitudu viny @ . Potom asové zmdne této amplitudy vi¢i plose
je urdena Thomasovou delta derivaci ( 3.2,16). V materidlovych

souradnicich plati

SIF]  Sd  pun e E
gt TSt =[[X]I+U<N)l[N X'l ( 3.3.6)

Pogledni &len upravime tak, Ze provedeme derivaci podminky ( 3e3e

K
K
4), kterou pak vyndsobime N~ . ProtoZe fﬁﬁi = , t3j. normé-
.b
la se vzhledem k singuldrni ploSe neméni, dostdvime
82} K I 20, i
l[NK.Qﬁ?ﬂ - "U(N)HN N _iKi‘_._I_H . .S{g(_.ﬂ_) ,
oX oxX" oX 3t \ Uy ( 3:3.7)

Dosazenim do (. 3.,3.6) plyne koneény tvar podminky kompatibility

pro akceleracni vliny



, . 2.
&, a a 5 U(N) ﬂ-a]l ﬂ ’( I J%! ﬂ
2 Jt U ) axRaxt |
(N) ( %3.8)
Stejnym postupem odvodime podminky kompatibility i pro daso-
vy vyvoj intenzity rdzové viny ( 3.3.1) (Truesdell, Toupin, 1960,
Buckens, 1971), totiZ

5%]1 [x] 5Um> - [5]- U(mﬁ 1P

Tyto podminky jsou &isté kinematické. Vyjdd¥enim pravé strany
(3 .3 8)1 pomoci zdkonl bilance a konstitutivnich vztahl obdrZime

diferencidlni rovnici pro amplitudy a(f) d ('l:)

V prostorovych soufadnicich maji podminky ( 3.3.3) & ( 33
4) s ohledem na ( 3,1,15) tvar

& a 9xk 9kt
[[Wﬁ T 0F T ax< k' L
l[F H k = Cl <9x |
K BXK TU xR e ( 3.3.10)
Trespe .
a)(k U k d ( ¢3o10)1

Kinematickd podminka ( 3.3.8) nabyvd vzhledem ke vztahim ( 3.2,
13), ( 3.,2,10), ( 3,2.7) a definici normdly ( 3.1.11) (p?i
[NKH =0 ) kone&né podoby



2c§-qi_ a' gy _ I[x,]l _U2‘0‘2,~Ejs[[n n. oy H

S+ U k43" Ox® ( 3.3.11)

F . o t gkr‘ ax& axr 5 KR
ingeruyv wenzor =YK AR
axx X

se pro p¥ipad, kdy soudasny stav télesa je stavem referendénim
k
(nap¥. pro tekutiny, viz kap.l.6), tj. pro x& =4 KXK
Er
redukuje na tenzor jednotkovy J o TudiZ podminku ( 3,.3.11)

miZeme psdt v jednodussim tvaru

P SU i k a dv
25-& B cS"t‘ B ]] Ual[ axkaxall

Dostali jsme tak vychozi vztah pro popis amplitudy akceleracnich

( 3e3612)

vln, viz kape 9J.5. Podminku (. 3.3.12) lze odvodit p¥imo ze vzta-
hu (3.2,15), pouZijeme-1i ho pro P rovno >'<; a 55'. o Pot¥ebnd
je i podminka kompatibility pro sak¥ivené plochy. Jeji tvar obdr-
Zime z (2 «1.29) pro =v' a s ohledem na ( 3,1.17), ( 3.3,

10)1 je roven

[sa5e] - [ o B (et Gend s gf 3 ()

S 3 9x" b“(fj—;)'

a
JZ im a§ a§
(343.13)
]
Ve specidlnim p¥ipadé, kdy -—f}— je po plosSe konstantni podmin-

kou ( 2 ,3.13) se redukuje na

l[éa& 9353x ]] ) ![n"ns_a_f%}l *b. (—3—) ’ (2.3.14)



. ; A 1. 2 ;
pda o if = [%7] —Lfc}"‘o'”[[n A H

s+ U ( 3.3.11)

~Tpn Ixt k" A'KR

Fingeruv tenzor ¢ =TT AR
€ oXx xR

se pro pripad, kdy soufasny stav télesa je stavem referenénim
. k

(nap¥. pro tekutiny, viz kap.l.6), tj. pro x& = C§ KXK
A ‘ kr

redukuje na tenzor jednotkovy C; o TudiZ podminku ( 3.3.11)

miZeme psdt v jednodussSim tvaru

29l o U poi - ot Big]

Dostali jsme tak vychozi vztah pro popis amplitudy akceleracnich

(0 3.3.12)

vln, viz kape. 3.5, Podminku (.3/.3.12) lze odvodit p¥imo ze vzta-
hu (3.2.15), pouZijeme-1i ho pro (P rovmo >'<i a X' o Pot¥ebnd
je i podminke kompatibility pro zak¥ivené plochy. Jeji tvar obdr-
ifme z (3 .1.29) pro @ =V' & s ohledem na ( 3.1.17), ( 3.3.

10)1 Jje roven

LW s AV ’ or3 ax a
[[————Eaxjgx I‘ = l[nrn axrax ﬂ k (‘%znk'f'(g ) 3§ 3f ( )

S O 94" b a
il ~im *“\U )
I T
(3.3,13)
; ) : i
Ve specidlnim p¥ipadé, kdy —%—- je po plosSe konstantni podmin-

koﬁ ( 363.,13) se redukuje na

[[éjka—i&é—":ﬂ ) ﬂn‘” S 332" } i (3 ) ’ (3.3.14)



o D —
kde b oc ""‘-fa? R R je st¥edni k¥ivost plochy(l.D2.140).

Gasovou zménu intenzity rdzové vliny v prostorovych soufad-
nicich odvodime pomoci podminky (3 .2.,12). Dosazenim za I,D“—').('

a pomoci ( 3.3.2) nalezneme kinemetickou podminku kompatibility

[#] -5 - 51 [ ] -
o E B A R (T

(3 »3.15)

Velikost skoki ]]: ]] “: ¢ 9v ]1

nalezneme ze zdkond bilance, viz kape 2 4, 3 o5



3 ¢4 Zakony bilance na singuldrnich plochdch

Zékony bilance z kap.l.4 budeme formulovat na
ploSe nespojitosti w(x;, t)= Q(X{i‘)
Spolu s konstitutivanimi vztahy (kap.Il.6)sou nezbytné p¥i vydetio-
véani casgové zdvislosti amplitudy rdzovych a akceleradnich vlin.
Z hlediska bilance pPislusné veliciny je dlleZitd rychlost SiFeni
plochy viéi prostredi. V materidlovém popisu je tato rychlost U
( 3.2.2) a v popisu prostorovém ﬁJ (3.265)s Vzidjemnd relace mezi

nimi je ddna vztahem ( 3..2.7)e

Bilance hmotnosti(l4.1l.4) v materidlovém popisu je
[[9°U(~)]l =0, (3 .4.1)

e v -‘ K 3 @ & Y Ve
pricemz (N) (U -V )N je relativni rychlost vuc¢i pro=-
st¥edi nachdzejici se v referendnim stavu s hustotou % o Z toho=-
to divodu jsou U(N)!? na obou strandch plochy stejné. V pros-

torovém popisu(l4.1.6) m& bilance hmotnosti tver

ﬂ:? Ujﬂ =€ U;" ?z’Ua - l[g(u(n)-w/(n))]] -0, (3 44e2)

kde U U(n) (n) je relativni rychlost vliny vici prost¥e-

di p¥ed vlnou a U um) (n) za vlnou, viz obr. .3 .2

Rychlost vliny ve sméru normdly vzhledem k pevné soustavé soudad-

nic je U(nf u'n; o Rychlost prost¥edi pFed vlinou znadime
+ P
V(’?) a za vlnou V(n) .

Nalezneme vzdjemny vztah mezi zdkonem bilance v materidlovém
popisu ( 3..4.1) a prostorovém popisu ( 3 +4.2). Jgou-li dA,oIC!
i e I = i
velikosti elementu singuldrni plochy Q(X,t) 0, w(x't)=0



tak afky ( 3.2.7) & pozn. °*1) plati

U
o Um)dA =§)ng da = §> Uda. ( 3.4.3)

I4

V pripadé, Ze dA=‘c/a tje pPed vlinou (v referendénim stavu) a za
vlinou (v aktudlnim stavu) je vySetFovand velikost plochy stejnd,
plati

_% i )
?'U1=92U2=§)o[j(~) , l.(y| =J .-.--9— . ( 3ede4)

Tato formulace zdkona bilance hmotnosti se pouZivd pro rdzové vl-

ny jak v tekutindch, kap. .3.5, tak v pevnych t8lesech , kape. 3.9

Bilance hybnosti(Il.4.2.15) mé& s ohledem na ( 3.4.1) tvar

ﬁgov‘Uw]] ¥ l[TK;NxB’ 0

(.3 .4.5)

a v prostorovém popisu je bilance(l4.2.17) na singuldrni plose

vyjéddrena
II?V;UH‘“ l[th”&ﬂ -0. (3.4.6)

, . ki
Zde -TK' je Pioldv-Kirchhofflv tenzor pseudonap&ti(l4.2.9) a T .

je obvykly tenzor napéti, viz obr.l3.16.
Bilance celkové energie(l4¢5.7), popte(lde5.10)je ddna vzta-

[[?o U(q:) (sz_ * “)]l * MTK;V; "QK) NK]I =0 ( 3.4.7)

ﬂ?u(%i’*'“)ﬂ*[[(tm““q&)”kﬂ -0. ( 2.4.8)



Hustotu vnit¥ni energie znalime U & 62 ,C7 jsou hustoty tepel~-

ného tokue

Rovnice bilance entropie([4.6.12) a(T4.6.13) vyjad¥uje ten
fakt, Ze entropie v prostFedi za vlinou musi byt vidy vétsdi. TudiZ
s ohledem na smér postupu vliny, viz obr. 2.2 a definici vztahu

funkce ( 3.1le3) dostiavéme nerovanice

(N) ]] EJ SN ﬁ ( 3.4.9)

pro materidlovy popis a

‘[?US]I * {[ék@) ”k]] =0 (' 3.4.10)

K 3
v prostorovém popisu. u/ CSL respe. J (3} je tok entropie singu~
ldrni plochou. V p¥ipadé, Ze navic existuje i p¥Penos energie zé-

¥enim, zahrnujeme ho do okl (I4.6.10).



" 3,5 Rdzové viny v tekutindch

Vyjdeme ze zakonl bilance

hustoty(L4.1.7)
g - av: ( 2.5.1)
ox
hybnosti(l.4.2.16)
ik
.- - t

a energie ([4.5.15)

« 9g ki Qv _
Pu *@%”t axﬁ"O' (0 3.5.3)

Omezime se ne Newtonovskou tekutinu(l6.5.16),pro kterou je tenzor

napéti roven (1645.15)

¢4 --pem8 it 0Ty S 2ue A" (55
kdle

Lo
" Ix'

Vektor vedeni tepla(l,6.5.14) je definovén vzitahem

qt--2 (?TM“ST ‘ ( 3.5.6)

2i_ 4 1393 4‘3 2 if
) d ""2"'(6 7t 0 3dc4)<§)' ( 345.5)

Zde My, M, ..2.7- jsou postupné objemovd a smykovd viskozita a
koeficient tepelné vodivosti. Vnit¥ni energie U je pro kaloricky
dokonalou tekutinu zdvisld jen na teploté

? = -‘T Q
u=act. ( 2.5.7)



Zékony bilance ( 30404)3 ( 304.6), ( 30408) a ( 304010) na,bj-
vaji pro tekutinu s konstitutivmimi vztahy (. 3.5.4) & ( 3.5.6)

tvaru

l[?U]] =0 (3.5.8)

[[?Uvi -pn" *é"vdw”; + Zéxcgluné]] =0 (3.5.9)

v) 4 37'
[[?'U(h('z_)—"u) - PV é"vdm ) 2640‘ Yin& +4n Fr ﬂ=0 (3.5.10)

Eg s +—-§—Tne“ <0, (3.5.11)
x

Tyto rovnice plati pro libovolnou zak¥ivenou rdzovou vlinu, kterd
se pohybuae viCi pevné soustavé souradnic rychlosti (J()

m)+L] 00 Za predpokladu, Ze Vv blizkém okoli ré-
zové vliny jsou gradienty rychlostniho a teplotniho pole nulové,
lze uvedené rovnice zjednodusit. Stadi vySetPovat jen kolmou sloZ-

ku hybnosti, protoZe sloZkea rychlosti vz tend s rdzovou vlnou

t)
je spojitd, tj. [V*hﬂ==o . 0 tomto faktu se pPesvédiime
tim, Ze bilanci hybnosti ( 3.5.9) vyndsobime skaldrné teénym vek-
torem t (viz obr. 3.3) a pouZijeme ( 3.5.8). Vychozi rovnice

bilance pro rdzovou vlinu jsou

[eu] -0

[gUvy-p]-0

KQU(—QQ +u) PY (n)]] ' ((n))z ((t))a Lo
IHE



Doplnime je jest& stavovou rovnici dokonalého plynu

—%z .i%i % T =(z-1)u ('3.45.13)
a zavedeme stagnadni entalpii(l.7.3.18) hc/ » lzentropickou rych-
lost zvuku ¢/ , kritickou rychlost zvuku /*(I7.4.7) nésledujicimi
vztahy

3
(‘/*a'—= 2 (ag~1) h (2 25.14)
®+{ v’
C/E . . ,
Zde &K= je pomeér specifickych tepel. Omezime se pro jed-

/\ noduchost na kolmou rdézovou vlinu ( (t)= 0). Hodnoty p¥ed rézo-

( j‘ S ) \ v 2 . P
2t "] vou vlnou oznacime indexem 4 , za ni indexem 2 a vypustime u v(m

Sy

index (n) (viz obr. 3.3). Rovnice ( 3.5.12) pak piSeme ve tvaru

?4U1 =§>au2 (3.5.15)
QU -p, = AR (3.5.18)

2
?4 ,,( +u4}-P4v‘ ?a 2( +u2) P,V (3.5.17)
5, < 5, . (3.5.18)

Dosadime stagnadni entalpii hc/ do rovnice energie ( 3.5.,17)
a pomoci (. 3.5.15) a ( 3.5.16) nalezneme vztah pro rychlost ridzo-
vé vliny viéi pevné soustavé sou¥adnic

l[hvll houhes
TV ve ( 3.5.19)




Obr.3.3

Staciondrni zakfivend rézova vlna



JestliZe celkovd entalpie za vlnou vzroste, tj. hr/z> h%

vlna se posouvd proti proudu (U(,ﬁf 0)  a naopak. Na obr. 2.4
je zndzornén pohyb rdzové vliny na profilu, zplsobeny fluktuacemi
tlaku v blizkém Gplavu. Tlakové pulzace periodicky zvysduji a sni-
zuji stegnadni entalpii h,, a rozkmitaji rdzovou vimu (Mardik,

Vicek, 1977; Vlicéek, 1978). Jeji pohyb je casto doprovazen zmdnou

20 Predpokladejme staciondrni rdzovou vlinu u(;;)o ( Uﬁ‘*\/‘ ,U =-V2)

™

— intenzity [v] viz kap. 3.6,
o 1.4 )'“

pro kterou podle (. 3.,5.,19) musi platit, Ze stagnacdni entalpie
p¥ed vlnou a za vlnou jsou stejné ha = hc,é = hcx .

Potom ze vztahi ( 3.5.15) a¥ (. 2.5.17) ufitim ( 3.5.14) odvodime
tzv. Prandtliv vztah

2 - =M -2
Vv, =() | resp. 24, =1 ity S Sy 3

(. 3e5.20)

ktery ddvd do vztahu rychlost pFfed vlinou V; s rychlosti za vlinou

V, , resp. bezrozmérové rychlosti 4; I, . Intenzita rdzové

viny Jje
2
[v] 4 * X [ ((‘/*)2
Y I Vj~C =V, - + ~1=11
\/ 1 (W) P %=¢ +y |1 Vi ] (3 +5.21)

Z druhého vztahu plyne, Ze je jeji amplituda nesymetrickd kolem
* VPN I N o » ”
kritické rychlosti zvuku ¢ (rychlost Sifeni zvuku p¥i podminkdch
prouddni rychlosti zvuku, tj. |Vl=¢ =" ).

Pomér hustot na staciondrni rdzové viné plyne dosazenim

(2 1.5.20) do rovnice ( 3.,5.15)



SLIT 0.12mm

Obr.3.4

Pohyb rézové vliny na profilu NACA 0012 v d@sledku uplavovych

poruch ( L. Je délka tétivy profilu )




2
V. 2 (ae+1) (M) -V
S f. DO e s
1 v (2-1)(M,) + 2
P¥i Upravé byly jesSté uZity vaztahy (. 3.5.13) a (. 3¢5.14). Skok
tlaku lze s ohledem na ( 3.5.16) vyjdd¥it pouze jako funkci Macho-

va ¢isla Ml

2 — e
( ‘~‘-5023)

Pro relativni rychlost vlny vzhledem k progi¥edi 1 odtud plyne

1) (pa~Pu)
U4=-V1 =-qd1+(azc;)%ip)

((3+5.24)

oA

Tudiz slabd tlakové porucha (tj. P == P ) se 8i¥i rychlosti mvuku

¢, . Vyjédd¥ime-li pomér hustot ( 3.5.22) v zdvislosti na poméru

tlakl dogtdvédme tzv. Rankindv-Hugoniotiv vztah

|- %+ (_E;)
—BL-= X-4 \Py ‘
1 i*: .,__% | ( 3.5.25)
- f

Zm&nu entropie vypolteme integraci rovnice(IT.4.3)

SOl

R P S ( 3.5.26)

2
Dosazenim ze vztahl (. 3.5.22) a ( 3.,5.23) a pro hodnoty (PL)~1<K4

dostédvéme zjednoduSeny vzorec (Liepmann, Roshko, 1957)



. 3
sa-5, - 2m e 1. eern[[p]
R '3(a¢+1)2[(M)”1] R ] Py >0.

(3.5.27)

V disledku II., zdkona termodynamiky ( 3.5.18) se mohou realizovat
2
jen p¥ipady PL >1 , tje s ohledem na ( 3¢5.23), jen kompresni

rdzové viny. Expanzni rdzové vliny jsou nep¥ripustné.

Vztahy ( 3.5.22) a (. 3.5.23) vyjadfujici pomér skaldrnich

veliCin lze jednoduSe roz8i¥fit i na Sikmé rdzové vliny substituci

M,— M,sinp.

( 3.5.28)
Zde a ddle PL znamend Machovo &islo celkové rychlogti pPed vli-
V‘)‘
nou, tj. PL=‘ o viz obr. 3 .3, Hodnotu Machova Cisla za
vlinou Iﬂ2=!%§l uréime ze vztahl ( 3.5.22), ( 2.5.13) a
2

( 3.5.14) takto

-1 .2
(Vz)a= M 62 (p-8) = 1*LM425"7B
_&;2" 25“’1 ( acMzs,np _ &_‘_

( 3.5.29)

Vzdjemmou relaci mezi Ghlem rdzové viny (3 a idhlem odklonu
proudu € v rézové vind plyne z rovnosti tefnych sloZek rychlosti
th, viz obre. 3.3, Vyjdeme ze vztahi ( 3.5.22)

v, _t (5-9) (%~ 1)M4sm{5+2
Yy tga @+)M2sidp

(- 3"5130)



a po nékolika algebraickych Upravdch dostdvéme

M sirnps — 1
(ae+c032[3) +2

tg& é’cotgﬁ ( 3.5431)

Z téchto vyrazl plyne, Ze se proud prichodem rdzovou vlinou k ni
vZdy piikléni. Zdvislost mezi O a > pro konstantni M, je na
obr. 3.5, K¥ivke ¥ =9,'mx odd&luje oblast supersonickych rych-
ﬁ)sti za Sikmou rdzovou vlnou (M2 >4) od oblasti subsonickych
rychlosti ( M,<1 - vyznaleno Sérkovand). K¥rivke '9'“’9’,,,“

uréuje maximdlni odklon rychlosti pro danou hodnotu M, . Pro hod-

noty 0<9

nax existuji dvé YesSeni za rdzovou vlnou; jedno s pre-

chodem do supersonického proudéni a druhé do subsonického (vyjma
oblasti €58,  kde jsou obd subsonické). Prandtltv vztah ( 3.
5.20) md pro Sikmou rdzovou vlnu tvar

+ - #*
v(m Vim = ( ) ge+4 ( (t)) (3 .5.32)

V nékterych pripadech proudéni s rdzovou vlinou dochdzi za ni
v disledku jeji interakce s mezni vrstvou(nap¥. na sténdch obté-
kanych profill) ke znadnym fluktuacim tlaku p' a energie e’
(nap¥. akustické). Celkovd stagnacni entalpie proudu h‘., ale
zOstdvéd konstantni, takZe s ohledem na ( 3.5.19) je rézové vlina
staciondrni ( u(,gO Jo Rovnice (. 3.5.15) aZz (. 3.,5.17) pro kolmou

rédzovou vlnu ( V(f:) =0 ) piSeme ve tvaru

91 Y = 6V

(13 e5433)
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Obr.3.5

a) Zévislost odklonu rychlosti® na sklonu rézové vlny /43,
viz obr.3.3
B) Pro dany odklon € existuji dvé FeSeni,jedno supersinické

a druhé subsonické

T I R I e B B R R T T T



2 - 2 !
QU th =GR tR*P ('3.5.34)

OV My, = p =6,V (V2’2+ % _E&-e') ( 3.5.35)
V2 T - 222 T %1 g, ' °2°

Stejnym zplsobem jako p¥i ( 3.5.20) z téchto rovnic odvodime

(Marsik, Vlicek, 1980)

s [ 2P g)
‘2 = ——— 1
Ay, 1+'1,-\22(3€+'( +2|22

pro . X . #—2_&, (. 3.5.36)
e-= —}:; T ¢ ?4‘42
Jde o rozditeni Prandtlova vztahu ( 3.5.20), ktery umoZnuje sta-
novit rychlost ‘2‘1 za kolmou rdzovou vlnou i v tom pripadé, Ze se
c¢ast tlakové energie f)‘ éi celkové energie € od proudu plynu
0ddéli a preméni se nap¥, v energii akustickou i energii turbu-
lentniho pohybu. Je-li tato energie z oblasti za rdzovou vlinou
odvedena (pop¥. do ni dodéné,), narusi se rovnovdha celkovych

entalpii

!
h0~h04-H02+e. ( 3.5437)

A
( 3e5.19) a je jednim z mechanismi transonické nestability rdzové

Rozdil entalpii h, ~ h“’a zpisobi posuv rdzové vliny podle

vlny, viz kape. 4.7



" 3.6 Pohyb rdzovych vin v tekutindch

Budeme vyset¥ovat pohyb vln v nevyrovnaném rychlostnim poli.
Vyjdeme z podminky kompatibility (. 3.3.15), které lze s ohledem

na (. 3.2.5) napsat ve tvaru

5[v]] - [+]+ [Un' 8v']]=

ﬂg: E )a gﬂ +u “:n n g:gﬂ : ( 3,6.1)

Pro zak¥ivené vliny pouZijeme identitul(I.D2,125), kkteré v p¥ipadd
, ¢
rovinné vlny pPechdzi na(1D2,126), tj. n"n =J .

Potom Cagsovd zména intenzity rdzové vliny je

v i E Qv
Jclg: : ) E%Cﬂ ! u(n)ﬁn gvk]] '
t t X ( 2.6.2)
kde U je jeji rychlost vzhledem k pevné soustavé souradnice.
i
Pro p¥ipad staciondrniho pole (—g—‘{_= 0) ‘2 ¢isté kinematické

podminky ( 3,6.2) plyne

% k Jvi
'%[;'{]l roste pro U, 20 ﬂn ax,,“ z0

,C%[[:J klesa pro u(g)g 0 [n :9—;] = 0 ( 3.6.3)

V) Intenzita rédzové viny se méni (sldbne) i v disledku disipa-
., tivaich procest, které v ni probihaji (Whitham , 1974). Tyto pro-
cesy jsou podminény gredienty rychlosti a teploty uvnit® vliny a

jejich Feseni musi vychdzet ze zdkonl bilance hmoty (. 3.5.1),



F.V.

Wi <0 U(:S >0
- =
r.v. slabne r.v. se zesiluje

vt (ve)*

m$%i;]>0

Obr.3.6

Kinematika razové vlny v nerovnomérném rychlostnim poli



hybnoati ( 3 +5.2) a energie (I4.5.3), Pro p¥ipad Newtonovské te-
kutiny s konstantnimi koeficienty viskozity My, Lu a tepelné vo-
divosti i—r (3e5¢4) aZ (3 .,5.6) je bilance hybnosti déna rovnici

3
v J...éE.:-. My, M ave < s
V: A+ ? " (? 39 ) dxioxt * 9 E-‘-’Z‘ (axe)z ( 3.604)

Ll
a bilanci energie jsme nahradili vztahem pro zménu entropie

3 lrzst &
T eT (k) ( 3.6.5)

Zde jsme hustotu disipované energie(l.6.5.5) zanedbali jako veli-

¢inu malou vySs8iho Fddu. Rovnice ( 3.6.5) nahrazuje rovnici ener-

gie ( 3.5.3)L,fprot6§e jako nezdvisle proménné jsme vybrali V;,S

pPicemz T“T(P,S) a p“P(?,S). Mezi zm&nou hustoty 9’

a rychlosti v('n) plati v pripadé izentropického proudéni relace
3.3)

S t(i-M) Y

’(n)
oF v " (" 3.6.6)

363)
Riemannovy invarianty jsou p¥i proudéni konstantni a vyjad¥uji
zdviglost mezi velicCinami }O,Q,V@ . Plati
2 oy = dp -+ 2 [odYm | VYo i)
Udf dp de 'U?Odg v

popP.

ii)



Rovnice (.3.6.4) a ( 3.6.5) pPepiSeme do souFadnic ¢ n viz
obr. 3.2 ,tzn., Ze nahradime \@ = V(n)”e )
takZe pro podélnou vlnu dostdvdme

2
. & M \a . Ay [T d
v-l-.i——ag':.‘(-—!-}-g ) vz’ s = +;*a aavég.
on T\ T3 9 flany ' T pkdnan

Index (n) u V(n) jsme vypustili. PPedpokladdme, Ze uvnit¥ vliny

se gradienty vSech veliCin méni mnohem vice neZ veliciny samotné.

: ' L |
Zavedeme poruchy V, 9', P, T, S vzhledem k vy-

rovnanému proudu pPed vlinou (znadime +* ) takto

vavey' 0= ?"4.9' p=p+p, T=TTs =s'+s,

( 3648)
Pro tlakovou poruchu plati rozvo]
_(apY 4 (8% a2 (ap] .
P,,(_,E’.) +.__(-—E_. ?) +.( )54—...
ool S T2 (3%, S "\as, s ooy

a u entropie se omezime jen na jeden &len, protoZe se ve slabych

rézovych vlindch m&ni jen velmi mdlo ( 3.5.27). Pro dokonaly plyn

jsou parcidlni derivace rovny 3e4)

. . N2 +
(G-t (o) -0 (B3] -7 (] -5

( 366.10)

' 3’0 4)
Vyjdeme z definice entropiellf.5.7), vnit¥ni energie (.3.5.7) &

stavové rovnice (. 3.5.13) a nalezneme pro P-P(Q.S)



dp = RTde +RedT
dp = ( ) o+ ( )o/s ae-E-o/§>+—P;o/s 1)

a stejné pro druhy diferencidl.

V rovanici pro entropii ( 3.6.7) dosadime za gﬂ
n
z rovanice hybnosti ( 23.6.7) (bez vazkych Clenl a &lenl 2, Padu
’
?’%% ) ,takZe s ohledem na ( 3.6.8)1 dostdvdme

- ,a _ (3C“’)-2]' aV,
$ ?*T*(aP) n (6" V) resp. S % on ( 3.6.11)

Tim jsme vSechny veliéiny v rovanicich ( 3.6.7) vyjédd¥ili pomoci

V' . Ze vztahl ( 3.6.9), ( 3.6.11) dosadime do rovnice

2 ;

9v Q \dp' _ 4 ( 4 ) v

= =M 2 7
) * CeVan ¢ A (du) (. 3.6.12)
J ]
kde ¢leny -g%— ; —g—:— povaZujeme za Cleny l. ¥adu,
1 l}
"-a-\-/- ; (g%v)'z za Cleny 2., ¥adu a ostatni jsou ¢leny vyssich

?ddb., Naposled uvedené Cleny zanedbdme. Dostdvdme tak rovanici pro

I'd A I v 7 r -4 e e *
slabou razovou vlnu, si¥ici se v prostredi undsSeném rychlosti v

v* .
(respe M+='—5:;. ), e

v +3v A Iy _sdv
at %" 9V an y( n)* ( 2.6.13)

Pro jednoduchost jsme zavedli oznacdeni

§-4s(-d-()] | § =@ + 5 ().

()




U

3
/Al 3 "T’L {

b4 g o
Zavedeme soustavu souradnou (n,f) spojenou s vinou

d _ 9 _ g9
t=t 35 "3 YR

- d .2 2641
A=n-Jt | 3, “o% LA

a rovaice ( 3,6.,13) dostdvd konedny tvar

s — =2V .
9t T VR T (9R) ( 3.6.15)

Tuto rovnici nazyvédme rovnici Burgerssovou & popisuje vyvo] silné
poruchy v proudovém poli. V disledku toho, Ze v mistech s niZsdi
rychlosti Vv (s vy3s&i hustotouflﬂ.4.9)2) je v&t8i rychlost Sifendi
¢/ dochézi k nelinedrnimu zkresleni amplitudy poruchy
(druhy 8len (. 3.6.15) a k prudkému zestrmeni Sela vliny. P¥i tomto

sestrmeni vznikaji velké gradienty a uplatnuji se disipativai

(tlumfci) procesy (pravd strana (3 .6.,15)). Chovéni poruch v oko=-
11 obtékaného profilu je zndzornéno na obr. . 3.7, kde je dobie
patrné zestrmovdni poruch od dplavu v zdvislosti na velikosti
migtniho Machova &isgla IVT Z téchto " obrdzkl je vidét, Ze
zestrmeni &i utlum poruchy zdvisi jak na intenzité poruchy qu,
M-l*

~ }
AN

tak na vzddlenosti od zdroje.

| SoustPedime se na zestrmeni poruchy. Zanedbdme disipativni
)

P
_/ &len (¥ —-’-0) a budeme predpoklddat, Ze se porucha nachdzi

+ A > s
v proudu s M= (prod=1 je vzhledem k profilu staciondrni,

tje Um /== v()

av' v'
9t VoR an =0 ( 3,6.,16)

Yo Hleddme FesSeni rovnice



Obr.3.7

Sestrmovani poruch v okoli profilu (experiment UT CSAV)
a) M'< 1 nedochszi k sestrmovéni poruch

b) M 1 poruchy se sestrmuji a kumuluji

+ . :
c) M=21 tvorfi se réazovéd vlna






v celé oblasti 'ﬁ'e(—w, °°> se zadanou pocdtelni podminkou
(Cauchyhio Gloha)
) P ~F 2x
=2V, §i r ::O 2 e
v' =V, sin &7 pro t=0,  k=5=, (2.6.17)
4 je vlnovd délka. Nalezneme charakteristiky ?”?(n,t) rovni-
ce ( 3.6.16) na ni¥ je V'(7)= V'(F)',i')=£0n5f, viz kape 2.4.
Uréime je z podninky Peditelnosti soustavy rovaic

'av =0

+

at an
! i
n
§
vzhledem k —8-‘—’-,—@-,—‘{.— . ReSeni je nenulové jen v tom p¥ipddé,
dt  on

. ~F
je-1li determinant soustavy roven nule, tj. dn = v'dt.
TakZe ?=H"V"t’ a FeSeni rovnice (3 «6.16), které vyhovuje
( 3.6,17) je

f)" V sin E,(n v(n i‘)'t) V, sm(% 6——-—)

é=2aéV°t N ( 3:6:19)

Zavedli jsme parametr gestrmeni & , viz obr.. 3.8. Pro

=1 md vlne pilovity charakter. Tento tvar nastane za das

ts* 3y, + kde V, Jje amplituda viny. V bods A=0 jde o
L] ?
(Y \{ P .,
redeni rovnice a@resin (—v%):"s—v% ; které je moZno podle
o o
obr.3.8P) napsat p¥ibliZnd ve tvaru




ka- !

6V 6>1

! [
- Vo Vo
arcsin e = O£

: Vv,
—t g el ° v°
: A

Vo

Obr.3.8

K nalezeni tvaru Riemannovych vln popsanych rovnici (3.6.16)

?

a) urdeni velikosti &ela v! v sestrmené vlng v'= v'sin@fxrj
P A

b) tvar vlny pro r@zné hodnoty parametru sestrmeni 6 = kva"é



6+1 ( kh+x) kR e(0 )

V'(t,A)=
) kR E("xlo) .
(.3.6.20)
K zestrmeni na 1/10'V, dochdzi pro G =10X~1 ) coz je
488 +
pTO 'f' - Je-1i M <1 pak dojde k zestrmeni na vzdd-
lenosti nsncy('l M*)’l‘ , Viz obr. 3.7b).

Nalezneme Peseni rovnice ( 3,6.15) pro p¥ipad, kdy viskozita
prevazuje nad nelinearitou. Pro poldteéni podminku ( 3.6.17) do-

stdvame
v'(t,R) = exp( l"z‘ayi)sm ;

i 2
a k poklesu amplitudy na -—:% dojde za &as té‘ =}.—é.9_ )

(.3.6.21)

resp. na vzddlenosti nﬂa (‘5(4--1‘4*)#&-

ReSenim Burgersovy rovaice ( 3.6.15) %¢5)nalezneme vyvo]
rézové vlny a vaztah mezi tloudtkou jejiho Sela a jeji intenzitou.

Pro pocdtedni rozdéleni rychlosti

v'(R +=0) =V (R) ( 3.6.22)

mé PesSeni obecny tvar

00 o~ “SRD
n-x ay

j e dx

4

fe_mdx

V(R t)=

b d



3 «5)
Obecné YeSeni této rovnice bylo nalezeno diky Hopfové-Coleovéd

nelinedrni transfsma.ci (Whitham, 1974)

' y
Vet

3(; , 1)
kterd prevede Burgersovu rovnici na rovnici vedeni tepla., PoloZi-
me nejdrive 3
v =ZE ii)
on

takZe rovnice (3 .6.15) pPejde po integraci podle A na tvar
A%, (c??) 3 &y
“or T2 \om a () 1ii)

~
PouZijeme-li nyni transformaci i), tj. ')V = - -g-fnsv dostdvame

a n iv
-5‘%- -(—5—%)‘ J( t) )

coZ je parabolickd rovnice vedeni tepla s pocédteéni podminkou

[

n

'Lf(ﬁ,i-=0)=exp[ 23 V(x)dx| . )

0

Zde 5(3,1') je Diracova Delta funkce reprezentujici jednotkovy
zdroj tepla vbodd R=0,t=0. Fundamentdlni YeSeni rovnice iv)

(Vladimirov, 1967, postup, jak nalézt toto FeSeni je v pozn.°3 .8))

% 1)) .._L*“J’Jf_] u
\J( N Tmaor 'm "P[ a9t )

kde 9’(’(-‘) je Heavisidova fun.kceI'G'32 ReSeni rovnice iv) za pold-

teéni podminky v) je pak déno konvoluci



p(,)= [ FCAE (F-x,t) olx =

00
-—L |5 _(fi-x)
Wj?(x)em[ hapt 10""

Dosazenim do i) dostdvdme hledané FeSeni ( 3.6.23),

vii)

Analyzou ( 3,6.23) nalezneme jak asymptotické PeSeni ( 3.6.
A , ~
20) pro YV —=0 , tak i ¥eSeni typu ( 3.6.21) pro ¥ —> 00,
Budeme vysetFovat strukturu rdzové vliny, jejiZ poddteéni tvar
( 366.22) byla "schodova" fumnkce
vt A>O0

sy

= o 3.6,
v V‘>V+,n<0‘ ( 6.24)

rd Y r'e 4 3 &
Dosazenim do ( 3.,6.23) & uZitim integrdlnich formuli ©)

3.6)
viz Grad¥tejn, Ry¥ik, 1962

é(x) =% fe“t:;t, fe(-?’—/; ”X"‘)dx =‘(E]§'eﬂx [1 -@(X'fﬁ)] ,(Rep >0),

0

2
-px" +2g% e 2
jxe dx = d-—-—expﬁ-— (ReP>O).
-0 -§§— P (FJ)
odvodime
nd +
vy + v-oV

s . o ~
1+ feexp{v =X (R- um_t)} ( 3.6.25)



kde
VAFSYA k Sé(v i'*h)
' @ (R -v't)

( 3.6026)

Pro néjaké pevné '-,’-g- z intervalu V <"t— <V jde B—1 p¥i
t—»00 . Dostdvdme tek staciondrni profil rézové vliny - obr. 3.

9a)

-
v - fn [ :
v (n ~ U, ‘t)
( 366627)
Tloudtku rdzové vliny definujeme vztahem
2
b . 283 . 4lt+Ge-2[1-00)]} p
2 Vo-v* Jof(v - v?) ( 2.6.28)
tak, %e pokles rychlosti je roven v ";’* =g,

viz obr. 3.9a). Tloudtke rdzové vliny zdvisi tedy na intenzité
viny VvV ~v* a na velikosti ¥ , tj. predeviim na smykové
viskozit® M  a teplotni vodivosti Jp (Hirschfelder, Curtiss,
Bird, 1961). |

f‘, - '">> o a © W e ot i e s . I ~ a3 b
% Dalsi dulezité reseni Burgersovy rovnice o6dvodime pri poca-

teCni podmince

V(R =AS(FE)  pro  t=0. (3.6.29)

Odpovidd "vzryvu" g intensitou A v bodé n=0.

r'd g

Zavedeme-1i Reynoldsovo akustické cislo vztahem

R ZAQ_fV( ) zAA

tak pro R-—w0 (silné disipativni G8inky) mé Yedeni tvar
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max

Obr.3.9

Vyvoj siln?ch poruch
a) razové vlny
b) wvzryvu V('ﬁ'} =AJd(H)

c) vznik N = vlny




~\B
|- ]
haedpt 467t

v'(Rt)s
( 3.6.31)
3‘5). Pro R~—+>c0 md Yefeni ( 3,6.23) opét

tvar ( 3.6.20), viz obr. 3 .9b), tj.

viz vztah vi) pozn.

v'(tR)~
0 pro ostatns . (3 .6.32)
lelo vliny je v okoli quu n- ‘ZA.(: =-0 a je popsdno pPibliZ-
né vztahem ,
vi(t,R)~ 13—& 1 ,
: t RPN 1 p. 2xA
‘I+GXP{———- £A (R -{2At) +5- Ine22
269 1 t 28D (3 .6.33)
ktery souhlasi se vztahem (2 ,6.,25) p¥i v -v'= Z‘EA—

(Whitham, 1974). Rychlost posuvu Cela v soustavé sou¥adnic undSené

rychlosti & (3 .6.14) je ﬁr_vﬂ%ﬂ- . Porucha ( 3.6.29) do=-

stdvd pro R—> o0 a t#0 trojihelnikovy tvar (tzv. hrb",

viz obr. 3.9b) a srovnej s . 3.7¢).

Prelet nadzvukovych letadel byvd doprovdzen tzv. aerodyna-
mickym t¥eskem ((DvoFdk, 1986), ktery lze interpretovat jako tzve.
N-vlou, viz obr. 3 .9¢). Jde o PeSeni Burgersovy rovanice ( °.6.

15) ve tvaru 2,7)



v(At)=

[ erl-] }

které je kombinaci Pefeni ( 3,6.,3%) a ( 3.6.32) a pro t—>0 né

3.6.34)

viagtnost Diracovy funkce A(K) '3‘7). Reynoldsovo akustické

3.7)
Vyjdeme z PeSeni rovnice vedeni tepla, rovnice iv) pozn. 3.5) ve
tvaru
i (n)
¢ (A, t) = 1 GXP( pro «>0. i)
Funkce
2y él
o ,
vint)= ———— -
( ) q i? ll)

musi byt FeSenim Burgersovy rovaice a je rovma vztahu ( 3.6.34).

Funkce
: 1 o o (ﬁ)z & 4 . ..
tt mo.,, T exp( ant) 5(”) iii)

je Diracovou funkei (viz Vliadimirov, 1967).

islo ( 3.6.30) md pro hledanou €dst poruchy hodnotu

(.3c6.35)




Pro R —>o0  t3>0 dostdvéme Fedeni

-—?—* pro ~{2At <A < {24
V(R £) ~
0 pro [A|>]2A¢ ( 3.6.36)

lela této N~vliny maji podobny tvar jako ( 3..6. 3 ), viz obr. 2.
9¢). Velikost tlakového pulzu vyvolaného rdzovou vlinou (2 .6.25)

"hrbem” ( 3).6.32), ( 36.33) a N-vlnou (.3 .,6,36) vypolteme podle
vztehu ( 31.6.6) ( MT=0, +tj. prost¥edi pied vlinou je v klidu)
tak, Ze odpovidajici rozloZeni rychlosti v = V‘(n“&t; t)
dosadime do vztahn

1 3
A v
";DE:N%—?% - a5

(3.6.37)



3.7 Akceleraéni a slabé vliny v tekutinach

Amplituda Q' akceleradni vliny je rovna skoku zrychleni
( 3.3.5) na ploSe nespojitosti., Jeji Casova zména je popsédna pod-
minkou kompatibility ( 3.3.12) a lze ji dobfe nalézt zvlasté

v téch piripadech, kdy je tvar plochy piedem znédm. V tomto pripa-

2 i
dé lze snadno urdéit skok Ehil!__.“ ( 3.3.13). Hlavni pfednos=-
IxIIxk |

ti tohoto pfistupu je postiZeni nelinedrnich jevl projevujici se

jak v disledku nevyrovnaného proudového pole, tak i geometrie.

V teorii slabych vln (tzv. akustické pribliZeni) vychézime
z linearizovanych rovnic, kde nelze popsat takové jevy jako je
zestrmovéni poruch, viz obr. . 3.8, a jejich kumulaci. V3echny
velic¢iny pouivané v této teorii jsou representovany spojitymi

funkcemi, véetné derivaci.

Budeme vysetifovat Sifeni zakirivenych akceleracénich vlin v ne-
vyrovnaném proudovém poli. PFedpokladejme, Ze zm&na entropie je
ve vliné tak mala, Ze ji lze zanedbat (jak vyplyne ze srovnani)
se zm&nou entropie v rézové vlin& ( 3,5.27). Vyjdeme z rovnic

vt dp
% 1
ox x!

éa—-?'———[ ' \‘/, =‘""‘?—‘ ) P=P<e)=—_§§ﬁ?x) (3 .7.1)

jsou to postupné rovnice bilance hmotnosti (3 .5.1), bilance hyb=-
nosti ( 3.5.2) a rovnice izentropického procesu(l,7.4.4). V kaZdém
bodu pr‘oudovéi}o pole plati mezi P,?,T a unasivou rychlos=-

ti |vl= (V'V;)T vztahy .(1.7.4.9).

Amplitudu akceleracni vlny Q; ( 3.3.5) urcime z druhé rov-
nice ( 3.7.1) =za pfedpokladu, Ze hustota ? je skrz singulédrni

plochu spojitd. TudiZ



a;=[%]=- l[%‘@%“ = —_é—(gg)sj%f"ﬂ' “'gugf'ﬁ ' (3.7.2)

a .
kde O’“(gg) je kvadrat rychlosti zvuku (I.7.4.7)..Ze spojitosti
S

hustoty E?]‘o,s ohledem na podminku kompatibility ( 3&2.15)

a diky rovnici bilance hmotnosti (3 .7.1); plyne

[QH”"U“:""%%N 2“?{%%ﬂ ‘ ( 37.3)

Pro podélné vlny s amplitudou Q=Q,~n' , zde n' je vek=-
tor normaly ve sméru $ifeni, obdrZime dosazenim ( 3.7.2) do ( 3.
7.3) nasledujici dllezité vztahy pro akceleraini vlny
4 i a
_Q_Y_ ,...Q,UaC/’ n'.ag a-—.g_.' [é],.&a_.
axt v ox' & ¢
' ( 3.7.4)
Srovnanim prvniho vyrazu se vztahem ( 3.3.10)1 dostavame druhou
rovanici, podle které je rychlost Sifeni L) akceleracni vlny
rovna rychlosti zvuku ¢/ . Podminka kompatibility ( 3.3.12) mé pro

zakiivenou plochu ( 3.3.14) tvar

250_05031[;;”; _.&Jij n?i‘.’c_ﬁ...gze, (3.7.5)
Jt Uéf ) 3)(‘3)(3 ﬁ o

kde R je stiedni kifivost plochy (1.,02,140).

Prvni dva &éleny na pravé strand podminky (.3.7.5) vyjadiime
pomoci amplitudy poruchy. Vyjdeme z materidlové derivace zakona

bilance hybnosti ( 2.7.1),, €ili



-l - e ] e

Materiédlova derivace gradientu hustoty je s ohledem na rove

nici bilance hmotnosti (2.7.1); rovna

,a L il 9 [d eag}
¥ "[at (79%)” ENEN.

n(gq 90 a,,?) ( vt I o dp 9v)

ox'  oxt Bxi § ox' Ix’ "o Ot ax axi

( 3.7.7)

Vztahy ( 3.7.6) a ( 3.7.7) dosadime do podminky kompatibility
( 3.7.5) a dostavame vychozi rovnici pro zménu amplitudy zak#ive=

né akceleraéni vlny. Plati

s fe- Sl BRIl

. 9p a“]!_. I:ﬁ Rzga
39[ ENEX. "] TR

Cleny na pravé strand rovnice vyjadiime pomoci amplitudy vlny a

( 3.7.8)

stavem prostifedi p¥ed vlnou (oznafené * ), K tomu pouZijeme na-
sledujici identity. Necht (P,y’ jsou néjaké dvé veliliny defi-

nované v prostfedi, Pak s ohledem na ( 3.1@3)1 plati



[ev] = ¢ Tvl = v [e] -[¢l¥]

Treti az platy &len na pravé strané ( 3.7.8) urcéime v zavislosti

(3.7.9)

na tvaru vlny,

Konkrétni vyuziti podminky kompatibility pro akceleraéni vlny
(. 3.7.8)ukdZzeme na prikladu Sifeni poruchy valcového tvaru v ne=-
vyrovnaném izentropickém proudu stlalitelné tekutiny. Pfedpokla-

dejme, Ze jde o podélnou vlnu s polomérem P='%;(I-D2.141), sirici

se od uUplavu obtékaného t&lesa proti proudu, viz obr. 3 ,10. Na
vlné zavedeme valcové soufadnice (r,9,z) pricemz I ma smér
normaly. Rychlostni pole vyjadrime vektorem V==(V},0,0)

a diferencialni operdtory (viz (I.D2.,92),(I.D2.94) a (I.D2,95))

se , redukuji na

a(rv.)

d .9 oM dwde ov . LW
r

; - ~uanrd ]
Mg ar ' " 9x o or ar ' oxt

A
=r

. 2
A d ia(r'vr)] iif 3’v¢_ AT 4
4 3x"\<(9xe= ar [" ar ) 0 (n ax‘axa) (ar) I

(.2.7.10)

d
Tyto dosadime do podminky (3/,.7.8) (pro (‘}" 2 ) a dostavame

e

J So _ (3% . S)[9e 1 (rw) __év..l[&a]._g_q
2% oS (aé**e)ﬂai-r ) or [or} " r

( 3.%.11)



Rychlost VW~ je napi vlnou spojita.

Podminku (3 .7.11) upravime na koneény tvar tak, Ze dosadime
( 3.7.10) do ( 3.7.4),, (3 .7.4)5 a ( 3.7.2) a vyuZijeme identity
( 3.7.9). Dostéavéme

2o {5 ot 5555 - e

—53(39 ?) ) (3 .7.12)

Prri izentropickém proudéni stlacCitelné tekutiny popsaném

vztahy (1.7.4.4) a (I.7.4.9) plati pred vlnou
REIE g
agz*’g}’e'aar ov*\or %4 ar

(3.7.13)
kde V-"V(r) je rychlost proudového pole podél soui*adnice I,
viz obr. 3 .10a.

Vlna postupuje proudovym polem ve sm&ru normdly rychlosti
=-c/+v =<‘/ v (viz( 3.2.5)). TakZe V,=V.==V

a vsechny vztahy vyjédiime pomoci rychlosti V , €ili

-2§‘~=-ac(4-M)(%\-,':)+“%[1‘~(3°"1)M] "5;%%’ ’

( 2.7.14)
~ 20F Y
&= "% , pro M= (.3:.7.15)

d a rovnice ( 3.7.12) pro vypoclet amplitudy akceleracéni vlny méd

koneZny tvar (Coleman, Gurtin, 1965, 1967)



Obr.3.10

Sireni poruch od Uplavu do okoli profilu

a)

b)

stédCeni poruch do oblasti vét$i rychlosti s vyznadenim

pribéhu hustoty

+
nardst pomérné amplitudy E%E) akceleratni vlny v zavislosti
A Y 2
na bezrozmé&rovém éaseaA{ pro rézné hodnoty -gL

0
interferogram proudového pole v okali profilu NACA 0012

PFi M _=0,707 (experiment Ut Tsav)
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b)

a) stateni poruch v roviné uplavu
b) Poruchy generované Kérménovou virovou fadou p¥i M, =0,818
vedou k nestabilité v mezni vrstv& na vedlejSim profilu

(experiment UT TsAv)



&

da _ ~ & =
— R + —=— 3.7.16
5. ~fetga. R ( )

Jeji feSeni za predpokladu, Ze gﬁ €& jsou konstanty a pro polé-

teéni podminku Q{E‘$0)=’Oa je

s

&

a _ Qy

Q, (& Tt
0 &
(Oo }e + 1

Proménna amplituda %g- se pifi §ifeni viny méni v zavis=

(/]
losti na parametrech proudového pole pffed vlnou:

(3.7.17)

%
1) klesa k nule, kdyz je §>0 a -g—o->1 nebo

)

&/ - &
klesd k a, pro J‘<Q a =) >'f

P
2) zGstévé konstantni pro q, =&

&
z%'<f0,

Tl

3) roste nade vSechny meze pro g’>0 , D<"§', <1
0

A o
a nebo pro d"<0 pro -g < 1.
0

Analyza stability stacionédrniho fedeni rovnice (3.7.16) je uvedena
v kap. 4.2.1, vztah 4.2.14,
P
&
a&ﬁt

e,

Definujeme kritickou amplitudu vztahem

tj.

~ o2
gjg,m%‘%dfg@j{'i-m)(-g—\—;-}m%[h(ae%m:]+7:g—5—% (3.7.18)

G
krit
zahrnujicim postupné& vliv gradientu rychlostniho pole pi*ed vlnou,
vliv zakfiveni vlny a zménu rychlosti $ifeni. Je-1li poddtedni
amplituda vlny 420 vétsi neZ g’ dochdzi k jejimu naristu (alter=

nativa 3)) za &as

Sy 1 (3.7.19
WD }
Gy

viz obr. 3.10b).
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vliv zakfiveni vlny a zménu rychlosti $ifeni. Je-1li poddtedni
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nativa 3)) za &as
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WD }
Gy

viz obr. 3.10b).



Pro rovinné vlny (r"ﬁ’Do) a pi¥i zanedbani :ﬁ? (pted=-

pokladéme, Ze rychlost $ifeni je konstantni) dostavame pro kri-
tickou amplitudu (2 .7.18) vztah

&= c‘/(f-M)(-gf)* :

TudiZz kriticka amplituda se zmensuje s M—1
ni)amplituda @,

(3 .7.20)

a pGvodni{ pocétedl
se v jednom misté& proudového pole tlumi a v
jiném msiluje., Tento fakt je dobie patrny na interferogramu obr.

'3.20¢), kde je %‘r{—>0

a M~»1{ snérem k profilu, Tésné u
profilu prechédzi porucha ve slabou razovou vlnu,



3 .7.1. 3ifeni slabych vln v .unéZeném prostifedi

Slabé poruchy vznikajici v uplavu (obr. 3 ,10) &i v d@sled-
ku nestability v mezni vrstvé (obr. 3 ,11) se zestrmuji a stddeji
proti proudu. V akustickém pribliZeni je jejich $ifeni popséno

linearizovanymi rovnicemi bilance ( 3.7.1)
Predpokladejme potencidlni rychlostni pole ve tvaru

i & vy = '
LP(x,'t):\éeX-HP(X,t)’ V-'-"'—ﬂ' Voi +3x ’ ( 3.7.21)

kde V¥, Jje unadiva rychlost a (P' je poruchovy potencial., Rych-

lost V, se mOZe jen velmi malo ménit v zdvislosti na X'  tj.

| | ¢
| JFREN.

Za téchto predpokladd z rovnic ( 3‘7’1)1 a (.3.7.1), plyne

. ek A d > (a ) =~
_ 4 ° AR
9""?«"5 Axt Ixk (ap P Ip/s v ( 3.7.22)

Bilance hybnosti (" 3.7.1), vede pro pole ( 3,7.21) k podmince

a__ﬂ B__a_‘e_’__{_): oo ._‘_.‘z_

(3.7.23)

Dosazenim ( 3.7.23) do (. 3.7.22) a zanedbanim malych &lend

vy§siho fadu dostévdme vychozi rovnici akustické teorie

92 ¢ 32 ' PJ: i-t
‘—8—% +2Y 9x;3t ( od axeax J(X, )

( 3.7.24)



Pravd strana této rovnice obsahuje Zdroje poruch. zde d(*;f)
je Diracova funkce vyjadifujici jednotkovy zdroj v poléatku x==0
a v tase t=0 Cauchyho Uloha pro tuto rovnici je formulovéna

v tom piipadé, jsou-li zadany pocCatecni podminky
. Pa *
P'(t=0 x') = $'(x')
U
28 (£20,x) = (<)

( 3.7.25)
Rovnici siffeni akustickych vln ( 3.7.24) zredukujeme na dvou-
rozmérny piipad >§=(x,y) ) y_'-’(\/o,O). Cilem je popsat vyza=
fovani harmonickych poruch z Uplavu a proto predpokléadéme zdroj
it
poruch ve tvanu € J(x,y) TudiZ rovnice ( 3.7.23) ma tvar

2! 2' ®
o a.B a‘P agP iwt x,
5t 250 + [~ 7] ENERTY Iy).

( 3.7.26)

z I3 ~ . '3 398 . i} PR 3 I3 v v
Fundamentalni fesdeni ) diferencidlniho operatoru na levé strané
je

A\ (c/‘t l(x vi')+_y l)
»@Xx,y t)- 22XV rui‘)z (x-v‘t)-y

( 3.7.27)

3% o, o [ 219% - 239 |5
t * 2y, X +[(v°) -C/] (ax)* (3 )z xy,)

2
pro X,yGR ,t>O , tzv., fundamentdlni #edeni, miZeme nalézt

i)

metodou Fourierovy transformace



Fl¢1(E p) = F - ”Lp(x.y)e(f y?)

00

FIFl ) = (2) ﬂ Flel (o )& ?olfdrz P (xy)

! ii)

dxdy

(Vliadimirov, 1967)., Dosazenim ii) do i) dostavame obylejnou dife-
rencidlni rovnici

dtz 2489+ [(E (g + ST =4(2)

iii)
protoze Fourier(v obraz derivace funkce je

[am ](g 0)=(-i€) (-in) F[¢](5.9). iv)

(PouZijeme=1li integraci per partes za piedpokladu, Ze funkce
LP'(x,y) a jeji derivace jsou pro IX',ly]——bw nulové). Redeni
rovnice iii) hledame ve tvaru F"Q'(i‘@('l') , kde G’(‘t‘) je
Heavisidova funkce (viz poznd.6.3), jeji% zobecn&léd derivace je
5(f>. Zobecn&la derivace fif— (v1ad1m1rov, 1967) funkce f(t)
kterd mad v bodd t=t, skck I[F]l =‘f('l‘

je definovana pomoci integralu (analoglcky (/ 1.2}) a je rovna

df . {%’Hﬂ-t [f] S(z-t,).

dt (- v)

“ee {%}Hn

obr. 2 1. Ve smyslu derivace v)ﬁge rovnice iii) splnéna za pola-
.G"‘\‘;
» , . |/ P =g P
teCnich podminek égXO) 0, ot (0) 1 a jeji

feseni je tudiZ rowvno

je obvykld derivace v bodech spojitosti, viz



F = &(t) [ei(v,,gﬂyhfl)t‘ éi(—-v.,f-k 0]17’!) t]

2ics|¥ |
pro o= (§)z+('?)a. Vi)

Fundamentdlni FeSeni ( 3.7.26) ziskéme zpdtnou transformaci
ii). Skutecn&, pifechodem od soufadnic .§'? k poléarnim soufad~
nicim %%OC , kde Uhel OC svirdé vektor V'”(g,?) s vektorem

z=(v,t—-x,-y) lze integral zpétné transformaci prepsat

Pax
. ) P|z|cosoc ,
’,’@(z,t) = F 4[[-'] (2%?/ oﬂ‘nzw j sin(ct, 17’)6 docd =

Het-|z])

2::0# (ot)f-2z*

Pri Upravé jsme pouzili integrélnich vyraz pro Besselovy funkce

vii)

x
iz} smoc
J(121) = 5 fJ (lzm)sm(ow»)owz———-—--
) ajr (ot)-|z|

pro |ot]|>|z].

(Grad8tejn, Rizik, 1962; formule 8.411 a 6.671).

Fundamentalni Fedeni ( 3.7.27) plyne prechodem zp&t k prom&nnym
X,y -

Obecné {esSeni Cauchyho tlohy je pak déno superpozici poruch
od po&dtednich podminek (2 .7.24) a od jejich zdroje féx?t)

Ma tvar konvoluce



P (xy,t) = Hf@(x -§y-p,t- T)[Lp(gv? )§@) + 1/<§'2)°’ 8()

0-

¥ F(g, »?,'C)] dfcpdT.

(3.7.28)

ProtoZe nas zajima predevSim ustaleny stav, je vliv podatecnich

podminek nulovy a hledané FeSeni je s ohledem na ( 3.7.27) déno

integralem
) | | ¢ 3(t0) df pelT
Py 27(0 j fo(t—r)z [x-§-%(’f"'l‘)] (y~?)
% 5(z,ct) (3,7.29)
kde 5(2,01’) je kruZnice se stifedem v bodé z=-(Voi'-x,y)

o poloméru ot (undSend v zaporném sméru osy X rychlosti V,,

viz obr. 3.1la). Provedenim integrace po tomto kruhu dostavéame

integral ..iw[t" vnflﬂ‘)] W, -
(x,y,t) = © d
Phay®)- 28 | {-M* w1
W ( 3.7.30)
D
kde jsme pro jednoduchost zavedli substituci
2

e &M+ (1-MY[(E-v')(t-T)"+ 2w (t-T)] M=t

X%+ y2(4~Mz) I “
T=t—Mxtw(x3+y2(4_M3)‘ nggxz_r‘yz“_,Mz)

v(1-M?) ' (1-M?)

( 3.7.31)

W= W(T=) | w,=w(T=0).



Integraéni meze jsou v intervalu 15 WD =< WH<oo
2
Integral v ( 3.7.30) lze pro (ct) x*>>y? pFibliZng za-

psat jako soulet
o0
_ f sin(aw)3 icos(aw)
=1

7 w‘—f olw = —E[J (a) #i o(a}] -

m(q) r e‘ ifa- "‘)

N x W "I? ci(a-7) (3.7.32)
izt (@) = oq ©

kde J,(a), No(a), H™a), H™(a)

jsou postupné Besselova, Neumannova a Hankelova funkce nultého

Fadu (Gradstejn, RiZik, 1962, formule 3.783, Tichonov, Samarskij
1955). Posledni vztahy plati priblizng pro |a|3>0.
Dosazenim ( 3,7.32) do integrédlu ( 3.7.30) obdrZime koneéné

reseni rovnice ( 3.7.26} ve tvaru dvou vaélcovych vlnoploch, z nich:

ta, kterd se $ifi proti proudu , viz obr. 3.1lla), je popsana

vzitahem »
Aei{5 Mx +]x2+ (1-M2)y*
S ke SRR K=o
A=~‘“i (.3.7.33)

80w

(Margik, 1978). Amplituda poruchy slabne se vzdalenosti od zdroje

a plochy konstantni faze jsou kruZnice SCZ,Ct) ;  jejichZ rovnici
je /3=&onsi'. Pro /3=0 a z=¢t dostdvéme
2 2 2
+y =(Z
(x +Mz) y (z) . ( 3.7.34)

G0



A
Nadim cilem je, nalézt polomér staceni poruch R a zménu

vlnové délky v nevyrovnaném proudovém poli, jehoZz Machovo ¢islo
se méni se vzdalenosti Y od profilu, tj. f7=ﬁ4<y). Predpoklade jme,
2e charakteristicky rozmér télesa L je mnohonascbng vétSi neZ vl-

novad délka poruchy. Jeji fazi si piredstavime ve tvaru

pxy,t) =wt -é}‘x - %,y = konst. | ( 3.7.35)

Potom definujeme vlnovy vektor

(B 9B\ =98
&*(”‘9‘;'“@) ”"']”r ot ( 3.7.36)

kde n je jednotkovy vektor normdly k vlnoplo$e, viz obr, '3,

1lay, Za predpokladu, Ze {;— je konstantni, plati

5 - W & f1om2)., . (x+MP)(F+Mx) QM)
k= (B, k) = G | MF =My + et o

2 2 2y, .2
pro (F) =x"+(1-M*)y". ( 3.7.37)
Odtud nalezneme zménu vlnové délky (Dopplerdv princip) v libovol-
ném misté proudového pole. Proti proudu, tj. na profilu (y=‘0)

a v roviné odtokové hrany (x='0), plati

B, Jdr o w __2r g =2I w
x foe(-M) e(-M) Ty b off-M

(3.7.38)

TudiZ vlnovd délka £ va&i klidnému prostiedi se v pohybujicim

prostiedi zkrati na £K=('I—~M)l’.

Pomér sloZzek vlnového wvektoru



By U=M)y | FrMx IM

B, x+MF {-M* 3dy ( 3.7.39)
X
a
ukazuje vliv unadivé rychlosti (prvni ¢len) gradientu proudového
8M

pole na stafeni ¢ela vlny. Pro <10 se poruchy staci k pro-

filu, tedy do oblasti s v&t3i mnédivou rychlosti, viz obr. 3. llb)'

Prvn#clen vztahu (.3,7, 39 ) nabyvd v roviné odtokové hrany (x=r0)

11 M2
M

& skléani proti proudu,

hodnoty tudiZ s rostoucim M se vlnovy vektor

)
Nalezneme polomér stacleni R pro ptipad vyrovnaného prou=-

dového pole, viz ohr. 3.1la ). Norméla vlnoplochy ( 3.7.34 ) je

n=(n,, ny) = (x;Mz —%—)

( 3.7.40)

Kifivku, podél které se pohybuje bod vlnoplochy (zvukovy paprsek)
oznacfime y’y(") Délkovy parametr r této kiivky lze stanovit

pomoci normaly ( 3.7. 40 ) takto

r-::“[-}oy' ax = nxo/x +nydy=(nx+ nyy')olx

(3.,7.41)
a odtud pak plyne
ey Y dx 1 _ x+Mz o
- = . 3.7.4
JTTRA Tk« dr [1+y? z ( 3.7.42)

Polom&r kiivosti je definovén vztahem(ID2.,116 ), tj.



1
{ _ldnl _ [(Qn an) (ény .Sn,) z_
B dr dr|\dx Y dy ax VY dy
z [z ~M(x +Mz)]

k-

( 3.7.43)

Y roviné/?dtgsové hrany (wa) vede ( 2.7.43 ) na jednoduchou
relaci R""",%‘l‘ , kterd. je experimentalné potvrzena na Slirovém
zéznamu proudového pole na obr.3.11b). Poruchy v rovin& odtokové
hrany maji vlnovou délku Zy uréenou vztahem (3 .7.38)5a kterou

lze snadno dat do relace s tlou$tkou odtokové hrany LH pomoci

Strouhalova Cisla

(.3.7.44)

Pro podminky na obr, 3,11lb) dostévéme Sh = 0,184,



3.8 Akceleracni vlny v pevnych télesech. Obecnéd formulace

Stejné jako v tekutinach, kap. 3.7, je amplituda cf akcele=-
raéni vlny rovna skoku zrychleni (.3.3.5), resp. (.3.3.10)l na
plose nespojitosti SZ(XI,t)=0- Tento skok zrychleni je podle za=-
kona bilance hybnosti (.3.8.2) umérny skoku objemovych sil. Na
plose Q(Xr,t)""O jsou splﬁény podmihky kompatibility (.3.3.
8), resp., ( 3.3.11l) spolu se zakony bilance a ' prisludnymi kons=

titutivnimi vztahy.

Pri Sifeni vlny budeme pro jednoduchost uvaZovat konstantni
entropii, i kdyZ disipace energie pi#i procesu (teCeni materidlu)
mdze hrat znaénou roli., Predpokladame, Ze teplo vyludované pri
disipativnim procesu je v dlsledku tepelné vodivosti materidlu
z mista vlny okamZité odvadéno, takzZe produkce entropie z:(S) je
kompenzovédna tokem entropie yKS) , viz dale. Za téchto podminek
v8ak dochazi pifi $ifeni vlny i ke zménam teploty, coz nékteré
star$i teorie 3ifeni elastickych vln neuvaZuji (Brdicka, 1959;

Brebta, Okrouhlik, Valeg§, 1985),

. I
Popis budeme provadét v materidlovych souiadnicich }['t
(I=1,2,3) ( X je poddteéni poloha materidlového bodu) a vyjdeme

ze zakonl bilance v nasledujicim tvaru:

bilance hmotnosti (I.4.1.3)

?,(XI) = konst (3.8.1)

bilance hybnosti (I.4.2.14)

. aTKi
?ovl T ax = ( 3.8.2)



bilance vniti#ni energie (I1.4.5.13)

.9 ki v .
QU+ gxx T e =0 (3.8.9)

bilance entropie (I1.4.6.8),(I.4.6,14)

§’5+3XK( ) 2(5 (13.8.4)

Dvoubodovy tenzor napéti (I.4.2.9)

ax j ax ,t&

KT
axt T Ot

T, t) = o

( 3,8.5)

lze pro ptipad malych deformaci psat jako jednobodovy takto

Ki i KI K 8&
T =JIT "‘;kt : ( 3.8.6)

Tenzory deformace jsou vyjadfeny vztahy (I.3.2.10) a (I.3.8.24)
K L
e, £, 5‘52
[ K L
=od =F & (3.8.7
©u” “ue EKL kée )

!

?rotoie za piedpokladu malych deformaci lze prfibliZn& psat

aX; 5_—5; a}(l'r:= 51’

Strmecn——

X I 5 P ( 3.8.8)

Ve vztazich ( 3.8.7) jsme zanedbali veliciny malé wvysSich Fada.

Konstitutivni vztahy pro tenzor napéti v ptfipadé homogenniho
izotropniho termoviskoelastického materidlu, kap.[.6.4, piZeme ve

tvaru



dis ] (2.8.9)

kde elastickéd Cést tenzoru napé&ti je podobné& jako p¥i prostorovém

popisu([6.4.35) rovna vztahu

()

IJ | IJ v IJ
7;f = ~/3(T“7;)6 +K Ea)é + Ee(t)E (.3.8.10)
a disipativni Céast J

t
1J du(t-1) Pn
[ =-‘-2f T E)dT. (.3.8.11)
0
zde jsou K, modul objemového stlaéeni(loﬁo&s)l, ﬁ=3Kooc1 kde

jhc je koeficient objemové teplotni roztaZnosti §£.6.3,§)2 a

y(t)wo[w(%dr)j] 0<y=1

( 3.8.12)

je smykovy modul zahrnujici relaxaéni vlastnosti materidlu Max=

‘ a konstanty ¥,
wellova typu(I1.6.4.34)(pomoci relaxa&niho &asu ty Iy. Stopu ten-

zoru deformace obj?mové zmény jsme oznadili EG) a jeho deviator
(o
(smykové zmény) EJU . Pro leps8i orientaci uvedeme jejich defi-
nice
3 L

E ’ZEH 2 0ZF

) I=d ?

(0) )

I_ A v, vy _ 1

E™= 5 (E™+E7) 3 Emé ' ( 3.8.13)

Predpokladame, Ze materisdl je tepelné vodivy s koeficientem

tepelné vodivosti A , takze tepelny tok je roven

K g¢ T
Q"=-4 Xt (.3.8.14)



Konstitutivni vztah pro vnit®ni energii je dén vyrazem I6.3,

14), ktery mé v materidlovém popisu tvar

7; 2 (o)
u(TE,)=u, +¢, (T-7,) + %: En* —éjé; [Ko(Ea)) "o (t)E(z)]

(o)

Zde Eﬁn je druhy invariant tenzoru defnrmaceﬁﬂﬁ.SeZ}z,(Ip3.22),

tj.
{
é? _ (z?) E?KZE?
(2)
( 3.8.16)
Entropie -'5( KL;T) je posledni velidinou,pro kterou
musime stanovit konstitutivni vztah, S ohledem na jeji definici

(16.20) plati

So . (3 .8,17)

Hustotu produkce entropie E(S) ([L4.6.14) vyjadiime diky (.3.8.17)

ve tvaru
- 'nx QK aT é?+'1$: 5
2:(5)'° E} -Tz ‘xﬁ + T E}J =
KL
20 o aT 2 o (t-t') I TR

(.3.8.18)

P#i GUprav& jsme pouZili konstitutivnich vztah@ (3 .8,11l) a (3,8,

14) a rozkladu gradientu rychlosti deformace@l?.B.l?



JV, TKLJ

Ki
T XK Lax'<

__TKL EK >=TKLE

( 3.8.19)

protoze tenzor rychlosti rotace W, je antisymetricky a jeho
soutin se symetrickym tenzorem napéti T*ICL4.3.11) je nula.
Z rovnice bilance entropie ( 3.8.4) lze urdit zm&nu entropie §.

V dalsich uUvahach se omezime na procesy s konstantnl entro=
pii £=0, cili

339{"(0") -2(5)=0. ( 3.8.20)

Tato podminka je splnéna, jestliZe mnoZstvi produkované entropie
v jednotce gbjemu Z:CS) je rovno entropii odvedené tokem

K
“L/(S>”'ﬁ= (L@.B,ll). Hrub& #eleno, teplo vzniklé na sin=

gulérni plode je okamZit& odvadéno do okoli. Teplota i jeji deri-

vace | se vsak prechodem pies s;ngulérﬂl plochu (akceleraéni vlnu)
méni skokem+—

Piredpoklad konstantnl entropie vede diky ( 3.8.17), ( 3.8.15)
a ( 3.8.10) na nasledujici relaci mezi zménou teploty a deformace

O () ( 3.8.21)

{srovnej se vztahem(17.1.17»@



3 .8.1 8ireni akceleraénich vln., Jednorozmé&rné pitibliZeni

Omezime se na podélné vlny ni§;=~5<' (pro ns(‘I,QO),x4=x)
v jednorozm&rném pfibliZeni nap#., v ty€i, ve sméru jeji podélné
soutadnice X4=X (Buckens, 1971). V takovém pripadé je pohyb
materidlového bodu X popsan funkcemi x;=~x"(XI, i’) pro
=1 "412;3' Potom Lagrangefv tenzor deformace(f.3.1.20) je

s ohledem na (3 ,8.8) roven

Eye [(3;() 1] ' £p= Ey=moL,

4 0 0
2 ]
== (1+e)E,| 0 -1 0 ( 3,8.22)
0 0 -1

resp.

.a_@ _ _3_3 E‘. ax
X (xy " X
Slozka EM vyjadfuje pom&rné prodloufeni (I.3.2.4) yiz obr.1.7.2
a @ je Poissonovo €islo. Vzhledem k podminkam kompatibility
akceleracnich vln (3 .3.3), (3 .3.4) odvodime pro amplitudu vlny

Q (skok zrychleni) vztah

[%] =a= U(N) ﬂ QE“H =T L’in) ﬂ: EM]]

( 3.8.23)
Stejnym zptsobem nalezneme pro N’('!,O,O) vyjadienti
K. I dx 35« = 2 (]-2& :
l[N N X XY ﬂ i ﬂﬁ. ' Em (1-22)L,, (3 .8.24)

Tenzor napéti (3 .8,10) a (2 .8.11) méd v tomto pribliZeni tvar



Ty =-p(T-T)+EE, , T --45) fo’ﬂ(* g el

( 3.8.25)

viz(f.6.3.11).

Casovou zménu amplitudy @ urdéime z podminky kompatibility
( 3.3.8) a rychlost Sifeni vlny Lz” ze vztahu ( 3,8,23), Vyjde-
me z bilance hybnosti ( 3.8.2) a s ohledem na ( 3.8.6) (.3,8,25)

a diky ptedpokladu izentropiénosti ve tvaru (3.8.21)dostavéame

TTE, 2 [ 9E, T
?o“:l &9 ( )ﬂ ?ou(ﬂ)ﬁ—é_fﬂ"'ﬂﬁﬂ ) (3.8.26)

kde
s 24 aret‘),(ar) (a_7;_§f)]___4_26 8T E
[/“0"'(7 90 [( aT E“ 35,45 * GE,,T ( ) ?20 eo

3,8,26
{ )1

je rovno izentropické rychlosti $ifeni vlny, Tuto rychlost zto-
toznime s rychlosti zvuku v dagém prostifedi, Izotermicka rychlost
podélné vlny je rovna U’(‘%)? ‘ : a napi. u oceli pfi
normélnich podminkach je asioo 0,5% mensi néZ rychlost izentro=-

picka. Protoze teplota miZe mit na Vlne nespogltost budeme radéji

pracovat s jeji stfednl hodnotou“?“"zégir Derivaci funkcionalu

. OTus . R P
(.3).8.25) znaéime ax a je definovana jako Fréchétuv
diferencidl '3'9), vztah iii).

. 3.9)
Fréchétlv diferencidl funkcionalu

F(F(X,t))=ﬁf(f(x,’c)dr 1)



I.7.4)

je definovan jako linearni operéator, viz pozAa. . vztah i)

takto

AF(FOK, )9, ) = F(FUK,8) g0 - FLEOX.2)
-&m ef@(f(x,‘l‘)’“e'g(X,’b‘))o/T, )

kde funkce g(XI'E’) je ze stejného prostoru jako funkce F(X,T)

Ve funkciondlu ( 3.8.25), je [-“‘EM a za 9 volime
E
égi?' Potom s ohledem na definici ii) dostavéme
11
4(44-@) fdy(t—’c‘) Sy .. s
T o= .
axX T oX 111)

Pro gas t=( je tento &len nulovy a dostavéme vztah (3 ,8,23)

a rychlost akcelera&ni vlny je jednoznaéné urdena vyrazem (23 .8,
26%,
Vypocteme velicinu [32] nutnou pro podminku kompatibility
(2 .3.8). Stejnym postupem, kterym jsme vypoEetli derivace v (3,
8.25) odvodime
. OTUTE,) 20, &T oy . aT“
A S OO S ( )"

2 GE.'“ <) T SEH lf cly(t T) QE)
Sk b gy -3 ) ( T K.

rat (°.8.27)

Pro skok zrychleni v case t—=+0 na singularni plode plati

(1 2[5 -l R] -0t [F]

T=t =0

(. 3.8.28)



Zavedli jsme Grineisenovo &islo r a pro derivaci smykového mo=

dulu ( 3.8.12) uZijeme oznateni dUYO) tj.

=‘3k$§:= B ,«»zacﬂy(t-TO _=(t'xkyo_
) QY ?o%’ dt t-twob‘

( 2.8.29)

Prostfedni &len ( 3.8.28) upravime pomoci identity ( 3,7.9) tak,
abychom ho vyjadfily pomoci hodnot pifed vlnou (oznadenych +).
Vezmeme-1li v gvahu ( 3.8.24) a (3 ,8.,23), mé podminka kompatibili-

ty ( 3.3.8) (pro Um)’('/ ) koneény tvar

(. 3.8.30)
kde 37= . c;
a_ %l ( §£ﬂ) b (-p)d S
2=~ \Eu-v3x/)*3 (1+e) b, oot |
(3 .8.31)
A 280
&= o;,l"si ' (' 3.8,32)

Pl A
ReSeni diferencidlni rovnice ( 3.8.30) za p#edpokladu, ie(f,e/
jsou konstanty, je tzv. Colemanova, Gurtinova (1965) formule

oy
(3 .7.17). Kritickdé amplituda poruchy je rovna & , tj.

oo [ g ) Hre)p)og,
Uit ¥ K oM 3be,Tr? ( 3.8.33)

(prfedpokladame, Ze rychlost vlny se neméni :ﬁgZ=:Q }. Je=1li pola=-

Jt

tedni amplituda Qa>0& pak za €Cas t‘, ( 3.7.19) vzroste nade-

rit

v8echny meze a stavé se razovou vlnou, viz kap. 3 .9,



Amplituda akceleratni vlny ( 3.8.23) nédsobeni g% je, podle
( 3.8.26) sila, jejiZz velikost je rovna rozdilu vné&jSich objemo-
vych sil plsobicich z r8znych stran plochy nespojitosti. Jesli
tato sila vétdi nez §%C%ﬁf ,, tak v prab&hu ¢asu nartsta, obr.
3.10b), v opadéném p¥ipadé se tlumi, Pro izotermické procesy
f””a vypadne ze vztahu ( 3.8.27) &len, obsahujici £i1 a na

misto podminky kompatibility ( 3.8.30) dostévame

Jpa - 2 (4 X')Cuo
St &) =, "~ db,

( 2.8.34)

Redeni této rovnice mé charakter tlumené vlny

a(t) 2("*@(1“6")1_"‘01 { 2(1+8)(1-9) @ o ]
.__........exp{ 33h = exXp 3bE .

4]
( 3.8.35)

Za ptedpokladu, Ze material je p#ed vlnou v klidu, tj.

9k, _

*éir = £;4='0 ) je kritickd amplituda uréena jen velikostdi
relaxaéniho koeficientu f% . Pro kifehké materialy ( Ey-*'°° )
klesaé., V pfipadé dokonalého termoelastického materisdlu (3 .8.25)1
je X"‘l , tudiZ v rovnici (3 .8.30) c?=~0 a amplituda vlny
se pifi Sifeni neméni. V neuklidnéném materidlu vSak mUzZe, podle

( 3.8.31), k néardstu vlny dojit.

Prakticky nejzajimavéjsi ptipad je ten, kdy kriticka velikost
poruchy Ok —» 0 a2 &as ndrastu T, ( 3.7.19) zdstavd koneény.
rit
Potom i mala sila velikosti QOQO>§?°O&ﬁt nardsta a mlzZe veést az
k poskozeni materidlu, (8rovnej s poruchou v proudu stlacitelné
tekutiny na obr. 3 .10c). V obecném pripadé maji zvlésté velky

vliv prostorové a &asové zmé ny deformace pted poruchou (3 ,8,33).



Vztah

<=

OBy 4 z+ o 4Ure)(-p)dh
ax o Fu = 3b,0T<:/vf'3

(3.8.36)

miZeme nazyvat podminkou nestability akceleracnich vln a povaZovat
ho za podminku samovolného posSkozeni materialu., V nékterych ptfipa=
dech, napi. pii ochlazovani &i zahtivani, tj. pii velkych zmé&nach
Lo
teploty nalezneme 5;1 z rovnice bilance vniti¥ni energie (3.8,
) o epla 3

3). Dosadime vztahy pro vnit#ni energii ( 3.8.15),pro Veéen%\( Vo
8.14) a pro tenzor napéti ( 3.8,.10) a zanedbanim malych ¢lend

vy§éiho #édu dostévame

LS 4 A azr* ‘.')
L FT*‘(%% X T

(.3.8.37)

Z podminky ( 3,8.37) lze pak ocenit stabilitu poruch (.3,8,23) i

pri teplotnich zmé&nach,



3.9 Réazové vlny v pevnych télesech, Zakladni vlastnosti

V nasledujicich tvahach povaZujeme razovou vlnu za plochu
nespojitosti rychlosti materidlového bodu, Trajektorie bodu je
v8ak spojita, takzZze nedochadzi k vytvofeni nového povrchu. Podminka

kompatibility ( 3.3.1), je

19x |
Ivi=-y cw)[[ 8;(’}} ’ ( 3.9.1)

; i L i=
kde rozdil rychlosti [V“ﬂ =V -V je definovan jako
intenzita razové vlny, $irfici se rychlosti LQ@ ( 3.2.7) ve smé-
ru normaly. Prichodem razové vlny dochdzi k deformaci kontinua,

kterou vyjadiime Lagrangeovym tenzorem deformace(l.3.1.20), tj.

EKL—. (QX" X‘g 5"‘-)

(2 .9.2)

Stejné jako v kap, 3..8.1 budeme ptredpokladat jednorozmérné
kontinuum, napi., ty¢, podél kterého se vlina $ifi ve sméru
h"(ﬂQo). Predpokladame déle, Ze vlina je pouze podélnad, tj. ve
sméru pohybu N =n=(4,0,0)_ Tenzor deformace (3 .9,2) md i v tomto

pripadé slozky (3..8.22) a pro gradient deformace pfibliZné platdi

ax

-87(*’ 1+2E‘M {+E ”

(3.9.3)

viz kap..6.3. Potfebné invarianty tenzoru deformace (:3.8.13)1,
(3 .8.16) jsou rovny
e o 5=

© 4 22
Ewa —3-*(4*6) EM (3,9.4)



a podminku kompatibility ( 3.9.1) lze s ohledem na ( 3.9.3) vyjad-

it takto

[V] "ﬁU(N)lIEA]l- ( 3.9.5)

Zakony bilance (.3.4.4), ( 3.4.5), ( 3.4.7) a (.3,4.9) na ré-

zové vlné maji za uvedenych piedpokladl nasledujici tvar:

[Uel-0. 1=tz 20
mI[V]] =T [T“ﬂ : ( 3.9.7)
?«»U(mﬂ);w]] =-—[[T“y]]-[0]] ( 3.9.8)
g U s+ l[ (S)ll <0 J(S)”“‘-j-q' : (3.9.9)

Konstitutivni vztahy uvaZovaného termoviskoelastického materidlu

lze podle ( 3.8.25), ( 3.8.14), ( 3 8.15) zapsat takto

T«""'B(T--’;)*EE "“"(4 G)fd A z’)5‘4(3’)':',2‘ ( .3.9.10)

J.g; (3.9.11)
" (3.9.12
u=u+e,(T-T)+ (4—2@)————5 -9.12)

?

Entropii jako funkci 'T,E;4 nalezneme z definice(l.6.15) (viz
té2(1.7.1.16))

S(T E“‘) V T (1"?)’3 E

( 3.9.13)



L
Zmény velidin T,JQ,U a S na rézové vlné, kterd prochazi

v dase t=0 materidlovym bodem X  jsou

[0 = - [t]+ E[EL] = ¢,Us, [Ea] (3.5.14)

[Q] ,,‘1][.%(7__.}] (3.9.15)
1-2¢)BT, .9.

[“]1 ’%HTI[* L‘@;)‘“IIE«]] 2? H:Eﬁ]l 2:519)

[=] - e[t 7]+ 52 e, ] 027

o E;’;]I (1-2e)f3 €]

+ +
Teplotu pied vlnou T povazujeme za referentni, tj. T 'T:)
a protoze 1>>+-—_’-_—- lze ¢leny malé vyssiho #adu zanedbat,
0
Vyloudenim skoku teploty [TR z rovnice ( 2.9.17) pomoci
(3.9.14) a uzitim zdkona bilance hybnosti ( 3.9.7) a podminky

(3,.9.5) lze pro skok entropie na razové vlné psat vztah

FTIISI] "( o) C/szﬂﬂ =0

( 3.9.18)

R 2
Zde ’-“a;'?‘ a ¢ je izentropickd rychlost zvuku (. 3.8.26).
9

Nerovnost je d@sledek bilance entropie ( 3.9.9) za piedpokladu,
Z2e tepelny tok je na razové vlné spojity, tj. l[a:ﬂ='0
Ze vztahu ( 3.9.18) plynou dalezité zavéry o rychlosti $ifeni réa=-

zovych vln:

2 2
U(N)Z % pro [5“]3‘0 kompresni vlna

&

<v

2
Ut

pro I[E44]<O expansni vlna. ( 3.9.19)



V tomto piribliZeni je kompresni vlna rychlejs$i neZ vlna expansni,.

Nalezneme rychlost Sifeni razovych vln. Vyjdeme z podminky
kompatibility ( 3.9.5), kterou upravime na tvar

IIEH]] TH*, T“-} [ T“B*V*‘T“- -T‘”“‘

(u) (.3.9.20)

Vynésobenim rovnice bilance hybnosti (.3.9.7) vyrazem vie v

dostavame

S Uy (V=¥ VEeV) = 6 ”)]Iv”'][ - ..[T"\,H ST TN

( 39.21)

Z rovnic (3.9.20) a ( 3.9.21) vylou€ime posledni ¢leny a dosaze=
nim do bilance celkové energie ( 3.,9.8) odvodime Hugoniotovu rov=
nici (Buckens, 1971)
1 E Q
T jlEw 11+[[ nll [ ]
l[u]l,_][ M :ﬂ +T

) 2 % U(n) ‘

( 3.,9.22)

Tato rovnice dava do relace skok vnitini energie na razové vlné
se skoky napéti a deformace. Srovnanim s rovnici ( 3.9.16) a vy=
loucenim skoku teploty {T] z rovnice ( 3.9.14) odvodime

R

: 2% ) (13,9.23)
(N) r .3.9.
1"?“:E11:H

U =

kde

+ w,_[0]
G=FE (ZE" - [EMB) “2T1 *m (3.9.24)

41+
vyjadifuje jednak vliv deformace E' a napéti T . ktera jsou v

teridlu pied vlinou a jednak skokutepelného toku Ean a skokudefor=

mace EE“}I‘



Piedpoklade jme pro jednoduchost, Ze je materidl pred pficho-
+ {1+
dem razové vlny v klidu, tj. E-H =T f’"o Q [[Q]]""O
Potom je rychlost razové vlny ( 3.9.23) rowvna
| - r'E }[E B
2 X " . 2
Ul =& i = .
X - 5 [E,] ;
2 1'1 ( 19*25)

TudiZz v tomto pifibliZeni je rychlost razové vlny rovna izentropic=

ké rychlosti ( 2.8.26) akcelera&ni vlny. Stejnou rychlosti se &ifi

<o
i slabé vliny. Vzhledem k tomu, Ze Tﬂ*('t=0) =EE“

(viz (.3.9,10))‘neni rychlost razové vlny podstatné ovlivnéna ani

elastickou deformaci pied jejim pirichoden.



3,9,1 3iFeni rézovych vln

V ptfedchdze jici kapitole jsme nalezli rychlost $ifeni rézové
vlny v termoviskoelastickém t&lesa, vztah ( 3.9.25) a ukazali
jsme, Ze je rovna izentropické rychlosti zvuku ( 3.8.26)a Ze jeji
velikost prakticky nezdvisi na intenzité vlny a deformaci pole
pfed vlinou, TudiZz podminka kompatablllty ("3.3. 8)1 ma pro nas

pripad, kdy plati Lkﬂ . J% 0 a vztah (3 9, 3) tvar

(3 ,9.26)

Velikost skoku zrychleni EVH nalezeneme z rovnice bilance hybnosti

w11 - [ F 18- B

(.2.9.27)

p¥i konstitutivnim vztahu (.3,9.10). Posledni ¢len v ( 3,9.27) je
ze stejného dlvodu jako v rovnici (3 ,8.25) roven nule. Skok gra-
dientu teploty vyjadfime pomaedi skoku tepelného toku na razové

vlng [Q] (3 '.9.11) =z Hugoniotovy rovnice ( 3.9.22), TudiZ
2
B_[o] =28 (E5-T*)[v] -&(¢ - E|Iv
W[Q]} Qo‘l (EE“ T )[V] ¢ v Qo E ]
( 3,9.28)

pifi Upravé jsme pouZzili vztahd ( 3.9.14) a ( 3.8.5). Dosazenin
do rovnice ( 3.9.26) dostdvame rovnici pro ¢asovou zménu inten=

zity razové vlny ve tvaru



26l (s E)[%] 28 (r-DlM -5 (¢ -E )0

A

Jt §

S (3.9,29)

Predpéti EE':'-T které je v materidlu prfed p#ichodem razové

vlny jsme vyjédFili pomoci teplotniho rozdilu T Ty z konstitutive

niho vztahu (3.9,10) (pro t=0).Uplatnuje se tedy jen termoelasticitsa,
+ pak

piridemz T je teplota pied vlnou. Pruhy &len vyjadfuje vliv te-

pelnych pnuti 4 obvykle je T'=7; . S5 ohledem na definici izen=

tropické rychlosti ( 3.8.26) obdrZzime nerovnost A

y b -
S

> 0.

2
S A ( 3.9.30)

Integraci rovnice (.3.9,29) provedeme nejdiive pro piipad,

+
ze teplota pied vlinou je rovna teplote referencnl T =7; a gra-

35“} oy _ 9Ea _p
8 RS

dient deformace se neméni, tj. ﬂ

Potom plati
(vl | 1
vl 1 *% (cf' --%)(f“to)

(3,,9.31)

kde VOB = - C’[E“R je pocatecni intenzita razové vlny, resp.
ji odpovidajici deformace {Eﬂi Amplituda této vlny naroste nade

véechny meze za cas

2-2 ?0 c/V
(1-22)[ESIRT,

t_‘to (3 ”9‘32)



V konecném Case miZe narlst jen kompresni vlna koneéné amplitudy
0 . | . . . . 2 :

{ EE“]]>D ) za predpokladu, Ze tepelna vodivost meteridlu je

konetné (teplo vzniklé na vlng se nestadi odvést do okoli),

Uvedeme jesté integraci rovnice (3 ,9.29) pro obecny piipad.

Zavedeme oznadeni

i Z_Lﬂﬁg.tfﬂ | - e
Qos ---—-2--( ?o) X A zlaoqz Q,
2 hea 1=
A= g (T*-T,) b= 0,-1-4
8 (3. E T,=a,+{
S ".zcr( 90)' Ml

b3=2aa[vo] ' (31.9.33)

Necht E\%] je intenzita razové vliny v gase t=0. ReZeni rovnice

( 2.9.29) je

(. 3.9,34)

X » rd A% 3 “ I aE‘1 ° O

V pripadé, Ze se gradient deformace neméni '§ir je a=U,
b,=0

celerac¢ni viny ( 3.7.17), ptiCemZ

8 ]2 -a ) _o(T-T) -[v]
' t %  (4-2)PT* krit

a vztah ( 3.9.34) vede ke stejné zdvislosti jako pro ak=

( 3.9.35)

TudiZ kriticka velikost amplitudy [V]&ﬁ* je umdrna rozdilu T+;E’

resp, napéti v disledku tepelného rozdilu (pfi 7; je v materialu

nudové napdti), Cas, za ktery naroste vlna o nadkritické amplitu-

dé na nekonefnou velikost je podle ( 3,7.19) roven



A

tw = [52.(01-?__78) / Pm
{[Valﬂ""e%’f[\’nm*’ 158 [V]]kn.‘, (.3.9.36)

viz obr., 3.10b). Na jeho velikost ma vliv i tepelnd vodivost X2
a ukazuje se, Ze ¢im je materiadl hors$i vodil tepla, tim je i vétdi

moznost nardstu razové vlny a piripadné poskozeni materialu.
Na casové chovani razové vlny mé& i vliv skok gradientu defor=

mace “é%%ﬂ a je moZno %o zjistit ve vztahu ( 3.9.34). V kapi-
tole 3.3 je uvedeno, Ze naroste=li amplituda akcelera&ni vlny
nadevsechny meze, tak pfechazi ve vlnu rédzovou., V pevnycb télesech
mdzeme ptedpokladat, Ze narlst amplitudy razové vlny vede k nespo-
jitosti trajektorie materialového bodu a k vytvofeni nového povr-
chu (trhlinky). Zde je tfeba mit na paméti, Ze pii narlstu akcele=
racni vlny je dbleZity relaxadni as materidlu b, { 3.8.12) a

pFi nar@stu rézové vlny tepelnd vodivost A (.3.8.14), Tyto kon-
stanty zcela uréuji kritickou velikost poruchy, jestliZe v materi-
alu neni n&jaka zbytkovéd deformace, V1iv kifivosti vln je mozZné

za cenu znaénych komplikaci zahrnout pomoci odpovidajicich podmi-

nek kompatibility, viz kap. . 3.1.1.
Analyzou stability stacionérniho, feSeni rovnice (3.9.28)

(viz kap. 4.2) bychom mohli uré&it podminky, za kterych je rézova

vlina 8ifici se ty&i stabilni &i nestabilni.




4, Nelinedrni jevy v disipativanich systémech.

VySet¥ovéni pohybu systému hmotnych téles(bodld) vede k FefSe-
ni soustav obylejnych nelinedrnich rovnic. Podobné soustavy rov-
nic dostdvame i p¥i diskretizaci spojitych systémi.

Kvalitativani analjze‘takovjchto rovnic se vénovala Fada vynika-
jicich matematikd jako nap¥. H. Poincaré, G.D. Birkhoff a A.ll,
Ljapunov. Specid&lné problematice nelinedrnich oscilaci jsou véno-
vény préce Andronova a jeho spolupracovniki (1966) a Guckenheime-

re a Holmese (1983) ,v &eské literatufe Holodniok a kol. (1986).

Studiu Hamiltonovych systéml, jejich neintegrabilité a vazni-
ku chaosu, KAll-teorii (Kolmogorov - Arnold - licser teorém tvrdi,
Zze kvaziperiodické pohyby se zachovdvaji i p¥i malych poruchdch
hamiltonidnu) jsou vénovany knihy Armolda (1978), Lichtenberga a

Liebermanna (1983), viz t4% knihu Balesca (1975).

V souladu s II. zdkonem termodynamiky dochdzi pri transfor-
maci jednoho typu energie na druhy vidy k disipaci (rozptylu)
energie (kape I.3.12)., lirou digipace energie je produkce entro-
pie, viz kap.I.8 (Prigogine, 1980; Nicolis, 1986). Oteviené sys-
témy (vyménuji s okolim hmotu, energii, hybnost, apod.) mohou
existovat ve stavech, ve kterych neustdle produkuji entropii.
Vyprodukovand entropie je odvadéna do ckoli, nebo jinymi slovy,
systém Cerpd odpovidajici energii, hmotu, apod. z prostredi, tak-
ze se celkovd entropie prilif neméni, pop¥. zGstdvéd zcela kon-
stantni. Takovéto stavy systému nazyvdme dynamické a systém dyna-
mickym systémem, resp. disipativnim dynamickym systémem (pfeéné

definice viz konec kape 4.1l).



4,1 Zdkladni vlastnosti konzervativanich a disipativnich systémi

V disipativnich systémech (pPivlastek dynamicky budeme vy-
poustét) viZdy probihaji néjaké disipativni procesy, jejichZ zd-
kladni vliastnosti je Casovéd nevratnost. Tuto vlastnost ukdZeme
na procesech probihajicich v termo-visko-elastickém materidlu.

Tento materidl je popsén rovnicemi evoludéniho typu ( 2.1.20)

dp . iy _
5 t a0 - 8

(4.1.1)

kde (P je vektor makroskopickych proménn%oi jednotlivé
sloZky jsou napi. hustota 9 , hybnost QV' ,'é vnit¥ni energie U
apod. Tok téchto velicin 4'(‘?) (201.22) a hustota produkce G(\P)
(241623) jsou urdeny konkrétnimi konstitutivnimi vztahy, viz

kap. I.6. Provedeme transformaci T —» -t vyjadiujici zménu
chodu Jasu. Bxistuje-1li alespon jedna sloZka vektorové rovanice

(4elel), kterd je neinvariantni vadéi této transformeci, je systém

disipativni, &ili procesy v ném probihajici jsou cCasové nevratné.

Typickym p¥ikladem je proudéni vazké stlacditelné tekutiny

popsané rovinicemi (2.4.134) aZz (2.4.141), tje

89 - _ Qjsen® , Diasl9)

, ] : (4e142)
ot ax' ox' -




pro vektor proménnych

cp(xi,t)=('§>,§’\’4,?v2, ?VB, ?e) : (441.3)
Veliciny

- (v - _.(_‘if
e=u 'i"“’é— ) P"(ae"f)?(e 2) /

T:.&i;.[e “"%f] (4.1.4)

jsou postupné sp901f1cka energie € (suma vnitini energie U

(v)?

a kinetické energie 5 ), tlak P% a teplota [ . ¢, % Jsou
¢
specifickéd tepla a ae = —Cf:— . Slo¥ky konvektivnich tokd jsou

g,é () = (?v 9vv+pc5 9vv+pcf g:vv+pcf Qv(e+.E_)
pro i=1,23.

Pro Newtonovskou tekutinu md disipativni Cdst tenzoru tlaku

tvar

SR E i A

dis oxt Ixt 37 o (4.1.6)
a vektor vedeni tepla je
! =.—-VZJ;8FQZ: '
Ixt (4.1.7)

kde éJ,~l jsou postupnd smykovd viskozita a tepelnd vodivoste.



Slozky disipativanich tokd jsou

1 _ i'f i2 i3 I‘Z ;
Jd'is ((P) B (fdis :ta/fs ;to/l's ; tal,'s \'é B q) ’ PrO i= 112;3 .

(4.1.8)

2 I's 3 [ s mBa el s Vieak o ‘; s £ 4
Rovnice (4.1.2),ve kterych je vektor Jﬁbﬁﬂ) definovén pomoci
konstitutivaich vztahld { 4.1.6) a (4.1.7) nazyvédme rovnicemi

Navierovymi-Stokesovymi, viz (4ede2).

P¥i transformaci T—= -t mdni rychlost materidlového bodu
znaménko, tje v;=yk;~——a--vi a ostatni velidiny znaménko
v disledku axiomu objektivity neméni (viz kap. I.5.2). Pretrans-
formovand rovinice (4.1.2) md s pPihlédnutim k definici tokld (4.1.

5) a (4.1.8) tvar

_@_&9_ = _aj&;on ((P) - acj;;‘is (SU)
ot Ix' Ix'

(4.1.9)

ze kterého vidime, Ze invarianci vici zéméné sméru Casu rusi disi-
pativni Cdst rovnice. Je tim explicitné potvrzeno, Ze disipativani
procesy, které zplsobuji produkci entropie (I.8.1) vedou i k Caso-
vé nevratnosti procesi. Ddle odtud plyne, Ze konvektivni &dst to=-
ku k Casové nevratnosti nevede, coZ je plné v souladu se zékony

4.1)

klasické mechaniky pro konzervativai systémy , které jsou

rovné% invariantni vidi zdméné sméru dasu, viz rovaice (T.T.4.17)

4,1)

Klasickd, pop¥. kvantovd mechanika hmotnych bodl je formulovana
pomoci akéni (nékdy téz Glinkové) funkce 5 (srovnej s kap.
I.7+4)e Pro jeden hmotny bod o hmotnosti m ve vnéjsim energe=-

tickém poli



V(x‘,t) plati (Landau, Lif8ic, 1965, 1963)
T
S(¢),¢,x(), 1) = [ L), 5(8) )
T, 1)
kde Xj(t), *;(t) (5”4;2;3) jsou kartézské souFadnice polohy
(trajektorie) a slozZky rychlosti tohoto hmotného bodu. La%‘c‘angeo-—

va funkce je pak definovéne jako rozdil kinetické (2

a potencidlni energie V(x‘,t) a v kartézskych souPfadnicich md

tvar
02
, . m(x’ :
L(x'(),%'(¥)t) = g 2 V(xt). ii)
Trajektorie X%f) hmotného bodu je urdena extrémem (mi-

nimem) funkciondlu i), tj. podminkou JS’O Tato podminkm
(viz (2.2,2)) 1ze vyjéd¥it tekto

d5= 5 () + 55 5" (t,) = 1ii)

ﬁdt(ax) gﬂéx dt=0.

Jsou-1i 'f,,,'t néjaké pevné casy, pak je fSX,(@), Jx%‘t‘)”@

1

a extrém nastdvd za podminky

o : 9L , 9L a3,
ol Il s B R

iv)

coZ jsou Lagrangeovy rovinice & s ohledem na tvar funkce 1i) jsou

av

s \ e s s b
ekvivalentni Newtonove pohybove rovnici mx;= -'—-—--a : .
X%



Predpoklddéme, Ze integrdl v podmince iii) je nulovy pro
ka¥dy (i proménny) Sas t pak dx(t)#0 a z podminky extrému
iii) jeSté plyne vyjdd¥eni pro impuls P,  jako gradient akéni

funkce

_ oL _ 55
Casovd derivace fumkce i) je pak rovma
dS 35 35 .i_ d$ .
= +3x' = rpx = (X, %' T).
ot ot ox dt f !
vi)
Na migto funkce lﬁow,iﬂt) je vyhodné zavést pomoci Legend-

rovy transformace funkci
H(xip, 1) = px' - L(x' %' ¢) vii)

kterd, jak se snadno presvédéime dosazenim do ii), md vyznam
souCtu kinetické a potencidlni energie a je funkci pouze promén-
nych  x'(t), p:(t), t. Tuto funkci nazyvéme hamilto-

nidnem systému. Diferencidl této fumkce je s ohledem na v) a iv)

roven
COH g OH g OH s i
dH 8/0,.dp +axidx+atdi~ x,po/p p, dx *wdt,

Porovnénim Elenl dostdvéme Hamiltonovy harmonicky sdruZené rovni-

ce

RPN R VI
" op Ix’ dt Jt

viii)



Dosazenim hamiltonidnu vii) do vi) dostdvdme Hamiltonovu~Jacobiho
rovnicil

35 (x't) i 95 1) . .
——'—-—'——'at "i'H(X’—a—}-(-T/-t) 0, ix)

kterd stejné tak jako rovnice viii) je obecnym vyjdd¥enim zdkona
pohybu mechanickych nekonzervativanich (hamiltonidn vii) zdvisi
explicitné na Case) systéml. Rovnice ix) je skaldrni a je tudiZ
invariantni va¢i transformaci soutadnic (viz I.D2 Yo Potom
i {tvar rovmic viii) pro kF¥ivolaré souradnice q; a zobecnélé im-

pulsy p' je stejny. Tento fakt je nazyvén kanonickou invarianci

Pro soustavu (systém) N hmotnych bodld mé hamiltonidn vii)

tvar
N

e \2
mﬁ (sz) + QZV&n(lxkaxnl,t) )

N
&2" &lnaf X)

H =

kde prvni ¢len vyjadfuje kinetickou energii vSech Castic a
an([xk-xn],t) je jak energie vzajemnée interakce hmotnych
bodl, tak i vliv vnéjsSiho prostPedi. Hamiltonovy rovanice viii)

tohoto systému maji tvar (Balescu, 1975)

. oM . H o
(O i A CETL R

Eika’me, ze gystém sklddajici se z N vzédjemné interagujicich
hmotnych bodd (molekul, atomi) je konzerwtivni, jestliZe jeho
hamiltonidn nezdvisi explicitné na case, tj. %%H—NO
Invariance rovanic xi) vaéi transformaci t—=-~t Jje pro konzerva-

tiwi systém ziejma (Xk(f) ’“‘Xk(‘f) 1 P (t) “"'P&("t»-



Pozne

Jako v p¥ripadé konzervativaniho systému, jehoZ celkovd energie

H

ol

Ze TYeSeni problému N Zéstic je otdzkou jen velkého mnoZstvi ma-

]

konst, tak i v pripadé systému nekonzervativaiho by se zddlo,

tematickych operaci. BohuZel, vzhledem k nelinedrnimu charakteru
pohybovych rovnic xi), je i numerické reSeni diskutabilni., Rozma-
nitost interakci mezi podsystémy (Cdsticemi) md za ndsledek nesta-
bilitu ve vyvoji systému, a to pPfedevd8im z hlediska chovdni jed-
notlivych trajektori%. Je dokdzéno,Ze existuje systém o poltu
gdstic N >3 p#giery existuje takovd oblast poddtednich podminek,
ve které mald zména téchto podminek méd za nasledek velké zmény

v chovéni trajektorii jednotlivych Cdstice. Systém neni stabilni

ve smyslu Ljapunova a hromadénim takovych nestabilit se vyvoj
systému stdvd prakticky nevratnym a tedy disipativaim (i kdyZ
rovaice xi) jsou Casové invariantni) (Prigogine, 1967;1980;

Balescu, 1975).

Dynamické disipativni systémy lze charekterizovat i z mikro-
skopického hledigka. Predpokladejme, Ze se systém (téleso) skldda
z N Cdstic (atomd, molekul), jejichZ souradnice a impulsy znaclime
Xn 1P, (n==ﬁ2,n.JV), Pohyb téchto Cdstic je po-

psdn Hamiltonovymi rovinicemi, pozn. 4.l), vztah xi).

Nerovnovaznd statistickd fyzika vychdzi z rozdélovaci funkce
ié?(xn,F%,t) popisovaného systému (Balescu, 1975). Tato
funkce je definovéna v 6N rozmérném fdzovém prostoru, jehoZ ele-
ment znadime df? '*‘O!X, dxz-uo(XN clp1 dpz de .

Vyjadruje hustotu pravdépodobnosti, se kterou se zkoumany systém

nachdzi v Case t v mikroskopickém stavu (x“xbfn,xN,FyJ%,nuf%J,



Z teorie kanonickych transformaci (Landau, LifSic, 1965;
Kvasnica, 1983) plyne, Ze jak pro konzervativani systémy, tak pro
systémy nekonzervativni se v pribéhu dasu velikost elementu ob-

jemu fdzového prostoru (F.P.) neméni, viz obr. 4.l.

Rozdélovaci funkce je normovéna k jedné, tje.

f@(xmpm't)o/ﬂ =1.
FP

Diferencidlni rovnici pro funkeci G%} dostdvéme casovou derivaci

(4+1.10)

této podminky

f@olfz f@ F;ﬁgﬁﬁ

(401611)

UvéZime-li, %Ze v piipadé systému popsaného Cagové 1nvar1antn1m1
rovnicemi klasické &i kvantové mechaniky 1) plati G5 =0
plyne z (4el.1l) obvykld Liouvillova rovnice

@ i +Z(8x x"+%p@,,p”)’0'

(4.1.12)

Tato rovnice mé nejvéts8i vyznam v tom p¥ipadé, kdyz piedpo-
klédddme, Ze rozdélovaci funkce zdvisi na néjakych mekroskopickych
parametrech W, = W%(ﬁ,t). " Bod fédzového pros-
toru  (w,(x,t), W (x,t), .-, WN’(x.i‘)) pak definuje makro-
skopicky stav uvaZovaného systému. Pro nehomogenni systém jsou

tyto parametry urceny néjakymi fenomenologickymi rovnicemi



16 b

dwn |

g - (%, a5, x,t) pro km =12,...,N,

s=12,...,N,

!

(4,1.13)

kde 9,,9,,.-. ,Q je soubor vanitinich (nékdy nazyvanych ii-

dicich) para,metrglo systému. Tyto parametry vyjadiuji jednak vliv
okrajovych podminek, nap¥. velikost p¥estupu tepla, vyménu impul-
su s okolim, Reynoldsovo ¢islo a jednak vliv vnit¥nich procesi,
napr. velikost vzdjemnych vazeb, tlumeni, apod. (viz Tab. 4.1l).

Zplsob odvozeni viz ddle, napr. (4.2.26),
>»

Liouvillova rovnice (4.,1.12) md pak tvar

)
dﬁt tﬂg -0

me{ Fim
(4e1614)
a pro konzervativni systémy (-g;? -0) je tato rovnice zaru-
gen& splnéna tehdy, je-1i \"Vm=r 0 . Tudi¥% pro parametry,

které jsou pro uvaZovany systém integrdly pohybu, p¥icemz
@= @(wm) . Na tomto Yefeni je zaloZena statistickéd termodyna-
mika 4e2) (Kvasnica, 1983).

4.2)

Predpoklddejme, ¥e W, = H = konst je celkovd energie
s:ys‘benel_}lze nge'a.nt% gystém si predstavime Jako s%edgqcenl velkého
systému H (termostatu) a malého systému'FE = E(x'p) (molekuly).
Rozdélovaci funkce celého systému | f(H) f(H "E) .?.(H) ?(E)



Dynamicky systém

Interpretace

parametri W,

Interpretace
vanit¥nich

parametrd G

Klasickd mechanika

souradnice q

energie vzdjemného

hmotnych bodd impulzy p plsobeni, vliv
(Céstic) vnéjsich podminek
Hydrodynamika Pourierovy mody okrajové podminky,

poli hustoty,
rychlosti a

energie

Reynoldsovo ¢islo Re,
Rayleignovo%islo Ra,
apode.

Chemické reakce

pole koncentraci

Tabulka 4.1

okrajové podminky,
konstanty chemickych

reakci, apod.

Dynemické systémy a jejich parametry



je rovna Jejich soucinu (podsystémy jsou vzdjemné nezidvislé).

Z normovaci podminky (4.1.10) dostdvdme
[GtH)dR =Gk [HE) =exp[£] @ = 1
FR FP
i)

kde je particni funkce a F je volnd energie, E je

Boltzmannova konstenta a 1 je teplota, viz kap. I.7.5.

Liouvillova rovanice ve tvaru (4.1.12), resp. (4.1l.14) plati

pouze pro Casové vratné nedisipativni systémy.

Zékladnim p¥edpokladem pro odvozené Liouvillovy rovnice
(461.12), respe (4e1lel4d) byla rovnost fdzovych objemd, tj. éIQ”O
viz obr..4.l. AvSak, v kaZdém systému N vzdjemné interagujicich
Cdstic dochdzi k Casové nevratnosti; viz pozn. v odsts. 4.1l. Potom

ale se méni i velikost elementu fézového objemu.

>
Vyjdeme z fenomenologickych rovaic (4.1.13) pro obecny dyna-

micky systém, jejichZz PFeSeni (predpoklddejme, Ze existuje) bude
ve tvaru
Wmm Wm(Wn (QS'X)X, P’"O m;n= (A R F

8= 420 No (4.1.15)

Zde w;lw)(x) je pocdteéni podminka v bodé X . Oznacime
dd,

Satku (viz obr. 4.lb). Transformace tohoto elementu do Casu t

element objemu odpovidajiciho fazového prostoru na po-

je podle (I.3.5.17) & s ohledem ne (4.,1.15) rovna



|an|={dQ,|

dn,

Wy

a)
Wy
W, ‘dﬂl <,dﬂ°l
dn,
Wa
b) Y
W Obr., 4,1

Casovd zména elementu objemu fézového prostoru
a) pro Zasovd vratny systdm
b) pro disipativni Casov@ nevratny systém



aw, \
= |det —21df .
ol I T haal (4.1.16)

Jeho Casové derivace je diky vztahu (I.3.10.4) & 8 ohledem na

(4.,1.15) déne vztahem
i%
m={

dét( ‘m

Z derivace normdlni podminky (4.1l.11) pak plyne obecny tvar Liou=-

Jn -

(4,1.17)

villovy rovnice

7 MW

S
NMx

"=

(401.18)

Porovninim této rovnice s rovnici (4.l.14) je patrno, Ze fdzovy
prostor pro Casové vratné konzervativni procesy se chova jako
nestladitelnd tekutina ( §=-pdiy v =0 ) & pro disipativ-
ni procesy se chovd jako stlacitelnd tekutina (é=-—§>a’f'v vEo Je

Casovou zménu velikosti fdzového objemu miZeme zapsat ve

1

tvaru
= {) konzervativni dynemicky
. N systém (Basové vratny)
dVQZFm:
dJe a disipativni d icky
oy <0 isipativni dynamicky

systém (Sasové nevratny)

(4,1.19)



%,) L€ ol F 1//'(

(Prigogine, 1962; Nicolis, 1986). Znamenko dlvergance pro disi-

s

rr}/ Lo
pativni systémy urcime rozborem Jednoducheho'systemu - tlumeného

harmonického ogcilditoru

dw,
w e h
dw,

dt (4.1.20)
Jde o linearni systém a proto miZeme predpokladat Fedeni ve tvaru

F

m=Re{Aexp[(~x+iW)t]} B

(4.1.21)
zde Ke {Z } =Q znaci redlnou &dst komplexniho &isla
z=a+ib. Pro w>y >0 dostdvéme tlumené harmonické kmity

0 ~¢t (0) ix
w,=w, € cos[(-{w*-f)ta-oc] . A=w e,
(4e1.22)

kde & je néjaky fdzovy posuve. Dosazenim - (4.1.,20) do podmin-
ky (4.1.19) dostaneme skutedns
of, . 9k
+ 2 =2y <) ro y>

W,

(401. 23)

L ° 7 P a ® 3 3 2 4 e A4
Tudiz velikost fadzového objemu se u disipativnich systému
s Casem zmensuje. Ke kvantitativanimu popisu této zmény se zavadi
specidlni (Hausdorfova nebo-li fraktdlni) mira, kterd je mé¥itkem

disipativnosti, resp. chaoticnosti chovdni systému.



* Znameénko divergence ¢ime z mikroskopické definice entropie
S-S, =kIn7
kde k je Boltzmannova konstanta & je rozdlovaci funkce rychlosticastic (molekul,

atomi), kterd je ziskanaeSenim Botzmannovy kinetické rovnice, viz vztah (1.11.3.).
Z bilance entropie pro cely systém (1,1) pak pomoci tohoto vzt&haeur

K =$=3(s)+P(s)
7
Porovnanim s rovnici (4.1.18) plyne, Ze divergence je zaporna,ge-b. Tato nerovnost

plati i pro takové oteehé systémy, pro které je produkce entrop{S) v&tsi neZ pitok
zaporné entropie z okoli.



4.3)

Rikéme, %e R je unitdrni prostor, jestliZe je linedrnim
prostorem, ve kterém kaZdé dvojici prvkl f,cj eR (bodl ¢Ci
funkci) je p¥i¥azeno bud redlné nebo komplexni 3islo (F,cg)
nazyvané skaldrnim soucCinem. Skaldrni soulin vyhovuje ndsleduji-

cim podminkdm:

a) ((‘/F,‘j) =C/(F!(3) kde ¢ je n&jaké komplexni Eislo

o) (Frg,h) =(fh)+(g.h)

c) (F.cg) = @TF) ('("_') oznacuje Cislo komplexné sdruZené)
a9 (f.F)>0 pro [ #0

pro vsechna f, 9 heR.

Typické p¥iklady skaldrniho soucéinu jsou:

. 3
(X}/) = ix’yi pro XY € R viz (I.D2,3)

=4

(f"i) =f)c(xi)?(xi)c/v pTro f,aeLz(V) , viz pozn.%'l)
v

Rikdme, Ze dva prvky f,g €R : jsou

ortogondlni jestliZe
(f,g)=0. i)

lMnoZina prvka FJ(J’"’,?.) (koneCnd Ci nekoneénd) se nazyva

ortonormédlnim systémem (mnoZinou) jestliZe plati



0pro j+k
(ﬁ,-,fk)=<§,-&=
1 pro j=k : ii)

Libovolny pocet P prvkd ortonormdlniho systému M je line-

arné nezdvisly jestliZe plati rovnost

p
ZC/JE;=D jen pro Cﬁ‘o (J'”:Q.---,P)
j=’1 s o &

iii)
K vytvoreni ortonormalniho systému 3i(i=t2“') z linearné
nezévislych prvkd B {j’t?r“) uZivédme tzv. Schmidtovu orto-
normalizacni proceduru:
F, oy
T e ) = ’ iv)
BT LY
kde k-1

h™ - ;(Fﬁg)‘jg (k=23--)

pro normu definovancu skaldrnim soucinem
1
2
"F":*(f-f:) : V)

Necht je f libovolny prvek (funkce) unitdrniho prostoru

R a 3k(k=12,~) je v tomto prostoru ortonormdlni systém. Potom

o (hig0) b= 42 "

nazyvame Fourierovym koeficientem a plati ndsledujici véta o ap-

roximaci: Funkce FG’? je aproximovéna Fadou

f= g % % vii)



2 2
s presnosti d'= “ F-gakak“ a teto aproximace je na sys-
tému ortonormdlnich funkei iv) nejlepsi, jestliZe G  Jsou
Fourierovy koeficienty vi) (Collatz, 1970). Radu vii) nazfvame
Fourierovou Yadou vzhledem k systému 9&“ =‘I,2,---)

a plati tzv., Besselova nerovnost
k 2
L_leyf <(£p bt e
J.

Rikdme, Ze ortonormdlni systém 3k(ﬁ=f,2.-'-) v unitdr-
nim prostoru R je Uplny, jestliZe ho nelze doplnit daldimi prvky

z R tak, aby i novy systém byl ortonormdlni. -

Je-1i v Fourierové Yadé vii) systém % (k=12-) Gplny, tak

Besselova nerovnost viii) pPechdzi na tzv.vztah Gplnosti, tj.
©0
2
(f,p) =)_layl
§=1

a aproximace miZe byt provedena s libovolnou pPesnosti (tj. CYZ —0).

Nejcastéjsim pPikladem dplného systému oritonormdlnich funkeci

definovenych na intervelu X€<{~T, &) (tj. v Lz(—x,x))

jsou funkce
1 { 4 : §4 2 ...)
e, e C0S NX |, == SiN NX (n=12, . :
T 1
Fourierova Yada vii) funkce f(x) vzhledem k systému ix) je
. |
= o ;
flx) ==+ ;(okcoskx + b sin kx) )

pro
X

T
a,= —;,—-f f(y) cos Rydy , b= -%—”(y)sinﬁ‘yciy ,
'I 5-01;..

xi)



V komplexnim zdpisu md systém x) tvar

WL 010
2x k=0t1,%2, xii)
a Fourierova Tada x) je ddna vztahem
1 1 ’ E
F{x) ZC/ pro %=qk=-2-(ak-ib =-§—f (y)e o/y
k=00 xiii)

Zésadnim problémem je nalezeni vychozich rovnic (4.1.13) po-
pisovaného disipativniho dynamického systému. Vychdzime-li z for-
mulace zaloZené na termodynamice kontinua, jsou zdkladem rovnice
(4e1.1),

Formdlni odvozeni rovnic (4.l.13) ukdZeme pro p¥ipad termo-
viskozni tekutiny popsané rovnicemi (4.1.2) uZitim tzv. Fouriero-
vy = Galerkinovy metody. V této metodé predpokldddme, Ze FeSeni

?(x?t) lze rozloZ%it do Fourierovy Fady 4e3)

xi = Xi - it X:cJ ,
o ( ) ,{;W"(t)%( ), w.(t) vftp(x )%( )elv

(4elo24)
kde 7@(xv pat¥i do ndjakého dplného ortonormdlniho systému
funkei a W, (t) jsou odpovidajici Fourierovy koeficienty.

ReSeni ve tvaru (4.1.24) dosadime do vychozi rovnice (4.1.2)

takZe

Te ?(Z‘”%Z ca )

n=1 (401.25)



kde jsme funkci §T oznacili celou pravou stranu rovnice.
Podstatné je, Ze zdvisi jen na nezndmych w,(t) e zndmych funk-
cich Y e jejich derivacich. Vyndsobenim (4.1.25) funkei ¥

a integraci p¥es V dostdvdme vzhledem k ortonormalitd %,

(n)=ﬂ2r“) rovaice typu
d Wi
dt - En(wkpos) pro m,%=f,2,...,NF
5=142,... N, .
(401.26)
Soubor vnit¥nich parametrd q,, a, , - .,c%b mé& stejny vyznam

jako v soustavé (4.1.13).

Pocdtelni podminky meji obvykly tvar

()]
Wy, (£=0) =W, " .
(4.1.27)
Okrajové podminky jsou podobné jako p¥i Galerkinové metodé
respektovdny vhodnou volbou funkci 'y(xg a parmetrd .
viz kaps. 26261,

Funked E; jeme oznadili pravou stranu (4.2.25) po prove-
deni integrace p¥es V . Tim také explicitnd zmizela zdvislost
na X (vliv nehomogenit). Obecné vSak tato zavislost miZe exis~
tovat a je mo¥no ji respektovat rozdélenim objemu V  na konedné

prvky &i objemy®poufit nékterou z aproximaci kapitoly 2.

V teorii Navierovych-Stokesovych rovnic se zavadi Galerkino-
va aproximace pomoci funkel Y s které jsou redenim Laplaceova
operdtoru p¥i danych okrajovych podminkdch (jde vétSinou o ne-

gtlacitelnou tekutinu, Hordk, 1987). Potom se dokazuje teorém o



centrédlni variet&, podle kterého pri této kone&n&rozmérné apro-
ximaci nedochdzi ke ztrét& informace o stabilité FeSeni (Marsden,

Mc Craken, 1976).

Uvedeme definici dynamického systému: Systém diferencidlnich
rovnic (4.1,13), popf. (4.1.26) za polateénich podminek (4.1.27)
pro konkrétni soubor vnitifnich parametrd Qg nazyvéme dynamlckym

systéﬂems JestliZze funkce E; resp. f; splnuji podm1nku2f-—-<0

5 ms{
r@sp,§:-¥ﬂg<f)na29véme tento systém rovnic disipativnim dynamickym
Lz Wiy
systémem,
Divergenci (4.1.19) definujeme v tomto h&:(ﬁ? rozmérném

prostoru takto:

; ()
oF 85,,
"Z'a""" ”ZZ I (4.2.28)

af My oL =4
(e @ (M) ) (2) (M)
pro B =(F0 B5 B, W =W, W W )
kde o = 1,2,....M je rozmér vektoru Y makroskopickych

prom&nnych (pro rovnici (4.1.3) je M = 5),

Nékdy je za dynamicky systém povaZovéna kazdé soustava
rovnic (algebraickych ¢€i diferenciadlnich), popisujici Easovy
vyvoqj (zménu stavu) materidlového systému (t&lesa), napi. rovnice
(4.1.1) a (4.1.2) (Ott, 1981). Velké mnozZstvi réznych dynamickych
systém@ je popséno v knihéch M. Kubidka a M. Marka (1983) a
M. Marka a I, Schreibera (1984).



4,2 Zdkladni typy nestabilit v disipativnich systémech

P¥i Zasovém vyvoji disipativnich systémd@ dochézi ke zmdném,
které zédsadn® mé&ni jejich strukturu, Typickym pFikladem je pri=-
chod nestabilitou; za kterou dochédzi k novému uspoiaddéni, napf,
odtrZzeni proudu za télesem a vznik Karminovy virové fady, viz
obr,.4.21 % Rayleighova~Benardova nestabilita pii pifestupu tepla
apod, Ve fézovém prostoru, viz obr, 4,1b) se teto chovdni proje=-
vuje tim; Ze fézové trajektorie, které byly v polsdtednim stavu
blizko sebe se v pribd8hu &asu dostavaji od sebe velmi daleko,
Vyvoj systému neni stabilni v Ljapunovové smyslu, viz kap.I.7.
Objevuje se neperiodicky pohyb, kvaziperiodicka oscilace (pomdr
frekvenci je irraciondlni &islo) nebo dokonce oscilace periodické,
Superpozici téchto tifech typl pohybfi,se vysledny pehyb jevi jake

neuspoifddany a nazyvame ho chaosem,

Uvedeme obecny postup vysetifovani stability dynamickych sys=
témb, ze kterého vyplynou tii zdkladni; nejlastéji studované typy
nestabilit4 4). (Eckmann. 1981; Nicolis, 1986), Soustavu rovnic

(pr‘o M & 1)/ (s)
(4.1.26)/rozvineme v okoli n&jakého referentniho stavu w, "~ (pro

""tQ,m,hﬁ ) do Taylorovy tfady, TudiZ pro malou odchylku
W:nﬂwm-w:f) pi respektovani &lend vys$siho Fadu Hm(wr’n‘ar)

plati soustava oby&ejnych rovnic

ZLM(W o)W+ H (. a)

m=1

kele m) )_.QF.(Wf? ar)

pro  mnk=12..,N,
r= 4,2,---,N°' . (4.2.1)



z.z ’
Uvede me kvalitativni vysSeti‘ovani soustav diferencidlnich
které
rovnic (4,1,26),/6 obvykle nazyvé Ljapunovova metoda linedrniho
modelu (Hirsch, Smale, 1974; Dvoiak; Marsik; Andrej; 1982), Jeji

princip ukédZeme na piikladu dvou rovnic

9, o ,9)

W,
M"E(M;szo)' i)

Tyto rovnice linearizujeme v okoli staciondrniho stavu vv “ﬁ)

definovaného vztahy

F® w® @) =0 E(w® w®a)=0, "

Obdrzime rovnice typu (4.2,1), tj.

dVV; U ¥ ! H
ot - L‘HM +Lf2w2 "'H‘(M,K{Z,O)

A 9, + Ligw + Hof], 1)

1)

Pro Lmn2 aw ( k. ,Q} m,n,k =1,2 ; 111}
pro které plati pifedpoklady Hartmanovy véty, Za tdchto predpokla=
d& pak kvalitu reSeni rovnice i) v okoli bodu ii) uréuje soustava
linedrnich rovnic

0, s
prra L)

0’@__ ~ ~ iv)
o = Ly + LW, .



~ At 1t
Reseni této soustavy budeme hledat ve tvaru w,~€ 6 w,~€

7

takZe dosazenim do soustavy iv) vidime, Ze se problém redukuje

na nalezeni vlastnich &isel A matice L., tj.

Le-2 , L
de-t " 42 - 0 ’
LZ“ i LZZQJ' V)

Lygtlyy Ly +Lg) '

= 2 oM -22

respo .Zm.— 2 I 2 +L24L'2 .

Tato vlastni ¢isla zavisi na parametru (tj,Jwﬂfathz(Cz) ) a

jsou uréujici pro.asové chovdni Fedeni rovnic i) v okoli

a wf? ;9 . Vzhledem k tomu, Ze Fedeni soustavy iv) je déno

superpozici obou partikuldrnich FesSeni plati

(@)t A,(Q)t
w,(t,a) =b,e + b€
~ 2,(a)t 2,(a)t i
Wa('tlo)’bz,e e bzze 2 ' vi)
kde koeficienty émn (nzn=*12) | jsou uréeny z polée

A
teénich podminek tak, Ze /W\m ('!:='@,o) = Wnio)(q) = Re {b'm-r bmz}
pro m=12 6 viz 4.,1.21,

Zakladni typy Fedeni soustavy vi) a tim i soustavy i) v okoli
staciondrniho stavu ii) jsou zobrazeny fédzovymi trajektoriemi ve

fazovém pwostoru ﬁz ,5& na obr, 4,2, 3ipky ukazuji smér &e=

2
su, Predpoklédejme, Ze vlastni &isla 'zh2 "jsou readlnd, pak exise

tuji nédsledujici moZnosti:

a) 1,<0< 4, tzv, sedlo; viz obr, 4,2,a). Zaneseny

jsou i podatecni podminky,

b) ‘14=.22<:O tzv, uzel, viz obr, 4,2b), Trajektorie

jsou piimky



c) ,k,=.12<10 tzv, nevlastni uzel, viz obr, 4,2c),
‘0dpovidé piipadu, kdy,féd matice L,
Em:l.nus hodnost matici Lmh *"'L,,m- .AJmn ,
jtzv. mulita matice L , kterou oznaime

| je OStFetxmenéi neZ nasobnost vlastniho &isla ...

%V nasem pripadd (l?l =2=-1< 2,
Potom je matice Ly, Jordanova typu
j(Faddéjev%FaddéJevové; 1964) a existu=
je jedté jedno Fe3eni tvaru

L@t | Ao
w(ta)=b,e’ + tbse®

A 2, a)t 3 (a)'t
W,(t,a)= b,e "k tb&e 2

vii)
Je-1li ,=d,>0 pak &asové Sipky

sm&ruji opaénym smérem,
d) 4,< A, <0 rovnéz uzelj; viz obr, 4,2d),
V pfipad® komplexnich ¢&isel lt2=<xti&J jsou tyto moZnosti:
e) oc<0, w< 0 tzv, propad a pro 0!.>0, w>0

tzv, zdroj, Tento typ feSeni se nékdy

nazyvéd souhrnné ohnisko,

f) =0, w#0 tzv, stifed (tzn, vlastni &isla jsou
T ryze imagindrni)
i/“‘. “//2\\‘/‘ - -
/// ReZeni typu f) nesplnuje predpoklady Hartmannovy véty; tudiZ

ani Fe3eni ptvodni rovnice i) nemusi byt typu stifed, UkdZeme to

na jednoduchém p*ikladu



o W4
A< 0 < A, sedlo Ar=2A,<0 uzel
c) Wa d) *Wz
\AN4 WA
|
A= R O A< A< 0 uzel
nevlastni uzel .
e) @ f)
, G %
Ma = Ltiw w>0>L A=t w >0
propad stred
Obr. 4.2

Zakladni typy Fedeni soustavy dvou linearnich

rovnic iv) (viz pozn. 4.4)



d

= —wy x h(r) | 4
d z
-a-%'— = WX + yh(r) pro r=(x2+y2) )

viii)

kde h(")(D pro 0<r<{1 a h({r) —0 pri r—20.
Vlastni &isla v) této soustavy jsou ryze imaginarni .14=iuh
Ly = =it apro h(r)=0 je skutein& rFedenim stied,
Av3ak, p@vodni nelineérni soustava viii) md v bodé& XF=y==0

feseni typu propad, jelikoZ

dr ( dx
= = ) rhm < 0.
T +y ) rh(r) 1%)
Polom&r se s rostoucim &asem ('L‘ -—>°°) zmensuje,
Pro referenéni stav W,ff) (ti. W,,'1 = () ) plati pblvod-
ni soustava rovnic (4.,1,26)
dW,(:)__ (W(S) ) ro &=12 N
d_t P ml ifyttty F
!‘=412,...,N0 (4,2,2)

za podatecénich podminek (4,1,27), Vzhledem k tomuj, Ze nés nej=
vice zajimaji staciondrni referenini stavyj; budeme na misto sou=

stavy (4.,2,2) *e$it soustavu algebraickych rovnic

Fm(wfs)' OI") =0 Pro m,kra 4’2‘_“’5];
r=4,2,...,N, . (4.2,3)



Pi respektovéni &lend& vy33ich Fado fﬂn(wg,dgj
je soustava rovnic (4,2,1) ekvivalentni vychozi soustavé (4,1,26)
Aviak ani rovnice (4,2,1) nelze dobfe analyticky Fe$it, proto je

snaha nalézt takovou transformaci

PaS

§

Wi, ==Rm(wn) ) (4.2.4)
jejiz jakobian je pro wﬁ==0 rézny od nuly, kterad ji pirevadi
na soustavu homogennich linedrnich rovnic

AW, NF )
W, (s N
dtm = Z Lmn(wk ) Gp) W, pro mnk=42,..N
neq f==‘l,2,..,,N¢,,

(4.2,5)

Je otazkouw, zda timto postupem ziskéme dostatetnd presnou infor=
maci o vlastnostech feSeni nelinearni soustavy (4,1,26) v okoli
referenénich stavl (4.2.2) resp. (4.2,3)., Proto je teba doké&zat;
2e topologické vlastnosti eSeni soustavy (4.2,1) (predev$im
smysl jeho parametrizace) jsou ekvivalentni s vlastnostmi feSeni
jednodus$i soustavy (4.2,5)., Na tuto otdzku odpovidéd nésledujici
véta (Hartmann; 1970):

Predpoklddejme; Ze matice L,, (pro mpn=12,.. N;)
neméd vlastni ¢islo s nulovou reédlnou &asti a HL,(W%,Qr)
jsou spojité funkce pro malé hodnoty Hw@“ a v referent=-

nim stavu splauji podminky Hm(w,;=0, a.)=0

i
a Qh%ng QQJ’“O, Necht jsou
aw,,
') W o 10) -
w,:,(t,amwn ) ) Wm(t,a,.,wn") pro mn {,2,...,N{_

r=142.., Ny



postupné feSeni soustavy rovnic (4.2.1l) a (4.2,5 ) za podated=

l 0
nich podminek Vﬂf» a gé).

Za t&chto piedpokladl existuje spojité, vzdjemné jednoznal~
né zobrazeni (4,2,4), které prevadi v okoli w. =0 Ffedeni
rovnice (4,2,1) na fedeni rovnice (4,2, 5 ) a zachovavéd jeho

parametrizaci podle &asu,

Podle této vdty je topologickd struktura mnoZiny rfeSeni sou=
stavy rovnic (4,2.1); resp. (4.1.26)v okoli bodu M¢==0
ekvivalentni se strukturou Fedeni soustavy lineérnich rovnic
(4,2,5 ). Predpoklad neexistence nulové redlné &asti vlastnich
&isel matice L, je velice podstatny; protoZe v piFipadéd;
2e je redlné &ast nulovéd) mad rovnice (4.2.,5 ) uzaviené integralni
kfivky (netlumenéd oscilujici Fe3eni)j které plvodni rovnice (4.2,

1) mit nemusi ﬁ‘4).

Jestlie matice L nemd vlastni &isla s nulovou redlnou

¢asti v bodu még) {staciondrni redeni (4,2,3)) tak se tento bod

mn

nazyvéd nedegenerovany pevny bod zobrazeni (4.2,3)} resp, hyperbo=
licky bod, Tyto body vytvéareji hyperbolickou strukturu,fédzového
prostoru (resp, hyperbolickou mnoZinu) a hraji déleZitou roli

v dynamice chasu (Guckenheimer, Holmes; 1983) (srovnej s definici

atraktoru a podivného atraktoruj; kap, 4,3),



4,2,1 Disipativni systémy s realnym vlastnim Sislem

prochédzejicim nulou

Linearni operator Lmn si prfedstavime v blokov& diago=

nalnim tvaru
ql“”lo [ o

o , A (4.2,6)

kde A, je kritickd hodnota vlastniho &isla a matice A Zadn4
kritickad vlastni &isla neobsahuje, Vlastni &islo 1 povaZujeme
za jeden z vnitfnich parametrd G, . Rovnice typu (4.2,1), kde

A, Je kritické hodnota vlastniho &isla mohou mit nésledujic{

tvar

S = (a-2,) - (w) (4.2.7)
2

%%"--—-(,z—xc,)w—(w) (4.2,8)

d 3

7‘;—’-=(@—~J,U)w——a(w) : (4.2.9)

Budeme vySetfovat dynamicky systém charakterizovany rovnici

(4,2,7), Metodou linearniho modelu 4.4) zjistime, Ze stacionarni

(s)
+i -
Ww,(z) =1i-d, (4.2,10)

(s) . €)
mé stabilni v8tev W, =}i-J], a nestabilni vitev u&)=-1.l~ég,.
viz obr, 4.3a),

stav



BiiZime=1li se s l—ma-}v zprava, splyne stabilni FeSeni
| 2= 2, (t-t,)
(je dokonce asymptoticky stabilni, protoZe w-~ e
s nestabilnim a vzdjemn& se vyrusi, Z tohoto dlvodu nazyvéme .2,
limitnim bodem a typ nestability = bifurkace = se nazyva inverzni

sedlovy bod, Integraci rovnice (4,2,7) pi¥i podateéni podmince
w(t =t =w? pro  1>.4, dostavéme

ity - [T - fama (1T
{a-a,(4+)~(1-T)w®

ke > xq}@(t_twv
M=e

(4.2,11)

a pro t—o00 dostévéme stabilni staciondrni Fedeni

Pro oblast naleve od .1, , tj. A <., ma Fedeni tvar

Wity =Y wotq [w(t -]~
w cotq [w(t~t?)] + w'?

w=Td,-a (4.2,12)

které mé ndkteré rysy periodickéghe Fe§eni e Uréime hodnoty

Ede

v dase 'tm) uréeném vztahem w(t“) ) o + kA
{pro k=42, )e TudiZ
() 3 )1
wy_wW-w) o _(w?)
W)= e (W‘°’*w)2[4 CwE (4.2,13)

®_ O T /
pro t =t +—J(/é+7f)

a dostavame tak moZnost zobrazovat hodnoty edeni rovnice (4,2,7)

v uréitych diskrétnich &asovych rovinéch pomoéi rekurentniho



vztahu, Dal3i vlastnosti tohoto pohybu budou studovény pomoci
Poincarého mapy (viz kap, 4.2,2) a jak uvidime déle, ma tento
pohyb vlastnosti Pomeanova=Mannevillowa (1980) scénéie chaosu

{(Eckmann, 1981),

Stacionarni FeSeni rovnice (4,2.8) mé také dvé& vétve

s
Wen = 0
w((:))-—. A~2e (4.2,14)

jejichZ stabilita je vyznalena na obr, 4,3b), V kritické hodnoté
A,  dochédzi k vyménd stability, stabilni v&tev se stidvéd nesta-
bilni a naopak, Tento typ nestability se nazyvé transkriticks
bifurkace,

Pozn, : Ravnice (3,7,16) popisujici Casovou zménu emplitudy akcele-
radni vlny md stejné vlastnosti jako rovnice (4.2,8), Mé& dvs

stabilni Feseni af5)=0 pro§‘>0 a of’-f pro f< 0.

Diferencidlni rovnice (4,2,8) ma t*i vétve stacionédrnich e-
Seni

Wiy = 0 pro A< .4,
(s) A=,
Moo= Ta pro >4y,

(4,2.18)

jejichZz stabilita je znézornéna na obr, 4,3c¢), Tento typ nestabie

lity se nazyvéd pitchfork bifurkace (pitchfork = anglicky podavky)

a pri A —=JA,6 zprava splynou dvé stabilni rFeZeni W' ™

@7 7
s nestabilnim Fesenim KGT) o Pro U<, existuje jen stabilni
)

FeSeni w, e« Pfimou integraci rovnice (4,2,9) dostévame



W(O)

- L 1
“:1 - %(w(wf]ez‘x('t t }+§~(W(°))z]z

w(t) = *

) ¢ =A~L,

(4.2,16)

odkud tyto vlastnosti FeSeni pro t-—=o00 plynou rovnéz,

n(tg/)ﬂ_i} ReSeni rovnice (4,2.9) se pro I >., rozpadd na dvé
“““““““ fedeni, V jednorozmérném fézovém prostoru to znamend, Ze pro hod=
notu A >4, existuji pro tas t>{, dvé rizné hodnoty
w(t) (4.2,16), Ide=1li o problém ve dvourozm&rném fézovém prosto-
ru, kde stabilnim Fedenim pro A< d, je néjaka periodicka
orbita, je pro .l:>dg, stabilnim Fe3enim orbita s dvounasobnou
periodou, viz dalej vztah (4,2,22), Stejn& lze tuto bifurkaci
interpretovat i v A& rozmérném prostoru;, kde se rozdvojuje
A&~1 rozmérnéd nadplocha, V trojfozmérném prostoru to je povrch
anuloidu, Projde=li pohyb kaskédou bifurkaci typu pitchfork, pfi

pOhybpodle

nichZz se vzdy zdvojnasobi perioda; dostavéme chaoticky
tzv, Feingenbaumova scénare (1978), viz kap, 4,3,1 {Landau, Lif=

gic, 1986),

Kombinaci rovnic (4,2.7) az (4,2,89) dostaneme dynamicky syse
tém

3
-Z—%(- = m-(w) + QQ(W)z‘i' QZ ’ (4.2,17)

ktery zavisi na dvou vnit¥nich parametrech Q,,Q, , Jeho t{i

stacionarni feseni jsou definovana rovnici

ONSS N2 -
(W) = a,(w®) ~q,=0. (4,2,18)
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Obr. 4.3

Zakladni typy nestabilit v jedporozmérném fézovém prostord
S - stabilni, N - nestabilni
CH- neexistuje redlné stacionarni feSeni
a) bifurkace typu inverzni sedlo
b) transkriticka bifurkace
c) pitchfork bifurkace

d) nestabilita typu cusp.



Ke zm&n& stability dochdzi v bodech uréenych podminkou
-3(Wcs))2+4?a4 w® = 0. V proménnych G, Q, jsou tyto body
s ohledem na (4.,2.8) uréeny podminkami quf-r 2702'0, C’z=0:

viz obr, 4,3d), Jde o nestabilitu typu cusp, popisujici jevy

8 hysterezi (Thom, 1975),



4,2,2 Disipativni systémy s dvojici komplexnich vlastnich &isel,

Hopfova bifurkace

Linearni operator an: v rovnici (4,2,1) budeme predpo-

kladat ve tvaru

'&—yv+wa, 0 ,OT
L= 0 ) H‘yv'm’fo '
0 , 0 A

(4,2,19)

kde oznatime W, kritiskou hodnotu realné sloZky vlastniho &is-
la operatoru Lmn . Matice A neobsahuje W, . Stejnou Upravou

jako p#i analyze rovnice viii) v pozn, 4.4)

i
am r ., tie (ww,)=re’

l
faze, Rovnice (4,2,1l) pro trajektorie ve dvourozmé&rném fazovém

prejdeme k proméne
kde r je amplituda a Y

prostoru (W, w,) miZeme psét ve tvaru

3
'%,"‘E““ (@“é"y)r"ar

a0 L , r= ‘(Wﬂz‘f(%’)z .
dt (4.2,20)

Postupem uvedenym pii analyze stability rovnice (4,2,9)

zjistime; 2e pro a>0 existuje stabilni Feseni
Fe .0 pro M <M
rcs)w -ﬁédicf pro @}é"c/ (4.2.21)

a nestabilnim Fefeni r=0 pro M>Me. V bods M=d
dochéz{i k tzv, Hopfové bifurkaci,



//

-

Ve fazovém prostoru (%@,w&) je tento .pohyb reprezen=-
tovén spiralemi; které pro U<U, sméfuji do podatku a pro
éJ>>éﬂy sméruji k limitni kruZnici r®= -éeggg , Vviz obr, 4.4
Na limitni kruZnici jde jiZ o periodicky pohyb s frekvenci w= %?.
popsany rovnicemi (W,,w;)=(rcoswt, rsinwt),

Perioda tohoto pohybu je 7.

Ukézeme nyni zdvojnisobeni periody pohybu v désledku bifur=
kace *edeni typu pitchfork (4,2,15) popsaného rovnicemi

W, =rcoswt
W, =T 8in wt

olw,

dt = (-2, )W, - a(w) , pro A >Jd,,

(4.2,22)

Pro hodnoty W1 <., existuje jen jedno stabilni Fe3eni; viz
1o

obr, 4,5a) a to W3w=0. Pro nadkritické hodnoty 1 >.2.
se toto feSeni stdvé nestabilnim a existuji dv& staciondrni feSe=
ni n@a) = 4 a “3&)5 =5 viz obr, 4,5b).

Podobna situace nastane, je=li pefriodicky pohyb diisledkem
nédjakého limitniho cyklu; napi, (4,2,20), Potom po né&kolka bifure
kacich limitnich cykld dostdvéme natolik sloZity pohyb, Ze se
mluvi o chaosu Ruellové=Takensovd (1971) typu; viz kap, 4.3,3.

Znézornovéni trajektorii ve vicerozmdrném’; napf, h& rozmér=
ném, fédzovém prostoru by bylo neprehledné, Zavédime proto tzv,
Poincarého zobrazeni nebo Poincarého mepu, kterd je definovana
obecnd prisefiky trajektorii s n&jakou transversdlni (kolmou)

nadplochou ¥  dimense h&-f . Pro trojrozm&rny dynamicky



a=28 , M-He=1

16

r 0,4

_ w
001 !

Obr. 4.4

Limitni eyklus (viz rovnici (4.2.22)), Pro A <(u° je stabilni
bod r(s; 0 apro U>He je stabilni kruZnice o poloméru

rs)_ . 4-e , V bodé (Um (uo nastdvéd Hopfova bifurkace,
a



A<A A A

c

a) b)

Obr. 4.5

Bifurkace periodického pohybu typu pitchfork
se zdvojenim periody

' )
@) existuje jedno staciendrni Fedeni Wy = 0

b) existuji dvé stacionarni fedeni (i;)- ;f;) VJL___



systém

—d_v-vz"-: En(wk"z') / ml&=4’2’3

dt (4,2,23)

vybereme plochu &  napf. jako rovinu w3=ﬁmn5t, viz obr, 4,6,
V kazdém okamZiku, kdy trajektorie protind plochu X zaznemens-
me prasediky; napi, body A; B, C, Tyto body pak reprezentuji &a=-
‘;ovydvyvoj systému a Poincarého mapa tudiZ reprezentuje transe
formaci bod& plochy &« do sebe, JestliZe vSechny priseciky
trajektorie s plochou jsou vzdjemné rozlisSitelné (je Hausdorffo-
vym prostorem 4'5)) tak je transformace invertibilni, V pfipadé&;,
2e mé pohyb chaoticky charakter, je transformace neinvertibilni

(nelze uréit podateéni stav); viz kap, 4.3,

Jako piiklad uvedeme dvourozmérnou Poincarého mapu dynamic=-
kého systému (4,2,22), Kolmou plochu definujeme jako rovinu
(“’,WQ), tie w,=0. Casovy interval mezi jednotlivymi
priseéiky je Af='%§ . S ohledem na vztah (4,2,16) dostévime

dvourozmérné zobrazeni

n

e
XA
(n+4) w(n) PR Sdid
W3 =1 3 T ,(x’l"dzo’r':e @ ,
a .. (m2 a /. M2z
[[1-2 ™+ 2 ()]
(4,2,24)
(n+4)

(n}
které dévéd do vztahu stavy systému v Ease T av tase t
Na tomto pi#ikladu je rovnédZ patrno, jakym zpfisobem se projevi na
Poincarého map& zdvojnasobeni periody (dvé znaménka v zobrazeni

(4.2,24),)5 srovnej s obr, 4,5,



b-
i <
b R,

S

Obr., 4.6

Poincarého mapa dynamického systému (4..2,23)



4,3 Stabilni a nestabilni pohyb

Gplnou integraci systému diferencidlnich rovnic nahradime
Poincarého mapou, SniZime tak poZet rovnic o jednu a mGZeme na
nejjednodussim rekurentnim vztahu (4.3,1) studovat &asovy vyvoj
dynamickych disipativnich systém@, Potom zobrazeni = Poincarého

mapa

WCTH'") = f(w(n,) ‘2) '

§4.3.1)

odpovidé néjakému dvourozm&rnému systému; resp., jeho pohybu;
s jednou periodickou prom&nnou; nap¥. rovnice (4.2.22)1 a (4,2,
22)3. Na prfikladu jednorozm&rného zobrazeni (4,3,1) ukdZeme z&-
kladni vlastnosti pohybu odpovidajiciho dynamického systému,

véetné vzniku chaosu,

M&jme posloupnost bodd Ww, Ww, Y w generova=
nych zobrazenim (4.3,1)% pro které plati;, Ze g%zmﬁvavauff
Potom bod W*'-“:F(qui) nazyvéme pevnym bodem zobrazeni
(4.3.1).Tomuto bodu odpovida rovnovédZny stav systému, protoZe
s rostoucim &asem (t—=co) se systém k tomuto stavu piibliZuje,
Kompak tni 4¢5) mnozinu g?l pevnych bodd zobrazeni (4,3,1)

nazyvame atraktorem, jestliZe ma mnoiinaizg‘ otevifené kontrahuji=

ci okoli U | Rikamej 2e okoli U>HA  je kontrahujici;

jestliZe pro kazdé lVQ”GIJ! existuje takové otevi‘ené okoli,
. ¥ ey ?
So w(ﬂﬂ}af(wfn?uw el opricemz (ol
a navic pro n—so00o plati J%‘=(J/)(J: viz obr, 4,7,
—-2



Obr, 4,7

Poincarého mapa zndzornujici atraktoréé%) pro trojrozmérny

fazovy prostor



Z uvedené definice vyplyvé;, Ze atraktor je tvoiffen otevienou
mnoZinou stabilnich staciondrnich bod& typu uzel a propad. Na-
proti tomu;, pevné body zobrazeni (4,3,1) typu sedlo a zdroj do
atréktoru nepatifi, Definice atraktoru ve vicerozmérném fazovém
prostoru je stejnd ( w nahradime (M,M@,...,%F)).

Konkrétni postup hledani atraktoru je uveden v kap., 4,.,3.1,

4,5)
Systém T  podmnoZin mnoZiny X se nazyva topologie na X
mad=1i nédsledujici tFfi vlastnosti (Rudin, 1977)

1) Plati O€7T, XeT

2) Jestli%e je V€T pro i=42,..,n , potom plati
VAN NV et ( n je kone&néd p*irozené &islo)
3) Je=1i {V,,c} libovolny systém mnozin z T  (konedny,

spofetny nebo i nespodetny) plati g Vmet

Je=1i T topologie na X,nazyvéme X topologickym prostorem

a prvky systému T otevienymi mnoZinami,

Mnozinu YCX nazveme uzavienou jestliZe jeji dopl-
nék*." tjo mnozina X-~Y je mnoZina otevi‘ena, Uzavér ? MNoZi=
ny YCX je nejmen3i uzaviend podmnozina X , ktera obsahu-
huje Y .

Je=1li {V“} n&jaky systém otevifenych mnoZzin, jejichz
sjednoceni ‘y Vx obsahuje mnoZinu KeX , potom existuje
kone&ny podsystém systému {Vx} jehoZ sjednoceni rovnéZz obsa=

huje K . Potom #ikamej Ze je mnozina K kompak tni,

Okoli bodu peX je keZdé oteviens podmnozina X
kteréd obsahuje p . X je Hausdorfflv prostor (mnoZina),



jestliZe plati: Je-li P,qex a ptqg, potom P mé okold
U a g okoli V takové; ze Unv =0,

Heineho=-Borelova v&ta: Kompaktni podmnoZiny euklidovského pros=

n
toru R jsou pravé ty mnoZiny, které jsou uzavi‘fené a omezené,

Atraktor kontrahuje objem fazového prostoru), viz obr, 4,8a),
To v8ak neznamend,; Ze se musi kontrahovat ve vech smérech stej=
né, viz obr, 4,8b) resp, obr, 4,8c), JestliZe pii kontrakci na
obr, 4,8a) mGZeme piedpoklédat, Ze dva blizko leZici body na po=-
¢atku pohybu budou leZet blizko sebe stéle; nemusi tento piedpo-
klad platit pro atraktory na obr, 4,8b),c),

Sledujme citlivost pohybu na po&édte&nich podminkéch, Necht
véechny body né&jakého okoli U ; viz obr, 4,7, konverguji k jed-
nomu atraktoru A . Nechf déle plati, %e libovolné body, kters
byly na pod&atku libovoln& blizko u sebe jsou po dostate&n® dlouhé
dob& od sebe makroskopicky vzdéleny, Takovyto atraktor pak nazym
véame podivny atraktor (anglicky strange atraktor), nékdy je nazy=

vén atraktorem chaotickym (Lorentz; 1963),

Podivné atraktory nejsou body &i orbity periodickych pohybd,
zjigdtujeme), Ze existuje velké mnoZstvi atraktord; které nejsou
trividlni (tj. nejsou ani pevnymi body &i limitnimi cykly),ale
nejsou ani podivnymi atraktory. Viechny vykazuji pohyb wviee -
¢i méné chaoticky, Pohyb odpovidajici podivnému atraktoru nazy-
véme pohybem chaotickym}; resp, turbulentnim a pohyb odpovidajici
jakémukoliv netrividlnimu atraktoru nazyvame slab® turbulentniy
resp, eraticky, Numerickou cestou .{ v dlsledku zaokrouhlovacich

chyb) byva Casto téZké rozhodnout o jaky typ atraktoru jde,



a)

t:t(O)

t=t"

b)

f:t(o)

c)

£t A) FHt9 ) E-im
M)
£t ) =t £t 2 t=t®
L - } e ———
1’31'(4)
(2)
t=1t
F(t9 A £t a) c
= >
—
Obr. 4.8

Kontrakce objemu fazevého prostoru pro disipativni
dynamicky systém

a) rovnomérnym zmenSovanim

b) zvétSovénim délky

¢) protahovénim délky a sklédénim



4,3,1 Zdkladni vlastnosti atraktord nelineérnich disipativnich
sys témd

Vyjdeme z jednorozmé&rné neinvertibilni transformace
1) 2
W(m- - 1__‘2(W(n)) . .2€<0,2> (4.3.2)

zobrazujici interval (-1, 1> na sebe , a kterou lze chdpat jako
(nH)

zjednoduseni vztahu (4,2,13) pro ‘t‘n)' 'tw x , t

=.t‘">+ .{%'_ . Transformace je neinvertib;lni. protoZze hodnotd

1
v tase jsou p¥ifazeny dv& hodnoty v &ase el

T = tmn) “”= b4

Perioda pohybu je w Pevné body zobra-

zeni (4,3,2) jsou (viz obr, 4.9a))

w*= 4~ 2 (w*)’ WL R (1+44 ,

, resp, W‘,'2 51 (4,3,3)

‘u': ( \ >
A ﬂg@,b) Jejich stabilitu uréime metodou analogickou metod® linedrni=-

-~~~ ho modelu 4'4). Pevny bod zobrazeni (4,3.1) je definovén rovnici
w* = f(w%a)
(4.3.4)
a je roven stacionarnimu stavu w® = w* odpovidajiciho po=-

() (n+4)
hybu, Definujeme odchylky dw , Iw od tohoto stavuj takZe

1 * (n+) ) (n)
Wt g W e W™

(4,3.5)

Zobrazeni (4.3,1) pak piSeme ve tvaru



2
w021 -Aw™)

1

w2 = @ w ™ A
1

..... R >

<<?+ 1)

P
-— - ] -

<<? +2)

g.l e === -
-
i
-

{n)

a)
Obr. 4.9

W
W *
a) pevny uoaﬁ atraktor a dochézi v ném pro A=A

b) pevné body zobrazeni 9, h
E
zdvojeni periody pfi A > A,

b)

3

- k bifurkaci
xobrazeni (4.3.11) odpovidaji bifurkaci




W*+<§‘W(n*4>=-F(qui) . afa(::,d) Jw(n)1

(4,3.65)
b g
Rikédme, %e stacionarni stav W*’*F(W,vl), ktery je pev=
nym bodem zobrazeni (4,3.1) je soulasné& atraktorem; jestliZe pla=
ti
(n+4) *
l W() o= aF(W;‘l) < ,j ’
5wn Iw

(2.3.7)

&ili velikost odchylek s s narlstem Casu stdle zmensSuje,

Zvlastni vyznam mé hranice stability

A’W(nﬂ) QF(WTJ) s

=

o aw ol (4.3.8)

kdy porucha neméni svoji amplitudu, Znaménko plus odpovidé perio=-
dickému pohybu a v pfipad® znaménka minus prFechézi porucha po

» (n+2) J’ (m
dvou periodach;, tj. dw = oW sama v sebe, Je to
pripad bifurkace zdvojeni periody;'T-—d'QT. Stabilitou t&chto
pripad@ se budeme zabyvat podrobné&ji; protoZe jsou nastupem ke

slozitym periodickym a chaotickym pohybém,

VySet*ujeme vlastnosti pevnych bodd(4,3,3), Tyto body jsou

atraktory, je~li splné&na nerovnost (4,3.7), tj.

T

S| =2l =i <t (4.3.9)
¢ili pro ulé(O,é%). Hranice stability (4,3,.,8) nastévaji
pro 1=0 a v?.”vlf’-‘ %" . Periodicky pohyb nastavé



v trividlnin pFipad® Q=0 a pro t3sné pravé oblasti bodu
Je otazkou;, jaké bude mit vlastnosti transformace (4,3.2), resp.

jeji zndzornovany pohyb; v oblasti nestability ul€(€%,2).

Odpov&d na tuto otdzku zadneme vy3etiFovénim stability pohybu

s dvojnasobnou periodou, Takovy pohyb lze obecn& zapsat ve tvaru

(N+2) ) (m

wo = F(Fv™ 2,2 = f (W) (4.3,10)

a pro pripad (4.3,2) dostavéme

(n+2) a0, m)2_ 3¢ (M
=1~ ~U(w ).
W 1-a + 225 (W) =2 (w ") (4.3.11)
Pevné body zobrazeni (4,3.10) oznaiime w*; ?,hr.. a jsou ur&eny
rovnicemi
(2) (2) 2)
wh=f (772), 9= (g.4), h=f(ha),~
(4.3,12)

priéemZz dochazi ke zdvojnasobeni periody 9=f(h,.2.),h=f(9,.l).
Jinymi slovy; ke stabilnimu dvoubodovému cyklu g,h,aﬂh,”.
Konkrétni piipad zobrazeni (4,3,11) viz obr, 4,9b),

VySetifujme nyni stabilitu pevnych bod& (4,3,12), Dosadime do
rovnice pohybu (4.3,10) analogicky (4.3,5)

; n+2 n n)
Ml(n 2)=3+éw( ) ; VV( }ag‘l'é.y\/ .
(4.3. 13)

Stejné i pr druhy bod h , Pro pom&r odchylek plati



é‘ (n+2) afm( ) 9[‘2)0:,&) ) af(g,dl) a/'(/‘)./l)
Sw' aw Iw Iw Iw

(4.,3,14)

(2}, »
Pevny bod W" ztrici pro vl>.24* stabilitu (%»—‘(/‘-V-L‘i)>1

tetkovand &&ra na obr, 4,9b)); body a,h jsou stabilni, Deriva=
ce (4,3,14) je pro .zl-.lf rovna jedné a pak se s rostoucim X
zmen3uje,aZ piri n&jaké dal3i hodnotd .2>.l: je men3i neZ
minus jedna, Cyklus g,h se stava nestabilni a v pevnych bodech
g,h dochazi ke stejné situaci jako doglo v bodé& w* pri
-/'l.-"‘l’:. Co nastane ddle se vydedukuje stejnym postupem ze zo=
brazeni. w Y Fm(fm( (mvl) .).) Ztrati-li cyklus

?, h- stabilitu,objévi se soutasnd stabilni &tyrbodovy periodic-

ky cyklus; napf, nstunrstu.. ktery opé&t po ztraté

stability pfi .27.2;' vede k osmibodovému cyklu,atd,

Tyto postupné bifurkace zdvojeni periody, tzv, Zk-bodové
cykly (B=12,..) nastdvajici p#i hodnotéch .2: jsou sta=
bilni na geometricky se zmensSujicich intervalech stability

# -
A~ 4y

4 Pro tyto intervaly plati

¥ ¥
2 7Aoo fonst (= 4,669201)
‘lkﬁ""zk U

(4.3,15)

* *
pridemz "?‘k -k—__:o»o Aoy (=’7,‘101). Hodnoty v zévorce plati pro pohyb
podle (4,3,2). Bod uZ: odpovidé nekonednému po&tu postupnych

bifurkaci a nazyvad se akumulaéni bod (viz obr, 4,9d),



Feigenbaum (1978) odvodil rovnici (4,3,15) na zéklad® méritkové
podobnosti (tzv, scaling laws); i:podle které je v okoli kritické=-
ho bodu, napi, fédzového pifechodu, popis systému invariantni viéi
viem m&ritkovym transformacim, Tato rovnice ptfedstavuje uréity
druh universality pii ptfechodu od pohybu deterministického k po=-
hybu chaotickému, Uvedené vlastnosti zobrazeni (4,3,2) nezdvisi
na detailni funk&ni zavislostii avSak je nutnéj aby zobrazeni mé-

lo kvadratické maximum, Jiné typy zavislosti je tfeba vySetifovat

i i zv1l4st a je zifejmé, e povedou k jinému druhu universality,
roged)—s>

Pozorujme nyni pohyb dynamického systému (4,3,2) s pericdou
2P, Trajektorie pohybu prochazi néjakym intervalem ‘lE(x:~£,
J1+£> (pro £>0 ) vidy po Zk iteracich a vySetrujeme=1i

(2k)
(Wm,) ‘2)

pevné body zobrazeni F pri n&jakych pevnych potéteé=-

nich podminkéch w®

jevi se ném tento pohyb v uvedeném intervalu
zcela chaoticky, Vzdaiovénim se od akumulainiho bodu .l:

napravo zm&niuje se rovngi polet cYkld;, aZ se objevi chaoticky
pohyb na nejvétsSim spojitém intervalu, Existuji tudiZ intervaly
stability periodickych pohyba i v oblasti 1€ (1, 2).

Obecnd Fetenoj; objevi se nejprve periodicky pohyb s periodou N

(= 39507 voees) ktery proehézi bifurkaci zdvojeni periody tak, Ze

vznikaji periody ZQN s akumula&nim bodem pFi & —» 00, Nej=

vétsi interval pFislusi N=J a zatind hednotou A, =,
kterou uréime z podminky hranice stability (4,3,8) pro zobrazeni
(n+ G}, m
W 3)=’F (Wn. vl) / viz obr, 4,9c), S ristem . se nejpr=
ve objevi dva nové prlise¢iky s 1v0"3va"2 ptidemz v jednom'
fY
z nich je A <4 , coZ odpovidé stabilnimu pohybu a druhy je

nestabilni, Stabilni body se déle rozdvojuji jak bylo popséno
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vy8e} viz obr, 4,8d), Tento jev, kdy se objevi periodicky pohyb
v oblasti za pohybem chaotickym se nazyvé tangencidlni bifurkace
(Ott, 198l1), Ur&it; zda i v této oblasti dojde k chaotickému po=
hybu je oteviend otézka a je zatim zkouména;, vét$inou numericky,
Numerické experimenty ukazuji na obrovskou citlivost k pocdted-
nim podminkdmj vedouci k velmi dlouhym stabilnim perioddm bez ty=-
pickych priznakd chaosu., Pohyb md vice charakter intermitentni

turbulence (Eckmann, 1981),



4,3,2 Podivné atraktory

Velikost elementu objemu fazového prostoru L*QI vyjadifujici
mnoZinu blizkych stavd dynamického systému se s Sasem bud nem&ni
(pro nedisipativni systém) a nebo se zmenduje (pro disipativni
systém)4 viz obr, 4,1, Je-1li systém stabilni; pak dva libovolné
dostate&nd blizké body se v pribdhu casu jestd vice pribliZi, aZ
utvoii hromadny bod, obecn& otevifenou mnoZinu,zvanou atraktor =
viz kap, 4,3, Dochazi tak prfi vyvoji systému ke zmenSeni velikosti
objemu zaujimaného jeho stavem ve fazovém prostoru, wiz obr, 4,7
a 4,8, V pripadé kone&ného &i spofetného poltu stacionarnich stavi
je tento objem nulovy, UkéZeme nyni, Z2e i velikost mnoZiny stacio=-
nérnich stavd nelinedrnich disipativnich systémll, charakterizova-
nych podivaym atraktorem a jejichZ pohyb je chaoticky se rovnéz

zmensuje; i kdyZz v pondkud jiném smyslu,

Predpokladejme, Ze staciondrni pohyb dynamického systému je
periodicky, Poéet period je roven podtu pevnych bodi pfislusného
zobrazeni (napr, (4.,3.4)) a je v tomto smyslu roven poftu stacio-
nadrnich bod&, viz obr, 4,9d) pre ndjaké pevné 4 , Tyto pevné
body tvorfi atraktor daného zobrazeni a jejich velikost (mira v jed-
norozm&rném prostoru) je nulova, Ve dvourozm&rném prostoru mie
byt takovyto atraktor obecn& tvofen body &i kifivkami, v trojroz=-
mérném prostoru plochou, kiivkami &i body atd, pro i.vicerozm&rné
problémy, Tedy, vidy je mira atraktoru v pifisludném prostoru nulo=-
va, Na prvni pohled by se zddlo; Ze v3echny moZnosti jsou vyder=
pany, tj., Ze atraktory dynamickych disipativnich systémi (vietné&
podivnych atraktort) jsou mnoZiny miry nula, K odli%eni velikosti

atraktor( pouZivéme tzv, Hausdorffovy miry v prostorech s fraktdlai



S
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r b, /’17\""““

/

/
>3

(necelo&iselnou) dimenzi%*®)

d = e:m fn N(E)
£—>0 en(-g-)
(4,3,16)
(Mandelbrot, 1982), Podivné atraktory nazyvame takové oteviené
mnoZziny stacionarnich stavi disipativnich dynamickych systémd;,

které maji fraktalni dimenzi,

L)

M&jme n&jakou Hausdorffovu mnozinu4‘5)

» kterou pokryjeme systémem
N(e) "krychli v objemu ed‘u' Potom celkové mire (velikost &i
objem) uvaZované mnoZiny je n&jaké konelné redlné Cislo

52=N(e)ad. i)

ol nazyvéme Hausdorffovou dimenzi mno2iny a jeji definice
(4.3.16) plyne ze vztahu i), Dimenze d neni obecnd celé &islo
a proto se nazyva fraktalni dimenzi a odpovidajici mnoZina frak=

talem (St&pénekj 1987),

Pr6 obyéejné mnoZiny dévé definice (4,3,16) obvykle celoi=
selné dimenze, Tak pro mnoZinu izolovanych bodl méme N(€) =N
a d=0. Pro usetku délky L je N(e)=~"—, takfe d=1. Pro dvou-
rozmérnou plochu velikesti § plati N(e)‘-"zsz— a d=2.

Typickym p#ikladem mnoZiny s necelodiselnou dimenzi je Cantow
rova mnoZina, viz obr, 4,10, Tuto mnoZinu zkonstruujeme na inter=
valu X €<{0,1) tak, Ze odstranime stfedni tfetinu Xe€ —%—,—3&)
Zbylé dva intervaly rozd&lime op&t na tifetiny a odstranime z nich

'"brostfedni tfetinu a tento “proces nekonetndkrat opakujeme, To,

co z@stane, je nespoletna mnoZina hromadnych bodl, jejiZ Lebes=-
quova mira je nula (Kolmogorov;, Fo min, 1975), Takovouto mnoZinu

nazyvéme Cantorovou, Pro jeji pokryti plati



0 e A 1

O | c———

oVe Z¥s 237 8 4

L ] Po— oy ooy}

0 1

-t by b et fd g =B
Obr. 4.10

Prvni ti#i kroky p#i konstrukci Cantorovy mnoZiny



1 -
£=—3— , N(E) 2

2
ea.gi. N(£)=2
S AP P
(4 N2,
takZe podle (4,3.,16) je jeji dimenze rovna

bn 2
d”2n3

= 06309. 11)

V prostoru této fraktidlni dimenze je jeji délka podle i) rovna
jedné

Nalezeni velikosti fraktidlni dimenze atraktoru a nebo alespon
uréeni jejiho horniho odhadu je zadkladnim problémem této teorie,
V pfedchozi kapitole byla ukdzéna struktura mnoZiny stacionidr~-
nich stav@ dynamického systému (4,3,2), Ze schématického obr,
4,9d) je patrno; Ze pro J-<.Z: » kdy existuje jen nd&jaky kone&~
ny podet stacionémmich stavi;jje dimenze atraktoru d=0. Av3ak
pri d'—ﬁP.l: mé mnoZina stacionarnich stavd vlastnosti Cane-

4,6)

tarovy mnéziny a mbZzeme s ohledem na definici (4,3,16) pro

dimenzi atraktoru pséat

(4.3.17)
d-&'m [n? ' = pr‘o f)—.,.ao

Jdde o neurcdity vyraz, ktery nelze bez konkrétni kvantitativni
analyzy posloupnosti bifurkaci vy&islit, Pro fadu podivnych atrak=-

tord je fraktadlni dimenze nalezena numericky (Ottj; 1981),

Poznamenejme,; 2e CantOrova mnoZina ma vlastnosti mé¥itkové

podobnosti, Skute&né&;, diky jeji konstrukci; je mnoZina mezi body



O al stejnd jako jeji &ast mezi body O a 1/3; viz obr, 4.10,

Rozdil je pouze v jeji velikosti;, kterd je v poméru 3 : 1,

Jedna z moznosti jak odhadnout fraktdlni dimenzi podivného
atraktoru i ve vicerozméeném prostoru je pomoci tzv, Ljapunovo-
vych &isel eh kde i oznaduje dimenzi fézového prostoru ( i =

1,2%.00)s Pro piftipad dvourozmérné Poincarého mapy

(n+1) ny (N
Wy =Fw,w,

1) m
wz(n"‘ ,Fz W.‘ 'Wz )' (4.3.18)

viz napi, obr, 4,11 jsou Ljapunovova é&isla &,Q
i~ stifedni hodnoty hlavnich sm&rd prodlouZeni né&jakého malého kruhu,
L .
:é“éfi> Deformace n&jakého malého kruhu o polom&ru r (obecné ele=-

mentu plochy) za jednu iteraci je ur&ena vlastnimi &isly matice

. - .
af 4 (Wi(n;) Wz(m) ' alcz (an: Wzm))
I, aw,
j(nj B (n) (n) ’
n n
of (w " wy) (W™ W) (4,3.19)
i
oW, Iw, |
i J
m) ,
které oznacime K,, é o Viz kap,I.3.3, obr, I,3,3, Po n+l

iteracich mame n+l matic

(n) (=1 —(n-2) (0)
y A Ay MU bt

) ) ) v, (4,3.20)

kde :7m>je matice (4,3,19) pri poéateénich podminkéach “4“’\%f2

¥

viz obr, 4,11la), Ljapunovov ¢&isla pohybu (4,3.,18) definujeme ja=
ko stiedni geometriéky primér
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a)

Obr. 4.11

a) Po n-iteracich se dostateind maly kruh o poloméru r o

pFibliZnd ' transformuje na elipsu s poloosami (t,)n-r‘, (f.z) -r

b) Zobrazeni (4.3.23) pro 1,*-»?" -qg- Y (2 = 3.



1

(n-1) (n-2) 0w
E'Sn@w (L, 8y -, )
1
(n-1) ,(n-2) (OYA
b= lim (820 - = b))
2 n—ro : (4.3,21)

Tato &isla uréuji prom&rné nataZeni blizkych bodd,

Predpokladejme, Ze [, >ez . JestliZe je zobrazeni chaotické
pak musi byt &2>1 tak, Z2e vzdédlenost mezi dv&ma blizkymi body
se naristem iteraci (v prab8hu &asu) zvét3uje; viz obr, 4,.8b),
Pro £;£2<:1 je zobrazeni kontrahujici; viz obr, 4,8a) a pro
548234 se velikost plochy zachovavé, Vypocet 8, a eg 86 prova=
di v3tSinou numericky a v pripadd; Ze &7>1 povaZujeme pohyb
(4,3,18) za chaoticky,

Z praktickéhe hlediska je velice uZitelny vztah mezi Ljapue
novovymi &isly B; a fraktalni dimenzi podivmého atraktoru
(Kaplan, Yorke, 1979), Pro dvourozmdrné zobrazeni (4,3,18)

s 0,>1>0 ¢l <1 plati vztah

ol = { - _ff'_e_%_ . (4.3,.22)

i)
4
Tento vztah selhdvéd v ndkterych prfipadech, ve kterych Ljapunovova

¢isla zavisi na W, W, . Relaci (4.3,22) odvodime pomoci

tzv, pekar'ské transformace 4.7}

4,7)
Funkce mod (a,b); n&kdy pséno jako aumod b je rovna zbytku pii

d8leni &isla a &islem b, Je definovéna vztahem

moid (a,b)=a-[—%]-b ,

kde [%] je celd Cést Eisla % tak’ Ze [%] é—g—-




w(n+4)= odl (5 W(n) 4)

2

(n+4) e m  mod ( 2Win3 { )
SLW W, - 7 {4.3.23)
2

W,
Tato transformace sestéava ze dvou krokd, Prvni krok je natazeni
podle osy W, s koeficientem proloZeni 52 a kontrakce ve sméru
osy W, % 8 koeficientem kontrakce & + Ve druhém kroku, za pfed=
pokladu, Ze <Q je celé &€islo, je protaZensd plocha naskladéna do
jednotkového &tverce tak, jak je ukdzdno na obr, 4,11b) (srovnej
s obr, 4,8c)). Pro n—s>co vede tato transformace k podivnému

atraktoru,

Vlastni &isla matice Jﬁﬂ pro pekafskou transformaci (4,3.23)
jsou &, €, (6-6,<1). Po p iteracich) které reprezentuji
p=nédsobné zopakovani postupu na obr.4,11lb); bude pbvodni fézovy
prostor (tverec (w,w)e{01) ) tvofen (fiz,)'o svislymi
prouzky s tloustkou @ﬂ)é PouZzijeme nyni definici fraktéalni di=-
menze (4,3,16) s tim; Ze tuto mnoZinu (podivny atraktor) pokryje=

me Ctveredky se stranou o velikosti ee(&)P, jejichZ polet je
L, P
priblizZné& N(e)= (f,) ] viz obr, 4,11b),

Odvodili jsme vztah (4,3,22); ktery se uZivéd pfi odhadu frak=
talni dimenze podivnych atraktord soustav obydejnych diferencidl-
nich rovnic, Metody a pojmy uvedené v kap, 4,3 aZz 4,3,2 jsou zé=
kladni p#i uréovani vlastnosti chaosu), resp, turbulence (viz kap,

4,3.3),



4,3,3 Zédkladni scénéfe chaosu

Snaha nalézt zakonitosti v chaotickém pohybu dynamickych
disipativnich systémQ vede v prvnim piibliZeni k jednoduchym mo=-
deléim, Tyto modely vykazuji #adu vlastnostif které lze fyzikdlné&
interpretovat jako turbulenci; resp, obecné& jako chaos, Omezime
se na Ctyfi typické scénédre chaosuj které se v literatufe vysky=-
tuji nejlastdjij viz Tabulka 4,2, (Ott, 1981; Eckmann;, 1981;

_____ Horék, 1987, 1988),

ab L2l 7

Typické rysy, které doprovazi vznik chaosuj, resp, vznik po=

divného atraktoru, lze shrnout do nasledujiciho schématu

Bifurkace Podivny
D
Staciondrni Bifurkace na zdvojeni period atraktor|
e, ’
bod periodickou .
Nekoneéné mnoZstvi Podivny
orbitu i
@+bifurkaci zdvojeni atraktor
period a vznik
akumulaéniho bodu

Cesta oznatend (:) odpovidé Ruellové=Takensové a Pomeauovée
Mannevillové scéndiOm chaosu, Feigenbaumlv scénaf odpovida cestd
oznacené (:). Landau4'8)si prfedstavoval turbulenci jako hierar=
chii nestabilit narGstajici se zvétd3ujicim se Reynoldsovym &islem
Re, &islo Re hraje p*i proudé&ni vazké tekutiny roli parametru 4

priemZ kriticka hodnota Reynoldsova &isla Re (nad n{ je prou~

krit
déni s pln& vyvinutou turbulenci) odpovidé akumuladnimu bodu d: -

gt

4.8) V literaturfe je &asto nazyvan Landalv=Hopflv scénar
‘ turbulence,



Scénar Ruelle=Takens {1971) Feigenbaum (1978) Pomeau-Manneville Landau (1944,1986)
(1981)
Typ
bifurkace Hopfova,kap 4.2.2 Pitchfork,kap.4.2,1 Inverzni sedlovy bod, Hopfova,
a kap.4.3,1 kap.4.2.1 kap.4.2.2
P¥echod Pravdépodobné po tifechl Nekonetné posloupnost | Intermitentni pfechod vznik velkého
k chaosu bifurkaci