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ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è

u′(t) = F (u)(t), |u(0)− u(ω)| ≤ ζ(||u||C)

ãäå F : C(I; Rn) → L(I; Rn) íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, ζ : R+ → Rn
+ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

I = [0, ω] è ω > 0.
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1 Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü n ∈ N , I− íåêîòîðûé îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè, F : C(I;Rn) → L(I;Rn) íåïðåðûâíûé îïåðà-
òîð, ζ : R+ → Rn

+ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíî äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèå

u′(t) = F (u)(t) (1.1) 1.1

ïðè ñëåäóþùåì íåëèíåéíîì êðàåâîì óñëîâèè

|u(0)− u(ω)| ≤ ζ(||u||C). (1.2) 1.2

Òàê æå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F = (fi)n
i=1 ãäå fi : C(I;Rn) → L(I;R) íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû.

Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) ìû ïîíèìàåì àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ âåêòîð ôóíêöèþ v : I →
Rn, êîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó íà I óäîâëåòâîðÿåò (1.1), à ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (1.2)- ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.1) óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (1.2).

Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) íà îñíîâå
òåîðåì òèïà Êîíòè-Îïÿëÿ ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [3] è ìåòîäà èçó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ [6], [7].

1.2 Îñíîâíèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: N -ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; R =] −
∞,+∞[, R+ = [0,+∞[, Rn- ïðîñòðàíñòâî n− ìåðíûõ âåêòîðîâ ñòîëáöîâ x = (xi)n

i=1 ñ êîìïîíåíòàìè
xi ∈ R (i = 1, n) è íîðìîé ||x|| =

∑n
i=1 |xi|; Rn

+ = {(xi)n
i=1 ∈ Rn : xi ∈ R+, i = 1, n}; åñëè x, y ∈ Rn òî

x ≤ y ⇔ y − x ∈ Rn
+; åñëè x = (xi)n

i=1 ∈ Rn òî |x| = (|xi|)n
i=1; C(I;Rn)− ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ

âåêòîðíûõ x : I → Rn ôóíêöèé ñ íîðìîé ||x||C = maxt∈I{||x(t)||}, åñëè x = (xi)n
i=1 ∈ C(I;Rn) òî

|x|C = (||xi||C)n
i=1; L(I;Rn)− ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé x : I → Rn ñ íîðìîé

||x||L =
∫ ω

0
||x(s)||ds;
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def1.1 Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñêàæåì ÷òî ëèíåéíû îïåðàòîð ` : C(I;Rm) → L(I;Rn) m,n ∈ N ÿâëÿåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûì (íåïîëîæèòåëüíûì) åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ C(I;Rm

+ ) ñîáëþäàåòñÿ íåðàâåíñòâî
`(x)(t) ≥ 0 (`(x)(t) ≤ 0) ïðè t ∈ I. Ñêàæåì ÷òî ëèíåéíû îïåðàòîð ìîíîòîííûé åñëè îí íåîòðèöà-
òåëüíûé èëè íåïîëîæèòåëüíûé.

def1.3 Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñêàæåì ÷òî ôóíêöèÿ δ : I×R+ → Rn
+ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâóMI åñëè ïî÷òè

âñþäó íà I ôóíêöèÿ δ(t, ·) : R+ → Rn
+ íå óáûâàåò ïî âòîðîìó àðãóìåíòó è limρ→+∞

1
ρ

∫ ω

0
||δ(s, ρ)||Cds =

0.

def1.3 Îïðåäåëåíèå 1.3. Ñêàæåì ÷òî ôóíêöèÿ ζ : R+ → Rn
+ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó NI åñëè îíà íå

óáûâàåò limρ→+∞
1
ρ ||ζ(ρ)||C = 0.

Ðàññìîòðèì íà I ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

|v′(t)− g0(v)(t)| ≤ h(|v|)(t), (1.3) 1.4

ñ ïåðèîäè÷åñêèì êðàåâûì óñëîâèåì
v(0) = v(ω). (1.4) 1.5

def1.3 Îïðåäåëåíèå 1.4. Ñêàæåì ÷òî (p, q, h) ∈ Qω, åñëè :
(i) p, q, h : C(I;Rn) → L(I;Rn) íåîòðèöàòåëüíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû;
(ii) Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà g0 = (g0,i)n

i=1 ãäå g0,i : C(I;Rn) → L(I;R) (i = 1, n)
ëèíåéíûå ìîíîòîííûå îïåðàòîðû, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

p(|y|)(t) ≤ |g0(|y|)(t)| ≤ q(|y|)(t) ïðè t ∈ I, y ∈ C(I;Rn) (1.5) 1.6

çàäà÷à (1.3), (1.4) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

1.3 Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

theo2.1 Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ x, y ∈ C(I;Rn) ïî÷òè âñþäó íà I ñîáëþäàþòñÿ íåðàâåíñòâà

|F (x)(t)− g(x, x)(t)| ≤ h(|x|)(t) + δ(t, ||x||C), (1.6) 1.10

p(|y|)(t) ≤ |g(x, |y|)(t)| ≤ q(|y|)(t), (1.7) 1.11

ãäå

(p, q, h) ∈ Qω, (1.8) 1.12

δ ∈ MI , ζ ∈ NI , g ≡ (gi)n
i=1 : C(I;Rn) × C(I;Rn) → L(I;Rn) íåïðåðûâíûé îïåðàòîð è gi(x, ·) :

C(I;Rn) → L(I;R) (i = 1, n) ëèíåéíûå ìîíîòîííûå îïåðàòîðû äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé x ∈
C(I;Rn). Òîãäà çàäà÷à (1.1), (1.2) ðàçðåøèìà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà óñëîâèÿ (1.6), (1.7) ïðèíèìàþò âèä

|fi(x)(t)− gi(x, xi+1)(t)| ≤
i+1∑
j=2

hi,j(|xj |)(t) + δi(t, ||x||C) (i = 1, n), (1.9) 1.14

hi,i+1(|y|)(t)| ≤ |gi(x, |y|)(t)| ≤ qi(|y|)(t), (1.10) 1.15

ãäå x = (xi)n
i=1 ∈ C(I;Rn), y ∈ C(I;R), δ = (δi)n

i=1 ∈ MI , hn,n+1
def≡ hn,1 xn+1

def≡ x1 è hi,j , qi :
C(I;R) → L(I;R) (i, j = 1, n) íåîòðèöàòåëüíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ñ ýòîé öåëüþ îïðåäåëèì

ìàòðèöó A1 = (a(1)
i,j )n

i,j=1 ðàâåíñòâàìè

a
(1)
1,1 = −1, a

(1)
n,1 = ||hn,1||+ ||qn||/4, a

(1)
i,1 = 0 ïðè 2 ≤ i ≤ n− 1,

a
(1)
i+1,i+1 = ||hi+1,i+1|| − 1, a

(1)
i,i+1 = ||hi,i+1||+ ||qi||/4 ïðè 1 ≤ i ≤ n− 1, (1.11) 1.7

a
(1)
i,j = 0 ïðè i + 2 ≤ j ≤ n, a

(1)
i,j = ||hi,j || ïðè 3 ≤ j + 1 ≤ i ≤ n,
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à ìàòðèöû Ak = (a(k)
i,j )n

i,j=1, (k = 2, n) ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: A2 = A1,

a
(k+1)
i,j = a

(k)
i,j ïðè i ≤ k èëè j 6∈ {k, k + 1}, (1.12) 1.8

a
(k+1)
i,j = a

(k)
i,j + a

(k)
k,ja

(k)
i,k /|a(k)

k,k| ïðè k + 1 ≤ i ≤ n, k ≤ j ≤ k + 1. (1.13) 1.9

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå

cor1.1 Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ (1.9), (1.10) è

mes{t ∈ I : hi,i+1(1)(t) < |gi(x, 1)(t)|} > 0, (1.14) 1.16

ãäå δ = (δi)n
i=1 ∈ MI . Ïóñòü òàê æå ìàòðèöû Ak îïðåäåëeíû ðàâåíñòâàìè (1.11)-(1.13) è ñïðà-

âåäëèâû íåðàâåíñòâà

a
(k)
k,k < 0 (k = 2, n), (1.15) 1.17

n∏
j=1

∫ ω

0

(4hj,j+1(1)(s) + qj(1)(s))ds < 4n
n∏

j=2

|a(j)
j,j | (1.16) 1.18

è ζ ∈ NI . Òîãäà çàäà÷à (1.1), (1.2) ðàçðåøèìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó

u′i(t) = pi,i(u1, ..., un)(t)ui(τi,i(t)) + pi,i+1(u1, ..., un)(t)ui+1(τi,i+1(t)) + pi,0(t), (i = 1, n) (1.17) 1.19

ãäå un+1
def≡ u1, τn,n+1

def≡ τn,1, pn,n+1
def≡ pn,1, pi,0, pi,i, pi,i+1 : (C(I;R))n → L(I,R) íåïðåðûâíûå

îïåðàòîðû, pi,0 ∈ L(I;R) è τi,i, τi,i+1 : [0, ω] → [0, ω] èçìåðèìûå ôóíêöûè ïðè i = 1, n. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî

cor1.2 Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü ñóùåñòâóþóò ôóíêöèè hi,i, qi,0 ∈ L(I;R) (i = 1, n) òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîé

x = (xi)n
i=1 ∈ C(I;Rn), ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå I ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ

h1,1 ≡ 0, |pi,i(x1, ..., xn)(t)| ≤ hi,i(t), 0 < |pi,i+1(x1, ..., xn)(t)| ≤ qi,0(t) (i = 1, n). (1.18) 1.20

Ïóñòü òàê æå ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∫ ω

0

hi,i(s)ds < 1 (i = 2, n), (1.19) 1.21

n∏
i=1

∫ ω

0

qi,0(s)ds < 4n
n∏

i=2

(
1−

∫ ω

0

hi,i(s)ds
)
. (1.20) 1.22

Òîãäà çàäà÷à (1.17), (1.2) ðàçðåøèìà.

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó

u′′(t) = p(u, u′)(t)u(τ(t)) + p0(t), u(i)(0) = u(i)(ω) (i = 1, 2). (1.21) 1.23

ãäå p : C(I;R) × C(I;R) → L(I,R) íåïðåðûé îïåðàòîð, p0 ∈ L(I,R) è τ : [0, ω] → [0, ω] èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

cor1.3 Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ q ∈ L(I;R) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé x = (x1, x2) ∈
C(I;R2), ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå I ñîáëþäàåòñÿ óñëîâèå 0 < |p1(x1, x2)(t)| ≤ q(t) è∫ ω

0

q(s)ds <
16
ω

. (1.22) 1.24

Òîãäà çàäà÷à (1.21) ðàçðåøèìà.

rem1.1 Çàìå÷àíèå 1.1. Êàê âèäíî èç ðàáîòû [7], åñëè p(x1, x2)(t) ≡ q(t) òî óñëîâèå (1.22) ãàðàíòèðóåò
ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.21) è ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â òîì ñìûñëå ÷òî åãî íåâîçìîæíî çàìåíèòü
óñëîâèåì

∫ ω

0
q(s)ds < 16/ω + ε íå äëÿ êàêîãî ε > 0. Ñëåäîâàòåëüíî óñëîâèå (1.16) òàêæå îïòèìàëüíî

â óïîìÿíóòîì ñìûñëå.
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2 Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ

lemm 2.1 Ëåììà 2.1. Ïóñòü ìàòðèöû Ak (k = 1, n) îïðåäåëåíû îòíîøåíèÿìè (1.11)-(1.13). Òîãäà ñïðàâåä-
ëèâû íåðàâåíñòâà

a
(m)
i,j ≥ 0 ïðè i 6= j, m = 1, n, (2.1m) 2.1-m

a
(n)
n,1 = a

(1)
n,1, (2.20) 2.2-0

a
(λ)
i,j ≤ a

(m)
i,j ïðè i ≥ m ≥ 2, j ≥ m, λ ≤ m. (2.2m) 2.2-m

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö A1, A2 ñðàçó ñëåäóþò (2.11) è (2.22). Äîïóñòèì (2.1m)
ñîáëþäàåòñÿ ïðè m = 3, ..,m0 (m0 < n) è äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (2.1m0+1). Åñëè i ≤ m0 èëè j 6∈
{m0, m0 +1}, èç (1.12) ñðàçó ñëåäóåò (2.1m0+1), à â ñëó÷àå i ≥ m0 +1, j ∈ {m0, m0 +1}, íåðàâåíñòâî
(2.1m0+1) âûòåêàåò èç (1.13). Òåïåðü äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (2.2m). Äîïóñòèì j ≥ m+1. Òîãäà èç
(1.12) ÿñíî

a
(λ)
i,j = a

(λ+1)
i,j = ... = a

(m)
i,j ïðè j ≥ m + 1, i ≥ m, λ ≤ m. (2.3) 2.3

Ïóñòü òåïåðü j = m. Òîãäà èç (1.12) ïîëó÷èì a
(λ)
i,m = a

(λ+1)
i,m = ... = a

(m−1)
i,m ïðè λ ≤ m ≤ i. îòñþäà

è èç (2.1m), (1.13) ñëåäóåò a
(m)
i,m = a

(m−1)
i,m +

a
(m−1)
m−1,ma

(m−1)
i,m−1

|a(m−1)
m−1,m−1|

≥ a
(m−1)
i,m = a

(λ)
i,m ïðè i ≥ m, λ ≤ m, ÷òî

âìåñòå ñ (2.3) äîêàçûâàåò (2.1m) ïðè j ≥ m, i ≥ m.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå òðèâèàëüíîå ïðåäëîæåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ìîæíî
íàéòè â ðàáîòå [6].

lemm 2.2 Ëåììà 2.2. Ïóñòü σ ∈ {−1, 1} è σ` : C(I;R) → L(I;R) íåîòðèöàòåëüíûé ëèíåèíûé îïåðàòîð è

m = −mint∈I{x(t)}, M = maxt∈I{x(t)}. Òîãäà

−m|`(1)(t)| ≤ σ`(x)(t) ≤ M |`(1)(t)| ïðè t ∈ I, x ∈ C(I;R).

lemm 2.3 Ëåììà 2.3. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíûé `1 : C(I;R) → L(I;R) è ìîíîòîííûé `2 : C(I;R) → L(I;R)
ëèíåéíûå îïåðàòîðû òàêîâû, ÷òî

`1(|x|)(t) ≤ |`2(|x|)(t)| ïðè t ∈ I, x ∈ C(I;R), (2.4) 2.4

è mes{t ∈ I : `1(1)(t) < |`2(1)(t)|} > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé x ∈ C(I;R), òàêîé ÷òî |x(t)| > 0 èìååì

mes{t ∈ I : `1(|x|)(t) < |`2(x)(t)|} > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = mint∈I{|x(t)|}, y(t) = x(t) − α è ÷èñëî σ ∈ {−1, 1} îïðåäåëåíî
ðàâåíñòâîì σ`2(1)(t) ≥ 0. Òîãäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðîâ `1, `2 è óñëîâèÿ (2.4) èìååì
0 ≤ |`2(|y|)(t)| − `1(|y|)(t) = σ`2(|x|)(t) − `1(|x|)(t) − α(σ`2(1)(t) − `1(1)(t)). Îòêóäà â ñèëó òîãî ÷òî
mes{t ∈ I : `1(1)(t) < |`2(1)(t)|} > 0. ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

|v′i(t)− g0,i(vi+1)(t)| ≤
i+1∑
j=2

hi,j(|vj |)(t) (i = 1, n), (2.5i) 2.5-i

vi(0) = vi(ω) (i = 1, n), (2.6) 2.6

ïðè óñëîâèè, ÷òî hn,n+1
def≡ hn,1 è vn+1

def≡ v1. Îïðåäåëèì ëèíåéíûå îïåðàòîðû Ii : C(I;Rn) → C(I;R)
ðàâåíñòâàìè Ii(x)(t) = xi(t), ôóíêöèîíàëû ∆i : C(I;Rn) → R+ ðàâåíñòâàìè ∆i(x) = maxt∈I{xi(t)}−
mint∈I{xi(t)} (i = 1, n) åñëè x = (xi)n

i=1 è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ,

p = (hi,i+1 ◦ Ii)n
i=1, q = (qi ◦ Ii)n

i=1, g0 = (g0,i ◦ Ii)n
i=1, h = (

i+1∑
j=2

hi,j ◦ Ij)n
i=1. (2.7) 2.7
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lemm 2.4 Ëåììà 2.4. Ïóñòü ëèíåéíûå ìîíîòîííûå g0,i : C(I;R) → L(I;R) è íåîòðèöàòåëüíûå pi, qi, hi,j :
C(I;R) → L(I;R) (i, j = 1, n) îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

hi,i+1(|x|)(t)| ≤ |g0,i(|x|)(t)| ≤ qi(|x|)(t) ïðè t ∈ I, x ∈ C(I;R), (2.8) 2.8

mes{t ∈ I : hi,i+1(1)(t) < |g0,i(1)(t)|} > 0 (2.9) 2.9

ïðè i = 1, n. Ïóñòü òàêæå ìàòðèöû Ak îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (1.11)-(1.13) è ñîáëþäàþòñÿ

íåðàâåíñòâà (1.15) è (1.16). Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (1.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî âêëþ÷åíèå (1.8) áóäåò ñîáëþäàòüñÿ åñëè çàäà÷à ((2.5i))n
i=1, (2.6) èìååò

òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî v = (vi)n
i=1 íåíóëåâîå ðåøåíèå çàäà÷è ((2.5i))n

i=1,
(2.6). Ïóñòü òåïåðü

k0 = min{k ∈ {2, ..., n} : vk 6≡ 0}, (2.10) 2.10

è äîêàæåì íåðàâåíñòâà

0 < ||vk||C ≤ ∆k(v) ïðè k = 1, k0 ≤ k ≤ n, (2.11k) 2.11-k

0 ≤ a
(k)
k,k∆k(v) + a

(k)
k,k+1∆k+1(v) ïðè k0 ≤ k ≤ n, (2.12k) 2.12-k

ãäå a
(1)
n,n+1

def= a
(1)
n,1 è ∆n+1

def≡ ∆1.
Îïðåäåëèì ÷èñëà Mk,mk ∈ R, t′k, t′′k ∈ I ðàâåíñòâàìè

Mk = vk(t′k) = max
t∈I

{vk(t)}, −mk = vk(t′′k) = min
t∈I

{vk(t)}. (2.13k) 2.13-k

Eñëè t′k < t′′k , ïóñòü I
(1)
k

def≡ [t′k, t′′k ], I
(2)
k

def≡ I \ I
(1)
k . Èç (2.10) ÿñíî ÷òî

vk0 6≡ 0. (2.14) 2.14

Èç (2.5k0−1) ñ ïîìîùüþ (2.10) ïîëó÷èì |g0,k0−1(vk0)(t)| ≤ hk0−1,k0(|vk0 |)(t). Äîïóñòèâ ÷òî |vk0(t)| > 0
â âèäó (2.8) è (2.9) èç Ëåììû 2.3 ïðè `1 = hk0−1,k0 , `2 = g0,k0−1 ñëåäóåòmes{t ∈ I : hk0−1,k0(|vk0 |)(t) <
|g0,k0−1(vk0)(t)|} > 0. ×òî è ïðîòèâîðå÷èò ñ ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì, ò.å., ñóùåñòâóåò t0 ∈ I òàêîå
÷òî vk0(t0) = 0. Îòñþäà â ñèëó (2.14) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü (2.11k0).

Â âèäó îáîçíà÷åíèé (2.13k0), ïðè t′k0
< t′′k0

(ïðè t′′k0
< t′k0

ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû), èíòåãðèðóÿ

(2.5k0) íà I
(r)
k0

ñ ó÷¼òîì (1.11), (1.15), (2.6), (2.10), (2.11k0) è (2.2k0) ïðè λ = 1, i = j = k0 ïîëó÷èì

0 < −a
(k0)
k0,k0

∆k0(v) ≤ Br,k0 (2.15r) 2.15-r

ïðè r = 1, 2, åñëè Br,k =
∫

I
(r)
k

(hk,k+1(|vk+1|)(s)ds+(−1)r+1g0,k(vk+1)(s))ds. Ïóñòü g0,k0 íåîòðèöàòåëü-

íûé îïåðàòîð è äîïóñòèì ÷òî vk0+1(t) çíàêîïîñòîÿííà. Òîãäà åñëè (−1)rvk0+1(t) ≥ 0, òî íåðàâåíñòâî
(2.15r) ïðîòèâîðå÷èò ñ (2.8). Çíà÷èò íàøå äîïóùåíèå íåâåðíî è vk0+1 çíàêîïåðåìåííà, ò.å ñîáëþäà-
åòñÿ íåðàâåíñòâî (2.11k0+1) ((2.111) ïðè k0 = n) à òàêæå â âèäó îáîçíà÷åíèè (2.13k0+1), Mk0+1 >

0, mk0+1 > 0. Â òàêîì ñëó÷àå èç (2.15r) â ñèëó Ëåììû 2.2 è óñëîâèÿ (2.8) ïîëó÷èì −a
(k0)
k0,k0

∆k0(v)−
||hk0,k0+1||∆k0+1(v) ≤ Mk0+1

∫
I
(1)
k0

qk0(1)(s)ds è −a
(k0)
k0,k0

∆k0(v)− ||hk0,k0+1||∆k0+1(v) ≤ mk0+1 ×
×

∫
I
(2)
k0

qk0(1)(s)ds. Åñëè ëåâàÿ ñòîðîíà ýòèõ íåðàâåíñòâ íåîòðèöàòåëüíà, ïåðåìíîæèâ èõ ñ ó÷¼-

òîì èçâåñòíîãî ÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà 4AB ≤ (A + B)2, â âèäó (1.11) ïîëó÷èì 0 ≤ a
(k0)
k0,k0

∆k0(v) +

a
(1)
k0,k0+1∆k0+1(v) (åñëè ëåâàÿ ñòîðîíà ýòèõ íåðàâåíñòâ îòðèöàòåëüíà, òî ýòî íåðàâåíñòâî òåì áîëåå
ñïðàâåäëèâî), îòêóäà ñ ó÷¼òîì (2.20) ïðè k0 = n è (2.2k0) ïðè λ = 1, i = k0, j = k0 + 1, k0 < n,
ñëåäóåò (2.12k0). Àíàëîãè÷íî èç (2.15r) ïîëó÷èì (2.11k0+1) ((2.111) ïðè k0 = n) è (2.12k0) è â ñëó÷àå
íåïîëîæèòåëüíîñòè îïåðàòîðà g0,k0 . Èòàê ìû äîêàçàëè ïðåäëîæåíèå:

i. Ïðè 2 ≤ k0 ≤ n ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (2.11k0), (2.11k0+1) ((2.111) ïðè k0 = n) è (2.12k0).
Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå: ii. Ïóñòü k1 ∈ {k0, ..., n − 1} òàêîå, ÷òî ñîáëþäàþòñÿ

(2.11k),(2.12k) ïðè k = k0, k1, è (2.11k1+1). Òîãäà òàêæå áóäóò ñîáëþäåíû íåðàâåíñòâà (2.11k1+2) ïðè
k1 ≤ n− 2, (2.111) ïðè k1 = n− 1 è (2.12k1+1).
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Â âèäó îáîçíà÷åíèé (2.13k1+1), ïðè t′k1+1 < t′′k1+1 (ïðè t′′k1+1 < t′k1+1 ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû),

èíòåãðèðóÿ (2.5k1+1) íà I
(r)
k1+1 ñ ó÷¼òîì (2.6) è (2.10) ïîëó÷èì∆k1+1(v) ≤

∑k1+1
j=k0

∫
I
(r)
k1+1

hk1+1,j(vj)(s)ds+

Br,k1+1 ïðè r = 1, 2, îòêóäà ñ ó÷¼òîì (1.11), (2.11k) ïðè k = k0, ..., k1 + 1, è (2.2k0) ïðè λ = 1, i =
k1 + 1, j = k0, ..., k1 + 1 ïîëó÷èì 0 ≤

∑k1+1
j=k0

a
(k0)
k1+1,j∆j(v) + Br,k1+1. Óìíîæàÿ (2.12k) íà a

(k)
k1+1,k/|a(k)

k,k|
ïðè k ∈ {k0, ..., k1} â ñèëó (1.15) ïîëó÷èì

0 ≤ −a
(k)
k1+1,k∆k(v) +

a
(k)
k,k+1

|a(k)
k,k|

a
(k)
k1+1,k∆k+1(v). (2.16k) 2.16-k

Ñêëàäûâàÿ ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî è (2.16k0) ñ ó÷¼òîì (1.13) ïðè k = k0, i = k1 + 1, j = k0 + 1,

(2.11k) ïðè k = k0 + 1, k1 + 1 è (2.2k0+1) ïðè i = k1+1, j ≥ k0+2 ïîëó÷èì 0 ≤
∑k1+1

j=k0+1 a
(k0+1)
k1+1,j∆j(v)+

Br,k1+1. Ïðèáàâëÿÿ ê ýòîìó íåðàâåíñòâó (2.16k) ïîî÷åð¼äíî ïðè âñåõ k = k0 + 1, ..., k1 ïðèä¼ì ê
íåðàâåíñòâó

0 < −a
(k1+1)
k1+1,k1+1∆k1+1(v) ≤ Br,k1+1. (2.17) 2.17

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê èç (2.15r) ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâà (2.11k0+1) è (2.12k0), èç (2.17) ïîëó÷èì
(2.11k1+2) ((2.111) ïðè k0 = n− 1) è (2.12k1+1).

Èç ïðåäëîæåíèé i. è ii. ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (2.111), (2.11k)
è (2.12k) (k = k0, n).

Ïóñòü ðåøåíèå v çàäà÷è ((2.5i))n
i=1, (2.6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

v1 6≡ 0, vi ≡ 0 ïðè 2 ≤ i ≤ n. (2.18) 2.18

Òîãäà èç (2.51) è (2.5n) ñëåäóåò v′1(t) ≡ 0 è |g0,n(v1)(t)| ≤ hn,1(|v1|)(t). Äîïóñòèâ ÷òî |v1(t)| > 0
â âèäó (2.8) è (2.9) èç Ëåììû 2.3 ïðè `1 = h0,1, `2 = g0,n ñëåäóåò mes{t ∈ I : |g0,n(v1)(t)| ≥
hn,1(|v1|)(t)} > 0. ×òî è ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì, ò.å ñóùåñòâóåò t0 ∈ I òàêîå ÷òî v1(t0) = 0,
÷òî âìåñòå ñ óñëîâèåì v′1(t) ≡ 0 ïðîòèâîðå÷èò ñ (2.18). Çíà÷èò ñóùåñòâóåò k0 ∈ {2, ..., n} òàêîå
÷òî vk0 6≡ 0. Òåì ñàìûì ñîáëþäàþòñÿ íåðàâåíñòâà (2.11k) ïðè k = 1, k0 ≤ k ≤ n è (2.12k) ïðè
k0 ≤ k ≤ n, ò.å. v1 6≡ Const. â âèäó îáîçíà÷åíèé (2.131), ïðè t′1 < t′′1 (ïðè t′′1 < t′1 ðàññóæäåíèÿ

àíàëîãè÷íû), èíòåãðèðóÿ (2.51) íà I
(r)
1 ñ ó÷¼òîì (1.11), (2.6), (2.111) ïîëó÷èì 0 < −a

(1)
1,1∆1(v) ≤∫

I
(r)
1

(h1,2(|v2|)(s)ds + (−1)r+1g0,1(v2)(s))ds. Ïóñòü g0,1 íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð è äîïóñòèì ÷òî v2

çíàêîïîñòîÿííà. Òîãäà åñëè (−1)rv2(t) ≥ 0, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ñ (2.8). Çíà÷èò
íàøå äîïóùåíèå íåâåðíî è v2 çíàêîïåðåìåííà, ò.å ñîáëþäàþòñÿ íåðàâåíñòâà (2.112) à òàêæå â âèäó
îáîçíà÷åíèè (2.132), M2 > 0, m2 > 0. Â òàêîì ñëó÷àå èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â ñèëó ëåììû 2.2

è óñëîâèÿ (2.8) ïîëó÷èì −a
(1)
1,1∆1(v)−||h1,2||∆2(v) ≤ M2

∫
I
(1)
2

q1(1)(s)ds è −a
(1)
1,1∆1(v)−||h1,2||∆2(v) ≤

m2

∫
I
(2)
2

q1(1)(s)ds. Ïåðåìíîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà ñ ó÷¼òîì èçâåñòíîãî ÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà 4AB ≤

(A + B)2 è (1.3) ïîëó÷èì 0 ≤ a
(1)
1,1∆1(v) + a

(1)
1,2∆2(v). Çíà÷èò ñîáëþäàþòñÿ âñå íåðàâåíñòâà (2.12k)

(k = 1, n). Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç (1.11)�(1.13) è ëåììû 2.1 ÿñíî, ÷òî a
(1)
1,1 = −1, a

(n)
n,1 = a

(1)
n,1, a

(k)
k,k+1 =

a
(1)
k,k+1 = ||hk,k+1||+ 1

4 ||qk|| ïðè 1 ≤ k ≤ n−1. Ïåðåìíîæèâ âñå íåðàâåíñòâà (2.12k) (k = 1, n) ñ ó÷¼òîì
ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ (1.16). Çíà÷èò íàøå äîïóùåíèå íåâåðíî è v ≡ 0.

lemm 2.5 Ëåììà 2.5. Ïóñòü ñîáëþäàåòñÿ âêëþ÷åíèå (1.8). Òîãäà íàéä¼òñÿ ρ0 ∈ R+ òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ

δ ∈ MI , ζ ∈ NI è ëþáîãî îïåðàòîðà g0 = (g0,i)n
i=1 êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.5), ãäå

g0,i : C(I;Rn) → L(I;R) (i = 1, n) ëèíåéíûå ìîíîòîííûå îïåðàòîðû, êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è

|x′(t)− g0(x)(t)| ≤ h(|x|)(t) + δ(t, ||x||C), |x(0)− x(ω)| ≤ ζ(||x||C), (2.19) 2.19

äîïóñêàåò îöåíêó

||x||C ≤ ρ0

( ∫ ω

0

||δ(s, ||x||C)||ds + ||ζ(||x||C)||
)
. (2.20) 2.20

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ëåììà íåâåðíà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N è íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî
σ = (σi)n

i=1 ãäå σi ∈ {−1, 1} (i = 1, n) íàéäóòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð gk : C(I;Rn) → L(I,Rn),
ôóíêöèè δk ∈MI , ζk ∈ NI òàêèå ÷òî ïî÷òè âñþäó íà I

p(|x|)(t) ≤ σgk(|x|)(t) ≤ q(|x|)(t), (2.21) 2.21
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ïðè x ∈ C(I;Rn) è ðåøåíèå xk çàäà÷è

|x′k(t)− gk(xk)(t)| ≤ h(|xk|)(t) + δk(t, ||xk||C),
|xk(0)− xk(ω)| ≤ ζk(||xk||C),

(2.22) 2.23

òàêîå ÷òî

||xk||C > k
( ∫ ω

0

||δk(s, ||xk||C)||ds + ||ζk(||xk||C)||
)
. (2.23) 2.24

Ñ íà÷àëî äîêàæåì, ÷òî èç (gk)+∞k=1 ìîæíî âûäåëèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (gk,k)+∞k=1 êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ
ê íåêîòîðîìó îïåðàòîðó g0 : C(I;Rn) → L(I;Rn), ò.e., ÷òî

lim
k→+∞

∫ t

0

gk,k(x)(s)ds =
∫ t

0

g0(x)(s)ds ðàâíîìåðíî íà I, (2.24) 2.25

ãäå g0 òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà I

p(|x|)(t) ≤ σg0(|x|)(t) ≤ q(|x|)(t), (2.25) 2.26

ïðè x ∈ C(I;Rn). Ïóñòü {y1, y2, ...} ⊂ C(I;Rn) íåêîòîðîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â C(I;Rn). Â âè-

äó (2.21) è ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà q, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wk(y1)(t) =
∫ t

0
gk(y1)(τ)dτ (k ∈ N) ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åíà è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà íà I. Òîãäà â ñèëó ëåììû Àðöåëà-Àñêîëè èç (gk)+∞k=1

ìîæíî âûäåëèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (g1,k)+∞k=1 òàêóþ ÷òî w1,k(y1)(t) =
∫ t

0
g1,k(y1)(τ)dτ (k ∈ N)

áóäåò ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ íà I. Àíàëîãè÷íî èç (g1,k)+∞k=1 ìîæíî âûäåëèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(g2,k)+∞k=1 òàêóþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w2,k(y2)(t) =
∫ t

0
g2,k(y2)(τ)dτ (k ∈ N) áóäåò ðàâíîìåð-

íî ñõîäèòüñÿ íà I. Ïðîäîëæèâ ýòîò ïðîöåññ áåñêîíå÷íî, ïîëó÷èì ñèñòåìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(gi,k)+∞k=1 (i ∈ N) òàêóþ, ÷òî ïðè ëþáûõ i, j ∈ N è j ≥ i, (gj,k)+∞k=1 ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (gi,k)+∞k=1, ïðè÷¼ì wj,k(yi)(t) =
∫ t

0
gj,k(yi)(τ)dτ (k ∈ N) ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ

íà I. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (gk,k)+∞k=1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè êàæäîì i ∈ N ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (wk,k(yi))+∞k=1 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó

(2.21) èìååì ||wk,k(y)(t) − wk,k(y)(s)|| ≤ ||y||C
∫ t

s
||q(e)(τ)||dτ ïðè 0 ≤ s ≤ t ≤ ω, åñëè e = (ei)n

i=1

ãäå ei = 1, (i = 1, n). Ïî ýòîìó â ñèëó òåîðåìû Áàíàõà- Øòåéíõàóñà ( [5], ãë. VII, �1, òåîðåìà 3),
ñóùåñòâóåò òàêîé îïåðàòîð w0 : C(I;Rn) → C(I;Rn), ÷òî

lim
k→+∞

wk,k(y)(t) = w0(y)(t) ðàâíîìåðíî íà I. (2.26) 2.28

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ âûðàæåíèé ÿñíî, ÷òî ||w0(y)(t) − w0(y)(s)|| ≤ ||y||C× ×
∫ t

s
||q(e)(τ)||dτ, ïðè 0 ≤

s ≤ t ≤ ω, ò.å. äëÿ ëþáîãî y ∈ C(I;Rn) âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ w0(y) : I → Rn àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è

w0(y)(t) =
∫ t

0
g0(y)(s)ds ãäå g0(y)(t) = d

dt [w0(y)(t)]. Îòñþäà ñëåäóåò ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà g0. Òàêæå
â ñèëó (2.26) ñîáëþäàåòñÿ (2.24) è ïîýòîìó íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòü ìîæåì äîïóñòèò, ÷òî

lim
k→+∞

∫ t

0

gk(x)(s)ds =
∫ t

0

g0(x)(s)ds ðàâíîìåðíî íà I. (2.27) 2.29

Èíòåãðèðóÿ (2.21) îò s äî t ïðè t > s, ðàçäåëèâ íà t− s è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → +∞ à ïîòîì
óæå ïðè s → t â ñèëó (2.27) óäîñòîâåðèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (2.25). Òàêæå èç óñëîâèÿ (2.25) ñëåäóåò,
÷òî g0,i (i = 1, n) ëèíåéíûå ìîíîòîííûå îïåðàòîðû è çíà÷èò g0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.5).

Ïîëîæèì òåïåðü zk(t) = xk(t)||xk||−1
C , δ̃k(t, ||xk||C) = δk(t, ||xk||C)||xk||−1

C , ζ̃k(||xk||C) = ζk(||xk||C)||xk||−1
C .

Òîãäà
||zk||C = 1. (2.28) 2.30

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç (2.22) è (2.23) èìååì

|z′k(t)− gk(zk)(t)| ≤ h(|zk|)(t) + δ̃k(t, ||xk||C), |zk(0)− zk(ω)| ≤ ζ̃k(||xk||C), (2.29) 2.31∫ ω

0

||δ̃k(s, ||xk||C)||ds ≤ 1/k, ||ζ̃k(||xk||C)|| ≤ 1/k. (2.30) 2.32
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Ñ ó÷¼òîì (2.21), (2.28) è (2.30) èç (2.29) ïîëó÷èì

|zk(t)− zk(s)−
t∫

s

gk(zk)(τ)dτ | <
t∫

s

h(|zk|)(τ)dτ +

t∫
s

δ̃k(τ, ||xk||C)dτ. (2.31) 2.33

è ||zk(t)−zk(s)|| ≤ 1/k+
∫ t

s
α(τ)dτ ãäå α(t) = ||q(e)(t)||+ ||h(e)(t)||. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zk)+∞k=1

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà è ïî ëåììå Àðöåëà-Àñêîëè áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, å¼ ìîæåì ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåé. Ïóñòü v(t) = limk→+∞ zk(t). Òîãäà â ñèëó (2.21)
è (2.28) ïîëó÷èì ÷òî

||v||C = 1, (2.32) 2.34

è ||
∫ t

s
(gk(zk)(τ)− g0(zk)(τ))dτ || ≤

∫ t

s
||gk(zk − v)(τ)||dτ + ||

∫ t

s
(gk(v)(τ)−

−g0(v)(τ))dτ || ≤ ||q(e)||L||zk − v||L + ||
∫ t

s
gk(v)(τ) − g0(v)(τ))dτ || ïðè 0 ≤ s ≤ t ≤ ω. Îòñþóäî

íà îñíîâå (2.27) ïîëó÷èì limk→+∞
∫ t

s
gk(zk)(τ)dτ =

∫ t

s
g0(v)(τ)dτ ïðè 0 ≤ s ≤ t ≤ ω. Ñ ó÷¼-

òîì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, (2.29) è (2.30) èç (2.31) ñëåäóåò ÷òî v óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|v(t) − v(s) −
∫ t

s
g0(v)(τ)dτ | <

∫ t

s
h(|v|)(τ)dτ ïðè 0 ≤ s ≤ t ≤ ω è óñëîâèÿì (1.4). Èç ïîñëåäíåãî

íåðàâåíñòâà ÿñíî, ÷òî v : I → Rn àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ. À òàêæå ðàçäåëèâ
îáà å¼ ÷àñòè íà t − s è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè s → t, ïîëó÷èì, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà I ñîáëþäàåòñÿ
íåðàâåíñòâî (1.3), ò.å v ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.3),(1.4). Òîãäà â âèäó âêëþ÷åíèÿ (1.8) èìååì
v ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñ (2.32). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.

3 Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

|x′(t)− g(x, x)(t)| ≤ h(|x|)(t) + δ(t, ||x||C), |x(0)− x(ω)| ≤ ζ(||x||C) (3.1) 3.1

è çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâ MI ,NI è óñëîâèé δ ∈ MI , ζ ∈ NI ñóùåñòâóåò ρ∗ > 0
òàêàÿ, ÷òî

ρ0

(
||ζ(ρ)||C +

∫ ω

0

||δ(s, ρ)||ds
)

< ρ ïðè ρ ≥ ρ∗, (3.2) 3.2

ãäå ρ0 êîíñòàíòà óïîìÿíóòàÿ â ëåììå 2.5. Äîïóñòèì, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1). Òîãäà
åñëè ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå g0(z)(t) = g(x, z)(t) â âèäó óñëîâèè (1.7) è (1.8) ñîáëþäàþòñÿ âñå òðåáîâàíèÿ
ëåììû 2.5, îòêóäà ñ ó÷¼òîì (3.2) ñëåäóåò îöåíêà

||x||C ≤ ρ∗. (3.3) 3.3

Ïóñòü

σ(ρ)(t) =


1 ïðè 0 ≤ ρ ≤ ρ∗

2− ρ/ρ∗ ïðè ρ∗ < ρ < 2ρ∗

0 ïðè ρ ≥ 2ρ∗
. (3.4) 3.4

Äëÿ ëþáîãî x ∈ C(I;Rn) ïîëîæèì F̃ (x)(t) = σ(||x||C)(F (x)(t)− g(x, x)(t)) è ðàññìîòðèì çàäà÷ó

y′(t) = g(x, y)(t) + F̃ (x)(t), y(0)− y(ω) = ζ(||x||C). (3.5) 3.5

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (1.7) è (1.8) îäíîðîäíàÿ çàäà÷à y′(t) = g(x, y)(t), y(0)− y(ω) = 0 èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå è ||g(x, y)(t)|| ≤ ||y||C ||q(e)(t)||, ÷òî ïî òåîðåìå 1.1 ðàáîòû [4] ãàðàíòèðóåò
îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (3.5). Ïóñòü Ω : C(I;Rn) → C(I;Rn) îïåðàòîð êîòîðûé êàæäîìó
x ∈ C(I;Rn) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå y, ðåøåíèå çàäà÷è (3.5). â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.6 ðàáîòû [4], Ω
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó (1.6) è (3.4) ïîëó÷èì îöåíêè

|F̃ (x)(t)| ≤ h(|x|)(t) + δ(t, ||x||c) è |F̃ (x)(t)| ≤ η(t) (3.6) 3.6

ãäå η(t) = 2ρ∗h(e)(t) + δ(t, 2ρ∗). Îòñþäà ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ C(I;Rn) âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ
y(t) = Ω(x)(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì |y′(t)− g(x, y)(t)| ≤ h(|x|)(t) + δ(t, ||x||C), |y(0)− y(ω)| ≤
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ζ(||x||C). Òîãäà â ñèëó ëåììû 2.5 ïðè g0(z)(t) = g(x, z)(t) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.20) è
â âèäó óñëîâèé δ ∈ MI , ζ ∈ NI íàéä¼òñÿ ïîñòîÿííàÿ ρ1 > 0 òàêàÿ, ÷òî ||x||C ≤ ρ1. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû â âèäó (1.7), (3.4) è (3.6) èç (3.5) ïîëó÷èì îöåíêó ||Ω(y)(t)−Ω(y)(s)|| ≤
∫ t

s
α(τ)dτ ãäå α(t) =

2ρ∗||q(e)(t)|| + η(t). Ñëåäîâàòåëíî, îïåðàòîð Ω ïðåîáðàçóåò øàð Cρ1 = {x ∈ C(I;Rn) : ||x||C ≤ ρ1}â
ñâîå æå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå Øàóäåðà, íàéä¼òñÿ x ∈ Cρ1 òàêàÿ, ÷òî
x(t) = Ω(x)(t) ïðè t ∈ I. Çíà÷èò x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

x′(t) = g(x, x)(t) + F̃ (x)(t), x(0)− x(ω) = ζ(||x||C). (3.7) 3.7

Íî â òàêîì ñëó÷àå â âèäó (3.6), x áóäåò òàêæå ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(3.3). Òîãäà â ñèëó (3.4) è îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà F̃ , èç (3.7) ñëåäóåò ÷òî u = x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (1.1),(1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.1. Ïóñòü g(x, y) = (gi(x, y))n
i=1. Òîãäà â âèäó îáîçíà÷åíèè (2.7) èç

(1.9) è (1.10) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëàâèé (1.6), (1.7). À òàêæå â ñèëó ëåììû 2.4 èç (1.10)-(1.16)
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ (1.8). Çíà÷èò ñîáëþäåíû âñå òðåáîâàíèÿ Òåîðåìû 1.1. Oòêóäa è
âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íàøåãî ñëåäñòâèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.2. Ïóñòü

h1,j ≡ 0 ïðè j 6= 2, hi,j ≡ 0 ïðè j 6∈ {i, i + 1}, i = 2, n− 1, hn,j = 0 ïðè j = 2, n− 1,

hi,i(x)(t) ≡ hi,i(t)x(τi,i(t)) ïðè i = 1, n.
(3.8) 3.9a

è gi(x, y)(t) = pi,i+1(x, y)(t)y(τi,i+1(t)), qi(y)(t) = qi,0(t)y(τi,i(t)) ïðè x ∈ (C(I, R))n, y ∈ C(I,R). Ñ
ó÷¼òîì ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé ÿñíî, ÷òî èç óñëîâèÿ (1.18) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (1.9), (1.10) è
(1.14). Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÿñíî, ÷òî èç (1.11), (1.12) è (3.8) ïîëó÷èì

a
(k−1)
k,k = a

(k−2)
k,k = ... = a

(1)
k,k = ||hk,k|| − 1 for 2 ≤ k ≤ n, (3.9) 3.8

è

a
(k−i−1)
k,k−i = a

(k−i−2)
k,k−i = ... = a

(1)
k,k−i = 0 for 3 ≤ k − i ≤ n, a

(1)
2,1 = 0. (3.10) 3.9

Òàê æå èç (1.13), (3.8) è (3.10) ñëåäóåò

a
(k−1)
k,k−1 =

a
(k−2)
k−2,k−1

|a(k−2)
k−2,k−2|

a
(k−2)
k,k−2 =

a
(k−2)
k−2,k−1

|a(k−2)
k−2,k−2|

a
(k−3)
k−3,k−2

|a(k−3)
k−3,k−3|

a
(k−3)
k,k−3 = ... = a

(2)
k,2

k−2∏
j=2

a
(j)
j,j+1

|a(j)
j,j |

= 0 (3.11) 3.10

ïðè k ≥ 3. Èç ðàâåíñòâ (3.10) è (3.11) ÿñíî

a
(k−1)
k,k−1 = 0 ïðè 2 ≤ k ≤ n (3.12) 3.11

Â òàêîì ñëó÷àå èç (1.13) ñ ó÷åòîì (3.8) è (3.12) ñëåäóåò a
(k)
k,k = a

(k−1)
k,k + a

(k−1)
k−1,ka

(k−1)
k,k−1/|a

(k−1)
k−1,k−1| =

||hk,k|| − 1. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî, ÿñíî, ÷òî èç (1.19) è (1.20) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé (1.15) è
(1.16). Òåì ñàìûì, äëÿ ñèñòåìû (1.17) ñîáëþäàþòñÿ âñå óñëîâèÿ Ñëåäñòâèÿ 1.1.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.3. Ïåðåïèñàâ óðàâíåíèå (1.21) â âèäå äâóìåðíîé ñèñòåìû è ââîäÿ
îáîçíà÷åíèÿ q1,0 ≡ p1,2 ≡ 1, τ1,2(t) ≡ t, τ2,1(t) ≡ τ(t), q ≡ q2,0, p2,1(x, y)(t) ≡ p(x, y)(t), q ≡
q2,0, pi,i ≡ 0 (i = 1, 2), óäîñòîâåðèìñÿ, ÷òî èç òðåáîâàíèé Ñëåäñòâèÿ 1.3, ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
óñëîâèé Ñëåäñòâèÿ 1.2 ïðè n = 2.
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