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Publikace obsahuje výklad nejddlelltěJAíchpoznatkdz mat1cov4
algebry, vybraných se z~etelem' k ro.zným. t8ch~lckým apl1kacÚll., zvlálti
k výpočtdm mechanických soustav tuhých a prulných tAles. Pfedpokl'dajť

se pouze základní znalosti z matematiky, nap~. znalost vlastnosti
.' I

algebraických rovnic (znalost roZkladu na kofenové činitele), pojem
determinantu, základní pozná~ky o derivaci a integraci, :feěení lineál'..
nich diferenciálních rovnic.

Kromě základních operací s maticemi (slučování, násobení, inverze)
se probírají i teorie vlastních hodnot a vlastnich vektord"teo~!~ po..

dobných matic,' otáZky feěení soustav lineárních algebraických rovnic,
numerická stabilita, mat ieov' polynomy II obecné funkc~, mat leov4 metody
felení soustav lineárních diferenciálních rovnic 'atd. Do textu jsou za
hrnuty 1 nAktert! speciální teor i8 a. metody, která dokreslují !ífi mol
ných aplikací maticové algebry, nap~. problám ladAní m,chanických sou
stav,lineární regrese, teorie nezáporných mat ic.·

~ticový počet 8e ~n~ aplikuje v nejrdznijA!ch vidních oborech,
kam pronikaJi číslicová počítače (od mechaniky pf-es ekonomii a systémo
vá inlenýrstvi až po biologii). Znalost maticové algebry se stává ne-

. i

zbytným. pfedpokladem pro .jJlko*o1ilúsp~ěnoutechnickou, vědeckou a f'ídí-
ci práci.

Publ1kace je určena technickým a in!enýrským pracovníka pf'ede~'Aím

ve strojním oboru, ktefí dosud ,neměli p~ílelito8t seznámit 8e 8 matico
vou algebrou. Výklad je proto doplněn mnoha názornými pfiklady, z nichl
nikteré se fa!!, u jiných je uveden návod k f-eiení, a kde je to možné,
1 kontrolní výsledky.
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Pl'edmluva

ČVTS - DOm techniky Praha uspo~ádal v letech 1973 8 1974 trojdi1ný
semináf Maticová metody v pevnostních výpočtech. Velky zájem o tento
semlnáf a stejnojmenné ·publikace, které Itehdy ČVTS - DO.m techniky
Praha vYdal, svědčí o trvající pot~ebě dalěího vzdělávání technických
8 inženýrských pracovnikd v maticových metodách výpočtd. To zřejmě sou-
visí 8 rozvojem počítačda s jejich zaváděním do závodo., ústavo. 1 do
§kol.

Je známo, že maticová symbolika umožňu~e velmi p~ehleané a úsporná
zorganizování numerických výpočtd k nejrdznějším účeldm. Maticová ope
race jsou dnes pevnou součásti program?vého vybaveni dokonce 1 malých
stolnich počítaČo. a v omezenám.rozsahu i nejnovějAích typo. programova
telných minika1kulátord. Znalost maticové algebry se proto stává ne
zbytným p~edpokladem k úspěěnámu zvládnuti nových výpočetních metod,
bez nich! si nelze další technický 8 hospodá~ský pokrok vObec p~edsta

vit.

ČVTS- DOm techniky Praha se proto rozhodí vyhovět zájmu tech
nické veřejnosti ~ uspořádat nový .seminář věnovaný maticovým metodám.
Budeme v něm podrobn~ji probírat základní.poznatky maticové algebry.
Vzhledem k omezen~mu ro·zsahu doprovodíme výklad jen nejnutnějšími pf'í

klady. Budou vAek pečlivě vybrány, aby byly co nejnázornějěí a ukazova-
ly rdzné možnosti použití maticové algebry. Přiklady jsou p~ipoj'eny na

konci textu. Zčásti jde o ne~eěené příklady s návodem nebo s kontrolní
mi výsledky, zčást i jde o příklady řešené .. Posk;vtuji přilelit~st k opa
kování látky a k zí~kání zkušeností p~i praktických výpočtech. Úlohy

j~ou zadány tek, aby se při numerickém řeěení vystačilo s ručním počí-

táním.Kdo věak md!e k výpočt'Om použit malou ka1kulačk11, značně si tím
práci usnadní.

Poněvadž jde pouze o'úvod do teorie~ma~.a· jejího u~itit vynechá
me některá věty a ddkazy, ~ter~ nepovažujeme ·pro začátečníka za ddleži
té. Tyto mezery si čtená~ snadno doplní studiem odborná literatury,
bude-li mít zájem. Náě výklad bude spíěe induktivní, s cílem vzbudit
zájem 8 pozornost účastník:d. Tato publikace nemo.že nahradit monografii
o teorii matic a ani se o to nesnaží. Poskytne věak ka!dému účastníko

vi sem1n~e, bude-li mít opravdovou snahu, solidní základy pro praktic
kou činnost i pro dalA! vzd~lávání.

Cyril HO.schl
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1. MATlCE A JEJt DEFINICE

V l1teratufe najdeme rdzné definice matice, ale málokterá poskytu
je o matici nAjakou alespoň trochu jasnou pfedstavu. Čteme-li napfíklad,
le je to U8po~ádaná soustava konečn4ho počtu reálných nebo komplexních

ěísel sestavených do pravodhláho schématu - mříže, nebudeme mít z tSko
v4 definice pf'íl1ě velký ulitek. A p~ece je tSková definice - navzdory
svá nápadn4 jednoduchosti - v podstatě správná a úplná. Pokud však ne
:fekneme, eo si máme 8 takovou maticí počít a k čemu slou!í, potud nala
definice není k ničemu. Jakmile však víme nejen co matice je, ale také
k čemu slou!! a jSk se s ní pracuje, rozAťfi se náhle náA obzor. Mate
matika nám pojednou nabídne o pouhé "obdélníkově uspořádaná soustavě

ěisel" tolik zajímavých a ul1tečných vět 8 pouček, le k jejich osvojení

budeme muset vyna1011t nemalá úall:!.

Začneme vASk s nejjednoduAěím1 pf'íklady. V tabulce 1 je uveden
vtkaz počtu pracovn1kd (muld - II, len - ~) ve t~ech provozech Pl, P2,
P3 nějakáho závodu ke dni 31. prosince 1976 (tabulka A) ~ ke dni
31. prosince 1977 (tabulka B). Je zfejmá, !e tyto tabulky lze pova!ovat
za matice. Proto!e obsahuji reálná čísla, jsou to reálná matice. Viti1
DOU se budeme zabývat právě tSkovými mat 1oem1 a jen výJ 1meěně uvedeme
1 matice, jejich! prvky jsou komplexní č:!sla.

Tabulka 1

Počet muld (M) a len (Ž) pracujících v provozech Pl al P)

Tabulka A

31. 12. 1976 II ~

Pl 127 .13

P2 51 25

P3 14 21

Tabulka B

31. 12. 1977 M Ž

Pl 120 27

P2 67 22

P3 16 23

Tabulku A mdleme zapsat bez vysvAtlující legendy takto:

Q11 a1'1 127 13

A=[A);: [a~j] = a11 a'L~ = 51 25 (1.1)

a~1 ~l'l. 14 21
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První index v označení CL.i,j prvku tabulky značí foádek (tedy číslo

provozu)·, druhý index sloupec (jde tedy o mule, je-li ~ = 1, nebo
olen;y, je-li ~ = 2). PodobnA mOleme p:fepsat do tvaru matice i ta-

bulku B.

Z tabulky 1 A nebo z mat ice A v rovnici <1-.1) mdleme zí8~at

ro.zná zajímav4 údaje. zajímá-li nás, kolik je v - ~ -tám provozu pracov-
~ • t J

níkd, stačí sečíst prvky v ~-tém l'ádku ( ·tJ =1,2,3). Chceme-li
vědět, kolik mulO pracuje v celém závodi, stačí sečíst první sloupec

( j = 1).

Budeme-li plánovat rOst závodu tak, že by měl počet pracovn:lk:d
do 31. prosince 1978 rovnoměrně vzrdst ,např. o 20 I (se zaokrouhlením
dold) , dostaneme pro plánovaný stav matici

1,2 B !:

144

80

3?
26 (1.2)

19 27

Bude tedy dčeln~, zavedeme-li toto pravidlo o násobení matice

konstantou:

matice se násobí konstantou, znásobí-li se vAechn;y její prvky. Kl

Tedy

(1.3)

Chceme-li vědět, kolik pfeibylo mu!O a žen za rok 1977 v jednotlivých
provozech, stačí obě matice odečíst podle předpisu

-7 14

'B -A ': [ ťr~i- Ovt'i J ::: 16 -3 = [C~J) :: [C] I
(1.4)

2 2

Odtud dostaneme pravidlo pro slučováni matic:

matice se slučují'(sečitaji nebo odečítají), sloučí-li 8e vAechqy
stejnolehlé prvky. Slučovat lze jen matice stejného tvaru (se shodným
počtem :fádkd i sloupcd). Podle (1.4) Cei = &{,j- et~i .

W-/ U determinantd se vAak konstantou násobí jediný l'ádek (nebo sloupec)
Teorie determ1nantd a teorie matic 8e v mnohém sm§ru li!!. Budeme
předpokládat, le čtenáf ví. jak je determinant definován, 8 nebude
me se teorii determinantd zabývat.

- 10 -



čtenáf-e bude ji8t~ zajímat, .je-ll také nějak definováno vzájemné
násobe"ní nebo dělení matic. K tomu náě příklad nepostačuje. Vrátíme se
tedy k·tC§tootázce později ve třeti a čtvrté kapitole. Df'íve však uká

leme, jak lze ulit~ mat 1c stručně zapsat celou soustavu lineárn'ích
rovnic. Ukáže se, Je forma zápisu má pro naše další úvahy zásadní ddle

litost.

2 • LINEÁRNí TRANSFORMACE

Omezime se I\Yni na dvě reálná proměnná X '''r . K dalěim úvahám
tak budeme moci vyu!ít geometrické znázornění v rovině. Později své
úvahy zobecníme i na vltěí počet proměnných. Dvojici čísel ( X. ,~ )
lze znázornit v pravoúhlých přimočarých souřadnicich O ,x, ~ bodem
A ( X t ~ ), -leho! polohový vektor (rád iusvektor , prdvodič) ..(A, je

dán spojnicí 0/\ • Složky tohoto vektoru jsou práVě čísla X , 1j ,
tekle platí vektorová rovnice

A

~ ~ ~ ...
{i. = OA :# ~i, t "jj,

~ ....,.
v ni! ~ 'J jsou jednotková vektory. SložK~

X , ~jsou tedy skalární veliči:ny (pouhá
čísla). Tento pojem nesmime zaměňovat s vekto-

rov~i slolkaJl!.i. ,)( t '''tr ' co! jsou
ověem vektory. Přitom \-\1\ ... y ~ ~ x~+~'Z.. -...

Na obr. 2.1 je znázorněn vektor OA pro
~ = Y..A = 2, "f = "áA = 3. Ptáme ss, jakou

operao1 mus í podstoupit' složky JI.. A ,"1A po....
lohováho vektoru, aby výsledkem operace bylo
n8p~. oto~ení vektoru o úhel ~ do polohy
~ ~

'\r = OB na obr. 2.1. Zf-ejmě musí platit .

y

o 1 2

Obr. 2.1

(2.1)

x

~A -= T CCco(., )

"a.A ;: 'r ~o(.)

~B .... 'Y"COO (o(,+p):::íCCo1oL~~-A(.'\;l<){, 4i~(b))

~ B -;>. T f.ŇYv (~t ~) "" r (dVvv.Xto"J (:>t e():)~ M~(!,) ·

- II -
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Vyloučíme-li z těchto 1'0vn1c r ,ci. , dostaneme soustavu lineár

ních rovnic

JťJ ~::: (e<J.) fl, )){,/\ t ( - ,A~ f.» ~ A- )

"1 a to: (M,IV\, (1 hl.A + ( eoo ~1"Jfr •
(2.3)

........
Tyto rovnice jsol;\ p:fík1adem lineární operace na vektoru M.; o s1o!kách
~p,., ~ /Ir • Výsledkem je vektor o slo!káeh ~P», ~8 • Arthur CAtLEY

(1821 al 1895) navrhl stručnějA! zpo.sob zápisu takov4 soustavy. Souči-

nitele soustavy, která označíme o., ~i ' navrhl vyčlenit zvlált do
čtvercové mat ice

(2.4)

.~

a vektory ,u"
....
1r zapsat ve tvaru sloupcových matic

Je tedy .tt=fu.,} , v.={v} . Složenými závorkami budeme označovat
jednosloupcová matice a budeme jim krátce f'1k:at vektory, ačkoli obecně

nemusí mít význam skutečných (fyzikálních) vektoro.. Připustíme tak4,
aby měly libovolný, svlak konečný počet prvkd.

S použitím (2.4) a (2.5) lze soustavu rovnic (2.3) zapsat jako
jedinou rovnic i

(2.6)

nebo ~ vynecháme-li závorky, abychom zápis zjednoduěi1i - také jen
takto:

Je-li např. p., = 30 o, máme zaokrouhleně

(2. 7)

li = [

0,866

0,500

-0,500

0,866 1·
Soufadn1ce bodu B na obr. 2.1 v tomto zvlá§tním p~ípadi vyjdou

[

0,866

0,500

- 12 -
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Rovnice (2.9) je obsahově totolná 8 rovnicemi (2.), li!! se jen formou
zápisu (a ovAem tím, le jsme dosadili zvláAtní lHsla). Matice [A)
tedy obsahuje U8po~ád8ná součinitele daná lineární soustavy algebraic
kých rovnic. Podle Cayleyho mleme jakoukoli takovou soustavu, nap:f.

0,11 ~1 + a1~ ~~ + -- - + 0,11\11 jL"", ~ ~ 1 )

a..11 .)(,,, + auX'Z. + - - - + a 2,1)\1 .)l. f}'I, 2 ~ 1.. )

(2.10)

~ tW'--1 .i'\ +a /\'VI. 'Z. .)(1-4- _.. + a" /)'v\,'h,~ 1'\1 ::; "J r,y.. I

zapsat stručně ve tvaru

(2.11)

Bevzn1ká-li nebezpečí omylu, mleme závorky vynechávat. V tisku
S8 matice vyznačují bua závorkami, nebo pllltučnou sazbou. V rukopisu
lze používat taká podtrhávání symbolO. V táto publikaci budeme poul:ťvat

závorky, avěak kde to bude mo!né, budeme je vynechávat. Pak budeme psát
prostě A~ = "} místo (2.11) a budeme tim myslet soustavu rovnic (2.10).

Počet rovnic v soustavl nemusí odpovídat počtu proměnných. Rovnice
(2 .11) ~1ká, jak se z danáho vektoru lx} získá p~obením operátoru
tA ') transformovaný vektor \ "lJ • Inverzní transformace pfitom mo.Je,

ale nemusí existovat. Z vlastnosti soustavy (2.10) je známo, !e jedno
značná inverzní transformace existuje tehdy,je-li matice čtvercová a

jej i det erm1nant 1A \ je rdzný od nuly.

Je-li mat lce čtvercová, pak počet ~ádkd (sloupcd) udává ~ád mat ice.
Taká u vektoru nikdy chápeme počet jeho l'ádkO jako rozměr vektoru • Je-li
matice obecnA obd41nťková, označujeme její tvar a velikost počtem ~ádkO

a sloupcd. Nap~. matice [A] v soustavě (2.10), resp. (2.11) má veli
kost (~~ fh, ). První číslo (Ihv) značí vidy počet ~ádko., druh~ (ll'\,)

počet sloupcd. Je to analogick~ s označením prvku matice ct.q (první
index oV značí číslo fádku, druhý index j. značí číslo sloupce). x)

Soustavu (2.10) bychom mohli zapsat taká takto:
I)v

~ Ovil ~i "" ~~
3=1

(2.12)

Levá strana t ,to rovnice poskytuje návod k vyčíslení součinu mat 1ce [A1
s vektorem t.:x. j {rovnice (2.11»

)(.) V matematické literatuře se nejčastějimluví o matici typu (tn"V I hI/) .

- 13 -



(2.13)
'>

.t. Gl,/}'wi ~1
a::1 čJ Q

Má-li mít tento zápis smysl, musi mít matice [A ] tolik sloupcd,
kolik má vektor (X 1 ~ádkd (tj. kolik má prvkd). Tento počet je fYV •

K pochopení dalěiho textu je nutná, aby Se čtenář s tímto zpdsobem
zápisu ddvěrn~ seznámil. Nesmi mu činit potíže představit si pod jedno
duchým zápisem (2.7) nebo (2.11) celou soustavu lineárních rovnic.

Poznámka

IC soustavě lineárních rovnic dospíváme také- pf'1 mzných zpdsobech
numerického ~ešeni diferenciálních a integrálních rovnic. Např. dife
renciální rovnici

(2.14 )

m~žeme p~1b1i~ně nahradit soustavou diferenčních rovnic pro ekvidistant-
ni hodnoty ar~entu (x'Ú1 =;)(.i + fv , fl, = konat)

(2.15)

V táto rovnici je ~ p~irozené číslo, které nabývá postupně hodnot
~ = 2, 3, ••• , . ~-2, jestliže hodnoty ~o , resp. jLfhI přísluěejí

počátku, resp. konci definičního intervalu. Soustavu rovnic (2.15)
md~eme pak p~epsat do tvaru (2.11).

Soustava ~ovnic (2.10) p~ipomíná Fredholmovu integrální rovnici
prvního druhu

t~

~ ~ (f.>,t) x li) ol-t ;: 'á- C~) I

a,
(2.16)

stač! vztáhnout prom~nnou ~ k indexu {, ,proměnnou --t: k indexu
~ a uvědomit si souvislost mezi integraci a sečítáním. fl/

11/ Vět!i význam má Fredholmova rovnice druh~ho druhu, v ni! neznámá
funkce ~ Vystupuje ještě mimo integrand

'&
:x (,b) + -l ~ k (~It,) X (i;) d.t ... 1j Ló) .

CA.

- 14 -



Klesá-li krok ~ ulitý k řeěeni (2.14) k nule, roste při daném
definičním intervalu počet rovnic (2.15) donekonečna, a tol tehdy,
je-li interval konečný. Maticový zápis (2.11) však mdleme pou!ít jenom
pro vektory a matice konečných dimenzí.

3 . VZÁJEMNÉ NÁOOBENÍ MATIC

Má-ll mít pravidlo pro násobeni. matic
praktický význam, musí vycházet z praktic
kých pot~eb. Ve druhé kapitole jsme pozna

11 význam matice jako operátoru, který
transformuje daný vektor v jiný vektor.
K pravidl.u o násobení matic dospějeme nej
snáze rozborem vlastnosti této transforma-

y

3

2

1

A

x

ce.

ZpdsobO, jakými mť1žeme lineárně (tj.

u~itím lineárních rovnic) transformovat
~ -+ 1.

nap!'. polohový vektor M, = OA = t~J
(obr. 3.1) je ov§em nekonečně mnoho.
Nap~. matice

o \'........... 2\ ,,Z
.., "
.'. "O

w '.\e,
C

Obr. 3.1

(J.l)

~

transformuje vektor ~ =
zrcadlovým obrazem vektoru

~ ...
OA do polohY W
a k ose Jl

= Oe , která je

.....
~edstavme si, !e bychom nyní vektor oe pootočili o úhel

(h = 30 o do polohy Z = Oj) • Jak bychom získali sow-adnice bodu
~D (tj. slo~ky vektoru z. )? Za operací

().2)

- 15 -



by z:fe jJ!1ě následovala operace s mat ic í (2.4), resp. (2 .8)

[

0,866

0,500
(3.3)

ZapiAme tyto operace obecně. S pf'ihládnutím k rovnici (2.13) dostaneme

~ :xc 1': \(.--11 .&11."\ ~ ~A) '= ~ <r11 :!LA ~ 8-11. ~A 1 (J. 4)
t~e.J -(,,2.1 ťY1.1. 1 t "jÁl 1-&2.1j(.A+ <;11. ~It J

~ y.» 1 [au ~1'l. '\ \ :e, ~ :: í ~1:Xe -I- au. ~c.. 1, ,
l'~1) J" l CA Z4 ~z.t) l d" l Citl Xe + 0-11. "je. ~

Dosazením z rovnice ().4) do (3.5) a jednoduchou úpravou získáme

tXI) 1o: ~ (0.11 ť;;11 ,.\- U.l~ ~"1.1 ) X 1\ + la'1i ť-v't."+ aft.fr1'l.) "JA 1.
~n l ((hd~rH +- a2,1. bZ,1) x.I\'-t laU1 thz. to a.~'Z. (,1-1.) "A- A

Poslední rovnici m~žeme zapsat ve tvaru

označíme-li

2-

Cti::)" (ti'-.{'".. ·
L#1 (1

Rovnice (3.7)- je totožná s rovnicí (3.3).

(3.6)

(3. 7)

(3.8)

Zopakujme nyní postup výpočtu jeAtě jednou, tentokrát jen v symbo
lickám zápisu. Zkráceně mdleme rovnice (3.4), resp. (3.5) zapsat jako

·tw 1 ::: ['B ] t~ J )

t 2 }'" LA]~W): [A1tP,]~u.}

8 rovnici (3.7) jako

Srovnáním obou posledních rovnic dostaneme

LC1 = [/1)[1»].

- 16 -
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Součin dvou matic [A11 B] je tedy definován rovnicemi (3.11) a (3.8),

ovAem jen pro čtvercová matice (2 x 2). Zobecněni je věak snadné.
A1káme, Je mat iee [ CJ je součinem mat ie tAJ [ B] , je-li

<3.12)

1

2

1

2

3

4

3

3

2

2

1

1

.. @ •
C =AB. .. .

~ @ '*
• @ II

B.- ® •

*" @ ..

43

Obr. 3.2

21

1@@@@
A

2 ... '* _

kde fh., je počet ~ádk'O mat iee t B] a zároveň počet sloupe'O mat iee
[ AJ • Není-li tento počet stejný, nelze mat ies násobit.

Mat 1ce tedy Dlohou být obecně

obdálníková, má-li levá matice
tolik sloupcd, kolik: má pravá f'ád
kdo Z p~ik18du na obr. 3.2 je nej
14pe vidět, jak se p~i násobeni
postupuje. Je na něm schéma pro
výpočet součinu matic podle ().ll),
p~ičem! prvky matice jsou nahraze
ny obecně hvAzdičkam1. Čísla vně

rámečkd znamenají pO~8dová čísla

~ádkd, resp. sloupcd. Chceme-li
nap~. určit prvek C12., který je
v mat io 1 [c.] v prvním f'ádku a
v druhám sloupci, vezmeme druhý
sloupec matice eB) a pf-eklop:í

me jej na první řádek matice [AJ
(ovAem jen ve svých představách).

P~eklopeni vyznačují šipky. Stejnolehlá zakroužkovaná prvky pak mezi
sebou znásobíme a výsledky sečteme. Je-li nap~. dáno

o 1 3

2 4 8
-=. B2 -1 7

1 -2 3

A = [~
O 9 -;] [ Ci1 C1'1-

C
13

] = t = AB5 4 C2.1 C1t. c.'23
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myslíme si

8 vypočítáme prvek t 11. jako sou~et

Crl... = 1.1 +. 0.4 - 9.1 - 7. 2 = 1 + O - 9 - 14 = - 22.

Celkem dostaneme

lCJ = l'" 25
16

-22

23

To je tedy v uvedeném pf'ípadě součin [Al [B] " Kdybychom obrátili

po~ad:ť činlteld 8 chtěli určit součin IB]tAJ , nebyl by definován,
nebot počet t-ádkt1matlce [AJ není stejný jako počet sloupcd matice

[B] (2 t 3). Obecně plati toto pravidlo::

má-li matice [A] velikost ( ·tv)ltt. ) a matice [B J velikost (1xV'),

má součin (AJ I B'J velikost ( 1~'~ '( ). Prvni číslo v závorce udává počet

~ádkd, druhé počet sloupcd.

y B
~ A

3 I
I

2 IV
I

1 I
I

X

o,........... 2
i Z
i ..···,
I z*i O,
'"'f'
E
Obr. 3.3

Snadno S8 přesvědčíme, že pravidlo (2.12)

pro násobeni mat ice [A] vektorem t X} sou
hlasí s pravidlem ().12), má-li matice [B"J je

diný sloupec. stačí, pf'i~adíme-ll ~~ k prtku
~~~1 • Prvky vektoru [x. ~ bychom 'sice mohli

- aby shoda byla úplná - také pova!ovat za dvou
indexové veličiny I) značit je Xi,1 , ale je zvy

kem značit prvky vektorť1 jen jedním indexem.

Kdybychom obrát 111 pof-adí transformaci na--..
obr. 3.1, kdybychom tedy nejprve vektor 0/1 po-
otočili o 30 o a pak naAli jeho zrcadlový obraz

k ose iG , dostali bychom vektor ~ (obr. 3.3),
....".

JrJterý by se lišil od vektoru OD • Vyjde

- 18 -



a po dosazení

{;EE}= [~ -:] [ 0,866 -O, 500] { 2} =
0,500 0,866 3

l 0,866 -0,500J{ 2 }. { O, 232 } •=
-0,500 -0,866 3 -3,598

Je tedy v :naěem p~ip8dě

(3.14)

(A]I.~J :: [0,866
0,500

O, 500], [B1 í. Pt] = ['o 0, 866
-0,866 -0,500

-o, 500J .
-0,866

(3.15)

Oba so~č1ny se zřejmě l1ěí. Ná~ol>ení matic není obecně komutat1vni
(pořadí č1niteld nelze zam~n1t), a to ani u.čtvercových matic. -/
Násobeni mat1cje věak asociativní, tj.

().16)

(3.1 7)

[; -: ]tu.) -= t w*) (3.18)

= t ~1 o délce ~ 13 na vektor W:f< = {-1~ )

Lze tedy úhrnem ř-íci, že pro sečítáni a odčítáni a pro násobení
matic' platí pravidla, na jatá ~sme zvyklí z "obyčejné" algebry 8 tou
výjimkou, !e po~adi č1niteld nelze zaměnit. Nap~. v rovnici

(. At 1!» ( t;- b) = I~ C t- A.b ;- ?> C ,+ P.> D ·

nelze psát CA- misto AC apod ..

Transformace, kt~ré jsme si dosud v příkladech ukázali, nezměnily

dálku výsledného vektoru. Ob'e~ně by to tak nemuselo být. Nap:f. trans
formace.

zm~ni vektor lu,)

o délce ~ 226.

p~o determinant součinu ětV81'ICových matic A. , B plsti vztah

l~~ t = \A\ , \~ l · (3.19)

Doporučujeme čt ená!'1, aby 8e o tom p~esvědčil na pf':ťkladech, které si
sám zvolí.

'ff./ Komutativní jsou pouze matice, které maji společná vlastni vektory
rvlz kap. 7).
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4. O RftZNÝCH DRUzícH MATIC

čtená~e, který by dokázal soust~eděně sledovat výklad al sem,. bude
nyní velice zajímat, je-li nějak definováno dělení matic. Bude zklamán,
doví-li se, ~e není. Kl Uvalujme např. o' maticové rovnici (2.11)';

totij Ax.:= "t (ve zkrácen~m zápisu bez závorek). Její f'eAení nelze

napsat jako J.. -:: "t/ A , nebo{ takový zápis by neměl smysl. Soustava
(2.11)vAak p~esto md!e mít (za určitých p~edpok18dd) řeěení ~ • Jak
'je budeme značit a jak je budeme počítat? Ne! na tuto otázku odpovíme,
zavedeme některé nové pojmy, která budeme pot~ebovat.

Diagonální matice je čtvercová matice, která má všechny prvky
mimo hlavni diagonálu nulové. Hlav~í diagonála je úhlop~íčka, která
set áhne zleva nshof'e vpravo dold. Je tedy a~· -::: O pro.{; '* i . O tom,
jaké jsou prvky Q.,.ii. , 8e nař-ftá nic; Na hlavní diagonále mohou být
čísla nenulová i nulová.

Jednotková matice je pak zvláštn'ím pf'ípadem diagonální matice,
má na hlavní diagonále pouze jedničky. Platí-li pro .dvě čtvercové ma
t ice, že jej1ch součin je právě. jednotková mat ice ['I] ,tj.•

[ 111 LB] .• (i: J

je (li1 inverzní maticí k t B] a naopak. Pak píAeme, je

(4.1)

(4.2)

J"e tedy

(4.3)

Z rovnice <3.19) a <4.1) vychází, že součin determ1nanto. \1\ \, \Bl -::t 1 ,
takže iádl).ý z determinanto. \A\ ,\ 'B \ se nemdle rovnat nule.

Uvedeme příklad souěinu dvou vzájemně 1nverzních mat io

2 -2 -1 -1 -2 5 1 O O

1 1 -2 -1 -1 3 = O 1 O (4.4 )

1 O -1 -1 -2 4 O O 1

../ V literatuf'e bývá někdy násobení inverzní maticí nazýváno "dltlení".
Zde vA8k budeme tyto pojmy rozliěovat.
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Mdleme S8 p~esvěděit, le každá z uvedených matic má determinant rovna
jící se jedné, tak!e rovnice (3.19) je splněna. Známe-li k dané matici
CA J pfoísluAnou inverzní matici [AJ -1 , md!em(it snadno vypočítat foe-

lení soustavy rovnic

tA 1{x} -:: {1j} ,

Násobíme tuto rovnici zleva maticí [A J -1 , taklebudeme mít

(4.5)

(4.6)I AJ ~1 [ A] {~) ... lI) í.x.} ::: [A]- 'I t'J ) ·
Proto!e násobením jednotkovou maticí se nic nezmění, ['I] tx.}.,. t)(.l '
vyjde

Násobeni inverzní maticí tedy nahrazuje obvyklé ·'dělení". Např.

soustava rovnic

2

1

1

-2

1

O

-1

-2

-1

(4.8)

Diá :l'eA'ení, která mOleme napsat s pf'1hlédnutímke (4.4) takto:

~1 -1 -2 5 41

y.1- : -1 -1 3 :1t. (4.9)

~.3
-1 .2 4 ~J

Vidíme, le inverzní matici v· rovnici (4.9) dostaneme ze čtvercové

matice v ~ovnici (4.8) jednoduše f'eAením lineární soustavy rovnic (4.8)
(jakýmkoli zpdsobem). Má-li být soustava (4 .8)ftešitelná, musí být de

terminant čtvercové matice rdzný od nuly. Taková' matice je regulární.
Je-li determinant matice nulový, je matice singulární. K singulární
matici neexistuje inverzní matice.

Při násobení mat 10 se mo.že vyskytnout neobvyklý výsledek. Uvedeme

pfíklad nulového součinu dvou nenulových matic

~ ][ 1

-2
(4.10)

Ha pravé straně je nulová matice, .její! v§echny prvky se rovnají nule,
na lev' strana jsou nenulová'matice. To je jistě p~ekvapujici výsledek.
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P~ekvapeni bude maněi, ~ekneme-li, že nenulové matice v rovnici (4.10)
jsou singulární4>

Je-li ve čtvercové matici CtLj-::aji' je matice souměrná. Zaměníme

li v matici ~ádky a sloupce, dostaneme matici transponovanoUe Je tedy

:"
(4 o ll)

Pro souměrnou matici plat í, !e [A JT =[A J $ Transpozicí vektoru dosta
neme jedno~ádkovou maticiě'Snadno se p~esvědčíma dosazením, ~e trans
pozici součinu se měni potadí činitelO, t8k~a §/

(4 e 12)

(4.13)

-r
Je-li {J(. J :: (.)ť,1 ~1- ;i:!>] , dává součin

t}(f-iJLJ" I~\){" )(.~]{~1 ~ {X~t+~21.+~}.

Na pravé straně táto rovnice je jednoprvk matice. (má jen jeden
řádek a jeden sloupec), to·tady skalár. Ten má v-tomto pfípadě vý-
znam kvadrátu "d~~yi9 vektoru [X 1 . O délce mluvíme v p~enesanám

slova smyslu, proto nemusi j o skutečnou délku (mťt!e jít nap~0

o vektor sily nebo onou fyz álni veličinu nebo o soustavu nepojme
novaných ěísel; vektor t é m~!e mit vice než t~i prvky). P~asněji

tL 'rbychom mohli říci, Ite I\.x 1\ == Lx j tx) je čtvercem~ II Y.. \1 vektoru
~~J • O normách budeme hovořit v lL kapitole.

ptejme se, za jakých okolnost í se daný vektor íxJ· transformuje
operátorem [A] do vektoru ['j} o stejné normě (tj. jakou operací
se "délka" vektoru nemění). Nejprve rozepišema součin

l".}}rt~J ." ([A1bd)ítA1lX~ = fx.j'tA]í[Altu.L

Chceme-li, aby t "a jí t~ 1~ tx lí [x) , mus i být

l A ] r lAJ :: 'I

(4.14)

(4 .15)

~/ Z rovnice ().12) totiž vyjde
:I\-v

'l '\
C{,j' -:: C i·~ "" L Q 't -l" . =

!J o l-=1 a ~~
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č1l1

(4.16 )

Reálná mat 1ee, u níž se shoduji transponovaná s'inverzní matice,
se nazývá ortogonální matice. Násobíme-li ji vektorem, zpo.sobí jeho
ortogonální transformaci. Nazývá se tak proto, že se p:f'i ni zachovává
pravý úhel mezi kolmými vektory. Ortogonální transformace je u!ěí po

jem ne! lineární transformace. Nap~. transformace (J.18) je sice 1
neárni, ale není ortogonálni (měni pravé úhly). Ortogonální byla na.p~@

matice (2.8); pro ni platí ~ až na zaokrouhlovací chyby - vztah (4 e 15),
nebot

[

0,866

0,500

-0,500] [
0,866

0,866

-0,500
o'500J = [ 1 OJ .
0,866 O 1

Ortogonální transformace tedy zachovávaji normu vektordo Sviraji-

li dva vektory p:fed ortogonálni transformací Mjaký orientovaný sl,
svírají po ní úhel, který 8e móže od předchoziho liěit pouze znamérikem@

Pojem úhlu ~ezi vektory musíme jeAtě objasnit. Pro vektory v t~i

rozm~rném euklidovském prostoru máme p~ímou geometrickou p~edstavu$

Úhel \f mezi vektory čt -;: La.Y , :c s í G-:) mO~eme vypočítat z definice
skaláorního součinu

(4fb

čili

(4.19)

Odtud (ji! bez slo!ených závorek)

~utél definici 1 tentýž vzorec pou!ijeme také pro vektory z pros
toru o v~t§im počtu dimenzi než tři. Jde pak o. úhel v p~9neseném smyslu
slova, pro který nemáme p~imou geometrickou p~ed8tavu. Takov~ zobecněni

je zcela nenásiln~ a ulitečné, jak jsme se ostatně ji! Dlohli p:fesvědčit e

Součin matic lze podle (4.12) transponovat v~dy. Podobný vztah
platí i o inverzi součinu, to~1!
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Tento vztah má vlak vý:z;namjen tehdy, jsou-li matice [1\] ,[ B]
čtvercové a regulární.

U matic, jejich! prvky jsou komplexní ěísla, nahrazujeme pojem
transponovaná matice [A JT poj"mem hermiteovskl Isdru!ená matice rAJ~
Je to transponovaná matice, u které však zároveň z8m~níme vAechny prvky

za komplexně sdru!ená čísla. -/ Napf.

[

2 + 31

- 71 .
71 ].

3 - 51
(4.22)

stejné pravidlo přijmeme i pro hermiteovsky sdru!ené vektory. Norma
komplexního vektoru \\ ~ \\ pak vyjde reálná

(4.23)

Platí-li pro komplexní matici vztah

který je obdobou vztahu (4.16), nazývá se taková matice unitární.

Má-li matice nenulové prvky jen na hlavní diagonále a pod ní, je
to dolnt trojúhelníková matice. Obdobně je d~finován8 i horní trojúhel
niková matice. Jsou-li nenulové prvky :soust~~aěny,jen ve ~ícemC§ně úzkám "
pásu kolem hlavní "diagonály, jde o pásovou matici. Rozliěení těchto

druhd matic má význam p~i numerických výpočtech. Pamě~ počítače 8e

uAet~í, neukládají-li se prvky z nulových polí trojúhelníkových a páso

vých matic. U souměrných matic se pamět uAetf'í ~ím, !e se ukládá jen
jejich trojúhelníková část. Rozklad matice do součinu dolní "s horní
trojúhelníkové matlce se vyu!ívá mj. v Choleského metod§ výpočtu in

verzní matice.

lG./ Charles HEBMITE (1822 al 1901), francouzskt matemat 1k.
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Existují 8amozfejmě 1 mocn1~ čtvercovýchmat1c, nap~.

~] °1-9 I ....

1> ~ [8 '\ O]tAl .: [ l\) (A] :
. , 19 27

atd. (4.25)

Z ddvodd, která- vylolíme v 10. kapitole, platí pro tuto matici, 18

lA]'2., S(A] - ~ [r].

SkutečnA platí, le

tekle podle (4.26)

a po dosazeni za [A] 1. Z rovnice (4.26)

(4.26)

(4.28)

Ponecháváme čtenáfi, aby 88 o tom p~esvědčil. Tímto rekurentním zpdso
bam bychom nyní mohli počítat i mocniny vyAAích stupňd.

Budeme jistě pf.kvapeni zji~těním, !e existují matice, které ne
jsou Jednotkov4, ale _p~esto splňují podmínku

( ~ = 1,.2, ••• ). (4.29)

Takov' matice S8 nazývají idempotentní. Je to nap~. matice

[A] =
2

4

-)

4

8

-6

6

12

-9

• (4.30)

Platí-li pro nAjakou nenulovou čtvercovou matici, le

tA]I'I\i .. tol

- 25 -
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( rrv je pf'irozená číslo), je to matice n11potentní. Napf'. pro matici

l A1 =
o
O

O

1

O

O

2

3

O

(4.32)

platí, !e [~]3:: tO] a samozf'ejmě věec~D3' vyěěí mocniny ne! druhá jsou
nulová.

P~ipojíme jeětě poznámku k výpočtu inverzní matice. a.líma-li
soustavu CA J b< ~ .. t'}l Cramerovým pravidlem, dojdeme k tomuto postupu
sestavení inverzní matice:

1. prvky dané matice nahradíme jim p~íslušnými minory, -/

2. u minoru M.t.t zminíme znamánko, je-li ť + i lichá číslo.

Tak vzniknou doplňky (-1)új Moli = Ati I

3. vzniklou matici transponujeme a dělíme determinantem pdvodni matice.

Postup uká!eme na p~íkladu matice

[A1 =
1

4

2

2

5

8

3

6

9

(4.33)

Rapf'. k prvku Cl1t = 2 je pfťslu§ný minor

4 6
=

2 9
= 36 - 12 = 24 (4.34)

a dopln!k A1? =- M1'1 = - 24 (nebot 1 + 2 =3 ::: lichá číslo).
Podobni vypočítáme

1

2

1

4.

3

9

3

6

:I: 3,

= 6,

1 2

A1:!, =- - M1.3 = - 2 8
= -4 atd.

JE/ Minor je determinant matice, která vznikne z pdvodní matice vyne
cháním sloupce 8 f'ádku 8 daným prvkem.
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Matice sestavená z doplĎkd je

-3

6

-3

-24

3

6

22

-4

-3

(4.35)

D!líme ji determinantem \ Pe I - 15' a transponujeme. Dostaneme

r_.1- !l _.1-
~ 1ř S'

-1 -.a " 1IA1 -= s- G' s-
l2.1- _::L _i
1S ·15 S

(4.36)

'lento postup výpočtu inverzní matice -dává pro matiei dru..~4ho ~ádu

vzorec

[

Ov11

G\1,1
(4.37)

Pro matice vyAAího nel 8si tf-etťho nebo čtvrtého f'ádu S8 tato me
toda výpočtu inverzní matice nehodí, proto!e existují efekt1vn!jií me
tody ~eAení soustav lineárních algebraických rovnic, a tedy 1 efekt1v
nějAí metody výpo~tu inverzní matice. Nebudeme ,je vAak probírat.
bten~ je nalezne v kterékoli učebnici numerick~ matematiky.

5. HODNOST MATICE

Pro klasifikaci soustav lineárních algebraickt~~ rovnic a'~ posou-
-zení nlkterých vlastností matice z8vedema p~··j"elU.hodnosti matice • .Říkáme,

le matice [t\ J tvaru (%I.~~ ) má hodnost r , rovnaj:l-li ~.v§echny.

Její determinanty vylA:!ho nel 1" -t4ho stupn6 nule a alespoň Jeden de
terminant r-t4ho stupně je rdznt od nuly. Kl

-/ Je zvykem značit hodnost J podle angl. "rank t
., resp. ruskt§ho "rSlg".
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Protože absolutní hodnota determ1nantu-senezmění, změníme-li po_o

řadí fádko. (nebo, sloupcd), ani pf'ičteme-li k libovolnému f'ádku (sloup
ci) . lineární kombinaci ostatních řádkO. (aloupcd), jsou tyto úpravy do

voleny i p~i určování hodnosti matice. Abychom nemusili počítat deter
mlmanty, což je u velkých matic vždy pracné, upravujeme matici tak
dlouho, až máme věechny prvky pod hlavní diagonálou nulové. Objeví-li
S9 pf-.itom v některém řádku (nebo sloupci) sam4 rluly t vynecháme jej.'
Pokračujeme tak dlouho, a! jsou na hlavní diagonále jen nenulové prvky.
Počet ~ádko. takto upravené.matice se psk rovná hodnosti pdvodn! mat1cee

Např. matici

1

5

2

-2

O

1

3

-1

-2

4

-2

-) .

(5.1)

upravíme tak, že druhý řádek nahradime rozdílem druhého ~ádku a pěti

násobku prvního fádku. Podobně třetí řádek nahradíme' rozdílem třetího

a dvojnásobku prvního ~ádku. Tím dostaneme v prvním sloupci na druhám
8 třet im f'ádku nuly • Vyjde

10 -16 -22

-8 -ll

1

O

O

-2

5

3 4

Nyní odečteme od druháho ~ádku dvojnásobek t~etího. V druhám řádku

tak dostaneme samá nuly, tak!e druhýf'ádek vynecháme. Zbývá

[~
-2

5

3

-8
(5.3)

Hodnost pdvodni matice je stejná jako této upravená matice. Rovná se
dvěma. Hlavni diagonálu zde tvoři číslice 1, 5.

Uvedeme jeětě jiný příklad, totiž matici

~2 3

o 1 (5.4 )

5 2

Nejprve odečteme od dvojnásobku třetího řádku pětinásobek prvního řádku

a takto vzniklou kombinaci nahradíme třet i řádek
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2 3

o -ll

o 1 (5.5)

Pak sloučíme jedenáctlnásobek druhého řádku s t~etím f'ádkem; dostaneme
nulový řádek, který vynecháme. Zbude

2

O
(5.6)

Matice (5.4) má proto hodnost dvě.

Je z~ejmá, ie nulovou hodnost má pouze nulová matice. Je-li matice
obdálníková (fmJ'~ 'W), rovná se hodnost maximálně menšímu z obou čísel

.1'fr\J , /hl •

Má-li čtvercová matice (I\'\,)(I)V) hodnost 'f'<tnJ , má nu11tu /)t,--r •
Nu11ta mat lce udává stupeň jeji degenerace. Je-li 1'\t =r , je mat iee
regulární.

6. ROZDĚLENÉ MATICE

Matice lze rozdělit na meně! celky - submatice - a počítat s nimi,
jako by ělo o prvky matice. Ukážeme to na příkladu. Je dána soustava
rovnic v mat1covám zápisu

2 1 3 O 5 x 3I 1

O 1
I

-1 1I 2 Xt -5--- ---l---- --- ---- ---
3 -2 I -lOl ~~ ..:= -6 (6.1)

1 O
I

2 O 1 ~"1I 5

O O
I

3I 2 1 Xr- 5

Soustavu rozd'líme, jak je naznačeno čárkovanými čarami.
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Dostaneme ve zkráceném zápisu

Zde

(6.2)

B =[ J
-1

o

2
atd.

Zajímáme-li se jen o první dvě neznámá, mdleme dalAí tfi vyloučit,

a to tak, !e vyloučíme celý vektor t'V"J • Rozepíěeme-11 (6.2), máme
(bez závorek) .

'A~ .t- B '\r :: Q., J

C~ 1- J)1Y -= -fr.
(6.)

Je samozf'ejmá, že rozdělení matic a vektord v rovnici (6.1) mus! být
taková, aby se rozpisem (6.3) neporuě1lo pravidlo o násobení, tj. levý
činitel musí mít vždy tolik sloupcd, kolik má pravý ěinitel fádkd.
Za p~edpokladu, že b je regulární matice, dostaneme podle druhá
z rovnic (6.3)

(6.4 )

Dosazením do první rovnice dostáváme

Odtud

U9pof'ádáme-li součiny matic obdobně jako na obr. 3.2, bude

D-1
C

-2 2 O J .-2

J:. 1 -4 3 1 O
6

4 2 O O O

[-~
O

~] 1:. [ 14
16 O ] 1 [ 58 -28]

6 8 6 • (6. 7)
2 -8 6 16 -16

B Bb-~ 'B l)-iC
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Dále dostaneme

= ..!. [-23
3 -8

111 t

11_

a konečni podle (6.6)

..!.
3

(6.8)

Ll, = __3_ [ll
117 8

-17]
-23

1 ~ 111 1 ~ -117) { II

3" 114 J = - II7 t -234 J = l2 j ·
(6.9)

Kdybychom chtěli dodatečni vypočítat vektor 1Y , stačí dosadit do
rovnice (6.4); vyjde

-2 2 O -6 3 -2

'\ť
1

= "6 1 -4 3 5 1 O =
4 2 O 5 O O

-2 2 O -6 + 1 3
1

= 6 1 -4 3 5 - 1 = -1 (6.10)

4 2 O 5 - O -2

Tak jsme dostali řeAení celá soustavy rovnic (6.1), ani! jsme inverto
vali matici (5 x 5). Rozdělením se tedy mdžeme vyhnout nutnosti inver
tovat velkou matici.

Transponujeme-li rozdělenou matici, musíme transponovat nejen ma
tici, ale tál každou submatici. Rap!'.

r_~~~_]-r
l c. I })

- 31 -

(6.11)



7. VLAsTNí HODNOTY A VLASTNÍ VEKTORY

Ukázali jsme, le čtvercovou matici [A) lze povalovat za operá
tor, který transformuje daný vektor {x} v jiný vektor {"J~ (ve
stejném prostoru). Tato transformace je popsána ro~n1ci

Pololme si otázku, existuje-li nějaký vektor í.x Jo t který by se tímto
pfedpisem transformoval ve vektor .-l, Lx. j t 'hol směru ( Á =konat).
Zřejmě by musilo pro takový vektor platit, !e

[ A1 [~1 :: Á, {x} I

To je vAak homogenní soustava lineárních rovnic

( 7.2)

( 7.3)

která má feěení [x.)"" [O~. Toto feěeni neobsahuje ládnou cennou infor
maci a nezaj ímá nás. Nenulová ~ešeni však mdžeme dostat jen tehdy, *e
jsou-li rovnice (7.3) všechny nezávislé, tj. je-li matice v kulaté zá
vorce singulární. Její, determinant se pak musí rovnat nule, tak!e

( 7.4)

Anulováním determinantu dostaneme algebraickou rovnici pro vlastní
hodnoty Á ,pro ně! má soustava rovnic (7.) netriviální ~eěeni.

Ke každá vlastní hodnotě existuje zpravidla (ale ne vždy) jeden normo
vaný vlastni vektor {,)ť,}, který splňuje nejen (7.3), ale i normali
začni podmínku

( 7.5)

Normalizační podminka vyloučí mnohoznačnost, která je dána tím, .
!e každý násobek vlastního vektoru je opět vlastní vektor [znásobíme-li
vlastní vektor libovolnou konstantou, bude (7. 3) pof'ád platit] •

Uvedeme příklad. Najdeme vlastní hodnoty a vlastní vektory matice

A
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Royn1c8 (7.4) dá

-1 1 - Á..

4-ÁJ 2 = (4 - Á, )(l-~ ) - (-1) .2 =

= ~ - 5 Á + 6 = O • (7.7)

Tato rovDice JIlá dva kol-eny, totl! A., ~ = 2, .Át2.- = 3. Pro první z nich
dá (7.)

?. Xi + 2,')(,1. ... OI .

-:ti - Y-,,7, ':. O.

Tyto rovnice jsou lineárně záv1s14, mdleme proto jednu_ nich vynechat.
Řelení je pak ~1:' CI , J(~::' - ~ pro jakoukoli konstantu CI • Normali
zační podmínka (7.5) poladuJe, aby ~11l.+.xi' .. 1 , takl. tI::t t [2:". NOl'mo
vaD! vlastní vektor tedy Je

J !-ff} J 0, 707 }
1.- 'l ft : L-O, 701

( 7.8)

~ ~ 0,894} •
L-O,447

Podobn! najdeme 1 dl'uht vlastni vektor 'pro Jvt. = 3. Vyjde

= t-~}
fš

Vektol'Y (7.8) a (7.9) Jsou lJOl'movantf. Kdybychom s. spokojili 8 nenol'mo-!
vantai Y8kto~-" mohli jsme místo (7.8) napsat vlastní vektor [1 -1 ]
a místo (7.9) tfeba (2 -1] T nebo libovolný jiDi násobek.

etverco'vá matice (IYV-x.m.) má charakteristickou rovnici (7.4)
7tv-táho stUPn6. Proto!e je to algebraická rovnice, Dlá vidy '11J kofem
(reálných Debo komplexních). Hlkter4 z n1ch mohou být násobná o l'akoYá

..atice mdle, ale Dem~1 mít ~ l1DeárDi nezávislých vlastních vektord.

Rap!'. matice

Ilá vlastní hodnoty Á 1 = A2. = 4, k t1ial p~íaluA:! jediný normovaný
ylastní vektor
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Je ťo tedy ťav. defektní matice, n.b~~ -poě.t lineárDi Il8z'vlaltch
~la.tních vektor6 je ••ni! Dei i'ád 1I8tice. PosdlJl uk'I••• , le eOUllIrDá

el h...lt80vek' matice nemdle bit detektD!-.

hpl'otl tomu IIBt1ce

(7.12)

_, tat'dvojnáeobDOu v,lastn:! hodnotu ~ ).,,, = ..A,~ = 4, ale pf••to -,
dva ne.áv181d normoyaDé via8tni vektory

Poěet l1neárDi nezávls1tch vlastních vektord pfísluin;fch k urě1tá ná
sobná vlastní hodnotě . ~tv je zi'ejml dán Dulltou _tlce (tA J - '\'1" tt J).

Protol. kaJdá lineární kombinace vlastníoh v.ktor~ pf1s1uln;fch/
t t'le n'eobDá vlaatní hodnotA je oplt vlastním yektor••, -' matice
( 7.12) nekoDeěni mnoho vlastních yektord. 11\1... vlak z nich vybrat

ur~ltt'poě.t l1neárDi nez'v181!ch vektord, tvo~ícícb vektorovou bázl,
a Ylech~ ostatní vlastni vektory .ynechat, nebot Jsou odvoz.~ l1neár
ll! to.biD8ci _vo1eo4 vektol'ov4 báze a !l8pfináleJi z matematick'ho hl....
dlska ládDOU novou iDto~..c1. Zpdsob vjbAru bázových vektord n~DÍ ovl••
"edlnt•. lap!'. vektory (7.13) bychoa mohli nahradit tlm1to dv:i1D8 bázový-'"
__ ....ktor'3 -/

Závorky vyznačující ma~lce a vektory budeme nyní pro 8~rueDo8t V7~

1J8chávat. UYede.e dt\lel1touvltu o vlaetních vektorech. Jsou-ll vlechn,y
kof..~ charakt.~18t1ct' rO'lmce (7.4) navzáJem rdzn4, jsou Yi8ChDl nor
mov.ft' vlastní vektory l1neárna ne.'v1s14. To dotále.e spor••• Budelle
p~.dpokl'dat jejich lineární závislost, col znamená, I. existuj. vztab

w/ Zi'e.1mAJX.-= tf1"Cú..'t1J'), '-v:". ~E(--ut-!\Y) • Protol•..,(L, 'Vpfíslu-
. ~ . '" I'V

leJ! .k 't~~. 'Yl~8t~ h~d~i "\'1 == A,1. J ..Jsou Ak -,", ~ ~~.!~I Y1•.•'l-D1
.tktO:r7·
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y Dld M..~ Je nermovaDjf 1 yla8tni 'Y_tol' p~í8lulný vlastní hodnotě Á~

( .~ =1, 2, ••• , IYV ), (j~ 81 tMl jsou konstanty, kt 81'4 88 zároveň

'Ylechny neroYD8jí. Dule. Obi strany poslední rovnice ~ní znásobíme sou-

elne.

(7.16)

Proto!. (I\-.A.i r)M..-t: ==A-u'\'-Á'Ú,.( -.: o[-Ut' ::~Jkdy! ..l:.Á.~ v rovnici (7.2)J,
odpadnou na levd stranA rovnice (7.15) viechDl ělen;y al na prvn!,.
Na pravé straDl.je Dula.' Dostan••• ·~ed1·ti·řlu1 =- ..O'. P:f1tom l' je

ětvercová regulární matice '8 součin 1>,u1 J. vektor :rdznt od nuly
( ~1 je podle pfedpokladu Jednoduchý kof'en char~t~i8t1ck' rovnice>.
Proto CJ-1 =O je v rosporu 8 pi'edpokladem. Vektorl M,1 , M,1 , ••• ,

4t\V j 80U tedy lineárně nezáviel', neboť (7.15) neplat ť •

J ...11 matice [f.\] obecDi ne.oUBllrn', 811. mít 1 komple:zD1vlast
Dí hodnotl; o jejích vlastních vektorech toho nemdleme mnobo fíci.
Jd.-li vlak o soumil'nou nebo hel'm1teoyskou ..tici,~lelll. aD8dno doká
zat, I. Její vlastní hodnotl jsou vidl l'eáln4. Abychom to ukázali,
utvofť_e nejprve kvadratickou formu matlce [A 1 8 libovolným vektorem
i~J

Zde ~ je obecnl komplexní vektor, A 8o~rpá nebo hel'miteovsk'
Jl8tice. Q, Je Jednoprvková :matice (~)( 1) , tedy číslo, nebot matice
Y .ouě1nu na prav4 stranA mají rozmlry (1 x.fh,)(IV\F}(Ih)tlVt)(~). Číslo k nimu
ko_pl.zDi sdrulen4 Je Q,~ t. takle

(7.18)

Proto!. A j. hermit.ovsk' matice, je Alot ~ A a Q."" '" Q., • Takle číslo
Q, 'je nutili reáln4. Pro normovant vlastní .ektor platí vztah

A MJ· = Á,~. ( 7.19)

Rá.obťme-ll tuto rovnic'! zleva herm1teovsky sdrulenjm vektorem "u, H

vyjde
( 7.20)

Proto!. G. =uHAU a nor_ v,u!t.u ':: 1 ,j. A, = a = re'ln4 číslo.

lI.dále bud••• pl'edpoklá4at, .Ie ·matice j. 80Ulllrná (a tedy reálná).
Jsou-li vlastní ěí.l. vleebDa navz'Jem rdzná, jsou vlastní vektory aou
.frn' matice ortogená1n1. Abych.llto ~ok'zallt vybereme dvl vlastní
hodnoty .,l-t, ..;\, ~ a k nim pf'ísluln4 'Vlastní vek'tol'Y ~1" ,.,u-t • Pak
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A ,ut .: Jv (, ~~ I

Auic- -= ~~ ~t. ,-

Druhou rovnici budeme transponovat; dostaneme

(7.21)

(7.22 )

r
První z rovnic (7.21) násobíme zleva transpomvaDým vektor.. M,~ •

Vyjde
r A .' 1 r

ÁÁ,t, Á.,tt =Ni ..ul(, ~-t' •

Levou straDu upravíme 8 poul1tím (7.22)

(7.23)

Je tedy

pro'r,
,.u,,fť., ,(,(, -c: : O,

To je vlak podmínka ortogonality (skalár-ní součin v.ktord A.Lr/c, , w~\

je nulový\.

St6Jná vita platí 1 o herm1teovských maticích. Stačí y ddkazu na
hradit 8J'mbol T· pro transpozici 811J1~ol•• H pro hel'miteovskou trans
pozici (p~i ní S8 Erozi vtm,any fádkd za sloupce a naopak měni čísla

v komplexně edItuJ sná ě1s1a). Podmínka ortogo na11ty (7.26) 88 pak nahra-
dí obecniJlím tvarem ,.(..(t U~ =: O pro .(, ~ t (vektory M.;~ ,,(N~ jsou
unitární) ..

Je-li tedy matice I AJ soum!l'ná typu (%"klll\,), má % reálntch
vlastních hodnot. Jsou-li viech-I\Y navzájem. rdzn4. p!'ísluěí k nim tl1J

fj

normovaných vlastních vektord, kter4 jsou navzájem ortogonální. Lze
ukázat, 18 1 tehdy, jsou-li vlastní hodnoty násobné, lze vlastni vek
tory ortogonalizovat (vybrat vzájemně kolm4 a lineárl~ nezávis14 vla8t~

ní vektory), takte v!dy existuje ortogonální vektorová báze s plným
počtem fVV vlastních vektol'd. ~/ Soumirná matice mají t významná;
matematická vlastnosti.

Jr/ Výběr! ortogonálních vektord jsme ukázali II mat
nebyl jednoznaěnjf, asi jako není jednoznačnou

niei dva vzájemně kolmé prdměry~

Výběr

v kru!-
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Óloh7 z 41D8m1k7 soustav tales vedou ě.eto k soustavi rovnic'
v matic.ov'. ty8l'U

Zde CM 1 je matice hmotnosti, I \CJ matice tuh08ti~ l ~J znaaí vek
tor zobecnln1eh 80uf'adnic a tF" 1 .,ekt~r budicích 8i1. Matice hmot
nosti a matice tuhosti Jsou 8oUllěrn'. HledŮle-li vlastní tll1ty, d08a..

díme {~J ': t x. J Q,"lIJi, tFJ ~ l O} a ~0."taD8Ile

Je-11 ID&t1ce tuhostl [kJ regulární, stačí dosadit

-~ll<J lM] -= LA]) ( 7.29)

a vyjde rovD1c• .,..':t~aru. (1.2). -'.-11 r-egul'rn:t ..tlel baotJlOetl,

lidi••• dosadit

(7.30 )

a V7Jde tll základní tvar. Oba t7to poStupy jsou nevýhodn' v tom, Je
v~dou obecDl k ne.o..il'n4 maticl t ~] . Obecnl totil ~/

( 7.31)

Proto 3- Y~odm rozlol1t. metici l H ] D8 8ouě1n troJóbellÚkovtch
aat lc (za pf'·edpokla4u, I. [ MJ je regulárl11)

[\i ]T "e doll11, [H] horní tro.1dheln:Cková ,.atice. Zpdsob tohoto roz
kladu .,_ Y l1tel'atul'e .nám Jako Cbola8t4ho metoda. If1sto royDlce (7.28)
bude I\YIlÍ

Doeadí.. novou proalDDOD

-/ Pro eou.Il'DOtl ..tlel plat1 t I. AT a ~

podle (7.31) ft••plipJe.
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a dostan•••

H-T
~oD.8ěDl znásobíme obl str8D1' rovnice zleva maticí

S oZDaěen1.

H-T k H-1 '" A

W" =Á,

získáme opit znát tvar .

a dostanelle

(7.36)

( 7.37)

(7.38)
\A~ =: )..,I\j )

v naml A Je soudl'ná. matice.

Z rovnic (7.30), pop~. (7.37) Je v1dlt, le reálnou hodnotu vlastní
kruhov4 frekvence W mdl••• dostat jen tehdy, je-11 taká vlastní hod
nota Át matice [A1. reálná a nezáporná. Tak tomu bude, kdyl kvadra
tická forma ~'A ~ .ttSto matice bude pro jak~o11 (reálnt) vektor J(,

nezáporná. D1kůe pak, le j. poz1t§1vně semidefinitní. Podrobnij1 o tom
bud••• hovof1t v osm4 kapitole.

8. GJX>Ul'Rlcrt VíZKA" VLASTIf:tCH HoDNoT A VLASTNíCH nnoBft

Roz.pi·illa kvadratickou tormu napf'. pro ..tlei druh'ho f'ádu.
Dostane••
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Je zf-ejm4., le z ko.~1clentd Ct11.. t Ct"t1 a. zde uplatní Jen jejich
ecraěet.. Tuto Ilnohoznaěnost vyloučíme pfedpokladel1, le ai~: Ot't1 , tJ.
le matice tAJ je sotUllěrná. Pak bude k daDá kvadl'at1ck4 formA pfí

elulet jen jedna matice, Jejíl prvky lze jednozD8ěnA sestavit z ě1n1

t.ld t4to formy &

V dalAím vikladu S8 tedy omezíme na kvadratickou :formu tvofeaou
88 soumi-rnou maticí 4} Prvky ".toru t X, 1 mohou bit jakákoli reálná
aísl&, nemohou S8 viak z oveň vAechny rovnat nule (to by znamenalo
.",mizen! kV8-drat1cktS :tormy). Ra p~íkladu kvadratické formy (8.1) (y ní!

et1'L::: Q1.1 , 88 maleme p:fesvidělt, 18 kvadratická forma mdle být pro JŮ4

kol! [iLJ vidy klad , tj. poz1t1v definitní (napi\. ~/"+~1.'l..), kladná

nebo nulová, tj. pozit1v 88m1de:f1n1tni (napf-. =X1t-'2~1 )(2.,+ -x.~~ ), vždy

záporná, tj. negativně definitní (např.-~1.-)(i" ), záporná nebo nulová,
. tj. negativně semidefinitní (:např. _~1.+ 2.x

1
X2,. -x.i") nebo nelze nic tako

vého tvrdit a kvadratická forma je indefinitní (např. X1X~)t

Toto třídění má velký význam v úlohách o vlastních hodnotách.
Matice pozitivně definitní má všechny vlastni hodnoty kladné.

J'e-li soum!rn' IldItiee pozit1vn~ definitni, má vAechl\Y hlavní sub

determinanty kladná, tJ.

1CL111 > OI a 1t

Utl, ') O , '\ \ 1

Tyto 8ubd.term~nanty tvof'íme postupni ft leváho horního rohu pod~l dla
_goná17. Posledni z nich m.á velikost f'rv't!..,'Y\.) f jde--11 o mat1cltrv-t4ho
f'ádu.

Vratme se rqní ke k11adratick4 f01"m§ (8.1). Zvolme vektor i :x-~

tak, aby ~::.1 • Rovnice

I

pi'edstavuje y eoufadmeích )(1 ,X2. kuleloseěku S8 etfedem v počátku.

V mat1eov4m tvaru

(1 LX.) = J(T A X. = 1 . (8.»

Budeme !\JDí zkoumat vlastnosti t4to kuleloseěky ve vztahu Je vlast"ním
hodnotám a vlastním vektordm matice ~

(nohu o 'YlastlÚch hodnotách 8 vektorech vyjadf'uje rovnice
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Vektor (J( "!J p:fedstavuJ e bod na k~elosečce (8.2). Rovnice (8.4) :fíká,

!e tento vektor - j&-li vlastním vektorem - má sm~r ·normály ke ku!elo
sečce v tomto bodě. Derivací rovnice (8.2) toti! dostaneme

čili - vynecháme-li závorky, označující matice 

VQ
rbl( -:. 'lAx.

Je-li (1 = 1, je dQ.. = O. Odtud

(8.6)

. r~ Q i~1 (2

()(1 C(X.1 +- '() x.", C.tl( '2- "" O,

Směrnice tečny ke kulelosečce j {., =c{X1.. mě i ále ~ C:{X:1 a s rn ce norm y

(8.7)

IV Q !'OX1

uQ ·/UX1

(8.8)

Av
/

Au

To je věak směrnice vektoru

(8.5) t resp. (8.6). Vektor A~

má proto směr normály ke ku

~elosečce (8.2) v bodě ~ ~

- -'rL Xl I )l z, 1 ) obr .8•1. Je-li
2>\= (,L, resp. :x::: 1)"' , je

AU :: ~1 4' resp. li. \f -:: A,t,'1)-'.

To jsou hlavni vektory [tento-
krát nejsou normovány, proto!e
pro Jejich slolky musí platit
rovnice (8.2) a nikoli (7.5)].
Znásobíme-li tuto rovnici
zleva vektorem .-u.;r , resp. v'r,
budeme mít

Obr. 8.1

ÁJLr A ~ :: Jv 1 {,l. r Á,{;, I

.'\}J r A V"
(8.9)

": .A.,'1.,. 1t~ 'r V ,
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S poulit!m (8.3) odtud vyjde

l\ ~

A., ~ ":::::.

il M..11 '2.. I1 u,' ,t,V (8.10 )
~ ~

A,.t- '::: -= --
V'\r \, '\Y ~ t.

Proto!e l\Uill ,resp. ll"'t.,\\ je d41kou poloosy ku!elosečky (8.),

rovnají se vlastni hodnoty souměrná matice p~evráceným hodn~tám kva
drátd dálek poloos pf'íslu!né kvadriky X, r /~.x =1 .

Pozitivně definitní matice má věechqy vlastní hodnoty kladné,
takte poloosy její kvadriky jsou reálné. Negativně definitní matice
má vÁechqy poloosy imaginární.

Jde-li o dvě proměmá, je kvadrikou x.í A x '" '1 ku~elo8ečka. Máme
li t~i proměnné, dostaneme plochu druhého stupně. Pro čtyři 8 více pro
měnných u! nemáme pf'ímou geometrickou interpretaci; p~edstavu o vlast
nostech kvadratické "nadplochy" z.ískáváme jenom zobecněním zkuěeností

z t~írozměrného prostoru.

V třírozm~rném prostoru je kvadrikou pfaísluěnou k souměrné pozi
tlvn§ definitní matici elipsoid. Má-li matice dvojnásobnou vlastní
hodnotu, je to rotační elipsoid. Má-li jen jednu trojnásobnou vlastní
hodnotu, je to koule. V kald'm z těchto p~ípadd lze najít (nebo vybrat)
ortogonální vektorovou bázi s plným počtem t~í bázových vektorO.

Nyní se vrátíme k matici druhého f-ádu. Kvadratická forma (8.2)
představuje tedy kulelosečku, jejíž hlavní osy spadají do sm§rO vlast
ních vektord dan4 matice. S přihládnutím k obr. 8.1 nás napadne, !a
by mohlo bit výhodné, kdybychom transformovali rovnici (8.3) k osám

51 t ~.1. • Uká!eme, jakou zvláAtní úlohu přitom sehraji vlastní vek
tory

(8.11)

. 'r 'rJsou ortogonální, takte ~L v ': V ~ .: O • Sestavíme je do tzv. modální
matice (fundamentální matice)

Budou-li tyto v'ektory normovsn4, bude UTu = v' '\Y = 1 a

(8.12)

\" 1 (\u 1- l--,- - -::: 'r
O ' I - 4

(8.1])
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r -~ .
Matice U je pak ortogonální, neboť U -= \j ." Do rovnice (8.4) za-

vedeme transformaci

a dostaneme

I~Ug ;: AU~,

Tuto rovnici znásobíme zleva maticí Ul:, U-~ . Vyjde

p~ičeml

L\ :: Ult-\U,

Obráceně plati, !e

A :::. UL\ U,I,
Rovnici '(8.17) rozep:íAeme takto:

(8.14)

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

Matice· l\.. je tedy diagonálni. Transformace (8.14) vede k transforma
ci matice A podle (8.17) na diagonální tvar. ICvadratická forma (8.3.l
se zm~ní na tvar

(8.19)

S pf'ih1édnutím k (8.17) lze posledni vztah upravit na

(8.20)

(8.21)

To je standardní tvar rovnice ku!elosečky, z ní! vymizel člen obsahu

jící součin ~1 ~'l. j kvadrika má nyní rovnici

'2, 'L
.Á. 1 ~l t -\. i ~ 1. :: 1

vzta~enou k hlavním o sám ~ 1 , ~ '1. (obr. 8.1).

Existuje jeAtě-j1ný zpdsob geometrické interpretace úlohy o vlast
ních hodnotách 8 o vlastních vektorech matic. Zvolíme-li na obr. 8.1

libovolný vektor ~ , mdjeme jej vyjád!'it jako lineární kombinaci
bázových vektoro. ,u ,'U"'

- 42 -



(8.22)

(8.23 )

~ -=. tl ~ + 1{1. V-.

lConstanty "i 1 tLl. mdl!3me povalovat za skalární slolky vektoru'} ·
Zná8obíme-~~:~ rovnici (8.22) zleva maticí A, dostaneme

A1j. ~ 1{1 AU t 'LLL A1J- -= 1(1 .tl -u. t 1(1...Ll. 1)".

Matice I~ tedy transformuje vektor :r tak ,jako by se složky ttt 1

'~'l.. "roztáhly" na A.1 1{1 ,...L'Z.1t''J,. • Kl

Diagonalizace matic má velký význam v matema~1cká analýze. I ne
souměrnou matici lze diagonalizovat, pokud má plqý počet vlastních
vektoro.. V tom p~íp8dě však není modální matice ortogonální (ani uni
tární), tak!e místo (8.17) a (8.18) nastoupí vztahy

(8.24)

(8.25)

Vlastní 'Yektory není nutno v tom pf':ípad~ normovat.

Na!e dV8hy se ai'dosud týkaly souměrných matic druháho ~ádu. Lze
je snadno zobecnit 1 na soumirná matice vy!ěích f'ád'O. Je-li tento f'ád
vy!!í ne! třetí, mdžeme získat geometrickou představu u! jen nepf':ímo,
8 poulitím ·analogie.

Je-li matice hermiteovská, je modální matice unitární 8 'Yztahy
(8.17), (8.18) se nahradí obdobnými yýrazy

A == UL\U ~

(8.26)

(-8.27)

Doporučujeme čtená~i, aby ~1 tyto rozklady matic nacvičil na p~íkla

dech, která s1 sém zvolí.

K / Obdobně bychom mohli tvrdit, le se slolky '1{1 ,1t.L. nezlIlěnily,

ale roztáhla se vektorová báze na )....1 ~, ~.z" LY • Pro tuto inter-
pretaci není pod8tatn~, je-li matice A souměrná. Stačí, má-li
plnt počet vlastních vektorO.
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9. PODOBNÉ MATICE

Čtvercová matice A transformuje vektor j( ve vektor "} po

dle vztahu

( 9.1)

Pf'ejd~me n,yní k jiným sou:l'ac1nicím lineární transformací soufadnic

~ ::T~I

Zde T je čtvercová regulárni matice stejnáho f-ádu jako A • Mlsi
být regulárni, aby existovala zp~tná transformace ~"T -")(. , 'Y.. '" T -'l'\t '
a musí být stejnáho f'ádu jako A , nebot jinak by nemohlo platit pra
vidlo o násobeni matic (vektory X ,g maji stejný počet prvkd).
Dosazením (9.2) do (9.1) vyjde

AT ~ "Tl( I

Násobením zleva inverzní maticí T -1 dostaneme

kde

( 9.)

( 9.4)

A ~ T -1 A 'T ,

Mat iee A a B pf'edstavuj:í - pokud j sou vázány vztahem (9.5) 
stejnou lineární transformaci (v různých soustavách souřadnic).

Matice, která jsou vázány vztahem (9.5), se nazývají podobná matice.

X2 //1 Uvedeme pf-íklad.
Matice.,,/

.,/ /

~~ .,//
/

A = [~ -~ ]~/// .
~/// (9.6)

/ /
,;-/ / A

B 4 /
/ transformuje libovolný

3 / I
I ..-.;.

I ~ vektor Y.. (OA na obr.
/~ 9.1) do stejně dlouháho,

I ale o 90 o oto Č en4ho vek-
""

.",~
~

" \~ toru .1f (OB). Pro vektor
Xi x. zvolme bázi

-4 -3 -2' -1 O 1 2 3 4

Obr. 9.1
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Tekle budeme mít (obr. 9.1)

Tuto rovnici lze zapsat jako

označíme-li

12

1
'f ~

Pro vektor 't bude obdobně

(9.10)

čili

Podobná matice

( 9. ll)

-1 1 l. 3
~::TAT= 5

-1

pak popisuje transformaci slo!ek ~
~

čeného vektoru OB

~

vektoru OA do složek -t oto-

( 9. 1])

vztažených k vektorové bázi U , ~" • Na obr. 9.1 bylo

~ :l:} ,tekla

1 ) -1

12

6 1 .
1{,.: 5" l ). ( 9. 14)

Podobná matice tedy popisují stejnou lineární transformaci. Vlast-.
ní hodnoty souvisejí 8 vlastnostmi této t·ransformace, takže-podobné ma
tice maji stejná vlastní hodnoty se stejnou násobnosti •.Opak nemusí
platit, nebot nap~. matice
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~]
nejsou podobná, ačkoli mají ob~ Á 1 = Á-t, = 1.

Q tom, !e se matice B .(9.15) nepodobá jednotková matici A
p~e8vědčime se tím, le nalezneme obecný vzorec pro podobná matice
k jednotkov~ matici

T -'\ AT -= T·'\ I T --~- I\ \ -: .

IC jednotková matici je podobná zase jen jednotkovámatlce, col matice
B není.

čtvercová matice A (IY\,'~ I1'\.,) je podobná k diagonální matici

tehdy a jen tehdy, má-li ~ l1neárnA nezávislých vlastních vektord.
Zvlá§tě plat í,'!e A je podobná k diagonální matici, má-li -navzájem

razná vlastni hodnoty. Diagonální matice podobná k čtvercová matici A
se nazývá kanonický tvar matice A

Dvedem opět p~ík1ad. Necht je dána posloupnost dvou proměnných

~ , lIJ" algor1t mam

( k =0, 1, 2 J ••• )

-1}',
t:. ,.1

Označíme-li

budeme moci rovnici (9.17) 'zapsat ve tyaru

[-7 4])
-8 1

( 9.18)

~.fH1 '" A~Y.. -l ·

Matice A má vlastní hodnoty A.. 1 =-3 + 4 ~

8 vlastní vektory

( 9.19)

.t2- = - 3 - 4 ~

t l \tY=-
1 - ~

(9.20)

Pomocí modálni mat lce \J '" [JU.. '\'Ii ] mdleme mat lei A d1agona11zovat.
Vektory Iv(, , V nejsou ortogonální a matice U není unitární,.
nebo! matice A není herm1teovská. Proto používáme vzorec (8.24)
a nikoli snad (8.26). Dostaneme
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[
1 - ~ -1 J[ -7

_- 1 - «, 1 _-8 :J[ 1

l+~
=

Pak tedy lze u!:ťt substituci

abychom místo rovnice (9.19) dostali

RozepíAeme~li poslednírovnlci, budeme mít

o ~ot1
-= ,.li r Iz.. -: ( - <~ + 4.-i) Y(t, = (- 3 1" 4 .<:) Y'() I

'" -t1.AL, ... (-3- 4,c).1i. -= (-1-ít~)tt1 ~v'

( 9.23)

V těchto rovnicích jsou proměnná separovány. Zp~tnou transformací

vyjde

1 ol íT~ 1
1-,( l A-t'-_) ( 9.25)

(9.26)

Jsou-li dány počát eční hodnoty -Uc , 'lJo ,dostaneme 'o , .'~c ~e-

laním rovnic (9.26> pro o~ = 0, tot 11 soustavy

(9.27)

Diagonalizace matice A umoinila v tomto p~ípadi separaci proměnných,

tak!e jsme mohli získat uzav~ená ~eAení (9.26). Je z~ejmé, le
o

pro mate
matickou analýzu má diagonalizace matic velký význam.

Mají-li" podobn4 matice stejná v18s~ní hodnoty, musí mít i stejný
charakteristický mnohočlen

(9.28) ,
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Z vlastností čin1tel~ tohoto mnohočlenu lze odvodit, !e součet prvkd
I

na hlavní diagonále (tzv. stopa matice) je u podobných D14t1c stejný,
tzn.

Za/vedeme-li pro stopu matice označení i~

rovnice tvar

Dále plat í rovnost det erm1nantO

(trace), získá posledni

(9.30)

, A l -= \ /.\ \ -; ,L1 ,t1. - - - Á .)IV
(9.31)

Uvedli jsme ji~, že lze diagonalizovat každou matici, která má
plný počet vlastních vektorO. Nelze tedy p~evást ka!dou matici na dia
gonální tvar. Nap~. matice

( 9.32)

má- vlastni hodnoty A" = Á..-z... = 7 a pouze jeden vlastní vektor
l.l O }T. Kdyby existovala nějaká modální matice U taková,

-~
aby U AU ~ L\ , musilo by také plat it J !e AU -= U f:\. a konečně

( 9. 33)

Dosadíme-li vAak za fl do rovnice (9.33), vyjde rozporná "rovnice"

'OJ1 J
( 9, 34)

která nemOže platit.

Pro takové matice platí Jordanova věta: má-li matice A (~"'VL)

rlizné vlastní hodnoty .1,~, "'t.. , ... , ~h s násobnostmi "mt1 ,.')/)1\1..'

••• ,lYY'vp , pak charakteristický determinant má tvar
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Mat lee A je v tom pf'ípad§ podobná s rozdělenou maticí

A1 O O
O I\.l. O

J ::.
"
" i

" .. I I
O O ' 't\.

f:>.

( 9.36)

kde A..t má velikost (tmi ';"1}'\Iti.) a má tvar

t- O O O
~

~ ,L- O O
.Iv

1\. : O * ~t ... O
1,

············.. ····.. J
•••••••• • ••• ~ Á,.l,

(9.37)

Hv~zdičky pod hlavní diagonálou značí bud O nebo 1. Matice (9.36)

má JordanOv kanonický tvar.

Symbolem n v rovnici (9.35) jsme .označili násobení. Rozepíěe

- me-li pravou stranu táto rovnice, dostsl.1eme

h

fl (.J..-"'-j) = (-l-.Á..dlA.-Á1,1 ----·L~-~.I.l)·
~; 1

10 • VĚTA CAYLEYHO - HAMILTONOVA

(9.38) -

(10.1)

Charakter1st1c1c1 polynom matice A má tvar determinantu 1A- Á I I.
Lze jej upravit na 80učin ko:fenových č1nitelň, tekle rovnice (7.4) má
pak tvar

~

n· l-L - .t d .,. (.l - Á 1 ) l ~ -"-1,1 ._. l.t - .Á. "'V ) •

<:~
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Vlastní hodnoty A,~ , Á1.. , ••• , A'YV mohou, ale nemusí být čísla

navzájem rdzná. Rovnici (10.1) mOleme 'zapsat zk~áceně jako

'? (J..) .. OJ

značí-li ~ algebraický operátor, který z prom~nn~ ~

charakteristický polynom

lY\,

-p (Á') , II (~ .- Li) ·
1,;1

(10.2)

vytvofaí

(10.)

Od polynomu \ A- AI \ se liJí jen II matic 11chý~h ~ádd, a to znaménkem.
Analogicky k tomu definujeme maticový polynom

Ih.

?(A]:' II (A-.l1.I) =tA-~'1t)(A-~tI) ·--lA-Á""I).
~ =1

Pro vlastní vektory J~i plati rovnice

(10.4)

(10.5)

Násobíme-li tedy (10. 4) zprava vlastním vektorem ,u,,( J bude nejprve

tA -Á.'\II. Ll tLi ::; lA.~-Á.'I,1,\u,,~ ,pak lA-.L.'V\-,\ I) t.l,t ~l"-i-J..\'\-1).uiatd., takla·
postupným násobením zprava dostaneme celý polynom (lO.) s hodnotou
~ :: ~ ~ • Je tedy.

(lO.6)

Proto~e v!sk ~~ je ko~enem rovnice (10.2), máme na pravá straně

nulu. Proto

(10.7)

To je známá Cayleyho-Harniltonova věta: ka~dá matice splňuje svou
charakteristickou rovnici. Kl

Např. mat ice

A =
[

-7

-8 :] (IO.8)

W/ Wiliem Rowsn HA~TON (1805 až 1865), irský matematik a fyzik.
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má charakt er1st1ekou rovnic 1

-1--A

-S

Skut ečně platí, !e

4

i- 1\
(10. 9)

Al.
+

nebot

[
-7

-8

li dále'

-24]
-31

(10.10)

[
17

48
-24J + 6
-31 [

-7

-8

Platí-li pro tuto .matici rovnice (lO.lO), lze ka!dou její mocninu
vyěAí nel první vyjádřit pomocí ni!Aích mocnin (v tomto případ~ nulté
8 .první). Nap~.

A1. ~ GA - '2..) I "

AJ :: - 6 A'L - Q..~ A -= ~~ 14 + 150 I atd.

To jsme jil poulili ve čtvrtá kapitole.

Platí-li pro každou čtvercovou matici rovnice (10.7), jsou line
árně nezávislé jenom nižAí mocniny matice (až do určitého stupn~).

To je zásadní rozdíl proti algebf'e s jednoduc,hou promAnnou, její!
věeehny mocniny jsou lineárn~ nezávislé.

Je-li některý kořen charakteri~tické rovnice násobný, změní se
rovnice (10.7) podle, toho, jde-li o matici defektní nebo ne. Má-li
matice A (f)1,.xIVV) plný počet vlastních vektoro., avěak jen k< % na
vzájem rdzných vlastních hodnot, plati rovnice

( 10.11)

U defektní matice musí být některý z č1nitelO (nebo několik člnltelňl

ve vy~§í ne! první mocnině.
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Např. matice

A = ( 10.12)

má dva nezávislá vlastní vektory (7.13) a platí pro ni identita

A-41 -=.O~
(10.13 )

Zato defektní matice

:] ( Á~ =Á1, = 4) (10.14)

má jediný vlastní vektor (7.11) t a proto rovnici (10:13) nesplňuje,
ačkoli má s maticí (10.12) stejný charakteristický polynom. Splňuje

v§ak rovnici

nebo{

(10.15)

r
-2

-1
(10.16)

Poslední rovnice je zároveň zajímavým ddkazem, !a čtverec matice se
mOže rovnat nule, ale mat ics sama je nenulová (je věak singulární).

v~tu Cayleyho-Hamiltonovu mO!eme vyulít i k výpočtu záporných
moc nic matice. Znásobíme-li nap~. rovnici (10.10) inverzní maticí A~~
vypočteme odtud pro matici (10.8)

-1
= - 2; (A +(. I) = 2; [~ -4]A ,

-7

1'\-'1.. 1 . - -1 ) 1 [ - 31 24]= --l.l+bA =~ atd.
25 625 -48 11

Chceme-li určit vysokou mocninu matice A, kterou lze diagonali
zovat, mOleme pou!ít vhodnou transformaci. Ukáleme to na p~íkladu mati
ce

r 1
A :: L3 :] ( .t1 = 5, ,t'l- =- 2).
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Ul1t~m modální matice

dostaneme

(10.18)

5

O
(10.19)

Chceme-li nyní vypočítat m, -tou mocninu matice A ,pou!1jeme vzorec

Vypočteme napf. desátou mocninu. Dostaneme

(10.21)

8 zpětnou transformací

= ..l..
7

3 (510) + 212

3 (.510) - 3 l210)

4 (510) _ 212

4 (510) + 3 (210

(10.22)

Pro velk~ exponenty je tento postup výhodniJAi ne! opakovaná pouliti
Cayleyho-Hamiltonova vzorce.

SteJftt postup lze poulit i pro výpočet ,souět-a nekonečných f-sd typu

s = I + A. + A?-- -I- - -' + A'rI; -+ - - ..

Takovt! úlohy se vyskytují v ekonomii. Místo součtu S
mocnin podobných diagonálních matic

'2- 'niT -:: r + j\ +- l\. ·to - - _. + A +

(10.23)

hledáme součet

(10.24)

Tento součet obsahuje na diagonále ~ady, která lze sečíst, jsou-li
vlastní hodnoty uvnitř' jednotkováho kruhu I A\ < '\ (jinak by součet

nemAl limitu). Na diagonále v ~ -tám fádku je toti!
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(10.25)

Matici 'T
k prom~nné

tedy mžeme snadno určit. Zpětnou transformaci přejdeme

S . Dostaneme

(10.26 )

PodmiIica konvergence A'Y\,~ O pro "h"'" 00 mže být z~ejmě splněna jen
tehdy, le~í-li vlastni hodnoty matice uvnitř jednotkového kruhu. To je
do.le~itá i pro některé iteračni metodyvýpočt'O v numerické matematice,
pokud využívají vlastnosti mocnin podobných matic.

ll. NUMERICKÁ STABILITA

Vlivem zaokrouhlovacích chyb, popř~ vlivem n8p~esnosti měření

počítáme nejčastěji s neúplnými čísly nebo s čísly ne zcela pfesným1.
Zpňsobí-li malá změna velikosti vstupních dat malou změnu výstupních
hodnot, pak nepřesnosti vstupních dat nezneho~nocuj! výpočet. Zmeněí

me-li chyby na vstupu a zjistíme-li přitom, že se úměrně k tomu zmen
Aují i chyby na výstupu, m!eme výpočet považovat za stabilní. Tak
tomu vAak vždy nebývá. Chyby mohou narOst tak, že výsledek výpočtu -je
k ničemu, ačkoli jsme použili teoreticky bezvadné výpočtová metody.
V dalěím textu uvedeme p~ík18dy, kdy vlivem malých změn vstupních hod
not nastává kvalitativní změna výsledku nebo jeho podstatné znehodnoce
ní. Uvedeme však také metody, kterými lze přibližně určit změny na vý
stupu ze známých změn na vstupu, jsou-li tyto změny malé, a to bez opa
kování celáho výpočtu. Konkrétně se budeme zabývat změnou vlastních
hodnot a vlastních vektor~, vyvolanou pozm~něnímpo.vodnimatice. To má
význam pro "doladování" kmitajících mechanických soustav rOznými kon
strukčními změnami (viz 12. kapitolu).

Ukážeme nejprve nestabllitu Jordanova kanonickáho tvaru. P~edpo

kládejme, že E, je malé kladné číslo (0<.cc.~1 ) a U nějaká regulár
ni matice velikosti (2 x 2). Má-li matice A tvar
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A = [U] [~

p~isluAí ji Jordanav kanonický tvar

Je-li vAak S = O, vy jde

(11.1)

(11.2)

(ll.)

Vidíme, ~.e spojitá změně matice A pl-i é.. ~ O odpovídá nespojitá
změna kanonlckáho tvaru mat lc8.

S numerickou nestabl1itou se setkáváme 1 pl-i ~eAení SOU8t~v

lineárních rovnic

(11.4)

Řeěime-li takovou s~ustavu, nedostaneme zpravidla p~e8ná ~8ěení, nebot
koeficienty soustav.y (lij nebo prvky -G" i vektoru e.... bývají ne
dplná čísla, vzniklá m~~enímJ nebo nepl-esná, vzniklá zaokrouhlováním.
Potom v§sk ne~8ěíme soustavu (11.4), ale nějakoujl~ou

lAt b /~ ').~ : l {~ t D{;- ) I ( 1L 5 )

kde fA, popř. b fr p~ed8tavují odchylku od pf'esných hodnot A ,
popř. (r . Ře§eni rovnice (11.4) je

(11.6)

avěak rovnice (11.5) dá

(ll. 7)

Jak bychom mohli posoudit chybu tohoto výsledku? Relativní velikost
této chyby vyjádf'íme poměrem norem II Jl- ~ \1/ 1\ Y..I\,

Nejprve vypočteme rozdíl obou vektorO (p:fesnáho X. a "chybMho"
"t)
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x, - ~ := J. - LAt S/\y1 ( G- -4 Ófr) :; x. - li~ +['A r-1 (A.( r D~ ) "

~ (A t SAr" tl/~ t () A) x. - l li x t f ť. ) ~ ::>

(11.8)

Vzniká otázka, Jak vypočteme normu vektoru

l\ J( - ~ II : \ Lir-~ r) l '" -~ )
máme-li tento vektor vyjád~en obecně rovnicí (11.8).'K tomu bude t~eba

posoudit nejen vektory, ale i čtvercov~ matice A , [11 , je! vstu
pujído prav~ strany rovnice (11.8).' "usíme tedy najít nějak4 "měf'ttko

velikosti" pro tyto matice, co! není snadné, neboť matice (/h,~m,) má
obecně ~~ prvk~ (tzn. ~~ obecně rňz~ch čísel). Jinak ř'ečeno,

musíme celá matici přisoudit nějaké reáln~ nezáporné číslo, která by

podle určitých kritérií či pravidel vyjadřovalo globálně velikost v§ech
prvka zastoupených v matic!, tedy "velikost" matice. Tomuto číslu bude
me říkat norma matice. Dokážeme-li určit tuto normu, budeme mít naději,

!e z rovnice (11.8) dostaneme u~itečný výsledek.

Co tedy budeme pova~ovat za normu matice A ? Buda to číslo,

která podle nějakáho'pravidlak matici při~8díme, a to tak, aby vyho
vělo těmto požadavkdm:

CD HAll ~ O,

Norma tedy musí být nezáporná (podobně jako hmotnost tilesa).

\\ (: A II = leL \\ AII ( c j a libovolná číslo).

Zvc§těíme-li matici C -krát, chceme, aby se i norma zvětAl1a C, -kr'át.
Zvolíme-li .~ =0, dostaneme nulovou normu pro nulovou matici. To je
v souladu s p~irozeným po!adavkem, aby nulová norma pfísluěela pouze
nulová matici.

o II il)." t t\ II ~ \1 /\ II 1" II Ů 1\ •

To je trojúhelníková nerovnost. V trojúhelniku je ka~dá strana v!dy
manAí ne~ součet protějších stran, nanejvý§ se mu mň!e rovnat, zdege
neruje-li trojúhelnik v úsečku. Tento poznatek nyní zobecňujeme i na
normu obecná matice, tedy na normu, která nemá význam délky úsečky.

\r AB II ~ \\ A \l . \\ B l\ ..

To je Schwarzova nerovnost. Její význam jeětě vysvětlíme.
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Zavedeme-li pro reálný vektor normu

(11.10)

bude platit nerovnost

Z po!adavku nezápornosti normy dostaneme

n.i.. ± :f ll'!. ~ X. í.x. :t 2. ~T)(. t '\j r "ď ~ O .

Podle tf'etího po!adsvku musí být

\\ Jl., \\ + \I ~ 1\ ~ II x. t ~ II

(11.11)

(11.12 )

(11.1)

8 proto levá strana (11.11) bude větA! ne~ levá strana nebo S8 bude
rovnat lev~ stran! (11.12). Odtud

/'

\ "1\Y.. \ ~ \\ ~ \1 , 1\ ~ II . (11.14)

Schwarzova nerovnost' je zobecněním tohoto poznatku.

ZpOsob, jakým mdžeme vyhovět poladavkdm 1. a! 4., není jediný.
Jedním pf'ík1adem normy mOle být euklidovská norma reálná matice

t \ A. '\ - '" ,!-i \\ -: \ L L o-~J ,

která vznikla zobecněním normy reá1náho vektoru

Ji~m příkladem je spektrální norma

(11.15)

(11.16)

(11.17)II (~Il -= M C1. II ~ A,~ l Aí A) I

kde ,l,i li\T A) znaěí ~ -tou vlastni hodnotu matice (lirA).

Trojúhelníkovou a Schwarzovu nerovnost ~ní pou!ljeme pro vztah
(11.8). Bude

(11.18)
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Ze vztahu (11.4) ,vyjde obdobně \\A\l,\\.xH ~\\(;\\ čili

II :x. 1\ ~ \\ A\\-1. II {,... II . (ll. 19)

D~lením vztahu (11.18) normou i\x \l dostaneme pom~r

li\ X - "1' \\
\l ;x \\

(11.20)

(11.21)

Vzhledem k platnosti (11.19) md~eme jmenovatel l\~1\ na prav~ straně

nahradit men§im nebo nanejvýě rovnajícím se, rovně~ kladným číslem

\\ ~-1 \\ . II (~\l , takže

II .{- "t \I c lILA+ Íi A)-~\ \ ( II C/1~ t- \I Dt~ ll) r

l\ .J( \1 - I\ A \1 -1 "\I A\I \I ir II
. -1-1

V matematice se dokazuje Banachova věta, podle kter~ - pro HóA",1I A II -

Proto

(11.22)

\\X-~H__::1_ .c-

U :x \1

\\A-1 \1 · \I A 1\ . (\\ 5" (., ~ *" \\ 8" t- \1 \ .
1- \L~-1 ll. II S11 II \. \I AII 1\ ~. \1 )

(11.23)

Kdy! H8(~\l~\t(1\t, budeme moci př1bli!ně zanedbat ve jmenovateli na pravé
str8n~ součin Ht.\-1\\\\\cA\\ proti jedná. Bude pak

II :x ~ 'j II

II ~\\

~ -1 .! i\ Sr1 \\ 1\ 5" ť" \I \ ,
- Il;~ n· \I A II \ II A \1 1- II t- \\ )

(11.24)

V ku1at~ závorce na pravé straně je relativní velikost chyb vstupních
údajO, na levé straně je relativní chyba na výstupu. Součin

(11.25)

se nazývá kondiční číslo matice A a udává maximální mo!nou míru
zV'ětěení vstupních chyb při řeěení soustavy (11.4). Je-li toto číslo

velké, Dlohou - ale nemusi - být výsledky výpočtu velmi znehodnoceny
zv~t§ením vstupních nep~esnosti.

Použije-li se spektrální norma matice (11.17), je kondiční číslo

mat iee dáno poměrem odmocnin největAi a nejmeněí vlastní hodnoty mati
ce A'fr; ,tedy
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K(ti) ~ ~ Á, l Arii.) m,,~

.l (A-' A) mln
(11.26)

Je-li matice soum~rná, je A'TA:: A?-- • Posledni rovnici lze v tom pl'ípa4ě

zjednoduě1t na tvar

t,\. (ÁJ\ r'h'lx.

\ ~ (A) l m\~
(11.27)'

Abychom se p~e8v~dčlli, jak vá!n~ chyby mohou vzniknout, nedbáme
11 ěpatn~ podmín~nost1 matice soustavy lineárních algebraických rovnic,
uvedeme p~:ík1ad. čt enář' se snadno pl'esvědčí, že soustavě rovnic

O, 780 ~1

0,91) ~1

vyhovuje t~měf' pf'esM ~eěeni

..)(1 = 0, 341,

, + O, 563 :)(2

+ 0,659 ~'2.-

X'2,. =-0,087•

=0,217

= 0,254
(11.28)

(11.29)

P~esná ře§ení je v§ak zcela rozdílná, toti!

Matice

= [0, 780
0,563

= [1, 441969

1,040S07

~2 = -1

0, 913 Jr 0, 780

0,659 L 0,913

1,040S07 1

J0,75125

0,563J =
0,659

(11.30)

(11.31)

. má vlastní hodnot:At1 ~ 2,193, Á.'2.;' 0,456.10-12,. Kondiční číslo
t, 6

je tedy \(CA) ~ 2', 19.10 •

Ap11kuJeme-1i Schwarzovu nerovnost na identitu A-1A, ... T , snadno
dokážem~, !e kondiční číslo k ( A) je v mezích

1 ~ k l·A ) < 00 , (11.32)

Je-li \( (/~) je matice slngulárni 8 soustsvu nelze ~eAit.
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12. LADĚNí MECHANICKfcH SOUSTAV

Nyní se budeme zabývat nesnadnou otázkou, jak se změní vlastni
frekvence a vlastní tvary kmitO u mechanické soustavy,u~kutečníme-11

na ní nějakou malou konstrukční změnu (změníme některou hmotu nebo
tuhost n~kteráho členu). FormŮ1ujeme.!'.l1 úlohu pomocí matic, zni naěe

ot á1k a takto: jak se změní vlastní hodnoty ....l ~ a vlastní vektory ,t(,t,.

matice A (rY"v,,%), změní-li se tato matice o ~A?

Zřejmě bude platit, ~e

(12.1)

(12.2)

Jsou-li "poruchy" '~f\ 'I. "1- l' ,(,\A,i. ,u/\,#1.: malé, dostaneme vztah

(12.)

V táto rovnici známe

( i = 1, 2, ••• , ~

A ,
) .

bA , u-( , Á..~ , hledáme

Je samozřejmé, lže' pro bR = O musí být S- Á,,\ = O. Rovnici

bude vyhovovat každé b'\-L,\' , které bude násobkem u..; • Proto musíme
výběr b)\Á~ nějak omezlt, abychom vyloučili tuto mnohoznačnost. Nová
změněná vlastní vektory zvolíme tak, aby žádný přírOstek S-u~ , vy

jádf'ený ve složkách p~vodních vlastních vektord AJ..,i podle vztahu

(12.5)

Přiklad takto pozměněných vektorO je na
obr. 12.1.

neobsahoval slo!ku, ktefá by byla násobkem
p"v(\dn"Íhn vIset ního v9ktoru {·L <. • sta~í
zvolíme-li

(12 .6)

budeme tedy určo

t které vymizí,

pro t- ~ i '

Místo hodnot ~u .
t

vat hoqnoty složek W tj
kdy!&A' = O.

Obr. 12.1
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Budeme pf'edpokládat:, !e mat le8 /; má všechny vlastní hodnoty
navzájem ro.zná, 8 to ),," , Á1- , ••• , A,M/. K nim pf'ísluěejí vlastní
vektory /..-1'1 ,lvf.1- , •• q /""1\1\1. K hermit eovsky sdružené matici Ali

jsou vlastní hodnoty komplexně sdružená ~ ,.roz. , ... , A.,.'I'\, • Vlastní
vektory mat,1ce Al1 necht jsou ~~1 '~1.- , ••• , 1T1\IV. Je-li tomu tak,

plati definiční vztahy

Att -, I':~ ::. I I":V
li /'v OJ •

Násobíme-li první rovnici zleva vektorem "'j'" ij , dost.aneme

(12.7)

(12.8)

(12.9)

Nyní tuto rovnici hermiteovsky transponujeme. Vyjde

(12.10 )

To je věak st.ejná rovnice, jakou dostaneme násobením rovnice (12.8)
zleva vektorem ~H • To potvrzuje správnost předpokladu, že vlastni
hodnoty ,l, ,L úloh (12.7) a (12.8) jsou komplexně sdružené, což
vyznačujeme pruhem.

Dosadíme-li do rovnice (12.7) konkr4!tně /J..Iv~~:)..-t'M,.e, vyjde

(12.10) ve tvaru

.HA H "" ..... _ -.. 11 ,
4l. t vl-"\"'" Ui 'lYa- ·

&4 -
Začneme-li v§ak s rovnicí (12.8) A 'V'i' '" A.j vi
vektorem ~t H , budeme mít

,u..~rl i'J. 'i I'J'i :: I i lvi,~ ti ~'"'i

Odečtením obou posle dnich rovnic dostaneme

. - - tiLA" - Áj.}~~ liJi' : O.
~ fl· J\ 4'

Protože r.: l Jvi (podle pf'edpokladu), musí být

(12.11)

a násobíme ji zleva

(12.12 )

(12.1)

M.",,' H 'V"i = O (12.14)

Jl/ Vektory tA,~ , Vi ( 4.. t t) jsou tedy unitární.

tj. vektor M.~ splňuje podmínku (12.14) se všemi vektory
j1mkou
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Podle (12.5) a (12.6) 8e ZIliDS vlastního vektoru 5~",· ekládá z vet
torovich 810let dmirnich yektordm 'Wi 8 viJi_ou -U-",' ,tatle podle
(12.14) musí být ·

(12.15)

Znásobille-11 tedy rovnici (12 .3.) zleva vektorem 1)J\ tt , 'l)'m1.1 vAech~
~ ,

člel\Y obsahující DA).~; zbl.á

Odtudp~1mo vypočteme

(12.16)

'\r;\ ij bA4A,1,'

1)'~ ~ MJ ~
(12.17)

V ěitateli je bilineární forllB utvofená s. čtvercovou maticí [A ,
ve jmenoyste1i skalární 8ouě1n vektorO 1Yi, ,. u'~· •

Nyní znásobíme rovnici (12.3) zleva vettorem'l/'a"Ii. Podle (12.14)
I\"·"'JI .• I,H O, takle odpadnepoelední ělen. Zbývá
. v3' .MI'\ .. I\N'\' ''V'a' :r

v-/' A DMii + '\Tl DAÁJ,1.' .: ..Li V"i lol btv~ ,

Herm1teovakou transpozicí (12.8) dostaneme, !e

tatle l'oynlce (12 .18) získá tvar

Á j 'V"/\ OAN~' ... ~/' 5A M-i ,., -l.~ va' H t MJ",'

P~daínka (12.5) 8 (12.6) dá?' yzh1edem k (12.14)

IW

'\ť311 6"u,,' ... l\r'jH ( ~ W ~i Ma') -= lAJ";i 1J'a'ij M-d' •

Z rovnic e (12 .20 ) tedy VyJde pro -t: ... i
w •. = 1fJ' .. O' AMť

tJ (Á,-ť-.A.p''I ..../'Mi

Je-li 1J =j ,platí (12.6).
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Roynice (12.17) a (12.22) tedy pfln4aej1 odpovla na daDOu otUku.

ZIliní-li S8 matice A o f Pt , SJliní 88 vlastDí hodnot7 A,1,- o b.A.,~

I podle (12.17) a vlastní vektory -,u,J\' o ~~~ podle (12.5), pfia..1
koef'ic1eDty W~i urěíme podle (12.22). Pf'edpokl'cU .e vlak, le tyto
zml~ jsou mal', nebof jinak by neplatila linearlzovaná rovnice (12.3).

Pou!1tím t§chto rovmc 1I118m8 urěit zDllny vlastních hodnot a

vlastnich ••ktord, vyvolan4 tonstrukěním zásahe., a to .aohe. sDá•• a
rychleji, nel kdybychom znovu ~eAill celou úlohu o vlastních hodnotách
8 vlsatn1ch vektorech a yAe znovu p~.poěítávall. Vlznam t4to dspory je
8a.ozf.J~ tím vitA!, ěím vitA1 j. ~'d .atice, tj. ěí. viti! je poěet

stupĎd volnosti f\eAeM .echanická soustavy.

13 • vtPočm EX'l'BÉMlIt VLAsni HODNOTY

Často nás zajímá jen nejvitl1 nebo neJmenAí vlastní hodnota, takl.
Je zbytečnd telit celou d.lohu. Zde .ale být v.lll1 ulit.čnl Baylelgho
princip, který etl'uěDl vylol1m8. w/

Pf'edpokl'de jme, I. matice A j. herm1teovek' (.1 ...1i reálů, Je
pak eoumlrná) 'a I. YI.ch~ vlastní hodnoty, o nichl j ••• dokázali, I.
Ilusí být l'eálD4, Jsou U8po~'dáD1 podle velikosti

Á 1 ~ Át. ~ A,~ ~ - - - ~ "\'w'

O1oha o vla8tních hodnotách Je definována rovnicí

(13.1)

( {, -_ 1 2 I\A., , ••• , rv

A~I\~ .. A~ M,t,

). Pro vlastní vektory platí yztaby

(13.2)

'" ..
pro ~ -::I 3 I

pro {, .. a a

(13.3)

-/ John W1lliam St1'utt baron BAYLEIGH, od roku 1873 lord Bsyle1gb,
(1842 81 1919), prof••or experlllent'1ní fysiky na UDi .,.ersltl
YCambl'idge, JlaXwellb nástupce.
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Tyto podmínky vy3adfují zDbt pO.Dat.k, I. vlaatm vektory eOUIIlrn'
matic. tvof1 ortogonální soustavu. Vynásobíme-li rovnici (13.2) zleva

yektore. ~~ \-l , dostane••

(13.4'

(13.5)

Protol. ~" je nejvltlí vlastní hodnota, Je to taká nejvltlí hodnota
kvadratická to%''m:3 A,(," A MI pro vektory vyplňující kouli HM," =1 ,
takle

...\-1 -= max (J(A. ~ A M.) ·
\t~" .. 1

(13.6)

Podobni bychom mohli ukázat, I. ~ 'YV je minimem t'to kvadrat'lck4
formy. Pro nenormované reálné vektory bude platit, že

(13.7)

Zlomek DB prav4 straDi t4to rovnice 88 Mstv' Bayleigho kvocient (po
díl). Rovnice (1]. 7) vy"a~uj. Rsyl.lgho princip. Podle Dlho .e neJ
vltli vlastní hodDOta rovná maximální hodnotA Rayleigho kvocientu,
utyof'eMho 8 l1bovoln;t1l nenulovým vektorem. Vektor, jemu! pf':(slulí
tato maxiaáln:l hodnota, Je vlastním ••kto~•• daDá matic••

Odhadneme-li vlastní vektor Jt ,dostane•• hodnotu Rayle1gho kvo
cientu menlí nel je ylaatní hodnota Á 1 (rovnost by platila, kdyby

chom náhodou uhádli právi vlastní vektor pf'íslulnt k t,to vlastní hod~

notI , co! se zpravidla nestane). Rozd!l vAak ftebývá velkt, dovedeme-li
vlastní vektor 8+e.poň trochu p:f.lb11IDi odhadnout. Pak mle•• hodnotu
Bayle1gho kvocientu brát jako odhad nejvitlí vlastn1 hodnoty. Ze dvou
odhadd je leplí ten, ktert dává Yltli vlastní hodnotu. Ten 88 "'11111v'
k ohraniě_DÍ vellkoetl ~1

Uvedeme p~íklad. lIat 1ce

A = [~ ~]
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• , yla8tní hodnotY~1 =4 +

Z'folťa....11 vektor ..J(, = 12
f2 =5,414. Át,. =4 - f2~ 2.586 •
1]" , dostaneme podle (13.7) odha4

(2 1) t~ ~1 t~1
.tl ~ = .21. =5,4 • (13.9)

1

t~1
5

12 1]

Pro vektor Jl, = tl 11Ť dostan... j1 rrJ odhad

Ll 1] t~ ~j t~)
Á,1~

10= 2 = 5,0 .. (13.10)

rl 11 (~J
Odhad (13.9) ,,_ tedy lepl!. Pl'esná hodnota :A '1 je jen .el o 0,26 S
vitlí nel hranice (13.9). Phsnost obou odhadd J. pfekyapujíc1, nebo!
oba poulit' vektory 88 navzáJem znaěDi 1ilí; správná hodnota vlastního
vektoru je X, !: I 2,414 1 ]T.

Ukáleme, 18 stejný postup lze \ll!t 1 proherll1teovakou matici,
napi' •

( 13.11)=H [
4 3il

-3i. 2 _ •

Tato matice má .1astn1 hodnoty Á,,:= 3 + V10, A..'2,. =3 - V10.
Proto pro Ylechna kOllpluDÍ ~í8la ~1 , ...t'l-- (s výjimkou 0, O)
platí nerovnost

(13.12 )

Pro mat lel, která nelÚ hermltepveká, nelze Rayle1gb.o prlDC1p poultt.
lIapl' • mat 1c.

(13.13)

-, vlastní hodDOty ~1 =2 f Á'l,. =1, avlak
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---_..._- = .< 13 .14)

v rozporu s ~ay-hodnotu. 97 )- ~2 1:x 1. = 1dá napf-. pro :x." =

leigho principem.

Uká~eme jeAtě iterační metodu pro vyhledání největěí absolutní
vlastní hodnoty a přisluěn~ho vlastního vektoru. Budeme p~edpok1ádatt

že matice A je soum~rná (hermiteovská) a ~e jeji vlastní hodnoty
splňuji nerovnost

\ 1\1 \ =l ~1, l ~ --.. ~ 1Á..~ \ ' (13.15)

Pro úlohu o vlastních hodnotách a o vlastních vektorech

(13.16)

~l "\I A Azvolíme nultou 8.proximaci IV\,::: ~J, pak první l'J'1':' V;o, druhou '~1, = \t'1 J

st d., a! pro ~ -tou aproximaci bude

(13.11)

Budeme zkoumat posloupnost těchto aproximací. Nultou aproximaci vy
jád~íme jako lineární kombinaci vlastních vektorO

~

~

~o ;: L c,-t:. ,u,~

~=1

(13.18)

Potom vAak

!hl

L ti "'~ ,()..t"
~ =1

( 13.19)

Podobně

%

L ~
.::. C'L L~ ~1,•

"~;1

(1).20)

a obecně

I\'V

= 'i Ci .\.{1t.,ut
~.::1

(13.21)
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V této ~adě vytkneme první člen

(13.22)

Je-li \A.~·l<lÁ,1\' bude druhý výraz (vyznačený součet) v hranaté závorce
limitovat k nule. Hodnota A1 věak mže být násobná. Rozepsáním
rovnice (13.22) lze dokázat, že i tehdy metoda konverguje. Pro dosta
t ečně velká ~. tedy bude

(13.23)
I\J' ~ C k t1
~ t1 - 1, Á., 1 U 1

Je zf-ejmé, že pf-i dostatečně velkém -b..- bude V<tt1 :':'A1 v~ , takže
vlastni hodnotu ~1 dostaneme jako poměr stejnolehlých prvkO vektord
\V" a V,I- nebo - v absolutní hodnotě - jako poměr norem &

k, tl( -tZ,.,

'll '\r1~ r1 1\

\l v<<, l\

Vektory \t-'~ přito~ limituji k vlastnímu vektoru ;tL, 1 •

Např. pro matici (13.8) a pro počáteční vektor 1/"0 = [1 lJT
bude

~ t I~ l 1V~k, \ ~ {IT ~ odhad~1tt-1 ~

)tt, = O r 5 l' {~1 ~ :1
6,000

II 3 .1
=

4,000

I 1 r- 5

~j t:l {~:}
5,667ft· ='

II =
4,500

'i

~ = 2 j- 5 II
P41 t:l 5,529

II
I

3 1 \18
=

4,889

» 3 !- 5 II ~1881 i10281 5,468IQ, =
tl 3 J 88)

=
452J 5,136

i = 4 ~ 5 II r028~

1
5592

1
5,440

l 1 3 J 452 J =
2384 5,274
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\l1)-k, \l

5,099

5,335

5,396

5,410

5,413

J0,832 1
lO,555 J

Jo, 884}

l o, 468

J O, 906 1
LO,424~

{
0,91 51.

0,402 j

) O, 920J

1O, 392



~e8n4 hodnoty jsou .. po zaokrouhlení -

~ O, 9241 •

l 0,383 j

Je z~ejmé, !e odhad (1).24) dal leplť výsledky Dei poJDir 8tejno
lehlých prvko. obou vektord. Výpočet normy vektoru je vlak pracný (vy

!8duje umocňování a odmocĎ.oyání). Proto 8e v praxi spokoJuJelle • vý
počtem vlastní hodnoty pomcí po_ru prvkd obou po sobA jdoucích vek
tord, ulíváme vlak k tomu prvek s největlí absolutní hodnotou.

stejným postupem mdleme dostat vlastní hodnotu ~ťkI (8 nejmenlí

absolutní hodnotou), pokud ~.~ ~ O. Neni-li matice A singulární
(8 to není, nemá-li I'dnou nulovou vlastní hodnotu), mdleme formulovat
novou l1lohu 8 poul1tím 1nverzn1 matice

8 vlastními hodnotami

-::--

(13.25)

(13.26)

(13.27)
l f 1 I -== I }A~ I !$i - - - ~ \,fN ""I ·

Iteraění proces dá nyní hodnotu ?~ a podle (13.26) 1 Á thI •

Kdybychom chtěli obdobně dostat 1 jiná vlastni hodnoty, musili
bychom !'eAení vidy znovu korigovat podmínkami ortogonallty hledan'ho
vlastního vektoru ke vAem vlastním vektordm, k nimi nálel! vlastní
hodnota absolutni vitA:! nei hledan'. Tím by S8 postup pon!kud zkompli
koval. Bez táto ortogonalizace by S8 výpoěet "pokazil- ylivem zaokrouh
lovacích chyb a začal by znOTU konvergovat k vlastní hodnotA jil pfed
tím na18ze~. Bdzn4 metody numerlck4ho výpočtu vlastních hodnot a
vlastních vektord nalezne čtená~ v odborná l1teratufe.
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(14.3)

14. FUI[CE MATICE

Analogicky funkcím reálů pl'OlIiDDé Dileme uvalovat 1 o ttmkcích
reálQtch matic. M'~11 funkce f(~) potfebné derivace, lze ji v otolí
Dijak'ho bodu x.o l'ozv4et v Taylorovu ~adu

r ( t (. ~ , ~ !" (. .~ (14 1)
j lX) -:: J ')(0) + T ~ L~o)L)(-~o) + 2.! j xo)(X-){o)-+ --- • •

lap~. exponenciální funkce e~ dá v okolí bodu ~ =O fadu

ltI·t - 1 + -~- x t -~- X'1. +~ x.3 +
~ - 1 ~ 2. t . 3~

Exponenciální :funkci matice A budeme definovat obdobnou i'adou

A ~ ~ '1 "1
Q; =- 14- Al.. A + -, A + -} A.~.f .. - ..

'l 1. 3.

Vezl ftadam1 (14.2) a (14.3) j. vAak podstatný rozdíl. ~ada (14.2) má

DekoneěDAmnoho lineárDi nezáY18~ch ě1enO a teprve součet Ylech tich
to ělend konverguje k exponenciální funkci. nade (14.3) má vlak jen
omezený poěet lineárni nezávislých ělend, Debot pro mocnln;y matice
pla-tí C8yl~yho-Haml1tonovavita (kapitola 10). Je-li ~tiC8 ~ -t4ho
fádu, m!e mít f'ada '( 14. 3) nejvýA ftL, nezávislých člend, ostatní čle

ny 8 vylA:lm1 mocninaa1 lze vyJádf'1t Jako l1neární kombinaci mlAích
mocnin. Zredukujeme-li takto počet člend v f'adi (14.3), zbude

A T '.. A~ A""-1fl ; eo - t c1 A t C-z. + ---+ c'rn,-1 • (14.4)

Koeficienty to 81 t.,~-1 jsou nyDÍ jiM ne! u stejných mocnin v !'a
di (14.3), nebot vznikly sloučením n.konečn~ mnoha člend, co! odpovídá
opakovan4mu ulití Cay1eyho-Hamlltonovy vity pr-o vAechny mocniny 8 ex...
pODentem vyil!m nel ~-1 • Tyto koeficienty zatím neznáme. aada (14.3)
S8 lilí od f'ady (14.4) o č1e~, která bychom mohli se~adit do součtu

00 tI.. O(..t, [P(A) J . P~itom 'P(A) = O podle (10.6).
4.,"&1

Uv§domíme-11 s1, le lineární vazba mezi mocninami matice P(A) :.:: O
je v podstatA charakteristickým polynomem, který dává nulu pro jakou-
koli vlastní hodnotu J..,~ J takte ?(~~.) =0 , je zi'ejmá, le jak Cayley-

ho-Ham1ltoDOva věta - tedy rovnice (10.6) -, tak rovnice (14.» budou
splněny, dosadíme-li za At. umocněnou některou vlastní hodnotu -l-f
a za jednotkovou matici I prosti Jednotku ~ • Potom věak musí být
spln~na 1 rovnice (14.4). Jsou-li věechny vlastní hodnoty navzájem
rOzné, stačí jednu po druhá dosadit do rovlůce (14.4). Vznikne tak
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soustava fY\) rovnic pro stejný počet neznámých součin1te10' to , C1

• • ., C~-1

Tyto rovnice js~u

j'." = 1, 2, ••• , fYV ) •

(14.5)

Zopak~jme úvahu jeAtě jednou. Rovnici (14.4) zapíěeme zkráceně

(14.48)

cayleyho-Hami1tonova věta dává identitu 1'(A) ;: O • Rovnici (14.3)

uspo~ádáme do tvaru součtu

Proto!e '? (-L) ... je charakteristickým polynomem, je P(~) .~ O • Potom
z rovnice (14.38)

co~' je rovnice (14.5).

Napf'. pro mat 1cl

A (14.6)

(14.7)

máme charakteristicky polynom ?lÁ,) = (4 -.Jv ) (- Á,) + 3 = ~1., - 4.t + 3
a jeho anulováním dostaneme rovnici, z které vypočteme A,1 = J J Á'2., ,= 1.
Tyto hodnoty postupně dosadíme do rovnice

e, A " to I + Cl A.

za matici ~ ,přičem! jednotkovou matici I nahradime 1. Pak

/!J,'): C t3c
~ c '1 1

e -::: eG + C1 .

Z t~to soustavy vypočteme

~ _.L ..... tL.to -' '. - 5',Cj J'2. Q" + -:l e, =-

C1 i e3 ~ .
&1 G)-::: - 2. e =-2.
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t~k!e

Ol + 8, 6 [ ,
4

-5,9 -3
1] = [ 28,5
O -25,8

8,6

-5, 9....

Je zřejmá, !e takto odvozená mocninná řada má smysl, konvergují-
li všechny Taylorovy f'ady ~ l Av~ ) (~ =1, 2, ••• , ty\) ). Uvedeme jeětě

ji~ příklad. Vypočítáme funkci

pro matici druháho ~ádu

(14.11)

5

1
(14.12)

s vlastními hodnotami Jv, = 6, Á'2.. = 1. Ze soustavy rovnic·

Ativv G :: C,,·+ G(:,1

ÁL% 1 -= Co+ e, 1

Ce
6 sin 1 - sin 6 .

1,0657= 5

sin 6 sin 1 .
t 1 = -0,2242 •

5

Proto

sin 1\ :: 1,0657 [~ :J - 0,2242 r: ;] =

(14.1])

(14.14)

= r -0,0553

L-0,2242

-o, 8968J .
0,6173

(14.15)

Postup, který jsme ukázali, se1!e, bude-li některá vlastní hodno
ta ~ko11kanásobná. Soustava rovnic (14.5) v tom případě nedá všechny
neznámé ~onstanty, nebot některé rovnice se budou opakovat a nepřinesou

novou informaci. P~edstavme s1 t~eba, !e právě prvni vlastní hodnota
bude trojnásobná, tak!e ~1 = ..lt. = J.,.1 • Charakteristický polynom
má v takovém p~ípadě tvar
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(14.16)

Dosadíme-li sem ~ = /\'1 ,vym.iz:! zf'ejmě nejen -p l ,l·t) , ale 1 jeho
první a druhá derivace, tak!e

(14.17)

Soustavu rovnic (14.58) pro A~-=,.L1: J t- = 1,4,5, ... , ryv tedy do-
plníme rovnicemi

Jako p~:!klad vypočteme exponenciální funkci matice

(14.18)

A =

o
O

O
~

1

O

O

o
2

O

(14.19)

která má vlastní hodnoty vesměs nulová, ~,l1 = /L~ = Á.3 = O. Zf'ejmě

bude

(14.20)

Dále budeme mít

1lA. 1J rl ~1 ,')

II l ~1) ,= :: t(j 1- C'I A1 Jo. C:!. ,.\.,1
~t l "'-1) :: I" ..L·1

t1 + 2-Cz..-l1 Q' lÁ,1) 1~ ':

(14.21)
~ ill ). e"\"1 -= ~~t Cll' ( A1) .l··l1 =-
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G I {\Snadno se přesvědčíme, že (6 -= ,je-li CI nulová matice
stejnáho i"ádu jako jednotková matice r ·

Pro matici (14.19) nyní určíme funkci sin A • Opět budeme mít

v polynomu- (1).48) jen t:l'i nezávislá členy, takže

Tentokrát v§ak budou určující rovnice

(14.23')

~i11\ O :- -Q.l O)

ev:, Q- = Q' CO)

V tomto příp8d~ tedy bude

čili o ': Ce J

1 ~ C1 J

C :: 2.e~,

(14.24)

Zobecn§ním zku§eností z oboru funkcí reálné prom!nné 8e nám poda
:l'ilo definovat obdobné funkce i pro matice. UVidíme, !e tyto funkce .
lze vyu!ít p~i ~eěení soustav diferenciálních rovnic, takle nejde jen
o formální úpravy nebo o nějakou abstraktní matematickou hfíčku.

Protože v§ak matice je mnohem složitějěi útvar ne! jednoduch4 číslo,

bude mít definovaná funkce matice mnohá omezení. Na některá z nich jsme
~i! upozornili (uvedli jsme po!adavek konvergence Taylorových řad pro
věechny vlastní hodnoty matice, dále poznatek o konečnám počtu lineárně

nezávislých členO v maticových polynomech). upozorníme jeAtě na jednu
dOležitou okolnost. Pomoci maticováho polynomu lze vyjá~it jenom tako
vé funkce, které toto vyjá~eni dovolují. Ukážeme ,to na p~íkladu.

Určíme odmocninu matice (14.12). Z~ejmě bude
r-
~ li "::: ev I + tl A, ,
,-
w 0 t~ + (c t 1 ,

.r-
\oJ

~ "::: Co "'\- c.. /1,

~-fb
I b -1~

8 tedy lťJ - C'\ ":::

S- S

fA (6- 1 l[~ ;] [: :]) 2,16
= + ==5 _0,29

(14.25)

1,16] • (14.26)
1,29

Skutečně, umocníme-li tuto matici, dostaneme po.vodní matici.
Budeme-li postupovat stej~ i tehdy, kdy matice má násobnou některou
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vlastní hodnotu, "7Poěte•• - není-li tato hodnota prá.i malo...' .. od
mocninu i l' tóllto p.f1padl .. (e poulití. derivace> zcela JednosraaěDl.

Avlat v tom Je práTi skryto omezení, na ktertl chcea. upozol'Dit.
Vypoět•••-ll napi'. takto oc1Jlocmnu z Jednotkov' matic., V73de Dá.

ff = I. (14.21>

( 15.1)

To je jisti správnt výsledek. JeDle odmocr4na z Jednotko.,.' matice 
nekonečni mnoho fel.m. ml••• 88 pfeeviděit, I. keldá ..tice tyaru

A '= [ ~ 1_-~~ ]
vw ~ (14.28)

splňuje podmínku A'l,...:. "t • ~elení ff =A podle (14.28) vlak nelze vy-

J'~it po17DOlIle•• Jednotkovou maticí (matice A by Ilusila bit ú-
80bkem jednotkov4 matIce, col není).

15.. ŘEŠEJlí DlFERElfCIA.LlfíCH BOVNIC

Obyčejnou dl~.r.nci'lDi rovnici vyllího f'du mdl••• YI~ Yhod~1

substitucemi p~ev'.t na soustavu lineárních diferenciálních rovnic,
k~erou pak lze fellt maticovou metodou. Postup Uká!.a. na p~íklad.ch.

Pro neznámou funkci .,{A,::-U lt)nech! napf-. platí rovnice

ct.4 Jo. du
d~ + e. 1O

ctt - t'U" ... eo~ w-b .

Dosadíme-li

~'\ ':' (h J

ot'~it
~'3 = cit~ )

du
X~ '= cLt '

ct1.u
~'ť" dt3 J

clostaneme místo (15.1) ekvivalentní soustavu rovnic

d(1
C['t; .:: ~'Z.. ,
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ClX:'L
ctt ::. ~ 3 ,

dJ(~
ctf, :: ~4 ) (15.3 )

Tuto souetavu lze zapsat y matlcov4m tvaru

(15.4)

oZD8ěíme-ll

~
O 1 O O O

~
O O 1 O O

x= !\(t) -= tlt) = •1 O O O 1
,

O
~

~\I -t _f6t O O cos wtr

(15.5)

J takle dostaneme

Podobni mdl... upravit 1 soustavu diferenciálních rovnic vylA1ch fádd.
Napf. pro dvl runke,. ~l-b) ,!\rlt) nech! plati, le

c:t1,Ak ) d1r
cttt. t (~LOtr d,t +.u.. .. -t I

• (;(,1r ot~

etb + ett-
(;t1tq

Z t4to soustavy vypoětema C'L-b1r

d~~

cit't. ~ - ..u.. +(~wi ).".. + l coowt)~ +·t - (CQ:)wl;) tt, (15.6)

d1r ~tt
olt ... - '\}'" - a.t + e,lll.t.

Nyní dosadí.e

~.3 = 1.r. (15.7)

Po dpravi vyjde opAt rovnice (15.4), v níl vA&k

~1 O

ta( s ~1, I A(~)-a.-1

~ O

10 0
coswt cos wt I {(t): t. - (e<;.1 lAJi) e,clt

-1 -1 !JaLt
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tf'A dkol nyní je najít l1ěe1ný zpdsob felen! soustavy rovnic
(15.4). Pf1pomeňm. 81 nejprve, jak s. fel! obyčejn4 lineární diťeren

c1411Ú rovnice tvaru

~ : f(t)~ fql~).

lIe3Jednodullí j., zvolíme-ll eubstit uc i .)( lt) :.. «(,-b) fl 1r (t). ~ .
Pak ~;:: M'V' +~ 'V' ,takle

•

(15.8)

(15.9)"" .
.(,C. 1;- + M. 1)- ~ f Ll:V- t ~ .

Protol. jsme z8...edll místo jedná funkce dvl, IIIdleme jednu podmínku
volit; budeme poladovat, aby platilo

iv a rlt).~)

a tedy

Z rovnice (15.9) zbtv'

takle

(15.10)

(15.l1)

(15.12 )

(15.13)

Nyní 88 pokusí•• obdobni ~.,A1t i maticovou rovnici (15.4).
Zkusíme d08adit

~lt) =: Yli) t.lt-) I
(15.14)

kde 'Y(-é) je ětverco'Yá matice, t Ct) vektor. Pfipomeneme-li sl, !e
""~ :: L y .. ~. nah14dneme, I. pro derivaci platí
i'1 ta d ,

(15.15)

Derbaci podle t Jsme oznaělli teěkou. Po dosazení do (15.4) vyjde

•
Y~ t Yi = AY1. tf.

Bude•• poladovat, aby

Y:: AY.
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Z rovnice (15.16) pak zbude pouze

Yi 7- f · (15.18)

Pro ětvercovou matici Ylť) zvolíme poě'teění podmíDku Y(O) -= I.
Tuto matici lze tedy invertovat pf1nejm.enl:lm pro t • O. Bu4...li y,..~(t-)

existovat i pro t;> O a bude-li obsahovat spojit' fuDkce, 161•••
B rovnice (15.18) vypoě!tat

Je-li tak' funkce f(i) spojitá, lze tuto roYn1cl integrovat

t
"let) .". "2(0) + r '(-1(-r)f(t') cCr'.

o
(15.20)

(15.21)

Jde o integraci vektoru; rozumí 88, I". integrujeme kaldt prvek ("'dek>
to.boto vektoru. Výsledek (15.20) nyní dosadíme do (15.14)

t
~Lt) ~ Y(t) čle) + Vet) Jy-1('dfl-r) d:t' ·

o

Vektor ~ Li;) sfejaa splňuJe poěáteěn! podmínku

:x. CO) : 1; ( O) ,

nebot Y(O) ~ I .
:A.lme nap!'. soustavu rovnic

(15.22)

(15.23)

V tomto pf-ípada snadno najde••, I. rovnice (15.17) 8 maticí

má f'eiení

y(~) = [_ COS1;

-8int
81ntJ,
coa t
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Jej! inverze je

Znásobíme-li matice

-1
Y lt)

= [Ccst
sint

-sin tJ .
cost

(15.26)

získáme velmi zvláitD!, neobvyklt vztah

(15.27)

(15.28)

Ten platí vidy, kdyl matice A nezávisí na t . Pokusíme eetoto
tvrzení dokázat e Zavedeme označ.D.:!·

Xlt) = Y l t- 'L) (1' = 1:'0 = konat) • (15.29)

.J8st111e pro pO-vodni funkci \( Lt) platily podmínky

cty
át ... AY Y(0)= I I A = konet, (15.30)

pak pvo novou :funkc1 x..l tJ) podle (15. 29) budou plat1t vztah1

A = konat. (15.31)

OZD8ěme IeTou stranu identity (15.28) L a pravou ?

L -= '( (t-) Y--( l 1;' ) I

1> =- Y(t-~)~ Xlf;).
(15.32)

Dosasením 88 lze pfesvidě1t, 1ft oba tyto výrazy splňuji (15.31), le
tot11

c~L

clt- = AL

et?
c.i -\; =- A'P I

Llt)-I,

'1'(,;) =- I \
(15.33)

Zadán:( (15.31) vAak musí v4et Je jednozD8čndau :f.AeD1, takle Ilusí být
L ~ 1> ,col Je rovnice (15.28).

J..-11 tedy matice A konstantn:!, Ilá :fel.ní soustavy diferenciál
ních rovnic
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tvar

cl><.
ctt : AY.- tf(t) (15.34)

t
.tlt) "'- '( lt-) ž! LO) +.~ '{ (t -1:') f (1:) ,Vt' . (15.35)

o ol'ť

Čtvercová matice Y(t) pfltom vyhovuje diferenciální rovnici' cl-tr '= AY
8 p.oě'teění podmínkou YCO) "C I . Známe-li toto fundamentální felení
homgenní soustavy, dostaneme z rovnice (15.35) fteAení nehomogenní
soustavy (15. 34) pro jakoukoli spoj ltou funkci -1 (t) . Není-li mat 1c e
A konstantní, má feA.ní rovnice (15.4) tvar (15.21). Vektor 2(0)

88 pf!tom rovná počátečním hodnotÚl ~ (O) •

Pf8svidě11i jsme 8e, 18 pro feAení lineárních diferenciálních
rovnic má velký ytzraam nalezen:! fundamentální soustavy funkcí, které
vyhovuj! homogerm:! tUoze typu (15.30). ZaJJJ.§f-:íme 8e nyní na i'eěení táto

111oh".

Máme soustavu dtterenciálních rovnic 8 počátečními podmínkami

Yto) ': T , f\ = konst. (15.36)

(15.37)

mat leG mají velikost !hJx IW. Je-li Ih, = 1 ,tj. jde-li o jednu pro
.nnou, má soustava (15. 36) tvar ~ = a";t a ~eAení "á' :. e (;té • Toto

~eAem vyhovuje počáteční podmínce "J LO):' 1 • V mat1cov4m tvaru

f::J::)

'( :: eAt -= [ 1! Ak t Iv .
t=-O

Toto felem lze nyní poulit obecnA i pro matice ~ádu 1\1,> 1 • Řada

(15. 37) bude rovnom!l'Dě II absolutna konvergovat k f-eiení Y(t) 1llohy
(15.36) pro kter 011 koneěný interval i ~<C\f b '/

Známe-li (15.37), mdleme napsat fe!ení soustavy diferenciálních
rovnic

XlO) dáno (15.38)

ve tvaru

~ lt) :: Yl-h) Jť.lo) ~ e,Pr.t: 'Jo (O) ·

Jde o rovnici (15.21), v ní! f {r;)::o.
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Uvedeme opat příklad. Je dána soustava diferenciálních rovnic

• 1 ~11. - O 1 O O
1

.i?, O O 2 O ~'t..... (15.40)

Z~ j
-

O O O 1 ~1

O O O O ~4

s počátečními hodnotami ~'1(O)=O , )(2(0):; 1 , ~~(O)c-1' , ,)l,,(O) = 1 •
Pro matici

O t O O

O O tLi O
Ab :::. (15.41)

O O O t

O O O O

která má všechny vlastní hodnoty nulové, vypočteme podle pravidel

vyložených ve 14. kapitole exponenciální funkci

1 I t1.- ~ t>'t

At O 1 'Lt ·t1,
e "E: t

(15. 42)
O O 1

O O O ·1

Podle (15.)9) vyjde ~eěeni dané úlohy -ve tvaru

~~ 1 1 t. i1- ~t:~ O ~ -i1- .1. ~ t?>
ll~ O 1 2..(; ''\, "1 1 - ~t tit.t

~= =- .(15.43)
)(3 O O 1 1: -1 - 1 +-b

1

'i."" O O O 1 J '1 1

~eAení (15.39) čten~e jistě udivuje jednoduchosti a eleganci, ale
nedává mu táměř ládnou informaci o svých vlastnostech (je-li řeěeni

periodická nebo ne, má-li nějakou limitu pro t ~oo apod.). Kdybychom
měli jen jednu rovnici pro jednu proměnnou ('1'\ -=1 ), měla by rovnice
(15.38) tvar

(15. 44)
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s partikulárním ~eěením

C~Ot
(15.45)

Lze se p~esvědč1tt že dosazením (15.45) do (15.44) dostaneme (po krá-
ceni činitelem ~~t-+-O ) charakteristickou rovnici

(15. 46)

Máme-li ~ní soustavu

(15.47)

s partikulárním ~eAením

budeme mít '·charakteristickou rovnici"

,te = Ac,

(15.48)

(15.49)

v níž v značí vektor počátečních podmínek pro daná partikulární

ře,§ení (15.48). Zf'ejmě to musí být vlastni vektor matice A a para

metr ~ musí být její vlastní hodnota.

Např. pro soustavu

[ -,,7
_ ~8

(15.50)

najdeme vlastni hodnoty čtvercov~ matice Á~ =- 3 + 4~

=- 3 - 4 ~ a jim přísluěná vlastní vektory
A.z. =

t- - f 1 L .
'-1.. - l 1- ~ J

(15.51)

Pf'íslušná part ikulárni řeěeni jsou

(15.52)

Jsou-li nyní dá~ nějaké počáteční podmínky, napf'.
zvolíme řešení ~ lt) ve tvaru lineární kombinace
partikulárních ~e§eni
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(15.53)

a tODStantl 0(1 , o{2. va:!.e tak, abl platilo ~ (o):: ()li ~1 (O) ... t)(t)(dO~
ěil1

(15.54)

Odtud 0(1" 1 + 2":, 0(1.::' 1- ~i • Doeaz.ni. do (15.53) a dpravou na 1'8álDl
tvar (pomocí Euleroytch "-.01'06) dostane.e

(15.55)

nastnoatl partikulárního :feaení (15.48) pozDŮle ihned a vypoěte

Dlch vlastních hodnot.Á, (reálDAI ěl komplexnť, 8 kladnou, DUlovou
nebo zápornou reálDOu ě'at1).

Bude.e l\Yn:! skouJI8t t jakl vlzD8JD má matice Ulel se.ta.,.e.
z partikulárních fel_nf (15.48)

e..\."t I O

Ul r ~t , 4~ 1 [c' " 1 í ---4---1 =t). ;: 1. e c~ \ e CL - , : \"1.. L O I (l",l,,,t,
. I

1

1-~ (15.56)

Zfej_1

tati.

y (t) .. U l t ). U_.\O)

aá poěáteěn! hodDOt~ Ylo) ~ I • Y7hovuje pfitoa rOYDlci

clY
d~ = A,( ·

(15.57)

(15.58)

(15.59)

~l~) podle (15.58) je ted1 matic:! ~uDda.ent'ln:!ch fe••DÍ dan4bo
probl'.u.

V Dale. pf1padl v7Jde
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1 [~+ ť,
Yl~) = Ult) 1:' 1--'

-~ [ t~4t -A<.M,4t) ~ 4é 1
- fl, -1AiM.4-e t~4b+-MM.lt~).·· (15.60)

Ob.oDl bude.. JDťt

Y(b) - U(O)

o

. '.. .. ...... .
: .'-... :
• '", "'_ 'ÁM,tO -_. __ .. _.". fl,

··4
U tO) ,

(15.61)

Matlce Ulol obaahuJe po~. vlastní vektory e1 , CL , ••• , CMI •

V t,to kapitole Je•• pO.Dali, Jek tlsDi 8ouvi.eJ! vla.tní hodoot 7
a vlaatní yektory .atice. l1lohou felit soustavu 11ne'rníc;h 4iter8n
ci41D1ch rovD1c.

16. O IIŠIftLlfO'ftI S>UftAV ALOIBIAlcrfCR LDBÓlffcs IOVlIC

(16.1)
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2 3 :14

1 1 6

3 5 t~:~ =
22 J

(16.2)

4 1 18

1 -2 O

má f-e§ení

{::} = {:j (16.3)

a není tedy "přeurčená". Kdybychom věak na pravá straně změnili nějaký

prvek (kdybychom např. napsali 19 místo 18),. rovnice by si odporovaly
a soustava (16.2) by neměla řeěení, p~estala by být konzistentní (její
rovnice by nebyly ve vzájemn4m souladu).

Konzistence je zřejmě vlastnost celé soustavy, ~~oli snad jen
matice A • Řeěeni (16.) dostaneme, vybereme-li z (16.2) kterákoli \
dvě rovnice 8 ře§íme je. Zbývající tři rovnice pak nesmí získanému
f'eěení odporovat, má-li mít celá soustava smysl.

Snadno se přesvědčíme, že jen dva řádky z matice A jsou line
árně nezávisl~. Vyberme např. první dva

,~*
2

~]= .
1

Zbývající část matice

3 5
/\ * ~ = 4 1

1 -2

(16. 4)

(16. 5)

obsahuje ~ádky, je~ jsou lineárními kombinacemi ~ádkO matice (16.4).
Tato závislost je vyjádf'ena vztahem

A'k ~
':L

C, p\.~ (16.6),
neboli

3 5 2 -1

:]4 1 = -3 10 [: (16.7)

1 -2 -3 7
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Soustavu (16.2) lze tedy napsat ve tvaru

(16.8)

kde

Z rovnice (16.8) vyjda

a odt.ud

A*Y-, ':: Ó-*",

Att:,*x. ~ -fr *tE-

(16.9)

(16.10 )

(16.11)

Tato rovnic e má st ejný tvar jako (16.6) •. To znamená, ~e stejná lineár
ní závislost, jaká existuje mezi řádky matice A ,musí existovat
taká mezi příslušnými prvky vektoru & pravá strany, má-li ·být so~

stav8 rovnic konzistentní.

Mdže se stát, !e matice A má sice čtvercový tvar, ale přesto

'nedává jednoznačná f'eěení (její dat erminant je nulový, hodnost matice
je men§i než její f'ád). Taková soustava je neúplná ("nedourěenátt ) a

má nekonečně mnoho ~ešení. Např. soustava rovnic

2 3
,

1 :t1

=J1:I
I

1 1 I 1 )lt, (16.12 )
-_ ...... - ---- L--- l-22-3 5

I 1I

má nulový determinant. Snadno se p~esvědčíme, !e soustava je konzis
tentní, neboŤ tf'etí řádek v matici A dostaneme jako rozdíl dvojná
sobku prvníhof'ádku a druháho řádku a zároveň taká platí, le 22 =
= 2 • 14 - 6.Soustsvu rozdělíme, jak naznačeno. Zkráceně m!sme roz
dělenou soustavu označit
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Po rozepsáni

( 16.14)

Protože lAt ~ O , md~eme z první rovnice (16.14) vypočítat

(16.15)

a z druhá

(16.16)

Korikr~tně dostaneme pro soustavu (16.12) z rovnice (16.15)

(16.17)

a z rovnice (16.16)

5])4- 2 2))=
l2 + ~ J

= 22 - 12 - 10 + 6 2:. • - 5 e = c. (16.18)

Tato identita je dOsledkem konzistence soustavy. Výsledné řeěení tedy
je

(16.19)

Zde 'l. vystupuje jako parametr, který mOle nabývat jak~koll hodnoty,
tak!e soustava (16.12) má nekoneč~ mnoho i"eAení.

Shrneme-li tyto poznatky, shledáme, le pouze konzistentní sousta
va lineárních rovnic je ~eěltelná. ~eěení vAsk nemusí být jediná (at

je počet rovnic jakýkoli). Nap~. soustava (16.2) měla více rovnic ne!
nezná~ch, ale byla konzistentní a měla jediné ~eěení. Soustava (16.12)
měla stejqý počet rovnic jako neznámých, ale nebyla úplná, takte měla

nekonečn~ mnoho řeAení.

Konzistenci a dplnost soustavy mO!eme nejsnáze posoudit u sousta
vy se souměrnou (popř. hermiteovskou) maticí. Tehdy toti! existuje
tolik 'lineárně nezávislých vlastních vektorO u~ , jak$je řád matice
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( ·L = 1, 2, •• '., '\IV ). Tyto vlastni vektory lze normovat 8 utvof'it
z nich modální matici U = [Jvl,1 M,-z, --- u~l t o kter~ víme, le Je

ortogonální. Soustavu

. (16.20)

mOleme pak transformovat substitucí

(16.21)

na tvar

AU~ = U/b

a vynásobením transponovanou matici UT na diagonální tvar

. (16.22)

(16.23 ).

(16.24)

Je-li matice hermiteovská, nahradíme transpozici T) herm1teovskou
transpozicí (H) •

T . " .
V rovnic i (16.23) je L\. ':. UAU diagonální mat ics, která má na dia-

gonále vlastní hodnoty matice A • Soustava (16.20) se touto trans
formací rozpadne na soustavu rovnic se separovanými proměnnými

.A. ~ ~ t : P-i. ·
Vlastní hodnoty jsou reálná, nebot mat lcs í1 je podle pf'edpokladu
souměrná, resp. hermiteovská. Z rovnice (16.24) vypočteme

~ (16.25)
~i ,., A\ (j~ ·

Ihned vidíme, le soustava (16.20) je jednoznačně f'eěltelná jen tehdy,
má-li A,\ *O pro vAeehna.,(" • Je-li v§sk n§která vlastní hodnota
nulová, napf'. ,ll =0, musí být nulová i hodnota f':,~,. ICdyby tomu
tak nebylo, nemohli bychom soustavu (16.24) f'eAlt, z k,·-tá rovnice

bychom nemohli vypočitat Si · Je-li 0J;,; = O, bude k -tá rovnice
v soustav~' (16.24) spl~na pro jakoukoli hodnotu fk,. ~eleni te?y
bude mo!n~, ale nebude jednoznačn4.

Podle (1~.21) platí, 18

t,l,"T
U-i

1

0 "":. 6- -= U'fťr ':: -uir t L\w} I

,u,'t
!)\,
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proto

(16.27)

To znamená, ~e vektor ("-' pravé st rany soustavy (16. 20) musí být
ortogonální k vlastnímu vektoru ~~ mat iee soustavy J který přísluší

k nulové vlastní hodnotě ).." ~ =O. Protože AUt .: ~i.u.,-i ,je pro

Á., -:: .Lf>.... zároveň Ji U,h = o.
Soustava (16.20) bude tedy ře§ltelná, bude-li vektor pravá strany

ortogonální ke každému netriviálnímu ře§ení homgenní soustavy A~ =O.
Přitom víme, že existuj~ tolik lineárně nezávislých ~eěení taková homo
genní soustavy, kolik je nulových vlastních hodnot matice A

K řeěeni nehomogenní soustavy (16.20) m~~eme přidat libovolnou
lineární kombinaci nezávislých řeěeni homogenní soustavy. Jsou-li ně

které vlastní hodnoty matice A nulová, má soustava (16.20) nekoneč

ně mnoho řešeni; obecná řeěeni obsahuje tolik volných parametra, kolik
je nulových vlastních hodnot.

Je-li matice A nesouměrná, m~žeme soustavu rovnic Ax = 6.-.
p~evést na soustavu se souměrnou matici tím, ~e ji doplníme řešením

adjungované soustavy .AT,~ = ť, • Dostaneme

(16·.28)

(16.29)

Matice táto soustavy je soum~rná, takže pro ni platí dříve odvozená
poznatky. Podrobnosti klasifikace soustavy lineárních rovnic s poUži
tim (16.28) jsme uvedli v publikaci Maticová metody v pevnostních

výpočtech, III. část, kt,erou vydal ČVTS - DOm techniky Praha roku 1974.

Nakonec ,ještě poznámku k rovnici (16.25). PomO!e nám pochopit
význam kondičního čísla (11.22). Vektor neznámých ~ 100žeme podle

(16.21) vy j ádf'i t ve vektorová bázi 'u 1 ,u. ~ , ... , 4 MI • Dostaneme

~ -::. ~1 (hi ~ ~ ~ -Ul- + _. -;- ~ 'I'v U'VV .

Složky ~~ vektoru X, jsou dány rovnicí (16.25). Vektor JG je
podle posledního vztahu jakýmsi váženým pr~měrem normovaqých vlastních
vektorť1 Ut , přičemž "váha" .~~ je nepřímo úměrná vlastní hodnotě

~~ • Zaokrouhlovací chyby vzrostou, bude-li poměr největěí a nejmeněí

váhy v absolutní hodnotě mnohem větěí než jednička, nebot pak budeme
k velkým čísldm p!'ičítat čísla velmi malá. To věak vede k závěru, !e
je nežádoucí, aby kondiční číslo (11.22) bylo podstatně větA! než jedna.
K tomuto závěru jsme do§li jiným zpdsobe~ v kapitole ll.
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17 • O LINEÁRNí REGRESI

Chceme určit neznámo,u f'unkci ~lt-) , popisující nějak! f'yzik;á1ní
děj. Z :fyzikálních úvah nebo z rozboru experimentálních dat usoudíme,
le tuto funkci by bylomo!novyjá~it ve funkční bázi Sj UJ (i =
= 1, 2, ••• , ~ ) pomocí skalárních slolek v'i

~ (-{;) = Jl..o 1" )(" f, l t) + Xt..ft. ( i)-+ _.. + ~ k J1l. lt) . (17. 1)

Funkce f1 al .f~ . známe, součinitele ~c al ~-h.. chceme zp~tně
určit z experimentO. Taková ~loha se nazyvá regrese; protože na pravé
straně (17.1) máme neznámé součinitele x-J. v lineární kombinaci,
jde o lineární regresi. Kl

Kdybychom měli tolik mě:fení, kolik je v rovnici (17.1) neznámých

součinitelt1, v·edla by naěe úloha k prostému feěení lineární algebraické
soustavy. Na§e měf'ení jsou věek zatí.!ena chybami, proto jich uskuteční

me mnoho, abychom je mo~li objektivněji posoudit. Pro každé t.-ť ( ~ =
= 1,2, ••• ,%) tak dostaneme "ji =~(td, pz.ičeml'h':7k-t1 • Dosaze
ním do (17.1) dostaneme soustavu.I'yv lineárních rovnic o ~+1 nezná
m$ch

A~1 ~ Jlo + X1 ft l t,) + ,x1.h U I) t -- - t Xf2.·fk, (ti)

.~ 'Z. -:. ~ +~1 ~ (t, t.J t )l 1. ft l i 2.) + -_. t ,xk. -1 ~ l t t)

V mat icovém tvaru zap:íěeme tuto soustavu takto:

'11 =- A ~ ·

(17.2)

17.3)

~/ Regressus (lat.) = zpětný běh; ten, kdo se vrací po vlastní stopě,

kdo se dal na úst up.
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Př'itom ~ -= [y.o \ X1 '-' X '\'I..-{~ [JLv\ eJ • Z vektoru X. jsme naznačenou
svislou čarou oddělili první prvek Xo , nahot matice A obsahuje
v prvním sloupci pouze jedničky. To nás toti! pfivádi k myě1ence,

abychom matici ~ rozd~li1i

A ::

11Lt1)
1, (t,,)

-fLlt t}

fl. Lt t )

·f*. l-t1)

1b- l tt)

[ ?' -)= rv ~ E, ~ . ( 17 • 4)

Vektor ~ obsahuje tedy pouze jedničky a má velikost (~~·1 ).
Submat ic e .B obsahuje prvky Q.~j "-1 j l t I.) a má tvar (lV\. '" k ). Mat ic e

A je obdélníková a má tvar . (fh.J 'A. ( i t'1 ». Toto rozd§lení matice
A bude velmi užitečné později, až budeme zkoumat matematické vlast

nosti ~eěení, které nalezneme. Prozat!m mO!eme na ně zapomenout a brát
rovnici (17.3), tak, jak je psána.

Rovpice (17.1) je teoretická regresní funkce (její graf je teore
tická regresní kfivk~). Jsme p~esvědčeniJ že by měla p~esn§ platit.
Ve světě experimentO věak nic neni p~esné. Proto jsme uskutečnili mno
ho mě~ení, abychom vyloučili nahodilé chyby, pokud by to bylo vObec
mo!ná, nebo abychom je alespoň minimalizovali a nějak odhadli. Tím jsme
však získali pro neznámésoučinitele :x.o až .~ b., p~eurčenou soustavu
(17.2), kterou nelze ~e§it (neni to konzistentní soustava). Naše p~e

svědčení o správnosti rovnice (17.1) nás v§ak vede k závěru, že soustava
(17.2) musí nějaké ~ešeni mít. Skutečnost, že tato soustava neni kon
zistentní, budeme považovat za d~sledek nepřesnosti naěich m~~ení,

nikoli za dňkaz neplatnosti rovnice (17.1). Klademe si pak otázku,
~~žeme-li hledané řeAení p~ece jen najít nebo alespoň je nějak odhad
nout a zároveň. stanovit směrodatnou chybu takového odhadu.

Konzistentní soustavu rovnic bychom získali nejjednoduAeji tak,
že bychom ze soustavy (17.2) vybrali pouze i + ~ l1neár~ nezávislých

rovnic. Cítíme však, že pro takový výběr nemáme žádné objektivní krité
rium, jsou-li všechna naěe měření uskutečněna stejně svědomitě a za
jinak nezměněných okolností. Budeme proto hledat jiný zp~sob.

Kdyby vztah (17.1) opravdu platil a naěe mě~ení byla p~esná, muse
la by soUstava (17.2) p~esně platit. Pak by ovšem byla konzistentní.
Jejim anulovánim bychom dostali A x- ~ "O • Ve skutečnosti jsou naěe

mě~ení zatížena náhodnými chybami, tak!e na pravé straně nebude nulový
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(17.7)

(17.8)

vektor, ale nějaký reziduální (zbytkový) vektor chyb r- -= [Y1 Y'2,. •• ' r"", 1r.
Bude tedy platit, ~e

Ax. - .~ ~ Y. ( 17. 5)

Odhad součinitelO Y.. nyni zvolime tak. aby norma il'\"" \I ,. ~ yr r
tohoto vektoru byla minimální. Tuto gen1álni metodu navrhl K. F. GAUSS
(1777 a! 1855) a nezávisle na něm taká A. M. LEGENDRE (1752 až 1834).
Tak se nám podaří získat ~onzistentni soustavu rovnic pro neznámé prvky
vektoru ~ , an1~ zavrhneme kteroukoli naměřenou hodnotu. Věechna mě

f'eni, jimž přikládáme stejnou váhu, budou zastoupena stejně, tak~e na
vržená metoda je zcela objektivní.

Ne~ přistoupíme k výpočtu minima normy n ,y \\ , uvedeme' je!tě ma
ticovou formu zápisu, kterou přitom pou~ijeme. Předpokládejme, že je
dána nějaká skalární funkce f l~) vektoru :J., ,např. norma tohoto
vektoru nebo jeho kvadratická forma utvořená s nějakou konstantní ma-
t leí, jeho skalární součin s jiným vektorem st d. Chceme nyní tuto funk-
ci derivovat postupně podle prvkO ~1 , -X1- , ••• , Jl'W vektoru J(, a
výsledky sestavit op~t do vektoru. ZapíAeme to takto:

'tf
(0)(.1

lot
Ibf ~ )(t.

(17.6)- '=

~)(

'df
4) 'X:~

Rozepsáním se mO!eme snadno přesvědčit, že pro derivaci kvadratické
formy :fl~) -: :x.TA Y.., utvořené se soum~rnou maticí A platí vzorec K/

'lC·xT
.A~) A'

1 ': 2. :J..
X.

a pro der ivacl skalárniho součinu 1(x) '2 x.1 CA.- ( Ct je konstantn:ť vektor)

tO LXTe,,-)
~-- ':. G't .'c x.

Pro čtverec normy
tl. :r

\\ I II ~ I r máme

-/ Srovnej 8 rovnicemi (8.2) á l8~5).
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(17.10)

P~itom .Jsme použili poznatek, že skalární veličina se transpozicí ne-
změní, tak!e ~iA,)(."l :{A~)T~)/.rAT":t • Výraz (17.9) zderivujeme s po-

užitím pravidel (17.7) a (17.8). Vyjde

'U\lr\l'l.r .T

~X ~2.AA~t2.A~=O.

Derivaci jsme polo!i11 rovnu nule, což je nutná podmínka pro existenci

minima. Odtud vypočteme

Porovnáme-li takto získaný odhad vektoru ~ s tvarem rovnice (17.3),'

shledáme, že výraz

se právem 'nazývá zobecněná inverzní matice (generalizovaná, přirozená).

P~ipomeňme, že matice A je obecně obdálníková. K ~eěení (17.11)
m~žeme dospět formáln! jeAtě jinou úvahou. Soustava fh,r rovnic o ~ -\- '1
neznámých (17.3) p~edstavuje vztah mezi mJ-rozměrnými v~ktory v (tf1)-roz..
měrnám prostoru. Proto.že ~ "72L·t ~ ,je tento vztah p~eurčený. Promít
neme-li věak obě strany rovnice (17.3) do (~1""1 )-rozměrného prostoru
násobením zleva transponovanou matici A." , dostaneme vztah mezi
(f_+1 )-rozměrnými pr'Oměty vektorO, který už pf'eur'čený není. IC tako-

.vámu promítnutí bychom mohli pou!ít jakoukoli matici o velikosti
« t>_ t1 ) '" 'YV) • Zdá se být př'irozená~ že k tomu pou!ijeme práVě matici

A" • Tím alespoň nevneseme do daná úlohy žádný "cizí prvek". Vyjde

Ar A JI.. ':= 1\ T1j . (17• 13)

Matice AT A má velikost «t+-i ) )(. ({t. 1- 1 ») a lze ji invertovat t takže

:x. = G~ I <17• 14)

kde <; je dáno rovnicí (17.12) a má rozměr «k.t"1 ) )(.111.-). Obecněji

lze zobecněnou inverzní matici G- k matici A definovat vztahem

AGl\ =11. (17.15)

Definice (17.12) tuto podmínku z~ejmě splňuje. Je-li matice A čtver

cová a regulární, ztotožni se zob~Cněná inverzní matice G- 8 obyčej

nou inverzní mat icí A-i , nebot v tom p~ípadě (,~TA Y-1 -:. A-i A-r a dále

(~7.16)
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A
Odhad vektoru "jl, , který jsme podle (17.11) právě získali, označíme ~,

S jeho pomocí mOže~e nyní určit empirickou regresní funkci (empirickou
regresní k~ivku)

~lt) -= :20 t ~1.f1lt) t --- + i/t..fl(t) I (17.17)

~ ~ A

Dosadíme-li hodnoty Xl. do soustavy (17.2), ?jde vektor A.j = A ~ •
Z rovnic e (17. 5) pak dostaneme pro týž odhad .x zbytkový vektor r ;
vyjde

(17.18)

Pokusme se nyní podrobněji vyAet~it vlastnosti na1ezenáho řeěení.

Výraz ArA, který se vyskytuje v rovnici (17.1), má vzhledem k rov
nici (17.4) tvar

~

Rovnice (17.1) platí pro odhad ~

I, _
f"Y\v I ..,,' B .
---1-----

I
I

1:>
í l-v: b'"B

takže

(17.19)

(17.20)

Abychom mohli rozepsat první ~ádek, vypočteme nejprve

.(r u.. - - _. e~1~

&~t -- ... ť"'1(t;

'l'V

L &":h.. ) •
'\ :.1

(17.21)

(17.22)

Je to ~ádková matice, její! prvky se rovnají součtO~ sloupcO matice 8
Prvni ~ádek z rovnice 17.20) pak dá

'''rv ~

%~ ,. L &tt ~1 + _. - t L erth..xl:. ~ 'Y 1"".'\A 1 + --- fo V. ·
.{ ~1 1 ~'1 .:J 1 ď - .j /IN
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Rozep!Aeme-li rovnici (17.17), dostaneme

1

,.
"e"11 {;"11,

"l

Xa_.. .(;"1 t,

611 ~t.~ ("'1"
1\

--. :Xi
(17.2)---- ... - -----_.-

- - - - - - - - - - -.........
A

e. 'V\1 t.1I\1- _.. _- ~lV'-lL 'i-t

Když zde sečteme prvky vektor~ na obou 'stranách, dostaneme

(17.24)

Tento výraz dosadíme za levou stranu (17.22); vyjde

(17.25)

To znamená, že aritmetické prOměry

)\

A ~ ~

~ ."nI l ~1 -t ~ 1, +- - -- +:1 tll\. )

A 1\ 1\ 1\

:: hU l ~1 + ";1"" + ---'+ ~'l" )

(17.26)

(17.27)

jsou stejné. Z rovnice (17.8) potom plyne, že aritmetický prdměr prvkO
reziduálního vektoru je nulový

- 1. ) O"'r -:=. fl1J l 'Y'1 T Y" +-- - - - -+ r ')1. '= II

Pf'ipomeňme, že rovnice (17.27) by obecně neplatila, kdybychom
v regresní funkei (17.1) vynechali absolutní člen ~o •

.1\ Nadále budeme pf'edpokládat, že rovnice (17.27) platí, tak!e T =O
a ~ = ~ • Budeme se l\Yní zabývat otázkoU: vhodnosti pf-edpok1adu (17.1)

a zhodnocením chyb odvozenáho ~e§ení. Je mo!no postupovat dvojím zpd
sobem.

První zpOsob spočívá v tom, že soubor hodnot :#i povalujeme za
soubor náhodných veličin a hledáme jej1ch,záv1s1ost na j1nám takovém

l\

souboru ~{ • ~Urou táto stat lst·ieká závislosti je korelační souč1ni-

t e1 ~ ,pro j eho~ kvadrát plat í vzorec
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[ t(~i-~)(~~_~)]fl

L.l~ (- ~)'I, ~ l ~~_~ )'t-
A·

pf-ipom!ňme, !e podle pf-edpokladu ,y:. =O, taJd,e 1j. =,,'Y • Sčítá se
p:fes tJ =1, 2, ••• , IYV • Plati-li pro kaid~ -(, ,Ie ~(,:: ~\, vyxde

\<?' = 1. V tom p:f!padě je soustava (17.3) konzist entní a odhad ~ je
1\ -

zároveň jej! pf-esn4 f-e§en!~ Kd;yby veličiny ~{, ,"J..:byly nezávisl4,
vy§lo by ~2 =O. Vždy platí nerovnost O ~. Q 1: 1. Podle korelaČního

součinitele mdleme posoudit vhodnost volby bázových funkcí 11lt) ,
ft,(t) , ••• , .ftl~) v rovnici (l7.l). Čim bliž§! je tento součinitel

jedntf, t tm lápevystihuje empirická regresní k:fivka hledanou funkční

z'vislost.
1\

Podle druh~ho zpdsobu povalujeme veličiny ~~ za daná konstanty,
která vyjdou z rovnice (17.23). Náhodný charakter přisoudíme "chybám"

-ri , tak!a v rovnici

. (17.29)

jsou náhodnými veličinami 'á {, a Ti • Mají..li pak prvky Tinulovou
stfedn! hodnot u podle (17.27).J je jejich rozptyl. 6'~ = rT r = II T II2., rozptyl
hodnot ~i se rovná h'L. ajeho odmocnina

(17.30)

se nazývá slněrodatnouchybou hodn?t '':J~ • Vzorec (17.)0) plat íZ8 uvedeI\Ých
pf-edpokladd pro pf-!pad t že matice A má rozm!r(m,.J.. ({-ti)) •
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(18.2 )

18. NEZÁPORNÉ MATICE

Probereme nejprve jednoducný příklad. Ve čtyřech provozech, která

označíme ?~ ,P2. , P:>, a Ptt ,je k dneěnímu dni rozděleno urč itá
mno!ství nějakáho výrobku, která se v čase nemění; Mění se věak rozdě

lení tohoto lT'nožství podle danáho "harmonogramu" • Např. z prvního pro

vozu P1 se zaěle každý den sedm desetin do provozuP2. , po jedná

desetině do provozo. P3 a ?Lt a zbytek, tj. jedna desetina, zdsta-
ne na místě. Tuto skutečnost popisuje první sloupec matice

0,1 0,3 O °
0,7 0,6 O /0

t = (18.1)
0,1 O 1 O

0,1 0,1 O 1

Prvky této matice ~Á.i tedy představují poměrná množství, které je
dopravováno každý den z provozu Pi do provozu?-t: • Protože počet

výrobk~ je nezáporné číslo, jsou prvky matice ťtj nezáporné. Proto

je nezáporná 1 matice C
Z matice C vyčteme, že tf'etí a čtvrtý provoz jsou pouhá shro

ma~d1ětě výrobk~, neboť 'tyto provozy výrobky pouze p~ijímají, ale
nikam je neodesílají. Jsou to tedy sklady.

P~8dpokládejme, že rozdělení výrobkň dne§ního dne známe. Je to
- v jednotlivých provozech - množství '\>'1 , \Y'l.. t '\r~ , V'\.( • Ptáme

se, jaká bude rozdělení výrobk~ zítra? Je zřejmé, že součin C~i ~i

p~ed8tavuje množství výrobkd, které se dnes dopraví z provozu ?i do
provozu ?..~ . Celkem bude zítra v provozu "PoI~

4-

1;-' .l") -=. ~L C f 1~
t -ti "i '

3~'1

Tuto soustavu rovnic ( ~ =1, 2, ••• , 4) lze zapsat maticov6 jako

~\"(1): e..V'. (18.)

Pravá strana (18.2) totiž definuje násobení C·'\)" podle (2.13). Za ()IV

dnO tedy budeme mít
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Metodami, která jsme popsali v 10. kapitole, vypočteme limitu

O O O O

~el')v
O O O O

= (18.5)
/)'\-9a> 4/15 1/5 1 O

11/15 4/5 O 1

tak!e po dlouhé dobA (teoreticky nekonečné) bude rozdělení výrobk~

dáno vektorem

(18.6)~ '\Y l~) :: 1.i.rM. c:.":"V- -
/)\.~ <.)() Ih ~ lX.I

o
O

4 '\r1 t 31\r2. t 1~ '\r3

15
~1 '\r1t 12~~ t 1S'\1"4

1S-

VAechny výrobky budou tedy ve skladech ?3 "a ~4 ,jak bylo možno
očekávat. Poměr jejich mnolství v těchto skladech bude (4V1t3v~~1SV~)~

~l1t'\,"1+12..'\rtt1S'\,~'1) 8 celková mnoiství bude \r"t1r~'+1\r1t i'\,....4 J tedy
stejn4 jako na začá~ku.

Uvedeme jeAt~ jiný pf-íklad. Je dána soustava, která se mOle vy-

skytovat jen v jednom ze- sedmi etaw S1 sl ~'7 • Pl-echází náhodně

z jednoho stavu do druhého 8 pravděpodobností vyznačenou na obr. 18.1.

Obr. 18.1

Napf-. stav $G 88 mOle změnit jed1n! na stav ~1 s pravděpodobnost!

tv~'1 =0,4 nebo na stav $2. s pravděpodobností fv61 =0,6. Hodnota
~ ii znamená pravděpodobnost t je S8 .(, -tý stav změní na J-tý stav.

Tyto pravdipodobnosti tvof'í nezápornou matici
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(18.8)

I.' I ••t aŮ-

,e , tatle

(18.9)

o O: 0,3. 0,1 o I O O

o 010 O 110 O
-.-----t---- -- ---~----,--_:-._-
O O 10 O 0,0 1

I I
O O I O O O I 0,2 0,8; •

I "
O O ,0 O O 11'0
_____ .:.-1 --- -----l------

0,4 0,6 I O O O I O O
t

1 O I O O O 1,0 O

·B••dllť• .-l1 tato ..tlel DaS..a.~'.p6.ob••, .h1ed'--,
..tlc ". BlloYlcb. 11.11110" .ab..t.l~• ....·ať.. A t e,
'(18.1) ~a4. aťt tyU'

~ _.[g-~~~...•.;-~] .
e-j-O"'t-o

vtaho.:! .tav {. te47 pf• .14. 40 sta.a i s p;ra.dIP040lmst:!
1" .\~. • hot~l. veltl -.. IIIkt,_"o etan· pf."4., ..t bit L Ť'ii • 1•

.fo .s"••ú, I. eouJ.t pr*6"Y 1I-t4•. f4~1l •• ~ .ua! l'OVDat '-1
".4114. st.v g. .pf."4. do stan ..l, . • prav41pocJobllOst1 1"j~ , tati.
P••YdIPodobno8t, I ••t.vi .•• slllú Dll t, .... 4..... kl'oc1ch (po

!YOu sili_oh) t ".

ll'\,

"' . (f.)'=- 1"~i 1"8", ,e 1",~ ,
f8.

Pravdlpodob.stl 1't~) tvof1 _tlel ~(Z.)~ 4()1. • Ob.elll po N kMe1ů
(N ."úeh .tav,-) •• sta. ť 01111 v. stav Ilw s Pl'av41p04p~DOat1
""~) ,col ti. p;rvet illatlc. pN ~

Bad." teq hle4.t _e~ _t-~e. f> • Po.e1 (18.8) Y1POet•••
,.

\) : O I A2>
.....~.,---,.---

'P2.,. ~C I O I O
-----1--- J. .,-'-

\) : CA: O

A!JC I O : O---.f---- .....---
O I 'BtA·1 O ". (18.10)__ .J.._ -.-i _

\) lol CAe

ff.ti mocni.. ~•.. t.~ 1'.'•••' ..tlc.~ Po.tup~ úsob.U. Y7POat...

(
0.. ,916

A%t, • '
0,4

0'0.84 '1 c, '[ 0,656, F\a •
0,6, 0,14
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0,3 0,7 ()

~C~ • '0,264 0,616 0,12 •

0,12 0,28 0,6 i

(18.11)

Podl. (18.10) 1»114.

( 18.12)

•..
(A~)' O I O
----.....- ';"'---t- ----
O I (BCA)~ I O___ .... L L _

Q : ~ I (Cf\~)/)\,

B1.d.j••, jakl .tav •• uet'l.:! pro v.n, MI • Pro _tlel A~e _jd••
yla.tll:! hoclDDtl ""i:= 1, J..1. := 0,'16 a "ta pf:!.lu1~IYlaatm yektor,
..tLi := tll)', A.t.f,. • l-21 100) '. Bud. t.cV

..21

100 ][~ '0 ][1
o,516Mt

1 ]

-1
-21 '

100
(18.1)

• Y l1altl ,pro M .... OO

ll. (A~C.)1)v [~
-21 ] [ 1 :] -L [1: 2~J ••MI"'· ..
100 O Ul

1 [100 21 ] .• (18.14)• li ioo 21

ObdobDi Y7POat ••• 1 .atatn1 aocalD7. C.lt•• bude

100 21 ; . O O O I O O

100 21. I O O O I O O
-;,---O- r30 -"7;--i1-r-O-- -~.

.. ,. . I t

O O I 30 70 21 I O O
I I

O O I 30 10 21' I O O
----- -r ------ --_.,-_ ..:......_-.-
O . O I O O O I 86 35

I I
O O, O O O I 86 35

(18.1'),
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o O: ,YJ 70 21', O O

O o· 130 70 21 I O O---- --+--T -----.---....;." ...J. ...... _
O· . O I O. O O .,-- 86 .35

I I
O O I O O O 1,86 35, (18.16)

O O: O O O II 86 '35
- -----;- - '"T"-- -- - - - -1- - ----,

100 21 : O O O I O O

100 21 I O '0 O I O O

o O; O O . O e6 ,)5
I

O, O I O O O ~ 86.. 35,
-------t---~------ ---r- ----
100 21 I O 00 t Q . O

, : - - - . (f\~~-t Cl __ 1 I I O O (18 '17)
-uJV\III T"' 121 10021 I O O O I" '..

tn,..,.oo 100 21 I O O O I O O
_____'_...1. __ ..,...._ ------ --t-.---.;---
O O I 30 70 21' O O

I I
O O I 30 70 21 I O O

Bll-ll -.jehoz!. etav•• DI1pf. stav SG , pak po 1000 s_Dácb bude •• '
..tice ~ iooo vela1 pflblllD1 rovnat ..ticl (18.16) .( fhJ •. 333) a
.outay. bude bua Y8 '.tavu S1 (a pravděpodobností 100/121), nebo S2.
(s. pradlpocJoblJll).t,t 21/121). Po dallť -11181 (.tlsíc:! Pl'yJŮ) pf."d,do
stayu· S~ (a pl'avcllpodobDOetí 30/121) Debo S'+ (8 pravdipodob...t1
70/121) nebo SS (. praydlpodobllOatí 21/~a..). :Po dali:! "Di (tieťct

druh') bud. soustay. bal ve .tanl S 6 (e pr.vdlpodobno8tí ,86/121).,
nebo S-=t (8 pravdlpodobDG8t1 35/121). Pak se ·tlto etaY7 • ~.Jlch

p~aY4Ipo4obno.tl budou per1odlck)' opKoyat po keld' tf.ti _DI.

Po.lední ,pfalatl .01í... bl010p•• o ab7Ch•• "sDa!111. 3ak I'OS.I&

Dit' Jeou aplikace ..ticoy' 8188".7- Pi'edpokl'd."••.J le .zlataJ. Di.,-..
kt 11yo!lch, kterl 11~.·v pF4_~u tfl 1'8k7. Zpoěta .)(.0 ••1110 V.

et't':L do ·3edDoho r.~a 31ch y~.apí 40 cJrub'ho roku ~ea p.l.~lDa <••t.t-
.m D.pi'.li~1l·. Z poatu ~o sudc •• at't'í ~d J_c1Doho do dYoul.t
vstoupť 040 tf.tího roku 11..t. 3~.D tf.ti... sam"o., kter' •• cloll1.
etáfídell:(bo Dei 4.. l'ok7, ~Ol'.~ "p1'd_rll I ••t ...1·a1ch 1Il4aat •.
V letolD1a roce .~. takoyto~.•~lc'!o • Jak,' bud. dko" l'osclllelÚ ••
II1c po upllDUt1 Jednoho rekut Os..atM-ll hl.d•• p.at)' .aII1e y .a4.-
Dlch tfecb Ylko-.joh ·.apl.h Xi; ~1 J ~1 ,o 1t1l4.

~ O O 6 'Xo

~,'
1 O O ~o (18.18)= "2 •

~1 O t O 00

...'*~ ..



~-t : t1~o ·

Po dvou letech zfeJIIII bude e'l..;" M ~1 :: Mt.~o
IYV letech

(18.19)

atd., obecDi po

(18.20)

(18.21)

Ptá. ,••, za -'&tIch okolDOet1 "Ie existovat ustál.DI p.~.t těchto

11voalchd. ICdyb7 .8 ,jejich poa.t nellll IlIDlt, .ua.lo b7 bit

M~ ~ ~ J

tan., II. vl••tú -hodnota aatlce M bl' mua.1a bit ~ • 1. To ekut.a
DI ." .Dal•• pf:ťpacll ,,- (vyJde tot1l, Á.1 = 1, ~ • -1,"" 0.86603 L ,
~~ = ... 1,5 + 0,86603 i ). Je Jednotkov' vlaatlÚ hodnotl pf1alul1 vl.atlÚ
vektor .(.(. = t 6 3 1]", taklepo~et aalll1c ve atM-1do "ednoho roku,
04 Jednoho do dvou let a od dvou do t:f11.t bl' .ua'.l bIt v poJliru
6 : 3 s 1.

Vltl11lOtl to.u tak Il8b_de, takle muaí•• poě1tat meéD1D1 IIStlce M
• dosazovat do rov~c. (18.20). Podle Cayleyho-Baml1toDOV7 Ylt7 ".
H~=:t (o to. 88 lidi••• pfesvldělt tak, opakovaDta D.ÚobelÚ...t1e
H I~'lt takl.

(18.22)

Yl'yoJ teq bud. pJ.'ob1ha~ pel'.1od1ckl v tfťlettch cyklech. tlaoclllDÚl
.atice M a doea••IÚ. do rovDlc. (18.20) dostan••• pl'O ".dnO~llY'

rot, .. tTto .ektoJt7 1

...........
atd. (18.23)

zae a. , -6-, e . Jsou p'iroze_ ~ť.1a tako.', le Jfo ~ 6a",)J0:ir 3 ~ ,
c'o =C :J\ Uat'J..,D'~U stayu odpov1d' pf1pad ll: fr :: e • l:d.Jb7 .e pf1frodIÚ
poc!m1Dky zmlDi1)" Datol~ I. b)' .8 .laatD! hodnota Á,1 ..tlee ~

••,tll1a.•ebo •••Dil1a, Daatalo bl' bua pf.amoJo.'IÚ, nebo ."..Ú"IÚ
druhu. ltatlcl Ml•• '.alBit rlzDlm zp4eob••• VsD1k' ot'zka., ~akl .4
s-ah Je D."~ektlYDl.1lť • bl.dleka IMan'ho děl*u. lIetodou, kter' .de
b7la Y)'lole.., l'el111 J. ,B. ,Deiew1n Cl ~. II. "1111.ail8 prob14. ,p1'ellllO
1.8141Yottchtr41~ Dll ll..;~Z.alfllJA\&l',( 1964) •
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plttLADY

1. J. d" atvercová ..tice A
tOl'.N ,'.bl.....tl.. ~= tJ A
p1'VD1ch' 4YOll f'4k6?

Odpovla:

ti'.tťho f'4u. Jak .1181 V7P84at opel'''
111118 ocl metlce A' pou.. po:fad~

N =

O·

1

O

1

O

O

o
O

1

•

2. Pf.pllte do metlcov'ho t.aru vir••

&+ Lf

a. -= ' L L C.C~..; X'.a: 2. i2" d' a

OdpOyl!:

a ~ ~TCx.

k4.

o o o o )Li

tt1 et'L ~.,.. C,.\I. .t'Za't = )(. •
e~ .e31. . t3ti ~'f t1.

C\t1 ~1. ~3 e\4'f t"

). Jeou d'D.J matlc.

A •.[100
100

~~]
21 '

.B .• [0,916 , o,oe.] .
0,4 0,6

Y7Poltlt. -.u!ia AP> a "alt., I. ,1\2» .. A • Pak o'l'la tak, A~t. •

• AP, ,.' A , takl. ob"1II #\!>~. 1\ • Ph....14!t•••, I. t7to 'l'st~
plat1,aaoll ~ _Id 14eapot.atld ..tlc.'.

-~, -



4. l1834ft. illY••ú ..tlel A-i
t ~ ...11

1 2 3

P\ • 4 5 ,6 - •

2 8 9

04poyll:

-3 6 -3
A-i 1

• 15 -24- 3 6' •

22 -4 -3

A • [:::.:
-.ln.~] _.

- A(~)
C08 (!»

6. Dokaite t , lepro ,8oUlllrll' ",t1c. A. 't ~, platt ••tab

platf, I.

Milt., toto tYl's.D1.

.. "lO~·-



tzn. ,... I ••Guěm ·ortopná1ních ..tlc j. také ortogodlní. Pf••vidit•••
o· to•• Jaký geometrický ylzDaIl d tento pO.Datek?

9. Jsou dány regulární matice A t ~ ,pi'1čelll A·.::; ~ 'B , A., je
konstanta. Dokalt., I. pro deterDd:nanty platí

a pro inverzní matic.

10. Jsou dány dva vektory ..)t. , ~ (každý o n prvcích) • Pfesvlděte se,
le plati vztah

rrv

?- ~\ ~i - \ r - XI\.l \- 1 ·
~=~

ll. Det~.rm1nant I~ \ = O. Pak pro ma14 €- , O< , E, 1« -1, Je

\A+~I\ ~O.

DokaJte.

12. Platí-li pro součin nenulových matic A~ = O , .ua:! bit alespoň

jedna z tlchto matic singulární. Dokalte.

13. _etoda ·koDečnfch prvkd dává pro statické ~elení prulQfch tlles a
Jejich soustav tuto závislo8t vektoru zobecnAl\Vch p08uvd tx} na
vektoru zobeeninfch s11 l F} :

IlL1lX-} :: "f.F1.
Zde (K] je matice tuhosti, je ětvercová a 8ouměrná. Jak se tato
matice zmADi, pf.Jde.e-li k pootočen' soustavl 8oufadn1c?
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1.len!t

Bov' aout'adDice (. ~} doataDe.e ortogonální tranatorma·c:!

Plat:!. I. [ Q. ]T LQ.] .. (11 .

Obdobnl ae budou traDaf'orllOyat s:!ll {f1 • takle

Pf'1klad.mtakov' traDsformace 11111. bit rovD1ce (2.6) 8 tl'alllltorJD8~Dí

maticí (2.4) (pro pi'tpad ~vou proJlizmtch). Z pdvodn! rovnice dostaneme
(závorky lul vynecháme)

a odtud

Tuto rovnici upl'a~ím. na standardní tvar

kde

I"

j. hledaDá matic. tuhosti Y noytch 8out'adn1c.ťcb.

14. Dokalte, le ortogonální matice tran8tormuje vektor7 tatI I •••
3ejich vz'J••n4 ábly Y absolutDi hodnotA nemiDť.

!telení :

Pro ortogonáln:! _tici plat:! vstah Q,"'~ Q-1 ,Podle definice akalÚ'ní-
~ ~

ho 80uělnu dvou yektOJ'd o.; ,tr platí, I •

.. 105 -



ObdobDI d.:t1DU3... db.l .e.i dvl. vektory . Jl. , ~ (1hI -t4ho 1'44u)

~r~

e<Y.llf C Si

~.x'r~ ~ i T i
01'tOlODálDt tl'anetol'..c1 40,.ta,~... Yekt01'1

Do•••••1.

~-= Q.~,

'\L:Q,!1
lL ~ Q.T11 ,
~:r Q,Tll'

'Prav' ~tl'.na .8 vlak rOVD' eoolf , Je-li \fl dbel •••1 vektor1 ~ ,
~ • J. tedy t»;)lf "'eoo4' • Oba, dbl)' Jsou proto v ab.olutDt' hodnotI eteJ
n4. E .aoboSDBěDO.tl 4aD4 rosd11•• o plQf dbel 360 o nepf1bl111•••

~ ~ 1 • .[ 1 0,86'] f i 1 ,
l~j O 0,5 ltJ

J.lent.

!r...to..... nem O:rt0IOD4lD1, Debo( .ouěla" tl'anapODOVan' a' p6,o~n1
..tice

0,866] [ 1 ' 0

1

' ,866] .
0,5 • ·0.866

ned' 3.c1Dotkovou _tici. Jd. s!'.e3111 o tra_:tor_ci •••i kut4.ekoll •
t.o1Sb10u eOWltavoueoul'acJJlio, ev1ra31-11 oe7 ~ , lil. db.l 30 o
(obl' • A. 1) • Ifato traD8:t01'_c.. ÍIID1 !tv.r.c v J1ovilll.! ' t
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o .1e4DOtko't" at~DI DB koaolt't'eree 't' ronili X. ,~ podle ou. A.2.
lo1'JlR -v.toru O~ •• De.scbo..'.'.

y

Obr. Ar.l

o

y

A
(\

1
y ........, "/ I"~" A,

0,5,
/, -O X,

O 1 O 1

Obr. A.2

16. Dok.lte, IQ ..tlcQ

N

Je Dllpotentnť.

•
o
1

O

o
O

1

o

O

O

11. Ur!ete hodnost ..tlc.

3 2 1 -1

A
1 O 2 1

=
5 •2 , 1

odpGYlcl: 2.
4 2 3 O
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18. .-11 ~ozdAl.ná matice tvar

A = [1_~_P:_] I

O I -I
~

je vIdy A:: I . Dokalte toto tvrz.~.

19. V rovnici popisuJící závislost zob.anin/ch p08uvd ~= [~1 Xl I ••• ~~:\r
na zobecnlných silách F :. (ti F~ _•. Fm. 1'" ,

chceme pf'ejít k menlí soustavi obsahující posuvy pouze tich bodd,
v nich! pdsobí nenulov4 síly fi, (nlkteré z tlchto 811 jsou totil
DuaoV~). Jak budeme postupovat?

(nohu f'elt e konkr't Di pro 80ustavu

2 -1 O O ~1

--\l- l -1 O ~?,

=
O -1 1 -1 Jl~

O O -1 2 ~\4

ŘeleDí :

Nejprve uapofádáme soustavu do tvaru

Proto pofadí prvkd 1, 2, 3, 4 zmanime na 1, 3, 2, 4.

5

O

1

O

•

M:lsto mat1~e budeme mít matici
~ 2- 3 Lot ~ 3 l lt

'1 2 -1 O O Jl 2 O -1 O

t -1 1 ..1 O 3 O. 1 -1 -1
3 O -1 1 -1 i -1 -1 1 O

lf O O -1 2 4 O -1 O 2

- 108 ..



takle

2 O I -1 O ~i t1
I

O 1 I -1 -1 ~~ r3------i -"""-,----- • •
-1 ..1 I 1 O ~'L O

I
O ·..1 I 'O 2 i\f OI

11m máme aatlce rosdl"leDy tak, I •. nulov4 prvkl ve yettoru sll aú.
zvl'lt. Ro••pa'Dfa rosdllen4 Sou8taVl dostane••

~~ ~CA- + \LťA.(,- ~~ = ta"
\<6-0.. ~"" t ~.fr,,'x'& = O.

Z poslední rovnice Y1Poět... ~~ a' dosadí.e do pf.doho.í :rovnic••
Vyjde

( I<Q.~ - ~a.g. "fr~" k: &-tl) ~A =- fo.'

Vyčíslením dostane••

20. Ze soustavl 8 rosdll.mou matlc1

[-~1-~-] {~-) : t~-}
Vllllét. yettor ~ t _vlak tak, abY8te submatici 1)' n.'1IlYertovall
(~I. bit 8iqaléll:í). Cíl•• 3- sť.kat .ávislost ..zl vektory ~ ,Ci •

A.leD! I

Ro••pe'ním dau' rovDlce dostan•••

AJJ.J + 'B~ -= tk t

Cu, + 1)11' ::: O.

Z Pl'vJÚ rovnic 8 V1Po~t •••
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a odtud

Proto

a po l1pl'avi

21·. J. dána eouatav8 dvou hmot zavile!2lch DB prullúch podle obr. A.3.
Bmotl108t ftY\I a tuhost Pl'·ullD1 *" eplĎu.11 ať...
• elD1---podm:ťDku ~ =tn1I 'e S••tavte pob7bov' rov
nice a s n1ch matici haotDOstl 'a ..tlel tuho.ti.
r.3dlte vlaatní dh1ov4 trekveDCe a "l~.tní tV8r7

k kmitu. Posuvy hmot ~4 t ~1.. sl'ovnováln' polo
b7 traa8tOl'JBu.1te POJllOcť IlOdálD.1 ..t1c. 40 t.v.
DorllálD1ch 8ouf'admc.

m

k

m

ll.leníl

Soustavu rovnic lz. D8paat ..tlcovi takto I

SrovD6D1. • tvar••
Obr. A.)

M~ + -,,~ :: O

pozDáváme, I. matice bIlotno8ti t1 a matice tuhosti K J80U

M • [~:1

... lUl··

. [ 2lL, =
-1

-1 ]
ft

1



Pro Y.tU' up11tuct íxl=(x1 Xt,)T pak Y7.1d.

·AX .. ~x.
Pf1toa .1••• os.a111 w'"'= J.., • ..t1c. A ,,_ Y tollto pf:!pacll totol_
...tlo1 tubosti, D8bof ..t.to. haot••tl Je Jedaotkoy'.· Z oharůterle..

. t1ct' rOYD1ce J..ff. - ~..L +1 • O. Y7.1de·

Á, =0,' .() - '15)!: 0,382, lAJi Je 0,62,

Á1. :ll 0,5 (3 + ff) li; ~,618, (.01.' 1,62.

[
0,526

U :II. 0,851
-0,S51 ] •

0,526

n ••tll1 yettor)' D1D1 ~ 1I0U t 1
t

oJT" , re.p. [ O .

22. ZclYo~Dúob1.e-l1h.tno8t c1rab' (tJ••po4ú) baot7 Da obr. A.J,.
dostan... pro ytpoa.t Ylaatn1c.b ~retY.DC1 aouat·.Y11 roYD1c

kde

M _.[1
O' " .[ 2

-1

.. 111 ..



Pfeve!t. tuto rovnici De tUohu o vlastních hodnotách

A~ = A.~.8 eoUJDirnou maticí 1\ •

leAení :

lC.bychom invertovali ID8t1clbmotnost1, vylla bl .atice Mso_rDá,
nebot

-1]' [2
1 a -O, ~

-1 ]
0,5' '.

nastn! hodnoty t4to matice .jsou Á 1 =0,22,

SoumAr'DOsti dosáhneme rozkladem matice M
horní tl'ojdhelníkov4 matice. Oznaě:!m.e-ll

~1- =2,28.

ria aouě1n dolní a

H = [~ ~] ,
vyjde z rovnice \-tT \-1-= M , totll z :rovnice

a =1, {y :: 0, C:: f2. Proto

Z rovnice (7.37)

; ], '

-~ -T [ 1li -=H = o

o .] [2 - ~ 12J
if2"=-~~ i ·

Tato matice. je .8oumirná a její vlastní hodnoty vskutku jsou ~~ = 0,22,
At =2,28 (jako df1ve>.

Kdybychom nyní D8.1.s11 Y1&atn! .~ett01'1 "t., do.tall b,ehoa vlast...
Dí vektor1 :t zpltaou tl'aJlsfor.ac1 po·••· (7.34)

-~
~ ~ l-I ~..

Pf••Yld~t. 88 o t·oa.

- U2·-



23.....11 ·.atioe A. y1••taí hodDOtu,-l, ,p'1elUi:L .oc&1111 A/W
.laatm hodDOta ktM/ • Dotalt ••

24. Ukalte, le dlohu o vlaatn1ch hodDOtách • vektorech 8 rosdileDOu
reá1aou. ..tlet

[ O J ~J'---I- --- ll! J:I J.{ í )
AT I O

t

1•• l'osdl11t Dll dyl ·1Uohy, a to

AATJ.A, =~ÁN)

At A 'V' ~ ~ '\T ,

svolÚl...11

lIa~lc. A n••usí bIt soUllirDá. UtaJte, I • .atice AA"r ,1'••p. ATA
Je vlak aoUlllrDá a poz1tlvDl ••lI1de:tlD1tn1.

z prvD!ho pfíkladu a ur~et.25. lIajdlte vl.atm hodnot7 I18tlc. 'B
p~í.luID' vlaatní yettOr7.

Odpově!: Á t ~ 1, _ ~'1... O; '16,_ .M-1. .L1
T T

1] ,.u]. = L21-100).

26. Bozlolte ..tlel A z prvn1ho pf1klac1u na součin

~ = U1\ U-\
kde A "e diagonální _tice.

Odpovla:
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27. DotaJte, I. pro aat1ce • pfíkladd 25 a 26 platí

28. Matici

A =
4

-2

-6

-2

10

3

-6

3

10

l'ozlolt. Dll součin dolní J> a horní H tro.1l1belníkoY4 .atice.

ŘeaeD1 :

BledÚl8 matice]) ,H tů:o.', aby A ': D\-t • Pr.tol...tice A
Je sotuDirDá, musí bit

, (D\.()T: HTnT
c bH.

Tento vztah bude vidy platit, bude-ll }) - Hí. Zyolíme proto tento
ty8l' rozkladu:
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29. Je..li ~.la.tl11 bodnotou dlohy AX. • .A,X ,J. t'lyl••tm
hodnotou adJuDgOyan' 11loh)' ~T~ • A.'j. Dokalte.

1I4vod:

BoyDlel A'X • .lx. -qú80bte ekal'rnl yekt01'e. :'<t a pOl'oYll83te • TI-
.ledke. z1skaDla z obdobni Y7núobe~ 1'oYlllce AT'I = ).,'1' ..

30. Pro .ou~lD sOUDllrntch ..tlc A ,~ detinuJe•• t~to dlohl
o ylaetních b~dDOt'ch

Dotalte, 18 vl.stní hodnoty Jsou y obou pfípadech ateJri4, • to 1 UDe

komutativních matic.

lI'v04 :

za _tlel t\ d08aate .1e.11 spekt1'álm (lIod'll11) rozklad A· UA l\.A ul.
Pak vyulljte poznatet • dloh,. 29.

31. Promatlcl

A = [~- ~]
~k:r..slete kulelo8e15ku ~TA X. ~ ~ a pfoesYid
at•••, le Její oay spltvaJí • vlastní.1
yektory a I. Yla.~111 hOdDOt7 Jsou reclpro
ktmi hodnotami k.adr'td poloo8tulelo.e~k7.

EontrolD1 vteledek:

Vlaatní bOdllOt7 Jsou Á,1 • 3 + ff.
~1.= 3 - (5:

Eulelo••ěka Je zúsorDlna DB obr. A.4.

- 115 _.
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32. IC 8oUlllrn4 mat1c1

II -6 2

A := -6 10 ..4

2 -4 6

naJdlt e podobnou dlagonálDť I18t lel. __

Kontrolní vtaledek:

3 O O·

A • O 6 O

O O 18

33. Kechi A t B jsou D8vsáJ•• podob~ ět~ercov' matice, tatle

Dokalte, I. pro maticový polynom

PLM) ,. Qo I -t 0.1 H + CA't. ~~ + --- + Q./)l, M'nf (M = A1 Y'e~p. B).

těchto .-t1c platí vztahy

T -1 P CA) T = 1> ( 'B) I

T ? lB) T -1.. 1> (A) .

34. Dokalte, 18 podobn' matice mají steJat determinant 1 stopu.

Návod:

Vyul1Jte poznatet, I. podobD6 I18t1ce mají .teJný charakterletlckt
polynom.

35. Ukalt·., I. ,ty- (A 8) -.: tr (BA) , i kdyl Jde o netolllUtat1vn1 .atice t

takl. 1-\ ~ -4: ce,Ps.
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36. Jak .•8 slllD1 prYDí ylaatD:! :trekvence sowstaV1 z pfíkladu. 21,
svAtl:!-li ae haotDOat epodrú savil•• baot l o 20 11

t.aení :

PouliJ••• nejprY8 vzorec (12.17). Protol. mstice A je y den'. př!
. -i

padl 8oualrná, Je 1\>',\ ~ M-tl '\t{.(.ti = i . A. protole At &t:\ : (M +-01"1) .k:: ,
V1 jde po dosazení \

A+bA = [~ o ] -1 [ 2
1,2 -1

-1 ]
0,833 •

Vli1llD1.e 8i, 1& tato matice ul nea! eOUIIIl'Dé. Odeětením. matice A do
stane.e

Pro ~~. 1 0,526

bÁt ~ 10',526

bPt = [ o~167 -o:167] •

!
0,851] vyjde. rovnice (12.17)

, 0,851)I O O 1{O, 526l :I: -0,046)
0,167 -0,167 0,85iJ

Pfaímtm výpoěteDl z po.mlDI. matice A+ &A vyjde -l, .... bÁ1 I: 0,333,
takle chyba p:flb11ln4ho felení podle vzorce (12.17) Je Decel' Jedno
procento.

31. Urěete, Jak .8 .lIIní vl.atD1 tvary kmitu u soustavy .s pf1klada 21,
••tní-li .e DepatrDi matice A souetavy.

L••, -'••t J I. l1·t'tO eoust8Yy" "'7.14. í01t !: 0,0128, ÍAJ1..1 & -0,0873.
Pomocí l'oymce (12 .5) Y1Poět•••••11\1 vlastních vettor6 pro .pfípad,
I. •• epodDí hmota aoaátaY7 sylt li o 20 S. fat dostan... Pflbllln'
bodnoty, tt e1'4 81'OVnb. • pf.sDl- ylPoat ••• Dostan... t)'to bodDot7:
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PosIIIDlIl' .ouat•••· ·polťtaú
PdYOdDí .oWlta••

'podl. (12.5) pf••DI
to,

AA.,1 = \ 0,5257] ·t 0'5149} .. {,O' 5145 l
0,8507 O~8573 0,8575

.(A,~ = t-0,8507) ~ -0,8966} [-°,89441
'0,"2'7 0,4513 0,4412

38. -Jak sDÚlO, poltadí MDlt'.16 pf,l ll_ob.Dí ..ti'c n.l•• obeclll._.
Dit. 111.11-11 vlak ..tl•••p.l~D' v1a_tDí Y8tt01'7 , tY8f1 YI.11*u
• tohoto p:r~v1dla. DQtalt. toto·t.,••D1.

V7u11Jt. etuteěnoet, I. takov' matice 118.11 .t.J~Oll aodállÚ ..tlet,
a poUlljt. rozklad (9 ~ 33) •

39. Je dá__tlce A a J.Jí ll.pf.8Ilá 111Y.... 'Q ~ /)t1 • lIavrllDite
postup k. zpf.ti_ní lnv81'zlÚIIBtlce '! ,allll, s'e. celá 11loha pfepoa1..

t'y'.

Je podle pfedpok1adll -11, tati. USP» II <t II A~1 II .• Protol. A·1A = I,
.1.181' platit, I.

Odtud

.. ue ..



tati.

za ..tlel I\.-, -t, .' 'b
1-\ Jl7Il140••41.. pflblllnou bodDotu a

Do.taDe•• tat tOl'1aovaDOu 1......111 ..tiel

A-1 =~ <t oS I

kt.1"ltu4. pt'••DI.1I:! Dei p6YOdD:! _tlc•• E.~blCho•• J• .1:! pf.s.st:!
lleb711 .pokoJem, I6le~ -11 opravit etejDja spd.ob•• "eltl .J••ou
(popf. 1 IIIkol1kl"t). Pf1kla4:

[
3 2"]A =- . ,

.. 1 1
•

r 0,9
~ L-1,O

Po pl'YIÚ. zpf••DlIÚ Y7~d.

-l',9J .
3~,~

-1,96] .
2,94

Posnúkal ~ed.ll' ••toda spfe.ĎoY'D1 lDY81'zD:! mat 1e, -' "'ls..m u v81
ktch ..tle t J.jichl iD"'!'Z. J...t11.DIl ..okroublov-ctlli ob7baDl1 a
J. ěa80YI DároaDOu operací •

.40. V-bludlltl Da obr • .&.5 Je.' hDť.dl 1 pokuSDá lVI. I'akr.81.~.1

kaúl7 161. Y01111 pfeehú.t • hnízda do bDí.de. Valů tat Yldl, kdl
koll .11 Y7PlaI1••• Spo~oYao1 kaúl pfltoa volí n'hodDl, a tO ..YlechD7
pf1atupn' kaú:q •• ateJDO'll praydlpodobnoetí.. Pl'1 potuau Y7plalt.e IIG'I
prayid.llll k.ldou alDUtu. Jat, ". pra.4lpodobno8t, I. po tf.ch .1111
tách bude .,. druh'_ blÚ.dl?
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Obr. A.5

ftelení :

Matice praydipodobnoatí je

O O ..1. ..J.
4 4

O O 2 1
~ "3

1> = 1 .2- O O) 3

3 1 O O4 4"

'-'ato atice JÝ prvkl 1'-ia: ' f'dek ~ z_men4 hnízdo, v kter'm ~I
právi Je, c1ruht index 1 ZD8ěí bDízdo, ke kterdau 11)'1 • ..-fuJ_.
JI-pf. pra.di,podobnoet, I. 11)'1 pl'oDlkne z húzda 3 do hrú.da 2. ,. '. 2
,,- 1V1'J. =~.

Rovn4-li se tedy pravdlpodobnost, I. IQ'I bud. v . t -tf. hnízdl
)L~, bude po daliím kroku.v 3-t'm hnízdl s pravdlPodObDOS~í tv-t3'~A

Celko.,.' pl'avdipodobnoet, I. v tomto' kroku pf'1bihne myl do J -t4ho .
hnízda, 3- t tv....i Xf,. Vektor I pravdlpodObDOstí t~41o pf_3de tak do .
vektoru ~ )!...f1 · Vzpomeneme-li si·· _ pravidlo oDÚobení _tice .ekto
re. (2.12), pozn4me, I.

Po tfecb kroc!ch
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V7ěťalem.

o
o

0,396

0,604

V. hnízdech 1 a 2. 88 tedy .1 Demdle po tfetí miD1tA (po tf.tí.
pf.blhnut1) vdbec vyskytnout. S pravdipodobností 881 0,6 bude ve ětVl'

t4m hlÚzdl, 0, 4 ve tf.tí••

Poznúka: Dal. matice -' strukturu

takle t,..tí mocnina aá tvar

?:!» ":I [-~-~~~~J ·
~(.\~I O

Z t,to _ticepoti"ebujeme jen první sloupec, protole vektor {~*-}o"
n8DD~ovt' jeD pl'YIlí prvek. VI1mneme-11 81 toho, uAetfíll8.1 práci 8 vl
poětem prvkd matice ([P]1)"" , kter' nepoti"ebujeme.

41. Body o eoufadD1cťch -X.,;, ~~ prololte regresní pi'ímku

a stanovte 8ouěln1t.1 korelace. Soufadn1ce danlcb bodd jsou uveden-.v
.,. tabulce

II

1. 2-tJ = 3

~" = 2 3 7

~i=' \;,' '~3 5

Eontrolní ytale4eks

~ = ~ ( ~. + 5), 'R, = 0,947•
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42. Určete dynamickou nestacionární odezvu ú (tl na .ilov' pd.oberú
Flt) u mecbapick'soustavy, jejíl .tice hmotnosti je M , _tice

tlume~ C a matice tuhosti \( • Posuvy j80U 'aestaveny do vektoru

~lt) •

lelení :

Je v!počt u pou!lj ema mod'lní IIItodu. Soustavu pohybovtch rovnic'

Mit+t~+ku:F

budeme nejprve ~elit pro voln' kmitání U=::O) a bez tlumení (C= o) •
Do rovnice

dosadíme pfedpokl'dant tvar felení

-tl c ~ e ,w~

kde tf Je vektor amplitud harmonlck4ho ka1táD1. Vyjde

l~-w'1..M)lf:: O.

To je dloha (7.28) o vlastních hodnotách a o vlastních vektorech,
kterou umíme 1'.11t metodami popaaným v sedm4 kapitol.. Budeme pfedpo
kládat, le hodnoty W? vyjdou navzájem rt1zn'. Z vlastních .ektorl1

'f1' \f1, , ••• , ~~ vybereme určitý počet 'tv nezbytnt k dostateěně

pf-esn4mu popisu kmitání soustavy, kter4 chceme určit, a sestavíme
z nich modállÚ _tici ~ o velikosti (Il\.~"'). *-lisoustava .11
počet stupĎd volnosti, volí•• 1U:. O'V (tj. zahrneme do vtpoětu vlechn.v
vlastni vektory). Je-li soustava velké a slo11tá, volím. 1v (f\IV , aby

8e uJet~11 yfpočtovf čas. Pak pouliJeme 8ub8tituci

.u.:~q,

kde ~ Jsou zobecnAn' soufadn1ce. Dosazením do pohyboY4 rOyD!ce
vyjde

ti ~ q: + ~~ 4. + lL cf <l : F.

Řelení I{= q.C.t) bude jen p~ibliln', pokud fl, <M, • Poslední rovnice .1e
soustavou, !hl diferenciálních rovnic pro fv n.známtch. Protol.
ob.cni 1v '-I\'\J , J. tato soustava pf.určená. Promítneme J'i proto do

· T1v -rozmirn'ho prostoru násobením máticí ~ zleva, takle bude.e mít

Mq +ei + tll = F(tL'
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kde
M -= ~1"H ~ I

e c ~T e ~ ,.
\( c ~ík ~ ,

F = ~TF.

Tím jsme získali soustavu 8 menlím počtem neznámtch, kterou mdleme
f.llt. ~ uenadnlní ~poětd .e zpravidla pfedpokl'dé, le "tlumení Je
proporcionální, takle

e :~R .+piZ I

kde cJ.. , ft "eou konstanty. Je-li lUoha line'!.ní a_matice M , k:
aouměrn4 a poz1tivnl de:rin1tní, vyjdou matice M ,t d1aaonální,
takle 1 Il8tice e .1- potom diagonální. Zpravidla .8 bere

~ ~-tW1 O . ------ O
e = O '2.~~tú1. ----.- Q

\) --_. -- ---- 2. ~Ť'-lA)1'"

kde ~i 3e součinitel kl'itick'ho tlumení.

tk'le••, jak by s. dloha f.lila dále NeWlD8l'kovou metodou;_ D'lku
ěa8ov4ho kroku označt.. II t . O zrychlení bude.e ,pfedpokl'dat, I. 8e

uvnltf kald'ho kroku mlní l1neárDi, takle tfeti derivace poeuva podle
času Cf je konstantn:l. V intel'valu

1.1:,< -c.{+ t" < ti+'! I O< 't < At I 1: (,1"1 1: t-i -t A 1:.
bude tedy platit

• • •• A t9. 'I! 9.( + 9. i 1: + II t 1: I

" '.4 ,. 1. f
~ ~ 9..-:. + q,: t: + T ~ťt' ... , l 't3 •

Oz_ěili ja.e ~i a t (t. t..:). 'l'"eěkou OZ_ČujeIl8 del'ivaci podle &asu t" •
.L '0 •

Dosadíme-li 'C"- A"", dají lev' atral\Y tlchto rovnic Q. 4+1 , q. iH
i ~+1 • V71ou~1•• kODetaDtu 14., a dostaneme po ápravl

• 3
1<+1 ' A-b (q-(H - q,,,) - 'Lqi, - 0,5" qť Ai .
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kde

Mat1coyou rovnici pak upray!.e do tvaru

- 6 - 3---
~m .... At1. M +- o,t ~ ,

?~ ~ M( ~~ ciť 4-?,QG")+'č(2.qi,- OI5"q:.A-t).
Tuto rovnici Jil mdleme feA1t a pro dan4 ct~ najít Cii~i • StejDi
lze postupovat 1 u nelineárních úloh, kdy napf. matice ~ .'visí D8

vektoru ti . Pak postupuje•• iteraěn:! .etodou. Pro iteraci je ythod
nijAí, zavedeme-li pffrdstky

An : n~.~11 (k-i)
't. "t. -vr - q -l,+i •

Zde ft Je pf'1rozen4 ěíslo označující pofadí 1teraěního kroku. Rovnice

•• upraví na tvar

- - - - - (k-t) :- f (*'-1) 1
[ I< + lem] o.q .. 1>" + F - ~ Q",+1 + k::~ .1 'tÚf - qť j I

Vypoět~e ACJ. ,pak1.ť~~) -::. Aqrq~~;1) • VpOelednírovmci!zvitlíme
-ft o jedniěku, vypoěteme noyl! 1>" ,nová ACl. a pak i ll. ~Tť) ·

Pokračujeme tak dlouho, al 6.9.. prakticky. vymizí. Pro dali! ča80vý

krok (.{,+2. ) vypoět .Il. znovu 1 aat le i \Z ,popf • k. tnv a 1t erac1
opakuje••• Čssovj' krok A-c volíme tak malt, aby n.by~ Dlltno pfepo
l!ítáyat matice \Z " "m tak, v prdblhu iteračního procesu, col by
v~oě.t prodrall1o. Bozeah eem1náfe nedovoluje, abychom tento postup
probírali podrobnij1. Pfíklad vAaknaznačuje', jak lze 8 poulit:!. mati
cová symboliky pfehledně zorganizovat 1 rozsáhl4 ytpoěty nelineárních
111oh.

Nakonec pf1poJí•• jeěti poznámku k rovnici <7.28). Upraví•• ji

na tvar

LII - w'l, H) ~ := O.

Je zhjm4, lAt ji ani nepotf'ebuJeme pfevádlt na základní tvar (7.2).
Charakteristická rovnic. je

l \(-.-LM\ ~ 0,

kde tl: 1.0'1..- j. vlastní hodDota daná dlohy. J. to vl~stn! hodDOta mati
ce (M-1 1L). Tak' vlastní vektory mdle_. yypoě:ítat pfímo z rovnic

(IL- .t~ M) M.,~: ... O
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( (, =1, 2, ••• , fY\, ). Jsou-li matice k ) M soum!rné (popf. hermi
teoyek4) • je-11 millO to mat1ceM def1n1:tní (nebo nes1ngulární a
.k ,M komutativní), jsou vlaatni hodnoty ~~ reálD4~ na8tní vek
tOl'Y ~.\ , lJJi pfo!slul~' vlastD!. hodnotám A,~', Á~· (Ai • .li) splňuj!
pod.ťaty zobecDlDd ortogonality

A..J..i
l I<. Ui 'S O \ .ulM)J.i • O,

za pfedpokladu, 18 matice M J.8 poz1tlvD! definitní. U t7slk'lntch
1110h bývají matice k. ,M pozit1vni definitní (u nepodepfe!\tch sou
stav je \<. poz1tivni semidefinitní) a sOWlirn'. To zaručuje existen
ci re'l!\tch vlastních hodnot, a tedy i existenci reálných vlastních
kruhových trekvenc! volnttho kmitání.
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