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10 POZNATKY Z PRVNÍ ČÁSTI SEMINÁŘE

V první části semináře byly probrány některé operace s maticemi a jejich
u!ití při řešen! prutových a rámových konstrukci deformační metodoUa Omezili
jsme se přitom na obor reálných č!sel a na lineární soustavy. Uaticová symbo
lika umožňu.je stručný zápis soustavy lineárních rovn.ic, pomáhá organizovat
obsáhlé výpočty a umožňuje studium obecných vlastnosti lineárních transforma~

ci, tj~ lineárních soústav algebraických rovnic.-Poněvadž diferenciálni rov
nice lze p~1bližně nahradit rovnicemi diferenčními (5 pf1bližností, kterou
mfižeme volit libovolně) a poněvadž diferenční rovnice jsou algebraické, je

-možné s pomoci maticové algebry studovat 1 obecné vlast-nosti lineárních dife

renciálních rovnic či diferenciálních operátora. V první části semináfe jsme
svtij výklad zaměřili na aplikace v oboru pevnostních výpočtů~ 'Uvedli jsme jen

'takové poznatky z maticové algebry, které jsme pro další aplikace potřebovali"

Nejd~ležitěj~i z nich zde p~lpomeneme~

Definice matics$ Matice je seskupení čísel do pravoúhlé mříže (matrice). .
o 'hl ř'ádcích St rmI sloupcích. Je-li 1.1 =1 t 2, & fl ., 111 t:· 1, 2•• ~_ ,J"In./

mňžeme jednotlivá čisla, která nazveme "prvky matice~ označit obecně znakem
(lij ~ První index značí umístěn! prvku. v řádku a druhý. index umíst~ní ve

sloupci~ Prvek Q,ij je tedy umístěn v 11 -tém řádku a t -tém sloupci3

Prvkl~ je /hI)(I)yv ~ p:fiěem.~ fTV ) /)'J1I jsou přirozená čísla~ Matici pak můžeme

zapsat některým z tlchto zpt\sob\i:

(1.1)

a.. 11 a1~ ..... a1~
0.11 Gtt1 ~ ~ •. , Q 1~

Takovou matici tvo~i např. koeficienty lineárni soustavy ~ rovnic o~ ne
známých. Je-li ~ =1, má matice jediný sloupec s nazýváme ji vektorem$
V tom pfaípadě1ndex t :: 1 nevyznačujeme:

'\r1

t1r1
'\f"!.

t\Y~ J= -= = ti' (1.2)

YwJ
Definici matice je t~eba doplnit pravidly maticové algebry; teprve ve spojení
a nimi získává definice praktický význam. Označení matic zá,"orkami vynacháv~a
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pou~ fl? :met. e $

m~tice; souťiit! llU.t,

slou O druhá

B]

ul~t1,c® [C)

p

) c

A

m.atici
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M~~ - M21 M~1 - M~1

- M "'l. .M1-?. - M~l M"f2.

.A"i I'I-\]-1:= J1
- -- M1j -M13 M'- .... - \1i.r~

(14)12)
\A\ ~'"

..... --

~ .~~_.: ~ ~ ~ ~ o. 0 ••_ ~ 0. o •••-o - ••~ ~ ~ ~ ~ •• o ~ ~ ~~~~I
kde lAt značí detel'minant z prvlW matic. CA] • tj. lAl = det[aíj] 1 Míj je
prvni minor příslušný k prvku (L"r. .' '. .

. '.J.e.. to determinant?; prvkd matice l A1, v ní! vynecháme tl -tý

řádek a j- :-:tý sloupec. Vět:nněme si, !e minl)r Mi} jEl v matici A-i
umistěn v '2 -~ém řádku 8 -{; -tém sloupci, tedy opačně, °než jsou umístěny

prvky v matici A • Minory jsou tedy umíst§ny analogicky k pr.vtrom v trans-
ponované matici AT ~

Z každého minoru řádu v~těího ne~ jedna lze vytvořit vynechánim vždl
,j~dnoho.!'ádku a sl.oupce druhé minory " jejich~ ~ád je o jednotku meně!; .
z nich pak lze pop~ípad~vytvoř1tminory t~et:í 8 dalěí,.8Ž dostaneme minory
~ádu 'prvního (to jsou vlak jednotlivá prvky p~vod.'1í matice>.

Definice (1.12) se t.ýká jen čtvercových'matic, jej1ch~ determinant

lAl ~ .0. Je-li determinant nulový, jde o matici singulární či degenerovanou.
Stupeň degenerace poznáme podle hodnosti matice. Pro singulární matici plstí,
~e hodnost matice.je maně! ne! její řád. Řád čtvercová matice je urče? poč

tem jejích ~ádkň ~1 sloupc~. Obdobn§ je def1~ován 1 řád determinantu.
Hodnost matice je určena nejv~tAím ~ádem nenulováho minoru, který dokážeme
z prvkO dané matice sestavit.

Pro inverzi součinu platí:

(1.13)

P9dstata p~imá deformační metody. Nyní jeAtě stručně zopakujeme, hlavní myě

lenky přímá deformační metody, kterou Jsme v první části sem1ná~e poulili
k ~ešení prutových a rámových kons~rukcí. Pro názornost-si p~edstav!meJ že
máme ř'eěit rovinnou rámovoukonstrukc1s1o~enouz nosn:!lcd spojených tuhými
styčn!ky. Deformaci konstrukce popíAe~e posuvy jejích styčníkd; v každém·
z nich pOjde o dv~ slo!ky posuvu a o jeden úhel ot:'očení t tedy o t~l slo!ky
zobecn~néhJ) posuvu ·S~ = i 1..(,,~ 1T~ .?~ 1T. Těmto ,slo!kám přísluě! zobecněné vněj
Ať síly Pi,: l X",Yi; M1.1T , je! pdsob~ v uva!ovaném ~ -tém styčn!ku. Jako

"silu" zde označujeme stručně i silovou dvojici Mi.' podobně dllel "'i,
nazýváme .tposuvem~. Sestavíme-li věechna f i do celkového, vektoru posu'VO.
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-1At = t~ ~'L •••••. rll\r)T a obdobně všechná p~ do vektoru vně i~h sil

X z. ( 1'1 P2. · · -.. f-w ~-r, bude mezi nimi plat it lineárni vztah

X : Ku, (1$14)

př'iěsld K je matice tuh,ostl ř'ád'u 3 I'fv ft

Matici t"Ohosti jsme získali adici odpovídajících prvktl z matic tuhosti

platných pro jednotlivé elementy (tedy v našem případě pro jednotlivé n03ni
ky, z nichž se rámová konstrukce skládá). Postupovali jsme přitom tak, že'
jsme nejprve nalezli ,matici tuhosti Re... elementu v lokálních souřadnicích
Xtj výhodněori,entovanýchvzhledem k elementu. Pak jsme matici trans

formovali do glo\bálnfch souřadnic X,"ť platných pro celou konstrukci, a. to

pomocí transformační. mat'1c·e T' ~

(1.15)

Transformační matice je jednoz~ačně definována pro každou relativní polohu
lokálních a globálních sou~adných os. Adici jsme získali matici tuhbsti K
platnou pro celou soustavu; ta pak vstupuje do rovnice (1.14). Sečetli

e,.
přitom prvky -ft i1 · p~islušné stejným dvojicím posuv-sila ze všech Ir..9tiC Kl!.
a umístili součet do ~ -tého řádku a } -tého sloupce výsledné matice tu

tHiSti I< • Přitom. .;., -tj řádek přísluěi ~ -tému prvku vektoru sil 8 i -tý

sloupec pfisluěí t -t~mu prvku vektoru posuvO.

Předpětí a teplotní pnutí jsme do výpočtu zahrnuli tak, že js~e ~JPo-

četli vektor sil Xli) pOsobících v uzlech konstrukce bez sobeni vnějších
sil a při nulovýchdetormacích styčnfkó (při nulových posuvech) .. Ten pak
pojíme na pravou stranu rovnice (1.14), takže dostaneme

~e§enim maticové rovnice (1.16) - což je ovšem soustava algebraických rovnic
- jsme získali posuvy ve styčn!cích:

.... Se..Z nich pak - pomocÍ' napětových matic tJJt - lze určit vnitř-ni statické

účinky v elementu oG- .. K nim ,je třeba superponovat vnitřní statické úČinky'

pHsluěné silám X(1) , jež existuji v konstrukci bez pt'lsobeni vnějších s~l
přel nulových posuvech styčnílro.

V podrobnostech odkazujeme na skripta vydaná k první části semináře

o maticových metodách, kde byly uvedeny také četné příklady. Poněvadž jsou
tato' skripta rozebrána, budeme se snažit objasnit uvedený postup znovu

- 13 -



'obecného charak-

ijeree koxplikovanější~h prvk~

:Ccích řešeni~ , že text

ikacim, ~vede~e ~~které dalši

l tomu, kdo se ~e=ohl ~častnit první části seffiináfe.

1 n3 ~alšich p~ikladech, v nictž

A KVAD3ATICYÁ. FO,:i~.:Ao JEJICH2 ~ BII~ TI'~rs._-----------'._------

p~o stručnost a názornost se olliezí~e ne na dvě pro~ěnné. ~tenát

e:.c srl~1dno nahléd,ne, že uvedené poznstky platí pro J..l.

h. Utvořme z vektorů o dvou prvcích {X} a {,l
řádu [A] B :; xT A ;r :J03tanerr.e

B =lx 1 X
1

) [a.11 ().12.] {~~ l:r. tx" Jet 1 f Q,i" ~i
a. 21 a.2~ d2.J l 'l21 ~1

et pro

8 z matice druhého

(2 .. 1)

Je to jednoprvková matice, tedy skaláro Uusi proto platit identita

čili

Výraz (2.1) se nazývá bilineární formou proměnn~ch

dostáváme kvadratickou formu ~)
lB Je-li ~:=.x ,

Snadno se pře3v~dčimet že každou IDstici tvaru ~"I)'v lze rozdělit na sy;:uetrie

kou a antisymetrickou část:

A
1 T ~ A-
i (A 4a A ) + T (A - AT ) : A T AIr*, =

- -} t [Qij ] + t Q.ji] ) + 1:- ([a,!] - (tAtp:))

e 3 označenim použitým v jiné souvislosti pro silu~ Zde jde

o skalární veličinu (quadrat = čtverec)~

- 14 -



;j."TAi- ~ ~T(A* + A*~)j(. -: y.,"iA'lřy... + :xTA**".x 

:Ir: $TA~~ + o :: ~TA*:A

Stači o, í-

pro

i 1 jak jsme již uved-
uvedenou vlastnost p:o

ivni
věta, které

je~li souměrná a má kladné hlavní subdetice pozitivné definitní,

i

definitnost

o kvadrat ické formě

kol i reálná nt::nulová :Y~1f tX 2

liJ též o ~atitich obecného ~ádu~

1 o:" {::Á ~ s

I~11 <1.
41

1

Q,..,1 at1~ tti3

IO~1A t ~ O
. ~~1 ad~Z.

) O a~1 a.Z2 a2.3 ) .0,) )

Q..,31 Ct3Z &t33

j ou

v,~ty ,

však,

i v našich Ai pozitivn~ definitni
tuhosti a matice i~ ně i dOlažité

vlastních hodnot ~ Zminím.e se o nich v .. 18~ f'ost

souměrnost matice~

Je-li t mat ice 1-\ souměrná, druhého j ikvadrat ická

parciální derivace:

mt1!e.rne shrnout do l:tat rovnice Uisto (2 ) budeme

t

po?.

OU~1

z nezetk df)formDC 1 t

to d~ edek 1bhsovy

že

tivní,.



( 2.8)

čili

(2. 9)

Se--li tedy dán skalár ~ = )<.'T AX t. definujeme jeho derivaci podle vektoru

X jako vekt or

(2.10)

( 2.11)(A)

Nevznikne-li nebezpečí omylu, m~žeme závorky v rovnici (2.9) vynechat.

Podobně lze odvodit, že pro derivaci řádkové matice ('k,] = (x3T [A J
podle vektoru f X) plati:

'b~ ') ({]
~ 7f{-;}

Je-li totiž

(2.12)

dostaneme analogicky k definici (2.10)

o[~J 1~1 'O~1.

? "" OX1 ~)(1 '1~1
1;t ') [Iv) : ~g,1 '~A,1.

~ ~ xi.- '()X1. . (2.1)

::=;. r~11
'- a21

().~1.] ~ tA1 '& A
422.

Zvláštní případ nastává, vytvoříme-li kvadratickou formu s jednotkovou maticí:

- 16 -



Zde má & kvadrátu ',zdálenosti bodu o souřadnicích x't, od

ku souřadnic, kvadrátu "'Jektóru· x (radiu.9vektoru r~ )"

že se zdát~ že zde příliš komplikované definice~

Der skalár či dokonce matici vektoru se zdá být nerozumné, samo-
definicemi obyčejných či parciálních deri-

Navíc zn~k parciální deriY8Ce i tem,
{ x} odvozený z jediného a téhož vektoru

t derivaci.

čelili těmto uvedeme několik poznámek o Parciální znak
derivace u,\rádíme o~ že ?J~'lo~ znač! celou soustavu

~ obecně matici ~ složenou z derivací, jak je zřejmé z rovnice
( 2 « ) ~ Prá"ťlě o ~ že uvedené e vyjadřuji jedin~"I!l zápisem celou sou-

stavu rO~J'nic ~ uvedená definice značné zjednodušenívýpočtti, jak

na někt ~ Než k tomu přistoupíme, zobecníme definici
či ( 13) na prostor, v němž bude mít vektor

celkem MI složek* Na tvaru 8 řádu derivované matice [A)
nezéleži 1 móže to skalár v rovnici (2~lO) nebo řádková matic~

(2.1) to však také obdélníková matice. Bude

fJ .AI ~ A'V -.~

U; J >:''111 j

mat.1ce,:; Je-li • matice A tvaru

f.\] ~ které

u~ili označeni Gt , popř .. [i" J

17 --
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Prvním příkladem, na němž. ukážeme výhodnost těchto definic pro derivace
mat 1c, bude řešení fl přt!určené" soustavy lineárních rovnic tll o se stává,
~e konstanty v nějakém matematicky formulovaném zákonu nutné určit z i-

kálnich mě~ení. Provedeme-li více takových měření, než hledáme konstant J

'El'óstafleme "přellrčenou" soustavu rovnic., tj ji budeme mít pI"O neznámé

více ~ovn1c, než kolik je neznámýche Kdyby zákon II a měřeni

byla rovněž přesná, mohli bychom z .. dané sousta.vy hv rov'nic pro f'ttV' nezná'-
mých (/hl) IhV ) vybrat ~rl eroukoli' skupinu ftftI rovnic, ost atni , a
dostali bychom vždy týž výsledek~ To znamená, že soustava rovnic kom...,.
patib11ni (rovnice by si navzájem neodporovaly)@ Měření věak za-
tížena chybou, a tak rovnice nejsou kompatibilní& Co Které z rovnic máme
vybrat a které vynechat, abychom ziska.li teěeni, :1.hl0 skutečnost

s největši pravděpodobností? Tuto úlohu rozřešil

metodou9~) Doporučil pojmout do výpočtu
předem žádná m~ření) a hledat jejich ne metodou
menších čtverc~, tj~ tak, aby součet

byl nejmeněi. Mějme napf~ soustavu rovnic pro Xi J

~2..

'1 + ,(1 .. 1
;(1 ~~ ~ 1 ( '"\

c.~

~1 ;- 2"t s: 3

t)('1 + "2- -:: ~

Pro zvolili celočíselné součinitele? což ovšem
zikálních měření nedostali& Hovnica , levé umocnime a
Dostaneme tak "zbytek"

I )1 2. )2. . . '-R -= \~ +>C2. - 2.. + (X1 -XL -1) + ()(1 + 2 }(2. -3 + (2)('1 + '~'1'- 2'2.

Kdyby soustava (2.17) byla kompatibilní, dávala s
Poněvadž tomu tak není, musíme se smířit s tim~ že konst X1 )

budou zatíženy chybou, takže R> O ~ Budeme se však sna!1t.
co nejmenší, aby tedy platilo, že

*) Obdobn~ nezávisle na Gaussovi postupoval i

omezíme na p~ipad, kdy vztah mezi hledanými

<= 18 -

lineárni~



pro o akR minimálni1> Po derivaci

1')(1 t 4 )á:2, -= 10

4 ){1 -t -:r )('2-
:, q

fŤ ~l { Xi t~1'-__ tt tj "-

t
j

1 r t -'-I c 10 1

f
3~b 1I

\1 i 'I J
::

JI 33 l -ft '1- l '3 ':)3
J

(2~20)

i

soustavu (20J

1
1

1

2

1 1
~~l 1

2 l J

1 j ~ \
2 J

ek R vlastně kvadrátem vektoru

o skalár i

(2@ 2)
na straně rov-
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~Fod::.inku ntni::.a R. nyni napiše~e ''.)'e tvaru derivace skaláru R podle
vektoru ,>(

ó

odkud

ŘeŠ eni ,,) e tedy

Dosazením v;y jd·s

1 1

]1 -1

1 2 I2 1 .J

r 1 '1 1 21 r7 ~]t:!
J..

::. Ll 1.1 l Lt-. -1 2

ll.
t\

: 1 r 7
33 L-4

-= f" 1 1
L 1 -1

1 r 7:: .

33 _-4

1

2

-4 1 r 10 1 r34/33 )
7 J _ 9 J := i 2J/33 j

Je to stejný výsledek jako dfíve, dostali jsme jaj však '>:«a, snadno
programo'vetelnými - algebraickými úkony s maticí A a. e vektorem {r ~

Porovnáme-li (2~26) s rovnicí (2~21) poznáváma 1 že matice

.... 20 ....



má význam '"přirozené" inverze obQ.élníkové mat ice A ,nebot řešen~ rovnic e

dává ve tvaru

Ax (2.28)

1) A-iMatice D tak nahrazuje ;~v~rzní matici v užším smyslu t která ovšem
u obdélníkové matice neexistuje. Soustava (2.2t) není proto v běžném smyslu
slova ře§itelná, mOžeme ji však učinit řeěitelnolJ formálním vynásobením mati
cí AT zleva:

(2.30)

Odtud plyne přímo řešení (2.26). Není to v!ak ř~ěení p'~vodní. soustavy rovni~,

ale soustavy transformované, nebot násobit vektor maticí znamená. tento vektor
transformovat, a rovnice (2.28) vyjadřuje rovnost dvou vektor~. *) 'Řešení
tét'o transformované soustavy má tu vlastnost, že minimalizuje zbytek R pro
p~vodní soustavu, takže je to též řešení p~vodní soustavy, avšak jen přibliž

né, nikoli pf-esné. Mo.žeme je též získat metodou nejmenších čtvercl1, J'e zřejmé,

že definici inverzní matice by bylo možné upravit tak, aby se vztahovala i na
obdélníkové matice.

Prozatím se nám poda!'ilo odvodit "přirozenou" inverzní matici jen pro případ

matice tvaru fN)(~ , pro niž, ItV >Ih1; • Dále však tyto teorie nebůdeme roz
víjet. 'Takové úvahy, jakkoli jsou zajímavé, by nás zavedly příliš daleko;
spadají spíše do teorie lineárních algebraických soustav. Vrátíme se raději

k aplikacím z teorie pružnosti. Probranou látku procvičíme na úlohách, je
jichž ~ešeni je uvedeno v dodatku na konci těchto skript.

Úloha 1. Vypo.čtěte matici B podle (2.27) pro ,matici A
a určete součin BA • Určete. rovněž součin Ae .

z rovnice (2.21)

Úloha 2. Dokažte, -že matice S~ ArA , v nfž A značí obdélníkovou m.atici
tvaru rrv)( trt"\;, ~., t:. .1'tYV , je souměrná singulární ~at ice.

Úloha 3. Vycházejíce ze základní rovnice X: kM., ,resp. tU.,. .:: ex , odvodte
Věty Castiglianovy. P~itom ~ značí vektor posuv~ (jsou v něm všechny slož

ky posuvO a úhly otočení ve všech stYčnících), X vektor sil. (tj. složek

•

~) pt.itom tr'o/ - rozm~rné vektory transformujeme do rrrv - rozměrného prostoru!
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() 1)

v soustavě nosníku/'
\

uvedeme dstailni
možné snadno

r'

I 1 O O
I O O O O

I O 1 O

O O O O

Pro má matice
'<:l'

v lokální soustave aouřa&lic

tvar

Transformaění matice pro
čt"vrtého řádu Eg kro,mě 1:'1'11

22 --

vzhledem ke

deformace
obr ~ 2 @

KON STRtT:<CE

('~ 1 O O l,,I
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Á,.

-= O 1 1
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TT ---}/ T '<o>
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Obr<* 2

'Pro osvěženi

čet l"lovinné konstrukce!!>

T

o

soustava souřadnic

ÁJ ':: cos 45°
tuhosti pro vektor



1 O ~l O ] 1 1 O O

-l 1 O -1 O -1 1 O O
:: ;;

2. =1 O 1 O

J
O O l- l

-1 O 1 O O O ~l 1

~ 2, '1 8
1 1 -..1 dl 1

~ 1 1 -1 -1 '2
~

(3~ 3)2. -1 -1 1 1 '1
"-1 -1 1 1 8

K matici jsme pořadová čísla, význam objasníme
o~ientaci prvkd ve výsládné matici tuhosti~

Pro nosl1.ík j který je ke globálním sou~adnicím ve , není
třeba lokální tl globální ,soustavu souřadnicl rozliěovat, transformace

Je--li vektor { .(.A.1 1)"1 ,ti 1.42. 1Y2. ~\) T je matice, tuhosti,
nosníku

"\ 2. 3 1t 5 ,
rJ. O O -~ O O 1

O 1'1.!,-, - '(!JL O -12.~ -G{3t ~
(3~4)

K. O .. ,(!>t 4/bt1 O Gf3~ 2. [32'1 3==-l1-:) -~ O O ~ O O lt

O -12. (3 b~~ O 't'l..(}J G(3t S

O -G(3ť, 'l/3tJ. O G~t itf3ll ·G

Zde dosadili ol. =(ES,.._'-'1/ e) za osovou tuhost noaniku a 0;: ( Jf3 , což
j e úmxrný. ohybová tuhost i ~ Dále znač:! E modul i ť'

t;: , ":'{~"'j)

j moment i k jeho neutrální OS80 vektor posuv~

sestavíme takto:

tohoto vektoru jsme
jsme i vektorftm pro

.tica tuhosti a v tomto pořadí jsme také u řádek a
tárn!ch mat ic @ Stejně učiníme i u dné mat ice K ,kteu:tá bude """' ........"""....... ,'''''''
dU$ této matice je určen počtem V'6 vektoru (3~5)~ Pořadová 'či

vš <Sťala umožní snadné sestavení matice " 0 ~21, vznikne se-'
čtenim ·!/t z matice (3~3) z druhého fádku a (označení
~ádku = 2, označení sloupce =2, jak odpovídá 1ndexdm hledaného a prv-

-1?{!J z matice (J.4). Bude celkem "tl::' ~ +'11./1 . Podobně prvek



~,,/. = {~l =: .. G(!J t podle (3.4); z mat 1c e (3. 3) se nepřičte nic, nebot
'-'Q

tam není po~adové číslo 6 obsaženo. Celkem dostaneme - se zkráceným ozna-
čenim 6e. = 'Ú/~ =(ES)/('J.e Vi) -tuto výslednou matici tuhosti:

(1-3)
1 1 3 Rf S 6 1 Br

X+ol ~ O -c{ O O -Cf"" -~ '\

~ ~+1~~ -t;,fjt O -12,~e -6f3L -:x -x ~

O - G()e Lr/Jť 1 O 6fht, 1. {)ťIJ- O O 3

K
-oL O O ci. O O O O Lt (3.6)

:: ! O -~!.(h '13" O i1{!J 6p,t O O S

I O • '(!Jl 2~tfJ. O bft~ 1+~t O O
,..
~

l -~ -~
O O O O ~ ~ f

-~ -de., O O O O df, ae, B

Tato matice je singulárni. Je souměrná a má na hlavni diagonále kladné prvky.

Z uloženi konstrukce vyplývá, že .(.(.2. = 1Y1. = ~2r = ~ = ~ = o.
Z matice )( tedy vynecháme čtvrtý až osmý řádek; zároveň vynecháme i čtvrtý

až osmý sloupec. Vznikne tak zmeněená matice \<~~ ,která Již není singulár
ní. Je to submatice tuhosti v rovnici

{-~~-} =

I

\< ..loL : Kol. /ll
----J.-----
K~ : \(p,p.,

I

{ Ueiv )'-----~

U~-=. O

v niž jsme přeskupili vektor posuv~ tak, aby byly zvlášť posuvy rOzné od nuly
a zvláši posuvy nulové (ty jsou dány okrajovými podmínkami). iC) Vynásobením
plyne základ~i rovnice

().8)

z niž můžeme vypočítat neznámé posuvy ~~ • Postupně dostaneme matici
tuhost i "1 2- ],

~+~ '3tt O -1

K = ~ de..t12..~ -tif3t 2- ().9)
~

O -f,pt" 't /!Jet.. ~

x) v daném případě jsou předepsané posuvy seskupeny všechny na konci vektoru
(3.5), takže přeskupování odpadá.
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o rovnici:

·z :,
""!

O!.+eť ae O !
~tf!

j

at'f12.r; -G(3fl
1 ( 3'*10)''~ I ~1
1

O' ..-6f3e Lt~Q~
I V4.J

eme matici a vektory pfeskupit do potadi

~+« O ~ ).44

O '16.!'2 ~6f3~ ~ (3~11)

<-6~)e ~d'f 11r-i

<Oe "'fo(

O
o
O

o -, r~A 1 fr ~ II
~~t1.1 l -i}4 ~ + l-'~(

\-Q1 [~-G ~ f 1\ ~:} t ( +i 1:~1 t }
j' "\

t~~ dosadime do drQ~é. Přitom využijeme poznat-
~kC~~V~~~4~~~,~4 matice libovolného řádu diagonální matice)

na hlavni jich ptevráce-
né

}

3f-- '--'ae-+dé
.3

~

x..+«. + [i(+

:[

[-
'tb< - q~ + de

+"2t 
~.t-()(

:1 ~

] {1
,
S

- 2 -



Odtud

(3 14)

dolO, t~naménko minus značí,

( 3 @ do (3 ~

K nás
11i

vask - vzhledem k

v ť1 nosníku

a Z ní se
lff#"á, oV'ina:

rf;j'11

l,6

[
G 1

ť

J
l ==

G l.t ! )

J j

l

(3

ZC$31a obdobn~

ve velikosti

tuhosti pro
a"""~~Jll'!lW~~ ~lrnr~~no no@n;i,ku@ J~

'tahové či



si lze znázornit obdélnikem 1- 1 t - 2'- '2. (obr
~ I '_ 1l,1 7 I{a ol~l?

(můžeme si
deformace vzniká superpozici

namáhána pouze

2

Obr~ 4Obr@ 3

f'Ia L

Obdobně

o dél~

síla

1

5

dilem do bodli

znázorněno na obr
značí tok ve
3) se

8e rozdělí

~X 2, <~

,~Přitom 'I
,1,,» 1} (obr

P!~O něž

Vodorovná sila
a em se sloučí se silami
se i svislá sila
c® t e '* V

. Vit) moment

z

(4 2)

část i semináře změnili označení



p2.
2ESyv

CIp

bude



v celém nosníku je pak

* pfispívsj:í při deformaci zároveň dvě sily
deformace dána derivaci poloviny energie napjatosti
Te

t

k"'_.tow.v-""..... mat ic takt o :

(
~ ')
\ \ t:

J l

t )
I c
L "-

dostaneme feAení

(4.10)

vztah dostaneme, rozdělime-11-čtvercovoumatici v posledni rov
nici na dv~ matice:

- -29 -

\ \ .~
I E [: ~] +

I' -e,1. -(~]) tUl \I \o'
i

"
(4~11)

1 ..J

Za 1':: V1 t'j Vi :: takže s poui1tím (4$1)

?v ~ 1 t, Bude proto



o

-1

Týž vztah plyne i z PQdm!nek rovnováhy celého
(4~11) do (4@12) vyjde

. ~ 1
)1~d

. Rovnice (4~11) a (4e13) nyní postač! k sestaveni matice tuhosti~ Ve vztahu

známe nyní - to součet matic v oblé závorce (4~11) - a
součet matic v oblé závorce (4013). Dále platit že ~

ce tuhosti je souměrná~ Přihlédneme-li k souměrnosti nosniku a ke
sobícichsll, snadno istíme~ že matice 1<1.1. se liší od.

u členO na Celkem tedy bude

mat i-

---...... -l---·u

-.""""

-<:ev I .ť

!
I

t

1 O I -1 O
i

O O I O O
----~---

-1 O I 1 O
I

O O I O O
J

matic;zde složena zeMat 1ce tuhost i

d-ru1lá výplně ~

Sestavení matice tuhosti
ného'nosníku~ Zakládá sa. věak na ~~~,~~~~~

o vlastnostech pásnic a a o
že ulitečnost výpočtu závi$í na jaká
kladní element~ U sendvičového nosníku jsme napte neuva.~()vali

vzájemná 'pOsobeni pásnic a výpln~ jsme soust~edili

se ve skutečnosti p~ená!el silový tok z do
matice tuhoat1poněkudslo~it

kdybychom rozdělili daný nosník na v~tií

z prvni části semináf-e, se
nosnik\i$



5. OBECNÁ PROSTOROVÁ RÁMOVÁ KONSTRUKCE

Prvky této konstrukce budou nosníky namáhané dvouosým.o~ybem, tahem či

tlakem a krutem. Předpokládáme, že jde o volhý~(rovnoměrný) krut, který sám
'0 sobě nevyvolá žádná normálná nap~ti. Lokální soustavu souřadnic volíme tak,
aby osa X spadala do sttednice nosníku a osy~. ,Z do hlavních os pr~

~ezu nosníku v rovině ·x =O. Nosník má konstantní pr~řez. Na jeho každém
konci budeme mít tyto neznámé složky poau~:

(1) posuv ve směr'u osy Z ~

( 2) posuv ve směru o'sy Iq 'V'
-..J

( 3) posuv ve směru osy i: '\,.V'"

(4 ) úhel otočení kolem osy ~ ~~

úhel otočení kolem 1j:
~

(5 ) osy 'V:.1
( 6) úhel otočení kolélIl dsy Z ~:L

Tyto veličiny jsou kladné, směřují-li jejich vektory ve směru kladných os:
souřadnic. Použ!váme přitom dósledně pravotočivého systému, takže nap~.

'Óhel ~" pOsgbí kroucení nosníku a je kladný, tvoří-li smysl oto~eni s vek
torem ve 'směru osy X pravotočivý šroub.

V úloze 3 jsme se mohli přesvědčit o tom, jak je výhodné, označíme-li

složky vektorO posuvd a sil pořadovými čísly. Plati to zejména o velkých sou
stavách. Pof-adová čísla mají podobný význam jako směrovací čísla na po~t.ě,

usnadňují rychlou orientaci a správné skládání matic jednotlivých element~

do výsledné matice. Označíme proto posuvy v uzlu či styčniku 1 čísly 1
až 6 a pro všechny druhy posuvl1 ponecháme znak .u.. ,. takže vektor posuvň .
v prvnim uzlu bude

Tak napf-. {,(,.!> značí posuv AvC1 ,
uzlu zavedeme pořadová čísla posllvt1

u~.. značí úhel

l6 ~ - 5 ) až

• Obecně v.v -tém

-u.. ..... -U r .. ~i
~i." 4 \$."

Složk~ U 1S" pak značí posuv W~ tf'et:ťho uzlu, složka ti7'T značí úhel

~~1~ tf-ináctáho uzlu. Podobně označime 1 sily:
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Složka X1S tedy značí sílu p~sobíci ve třetím uzlu ve směru osy Z

složka Xl~ značí silovou dvojici, která p~sobí ve třináctém uzlu kolem
osy Y II Pokud budou tyto veličiny vztaženy k lokálním souřadnicim, budou
označeny pruheme -Sily pOsobíci na element -1 - 2 jsou zakresleny na obr~ 6,*

Obr& 6

Obdobně by bylo možrié zakreslit 1 posuvy~ Poněvadž jednOmu přísluěídva

uzly a v každém z nich je šest neznámých složek posuvii, pop~~ sil, bude ele
mentární ma\:ice tuhosti dvanáctého řádue Pro v~tší pi'ehlednost ji-rozdělíme

na čtyři submatice šestého řádu:

( Xt t (

-tLi 1I

\ x"
\

I

\ ~~r I -

J x, ~1 : \(1'1. . ~ -~~-l
\

'::'

X1-
I

-tLi- . í
K I K." I ,

(5~3)
~i. 4w.

l IJ..., I

I J \

~ ~11 i;;,~ \
l

Zavedeme ještě zkrácené označení

- EJ-
(!,- -= ~
~ 13

ES
ci -=

{,

a dostaneme tyto submatice:
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ř
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-f~'1

O O O -r O O ~

O O G'r,·:;,l O I) Ij -tl O S'
.~

~1 ~1

O -Gf'jrt O O O 2Pl ttl.. G
"- .J

Ji' :- "r'
~;\A -::: 1<1'1...1

r ~ 4 10 11 1'2

={ O O O O

-Gt~.ť1
t
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...._-t-~ Z t -

k~'l. '= o o '1~ f!>~- o GP'jť. o Ci
t.~

o o o /~ o o 10 '

O O G('tj t O 't P~1 e2. O 'H

O -Gp~'2 O O O 4P! ťJ1. 11.

Pot~ebujeme-li p~evést tuto matici do globálních souřadnic, použijeme k tomu
transformační matici T »,která je rovněž dvanáctého f'ádu~ Rozdělíme ji na
ěestnáct submatic třetího :fádu, z 'nichž jsou nenulové jen submatice na hlav
ni diagonále:

-i ::

A I O !o I O
--. -..:--- t.. _ -_....:. -1-----

O : 1\ 1 O " O----..J-------4------ r ----- ...
O; O '1\.10

---- •.1_ - - - -- i-' - - -- i -- ..-_.
i I I AO I O 1 O I .
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r
J\,-x

1.\ ::
)v.~I

I
I

~lL

Zde značí

Ai: cos . -:'"'l= lx! '.. j

~- = cos lX, ~ J
~

Á- = cos (XI i)
:z.

,Ll_ Vx( x

I~j v-"6 (5.6)

fW! vi:

f~ = cos (~/X) 'tJ;:- ::: cos (2, x)

1J-lIj = cos (~: ~) V'j = COS (Z,,~ )

~i.
= cos ("1,2:) 1);- =cos (z, í)

()
""

Odvození transformační matice bylo vysvětleno v první části semináře a je
také zřejmé z úlohy 6. Pro transformaci platí vztahy:'

x ~ T X

Provedení těchto transformací ponecháme počítači~

Úloha 4. Osaz.ený hřídel, jeho~ pri\měry jsou v poměru 4{2": 1 (tj. asi

119: 100), je na obou koncích vetknutý a zatížený dvěma stejnými krouticími
momenty podle obr~ 7. Vypočtěte úhly otočeni pr~řez~ 2 a 3e

l l

Obr& 7

l

Úloha 5. Odvoote napětovou matici pro nosnik ramáhaný rovinným ohybem a
krutem.

Úloha 6& Pro síly X
pro příslušné posuvy ti

pOsobicí 'v počátk'u lokálni soustavy soutaélnic a
p~ati rovnice
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Obr~8

x

Transformujte matici tllJ.'1osti nejprve do

os x , ''jr a pak do os X ,~ vznik-
lých změnou smyslu os v pD.vodnim systému I

souřadnic (obr. 8).. Jak by se změnila mat i

ce tuhosti, kdyby se změnil smys~ jen
II jedné osy (napře osa ~ by přešla do
osy ) ,osa X by se nezměnila)?

Úloha 7~ Určete pr~hyb pasobiště síly Q u balkónové konstrukce podle
obr$ 9~ Ohybová 1 torzní tuhost všech částí je táž. Posuvy, popř~ síly,
označte prfiběžnými pořadovými čísly, jež jsou pro polovinu konstrukce
lana na obr. lO~ Jednoduchá šipka značí posuv, POpř0 silu, v užším
slova, dvojitá ěipka znači úhel, POpřM silovou dvojici0 Při

souměrnosti.

3

Obr,> 10

Obr~ 9

Úloha 8~ Jaké kontrolní vztahy musí platit pro elementární matice tuhost

kl1~~ a kl~~) z úlohy 7? Návod: hledané vztahy pro matic tlli~ost

vyplynou z podminek rovnováhy elementu~

OdvoQte matici tuhosti k VL-:?) v úloze 7 pomocí, transformačn.i

ce, znáte .....li K l1#'2..) @
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6. SOUŘADNICOVÉOSY SPJATÉ S UZLY

Obr. II

I
I
I
\
\ I
\ I

\ /, '/
" . ,,/

~ .... _"",-'..

Budeme jim krátcefíkat "uzlové so~adnlce". Používáme Je' jen ve z,vláět-,

nich p~ípadech. Kdybychom nap~~ vy!etřovali deformace 8 napJ~tost volného ro
tUJícíhO prstence, mohli bychom jej Přibli!ně nahradit soustavour'elativně

krátkých pi"ímýeh~ prqto.podle obr. ll.
Pruty by pi'enášely pouz~ tah" nikoli

~hyb•. ~:!~ Q~QhQ1D, pi'ib11~ně vystihli
jednQ-o~,QU napjatost ~e 8kuteč~ém prs

tenoi. Je ztějmé, že pro danou 'sou
staVUje význačnt",1"adiálnía tangen-
o1'lní směr, který '-vlak nen:Í't'ypický
~1 pro lokální, ani pro globální
soustavu souřadnic. Zavedením ~zlo

~'fc:~. (tl:Q.q~ll;1,~,cn) sQuf-adn1c sevypo
čet pl·utové soustav,y ~dle ,obr. II
zjednodu!í obdobn~l J$~~ když pl'oro
tačn~ souměrné př.ípadj'" ~,avedeme po
,lární souf'adnice místo soUřadnic,

kartézských. Uzlové" souřadnice" .v.}") ,
"í. ~il plati pro uzelga jsoq

zvoleny vradiálním"s tangenciálním
směru.' Uzlové souřadnice jsou tedy vka!dém,uz.l,~ j,1né.Pro element ® ,'- @

.. ,jsou ,zakr,es,leny .té! lokální. ,souřadnice z.'" "'''j
Pro na!i konstrukci je typické, :ietangenc1áln! posuvy a tangenciální

vnijěí sily jsou ve všééh uzlech. ,nulové' • To las ... jak jeAt~ uvidíme - snadno'
vyjá~it v uzlových sou!'adnicich,k,dežto v globá1n!cb so~adnlcích;by.to,byl~

mnohem obti!hěj~í.

Elementární matici i( definujeme 'ovAem v lokálních souřadnicích 'l "
"t ' .kt,eré jsou pro k~!,dý prvek jiné ~ T~to ,mati,cebude čtvrtého řádu,nebo!

v každém uzlu 'máme' dv~ složky posuvu. Pak budeme' matici transformovat dp glo
bálních souřadnic. Bude jako obvykle platit, !e

<6.1)

Z rovnice X = R~ vyjde 'IX -= KrUl li, po, vynásoben! matfcí,. T" zleva

(6.2)

Transformační matice je přitom čtvrtáho~ádu. Lze· ji rozdělit na submatice
druhého řádu:
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Zde

.[ Á i
1

A ~r J-
Á,- /vl-
~ • ':t

,l~ :: cos t )( \ x) ,u- .. == cos (~$r)
/ "

,t.- :: cos (x, ~) IA-j = cos (~1 .~)
~

(6.3)

,(6.4)

(6.;)

Symbol tX ~ značí úhel, který svírá osa ·X s osou X ..

Obdobně mO~ame teš1t 1 přechod ze soustavy uzlových souřadnic ke globál-'
ní soustavě~ Transformační matici označíme H ,abychom ji rozlišili od ma
tice 'T ~ Bude

H

fl tt) ....

Vektor sil v uzlových so~adnicích napře pro element ® - CD bude

Obdobný vztah bůde platit i pro vektor posuv~@

Pak

.,' l-\) -= 'H XX

x

K T H r -tL, (~)

HTrKTi-\T~t~)
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čili

~,

kde

osy souřadnic tvořily důsledně

třeba osy
!lákl~asnu,*

®

trensf~orm.ac:t 6

II ,\fšech

*K
t pro kt,

o transformacích

V našem budou
lhost s mat
Začneme třeba s elementem

1

1

1

1

Dále

[ l [J
\1.) J

l»

,,1) ~~~)

L

CJ 1~
J

o
L O O

o



) zleva a maticí zprava

(6

(6 13)

2 4 2 2
-1

I4 ...'" 2 ""'" 4 .- 2

4 &'~ 2 3 2 I
'ff,<) 2 3 2 4 + 2 J

se vektoru

\/> }

2

4

o~

škr·tnout «

(' .~\

1Xl~) •
r
í

I

2

2

4 =- 2

4 2

'rl rovnici
nul

r .'1

2 I t ' ....l\ \.....,.".,,"""""

L
't,.L t.,,-}

I

J
J \. @

2

ími úhel
& měrné hmotnosti G

')

určime tah.~ '~

(6 17)

do obou uzlfi; dostaneme



Potom z rovnice (6.16)

_._--
G( 2. -~-SJ

·2 r hi11J1s<>
E.s 4 Scyw1r1. =

(6.19 )

Chyba výpočtu radiálního posuvu tedy činí pouhých 1~15 %~ P~1 výpočtu napětí

m~!eme postupovat bud t$~~ že ~čime nejprve prodloužení

a odtud sílu

= 2 ::; 0,523 <6.20)

(6.21)

nebo se ml1žeme vrátit k lokálním souřadnicím a pou~tt J\Bpěíov4matice. Tento
druhý zptisob bychom použili jen při f'eěení úlohy na počítaě1..Pro ruent vy
počty se nehodí.

Na uve,deném příkladu jsmepozna11,~e kf'1vd pruty 1;.1 :tbli~n~nahra-

di t sO.ustavou. prutť\. př.ímýcho Plat:! to i o prutech ohybovi namáhaných, která
lze nahradit soustavou relat1vněkrátk;ýchpf\!mých nosn.:ťkO.. Mohli bychomověem

odvodit matice tuhosti i pro zakřivené pruty - elementy, nebudeme se t:!m věak

zabývat ~

7 II ·ELIl.RINACE VOLNÝCH UZLti
fgliltt1iJslJti_*.a'''' ,".. ~~

Jako "volná" budeme označovat uzly, v nich~ není p~edepsán .ani posuv,
ani zatižení. Zpravidla nás posuvy t~chto uzlO v první fázi řeěeni nezajíma
j:!, tak~e je z řešení elimlnujeme~ T!m dosáhneme zmenšení ~ádu matice tuhosti,
pro kterou je t~eba najit inverzi~ To mO~e být u velkých soustav velmi výhod
né4P

Volné uzly označíme indexem ~ i ostatní pak indexem X • Se~adíme je
ve vektoru posuvo. za sebou (je-li třeba, p~eskup:íme po:fadí prvlcl ve vektorech
i v matici); budeme tedy mit

{-~~-)



Tuto rovnic.l na dvě; z druhé vyjde

e z

Př-itom ovšem ~kT 0 Použijeme-li v rovnici (70]) označení
~~

dostaneme základní rovnici bez volných uzlO:

~~-III~

Prutová konstrukce na obr& 12 je složena ze tří stej
ných substruktur I až
III, přičemž v každé
z nich je pět vnitřnich

uzlO volných. Např6

v substruktuře I jsou to
uzly 4, 5 , 1,9 -e.'

Nejsou společn~ ani něko~.

lika substrukt~áin, ·ani
v nich nejsou předepsány

sily či posuvy. Proto
jsou v počáteční fázi ře

šeni tyto uzly "zbytečné"

a mOžeme je eliminovat.
Výsledná matice tuhosti

však volné (k tomu je třeba inver-
10 x 10), bude mít výsledná matice tuhosti K *

x 36@ Uzly 12 a 22 ovšem nemOžeme elimi
v t~chto uzlech bychom nemohli, vyjádřit

nemohli bychom adici složit pfisluiná mati-

Obr~ 12

Uvedeme

3

velikost 66 x 66~

tovat matici o velikosti
pro celou konstrukci velikost
novat~ bez znalosti
eouvislostsousednich substruktur,
ca tuhoati~

1

matic, takže
v rovnici (7~3)&

~Oa~name:fle~]me, ~e mat ice l<: .~ jsou odvozeny ze všech elementárních
v nich zahrnut 1 vliv volných uzlO, což vyjadřuje druhý člen

t o žádnou přibližnost; řeěeni je právě tak p~esnét

matice tuhosti k (neuvaž,.ujeme-li ovšem možný



rozdíl v numerických chybách vlivem. zaokrouhlovánt)~ Zálež~-11 nám i ne po-
$uveeh vol.ných uzlo' t vypočt sme je podle (7~2) * uzlů

te·dy'· nic neztratilill&

velká, takže
mám.e k

části) 9), Na obr~

kon,atrukce
ači~

i na
ci tUhosti
dvě (

!tloh15"
t{}le

~vetlrIulté ~ tj~

z:t ~ešení ~ Prosu.batI~t1k'tu.ru

~~ O
A dostaneme

taková kon8trukce~ o~

rlulové pasu"*'
'v"71 (,;. ,/ (; elko<:tlé mat i c j" t \Jh,oet1

slušné těmto uzlum t a tim vy~

hO'~jilJ1a v:1.oženi k©rl'~'"

{----1 -

v

1



}

posuvy uzl~ 8

však ve skutečnosti

1
J



Využili jsme tedy principu superpozice$ řeěil1 konstrukci s vněj-

šími silami Sl s vetknutou hrani.cí mezi částmi A B l ~ '0) ~ Podruhé

jsme vynechali vnější sily a uvolnili (relaxovali) p připojením zá
porně vzatých reakcí v těchto uzlech z předchozího řešení~ V prvnim případě

se řeší každá část konstrukce samostatně, v druhém p~ípadě lze eliminovat
vnitřní uzly, nebot vynechánim vnějších sil se stanou volnými~ Lze je proto
eliminovat metodou vyloženou v kapitole 7~ Výsledné řešeni je pak dáno sou
~tem posuvO z obou dílčích úloh~ Při těchto dílčích úlohách vystačíme s in
verzi podstatně menších matic~ než kdybychom řeěili konstrukci vcelku~

9. PŘESKUPOVÁNÍ MATICE& INCIDENČNÍ MATICE

Metody, , často vyžaduji, prvky va vekto-
rech byly způsobem (např* pro vnitřní a pro
okrajové proto nuceni prvr~ ve vektorech změ-

níte Tomu pak i změněné uspořádání v matici tuhosti a
ve vektoru 811$ U matic malého řádu je takové snadné? ale II vel~

kých matic je taková operace málo přehledná~ K zapsáni pot~ebného

mfi~eme použit maticové transformace pomoci tzv~ incidenční nlatice~ Daný vek.,...
'"tor posuvťt označíme U ,přaskupený vektor ~ ~ Mezi nimi bude lineárni

vztah

Zde N značí čtvercovou incidenční matici~ Mé tu vlastnost, !e prv-
kťim ze starého vektoru místo ve vektoru novém~ Potřebu.jeme--li

prvek -u.~ z {, -tého "řádku vektoru .u... na místo ,uk I tedy do -ft. -tého

řádku nového vektoru ~ , musí mít incidenční mat ice zřejmě tl fů --tém řádku

a ~ -tám sloupci jedničku, kdežto astatu! prvky v témže řádku jsou nulové~

Uvedeme p~íklad pro přeskupen! pořadí prvkd vs vektoru:

o O 1 O \)...1

O O O 1 ··Ut

{M:l ~ O 1 O O Jvtj;
(9@2)

1 O O ()
{..l!.~



Jak se rovnic

9 2)

o
o

()

o
1

o
O

O

- k

o 1

o

o

O



o O 1

Uf2,. O 1 O
ď I

~ 1 O O
\ I~~ t:. ~-~-

_.
(9~

J

O 1 O
~ 3 \\.. J

~ ! 1 O O
í

l O O 1

ně-

inci-

Vf$ktoru o i

se v novém vektoru n~které

U obdéln!kov' incidenční matice :nelze ov~eJ1J hladat

incidenční mstici t

vektor (

vskutku N'N I @

se stává, že , apy se st
kolikrát , a to pokaždé v jiném ~ V takovém
denčni matice obdéluíková~ Uvedeme zase příklad:

v aásti
konstrukčních

ně

opravy matice
SU'OQJ?OC)Zl.C9$ N í tuto metodu formál~

se hodil i pro velké a slo~

ahlednost, snadná
inverzi matic~ Pokusíme se

an~l1crlom nemusili znovu 1nv'ertovat celou matici 'tll.-·0

částlseminář-e~ uvidíme ~ že sktl-teč,·""

maně:!; velikost Zá'1!'isi na roza8h~:t

mat1ca v matici Ortmé,
pro samočinn4i

zabirá velké

Pon~vadž tato matice
se té! označení ~~V,~gR~~~tQ~'~&4

80 věsk této



ze základ.nich

kde

.t<., (10 .. 1)

matice

obx~ 14

čárami

zrněná.ch, se .mění

v rnslt :1.01
posuvy

takže



(lOw)

Na druhé straně plati, že

. X 1
t--x~~- J

a po konstrukční změně

neboť v matici tuhosti se změn! jen prvky
Rovnici (lO~5) rozepíšeme na dv~:

k submatici

Do prvé z těchto I~ovnic dosadíme Il'X,"v -:::: A k*"( jde o
které pozd~ji opět opustíme) a dostaneme - opět v maticovém

r- .' '

'. -~~--~. -~.!:--1·L i KH -_

(lO~

To však je t~lar velmi podobný .rovn1ci (lO~ 4-) &,-. Srovnáme-li (10~ 4-) s ek'vt'valefit~"

ni rovnicí (1002), vidíme, že

[- (lO~

Nová pos'uv-y budeme tedy znát, budeme-li umět určit llXo,. 0Určime pomoc:!

téže matice poddajnosti, jsme získali pro konstrukci~



k

) +

I»> 4", D. ) LCCt~ -t" X )

(

,
J

(lO~.

)

(10~

srovnáním (10.16) 14) -
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S&@l()=

1n~

konstrukci
uvádima~ mohou se

cnršern volj:me,

, ~a

caloumat1ci
matice tuhosti

DlI'lOho

příslu!í třetí s!le~ ~!eme se tak
Nepotf'ebova11 jsme k tomu znovu invertovat
t~etiho řádu~ Stačí, známe-li inverzi
zřejmé, že v tomto jednoduchém
verze matice tfetího fádu je snadná.
věak vznikla podstatná 'óJ~po.ra~

uplatnit teprve při ~ešení úloh
jednQd~ché ptiklady, j$Ž mOžeme
r~m,

Úloha ll. Z rovnic (10~16) a (10.

C ~ W>

kde~to z rovnice 14) ~~

výra~y jsou totožná~

Úloha 12~ Pro prutovou konstrukci na
obr~ 16 odvoate matici tuhosti
čit$jte posuvY. znáte-li
pOsobícich na 3
proveCíte změnu

dalšího prutu 1- 4 @

mají, tyž prl1f'e'z S i i

v tahu či tlaku E,

TRANSFORFi!ACE& KOSO

A~ dosud jsme prse SOui~(M:JJ'),ic z§. ~s (Jrt V.%."'#"".{"~'''l"z."

transformacemi, rozkládal do sm~rd

os souřadnic vždyvezru;ačn,é

Transformační matice
transponovat, a délka Mat1o®
tuhosti a mstics_ souměrné a navíc
Je' j~st~, že se bez dťrvodOtěchto ntrvzdáms@ 1tšak

me být vedeni speciálním .tvarem konstrukce kzavedGní sou.f§sc1JJ.lc ,:~

Ptáme se, to bude mít vliv na met které až dosud

li@

obr~ uvedena
úhlá soustava souřadnic g , fl(

K ~ ~ -r 'lL U1 lť

t 'f

soustava ,so~adn1c X
sou~adnic9 bodu



(11~

touto maticovou

(110

čili

Z rovnice ~2) m~žeme vy-
itat kosoúhlé souřadnice, známe~

li ~ S označením podle
(11~3)

označeni lf :': ~ Překva~

1:rI9n~;oo!no;varlé ma.tici Tl ,tj~

1
J

pro transformaci vektoru (obr~

o

r
I O

O

1

r-
I
LO

Obr 17

f
1.
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Z~ejm~ bude platit, že

(ll~lJ)

Pon~Tadž se sila mění úměrně s posuvem, je její práce dána skalárním 6ouěi~

nem poloviny s!l1 (je to její npr~měrná" velikost) a posuvu jejího e ť
tedy

9-2.1 je práv~ rovnice (11.13). Abychom oddělili práci jednotlivých složek
P V kosoúhlých souřadnicích, uspořádáme rovnici (ll@lJ) takto:

(ll 14)

P~1 dprav~ jsme použili identity h-'~v;l(. + c.eJ1."ť ~1 ~ Je zřejmé, že se ~q koso~

~lých souřadnicích práce A nerovná součtu

~. l Xi /vI. ~ +- Y1ť. '\l~ )

výraz (11.14) je slo~1tějf1ítl Rovnici (11~14) jsme odvodili elementárnitn
sobem, sbychom získali jistotu o její aprávnost1~ Nyní se
pomocí maticové symboliky. V pravo~lých souřadnicích jednoduše že
práce

To je na první pohled jasné každému, kdo ovládá pravidlo o násobení matic~

Jde o maticový tvar skalárního součinu dvou obecně ~ veh~orú

Nyní p~ejdeme pomocí (11.8) ke kosoúhlým soufadn1cím~ Bude

Po dosazení

A = ~ [ X! Y~1 [~~ h:0/] [~ ::~] 1 ~

- 56 ~



(11.23)

(11.21)

(ll.19)

(11.17)

x; ::. X§ t-Yt:CC,)"ť

y·t '" )( ~ to~ y.' + Y'1!

- 57 -

dostaneme formálně stejnou rovnici. jako v pravoúhlých souřadnicích:

Rovnici (11~13) mOžeme přepsat do tohoto tvaru:

Pak totiž

Stejný výsledek dostaneme kratčeji dosazením z druhé z r(,.~tn!~ (11.8) do pralP"r
vé strany (11e17)~ Ob~ rovnice budou mít obdobný tvar, dosad:!me-li

Zavedeme-li sem nové proměnné

A -= 1 tu~í[k1{'vl1 :: ~ ttLIY'CK~\I{{L~}

Matice K;t je kupodivu souměrná. Je-li totiž K souměrná matice, dává
součin (11~19) vždy té~ souměrnou matici.

*Jak, to, že 'matice K~,t podle (11.10) je nesouměrná a matice k j 1(.'
podle (11~19) souměrná? Rozdíl v dovozeni obou matic je v tom, že v prvním
připad~ jsme transformovali jak vektor {t~~ , tak tX} do kosoúhlých sou
řadnic o V druhém případě jsme v podstatě transformovali j~n v~ktor.t~j· ,.
zato ovšem dV8krát~ Proto se výsledky liší., První z těchto matic je skutečnou

matici tuhosti, druhá nikoli, je to matice kvadratické formy, která dáv'~

energii napjatosti~ V pravoúhlých souřadnicích se obě tyto matice ztotožňují.

v kosoúhlých souřadnicích máme podle (11.9) a (11.15)

To je skutečně (11.14).

V pravoúhlých souřadnicích jsme měli energii napjatosti



{ll ~22')? .Jsou ~to kolmé

[X} 24)

t }
Při

I

1
() f X1

lyJ
Platí t

'F _

l '1

ľ
.. 1)( J

soustavách souřadnic je značně

,Bn~dno a.e """"~ .. "W !rc".~~., ""

soUřadnice

12

vy"'"
metodou

mat :tce

zeh.rnout malé kOLt"""

A'IY"i.<~U"j'''''W~j>,,? @ Této zku13~nosti

z!ak:sl1
o 'invsrzi

inverzni matice se
takovém

Nemusí to ověem matice tuhoetl
i neBo~rnou matici

pro



matici. Není-li v~bec celá
mat 10e malé,~ale

odstranit j aniž budeme matici znovu in:~vert

K.K mat1ci

kou málo
získat korekcl & Y, -íJ

matici
i10 -:

inver:zn.:í matice K

(12 1)

Tuto rov'nici znásobíme zleva matic , takže dostan€me

odkud

I
.. .,. {

K 1 .+

I

t'-la straně

tf"ebo11s1i

Dosazením do (12~

neznámá inverzní matice
l~isto ní známe

takže dostaneme

""'1 {- K"K" ""1 ,l t .- . 1 J

znali, nepo
~ "'l

(12~ )

v závorce .značí iterační krok.

-'1

C I-:::. L(2.)

Obecně dostaneme po % krocích

tuto opravenou matici. zno,ru

)

t I) -rl ,L _.

** 59 .-

) (12 ~ )



-1
Úloha' .l'. K matici }( je určena nep!'esná inverzní matice k,
Vypočt,ěi" opravenou in.verzni matici s použitím jednoho iteračního kroku*
Je dáno ~

-0',8]
1,9

= [ 0,9
. -0,8

::K

13 o SILOVÁ METODA$; ZÁlCLADNí VZTAHY

Až dosud jsme používali deťormačni metody, která řeší stejným postupem
úlohy staticky určité 1 neurčité. Proto je tato metoda na první pohled jedno
du§§í. Je mnohem více rozěířena než duální metoda silová, pokud jde o výpočty

'na samočinných počitačích~ Silová metoda je však bližší běžným metodám'použí
vaným při "ručních" výpočtech & Je jistým paradoxem, že se ve výuce na školách
probírá téměř výhradně metoda silová (staticky neurčité případy se řeší vy
hledáním staticky neurčitých sil z podminekgeometrické kompatibility defor...,.
mac!t st u~ v jakékoli formě), kdežto v praxi - pokud se ·k výpočtdm používá
počítače - se aplikuje téměř výhradně metoda deformačni", Cílem našeho v$kladu
a! dosud bylo doplnit znalosti získané na školách~ Proto jsme' se zabývali
pfedevěím deformační metodou~ Nepřáli bychom si věak upadnout do opačné jedno
strannosti, a .protoprobereme i postup řešení silovou metodou&; Zatím se omezí
me na rovinné prutové soustavy s kloubovými styčn!ky, u nichž je výklad nej
jednodu~ěí~ Budeme~lipři studiu dost pozorní, ziskáme hlubší názor na pro
blám v!počtu staticky neurčitých konstrukcí, než jaký jsme mohli získat stu
diem b~!ných přiruček či učebnic~ Oceníme p~itom i výhody maticové algebry~

V uzlech (atyčníc.íeh) dané prutové soustavy pOsobí vnějěí síly í Q1 $

Uzly,je~ jsou zakotveny na rámu, nebudeme uvažoyat,nebót kdyby v nich pťiso

bila vněj!í sila, p~enesla by se přímo do rámu@ Z rámu se naopak do těchto

zakotvených uzlfi přená§ejí reakce, jichž si prozatím nebudeme věímat~ V pru-
'tech soustavy pOsobí síly tP} . ~ Jsou to vnitřní sily. Počet prvkO. v těchto

vektorec'h b,ývá r15.zný. Uvoln!me-li jednotlivé uzly a nsp:íiiame pro ně podmínky
rovnováhy (vektorový součet sil ptlsob:ících na daný uzel je nulový), dostaneme
soustavu lineárních rovnic mezi silami t Pl a f G.} ; kterou mt\~eme obecně
zapsat p~moc:( matice t BJ takto:

Je-li počet' nez~ámých sil Pi, právě takový , jaký je počet rovnic (tedy po
čet prvkO Q" ), je matice [B) čtvercová, a nejde-li o staticky výjimkový
pi\ipad, je dokonce regulární, tak~e síly tr ') mť1~e:c1e z rovnice (13~1) vypo
ěítat~ Taková prutová soustava je pak staticky určitá~ Je~li však počet

'W 60 -



v~tš! než po~et rovnic j tj~ má-li vektor {p} více než vek-

matice [B 1 obdélní.ková 8 nelze ji invertovat tl

L~edeme jednoduchý př1klad$ Pro soustavu dvou prutů na obr~ 19

r-O,707

l 0,707 o

1,

-1

Obr~ 19

Obr ~ 20

však ostat

(obr 0

neurčitou soustavu, kterou získáme třetího

(I} ... )

tři desetilli"1áuvádíme ve
zaokrouhleny~

- 61 -

o

-1707

Pro stručnost a větší

místa~ jsou t



o

o

-1

0,707

-0,707

Tentokrát je matice tB 1 obdélníková~ Poznáváme t .~e submaticí
,čtvercová. matice z rovnice (13 é 2) ~ MOžeme ji rozdělit:

, Tato rovnice má tvar

Počet prvJro ve :Vektoru ~ p } ll: Je dán počtem Od sil íp ~
jsme tedy oddělili staticky neurčité síly X~ má tento
vektor jediný prvek,. a to silu p~ @ Obecně ovšem mořil obsahovat vice
prvkt1 (takový p~iklad probereme v úloze 16) f$ i){:\ z {P}
je do jisté míry libovolný, pófadí prvkO v ~oustavě (~5) se mohlo zm~-

. nit~ Počet těchto prvkd souhlasí s'počtem statické neurč1tosti~

jižmťižeme sily \ P~} vypoč:ítat ~ Rozep:L:!eme e 6)

'v

[-: 1, 414 ] [ :66J-:. {hl -=
-1

tak~e

'1'* {;:1 [: -~' 414] 1~1~) + [ 1,

J t':::: = -1,

. kde X =. P2J
~ Celkem

\

O 414
[ 1,

P ;:; :- 1 1 + -l~ t}( ~ ~9)

O O 1



č:Lli

(13~

do tvaru

] ~ll)

po-
v pru:-

(13~

třeti

O 17
01

rrť:áž eme t o na
X :: O ('1"\....,.""'" ..... ,~ .... """_1f-?

\...
L O

mohli
Q~ ::: 1l ,

v mat:tci t
sila

Q2. ::: 1, X

lt{Iatice I 1 a [ J
a obr~ 20@ Dosadime~li

) rt doste,neme

~ že se za těchto

volí!;o~e Q1 .Z:: Of

dostaneme tak

se m~žeme dívat také tak, že
eoustav~ První

vlastni
soustavě

Uvid.ime

učinit,

zákona

'vlastně

:inverZfíí

tuhost

maticí; II nosníku
elementární matici tuhosti~ v, ~

Hookeova zákona {sila se mění úměrně s pro-
krát velikost

(13~13)



Sečtením prací ve všech prutech dostaneme

:; f!' C-
O ]

( '?~,

[ 1 J ,

~ P~ \
VJ '= ·~V·· ;:. T"" Pj Pl P:; ] r· OT L (~

t$1 t J~

h(: c: l Pl
(131P14)

Zápis (1).14) bychom snadno zobecnili 1 pro větší:· počet prutťie V rovnici
(13 ~ 13) jsme úmyslně nevynásobili ?~ P..~ = p(~ , abychom zdOraznili souvis
lost tj maticovým zápisem (13.14) .. Tenmťižeme zkráceně napsat také t'akto:

4 r ·T' . }lV·= T lP'1 [F 1 t P (lJ.15)

Zde ,tF) značí matici elem'entárních poddajnost:(~ Potadí prvkO. Tl této matici

musi odpo.v:ťdat pořadí sil ve vekto.ru tr} . Nyní dosadíme z rovnice (13~11)

do (13.15)~ Vyjde

~V .. ~ I Q.T \ xT
] {-~ř\ [F] [ ~~o \ <r1 ] {{-}

1

Pro zkrácení zápisu a pro vAtě:! pf'ehlednost zavedeme označsqi

t .erT~1H] ~ -~~ [F] r ť.. te,,)
e-1T ~ C' 1

tek!e

Rozdělením matice H na p~íslušné submatice vyjde

(13~17)

w

odkud ,

Poněvad~ F je souměrná matice, je podle (1)917) souměrná i matice H
jak se snadno pf'esv~dčíme; transponováním této matlc~ vyjde totiž l-rr :: H ..
Pon~vadž dále každý člen v závorce (13.20) je skalárem, musí platit, ~e

- 64 -



:: ( '1\/ I Ir-l XQ

( 2
\'

H,KGl
(lJ

ne
derivac i

sil f X}
(2 a (2~11) a ~v~w~"'~/~~·

vektor~u stat

nuloyá,

o
To Odtud

Iru

elementárních

neurčité

K označení

:nosti§i Není to t

š!ch ailna vektor

liěov~t

Chceme,y"li určit

(

)< H

}

zr~etelem k
,.."""'.. J"" ~"''' <,v,·" j,. ost



":: [ T tl
'I -1

)Hc.c.. í '- HG-X H){.~ +

T' l-{~x H~~ -1
H· ]

~x X,%
::::xc.

Derivací

H
• Q.X

(lJ~

Tuto rovrtici na tvar

kde

straně

s mat

[t]

~ Jde-li o stet
člen. takže se matice

1,414 O O

C"
1 O 1 O~

í

~
O O 2

(13 28)

na
i ztotožni

(1)~

označen! ~ Z rovnice {13~

[-1,:14
1 O 1,414 O O O 'Y~l t 414 1$225

Ji
:: 1 O O 1 O 1 1 -1

1,225 -1,366 1 O O 2 O O 1
J

1 1 ~ -1,
I

1 3,828 t -3,816
-........ _---------,--- -...

~1~366 -3,816 l 5,989

-- 66 .=>

(13 31)



1

O~638

z vektor

j
. ~

r
688

__ 0,128
0,128"1 ~l.
1,398 _

ová

(lJ~32) dost
ice tl této rovnici

v ech:

matici rovnic (13.,

r

28

0,69

! O 2~L ' ~)

~63

O 13

O

1J

protinašeho

pomoci
pomoc í mat ic ové

ve tvaru (lJ 2]), z nichž lze stat
V uvedeném

ale obecně

sestavovat vzorec
derivovat. Získali

veličtn~ K Y'w ... ,·.."' ...... .,.." ..

matici elementárnich

neurčitou

než
rovnováze

neznamená. nic

Tato druhá SO'Llstav8

konstrukce st
soustav vlastního

, že rovnice (13~

z nichž
í v konstrukci~

určité konstrukci. Je-li
ik lineárně nezávi

osti0

Uvedli

stat

Za mohli voli,t

taková vla.stní



P1 ~ bl ~g Qz. =. Q.j - T,G Qf. p~ ;. G,2<3 Q.:.

o nich~ se lze pt'esvěd~it, ž-e udržují síly Q1 a Q,2,. v rovnováze
(až ovšém fia ~hy~ vzniklé zaokrouhlením)~ A za vlastní pnuti zvolíme ti4eba
dvojnásobné síly proti~těm, které jsme uvažovali v ro~ici (13~9)ě Dostaneme

'0

1

LO

6, 291
-7,60 I{~l l+

6,29J UI.~j

2,45

-2, 73 tX1
2,0 .

Žádnou ze sil v prutech nelze, nyni označit za "staticky neurč1toultll ~ Obě sou
stavy sil na -pravé straně rovnice (13.34) byly zvoleny se značnou

ností~ Z rovnice (13e17) vyjde s těmito maticemi

= ~ [ 6,:9

1 O 1,414 O

:1
O 6,29 2,45

H -7,60 6,29 O 1 1 60 -2,73 :::

2 J_2,45 -2,73 2,00 O O O 6,29 2$00

1,0 -7,6 -2,7

::: -7,6 192,4 67,6 (13
k

67,6 23,9-2,7

X :: -. [ -2,7 67 ;61 [ 2~ ,9 1{~1j= 0,114 Qi -2,83

s sily v prutech vyjdou op~t

~ O 6,29 2,45

83 J) {~JP2 ::: ( 1- -7,60 + -2,73 [ 0,114 :%

~ O 6,29 2,0 _

0,28 -0,63

{~J:: -0,69 .0,13

0,23 0,64-

Skutečně jsme tedy dostali toté~ @ Nepot~abovali jsme p~itom ze
ňovat žádný ttp~ebytečnýn prut a !ádná síla nemusila být označována

"staticky neurčitá"&

- 68 -

uvo1-



elemen,tárních
známé "deformační

a nim.i~ 'Pro konstI~ukci na obr", 20

ním! rovnice

(13",

těcht

t~ž mezi p~
j

Rcnrnice (13 38)

dvou

závislost mezi. 6
) a to

-O~707

oml~O

5

fo}

čili

{l)~ } + raJtuJ

(tJ

{ O1

Rovnice tou,Ž ~~informaciH

tato informace v matici [B]
virtuálních prací, dostaneme - s

možno vol:i.t

69

'takže

Pon§vadJ vektor virtuálnich



·dostali hl~danou

707

"",,1

-Oj5

o

866

(13 )

Tato. rovnice se

{U JJ~

[

. O

. 1 414

[ o

414

I 1

Porovn'me~~li (13~ s ro~nic:í ( ~9) ~ shl®dáfne~

t ran:S"O~OI:HJVé1nC~1J m.at ic;:{ t :Plat í

[ Jí (Ai} '" tO}



~~,~~~.~ mohli odvodit

~ rovnice ( ~25)

.AA'IJ'I:.'b,Il'::!.L~ 4M 'lW, že

tQ} a teprve

Obr~ 22

)

ta

síly v prutech~ Za staticky
3 - ft $ Předpokládejte, že

Ly ::: 00

derivovat
(1)424)*

F

rovnici pro ne:~ne~Y vektor X
F ve

x ~ l

Ol:n:, 21

1
J

Pro soustavu alo~enou z
~Jlastllt'ati ~ zakrfJslenouna obr~~

veličinu silu v
Ql :: O := O~ Ct J == Q ~

dOfJtSl1i:1Ul1~ ~

1
j



teorierovnicemi pro řešení

(1) rovnice
(2) rovnice
(3) vztah mezi

Pl~V!1í z n.ich

ale taká rovnováhu
1»i''''''~"",&~\;;4 ."".Mo,""" ~ že t ěle''"w

kaJ~dá

Jde o maticové rovnice, t o
ne rovnováhu mezi silami a
v soustavě vnitřn!ch sil~

so nebo soustava t~les v
i ~ Rovnice

vanáho tělesa nebo deformované
Konečně třetí rovnice

deformací z
soustav rovnic si znovu ukážeme

z obr t~ 20~

se ve tvaru (1)",1)

{14

) :

lXi"* čena pO~Hx~r;;r

od'/odit ze d1YOU

nemohou o nezávislé
Dostaneme rovnici (13~

Jak d-říve

té.t}+[a.Jt{k)'" {O}

(et] =[ B]T ~

dán rovnicemi (131?12)" které ShJ2!1eme do

maticové rovnice

(14 3)

- 72 ~

dřive.- CF] ma:tici t což mů,žame neznačit

J Boze ěeme-li (14*3) pro konstrukci na obr@ 20~

o O
..

1::1~ O 1 O (14~4)

O O 2
~..

Zde "'b sta
F-=r

dostaneme



Matematická formulace

( P,
( 6. ei ,~ ,6-

(c) posuvyuzI-a (U , {,\? )

V dané úloze tedy OS~ neznámých~ Silová e deformační metoda se liší v tOffir-

·které z těchto neznámých za hlavní a které za se
začíná eliminací metoda za hlavni
neznámé posuvy uzld{ U} , kdežto silová metoda za hlavni vektor
vnitřních sil t p} ~ Uvedeme schéma těchtC{ metod~

Začneme s J..01J.ce~n1.m vektor'O. { a i?} ~ Z rovnic 3)

(14

..... -1
Matici L jsme pro stručnost

host i LK 1 ~ I\fatie i [k J nezveme ~~~~~~~~.:::.:..~"::~~=....
konstrukce obr~ 20

'$707 O O

10
O O

[ 1 O 1 O :: O

O O O,; lo O

::: 1, 2~ 3) značí elementárni tl-most {,J

Rovnici (14*5) můžeme že za

{14

ít2]fl.]r' JLD L~_lO....[ K 1

dosadíme z rovnice (14~7) do (14~1) e dostaneme

Odtud



To známá matice tmlostie Poněvadž

dostáváme z rovnice (14~9) ve tvaru

Až na označeni vektoru
tento

sil (dříve misto

(14 13

mE\tice' [B] obdélníková Rozdělíme ji

a ek t e BJ [''h.'' .~ '"' 111 i o

Je-li soustava stat
o na čtvercovou matici

~l)

Vektor sil

stat naurčitou~

om rozdělili na část p~

Odtud

stat tJrčitr'tl a na

ě identitu X lc

I {

"Q

X

To však

[
''',1

ryV\.; 'n...-

'1

Z Ménabréovy odvodime dek ( srov s lllohou 1

X l r (
r \.

F ~ r )\. t'"

Z Cest (1)029)

[ C] l F ) l T
F )l 'T t:" l

-r
,).....

I (14

74



Zde

metodu
(14~

vzorce (l~ ) pro inverzi součinu,

to , dostali úpravou
dek [t J I O] ~ Základni :~o";/nic pro silovou

(14 .. 19)

Je duální k rovnici (14.9)0 Z rovnice

(14&

Je
což

[S)
( 5)

~ že matice "LC J je inverzní matici tuhosti [k j
ze srovnáni (14.12) a (14~ • Obě o matice lze odvodit z mat

tF' 1 . U vzorce (14* to evidentní~ Vzorec (14<911)

do tvaru

[ k J i '1 t ]"'1l B ~ L F (14

takže souvislost

matice B

Tento

• Základnimi
čné pro obě met

Y'l"'1rY"l""\r"'> ..."l'"C''''"'l's druhé v

základ obou metod souvisí s dualitou obou

metod

zm2nilo~ To konečně

nic
kterou uvádíme dále0

sestavování matice tuhost
z deformačních vlastnosti j

násobit matice
modifikace deformační met

matici t~~osti základě

zkrátili Na

~j

Skutečn,~

Použili

ulze

vzorec pro

Jr z

x

totožná 5' matici L
(13&11)

= 75 --

Dokažte, že rovnici

e matici. tuhosti vzorce (141011) pro

a dokažte, že se e s matici odvozenou deformačníobr 20
dOU0

a že 111t~t ice t 'h. ]
rovnice



!5 ~ . SOUVISLOST S UETODOU KONEčNÝCH PRVKt}

Zatím jsme se zabývali rozborem sil a deformací v konstrukcích slo~ených

z prut~ nebo noaníkfi@ Pokud šlo o soustavu zatíženou a podepřenou jen ve
styčných bodech (uzlech), mohli jsme pom~rn~ snadno odvodit za základních
rovnic teorie pružnosti bud matici tuhosti, mst poddajnosti~ Pro tyto
případy dovedeme totiž stanovit průběh í uvnitř prvku (např0 prtihyb

nosníku), udělíme-li uzlóm nějaký virtuální posuv@ Proto vime, jaké síly
p~itom v uzlech působíe Zjistili jsme dále, že ·rozdělit na sou_o
stavu kratších nosníkd~ To je zvláště výhodné, řešit nosník
prom~nného prOřezu; mtižeme jej nahradit soustavou prizmat 008-

n!kd s odstupňovaným prfi~ezem9 V jednom případě, a to u sendvičového nosní~u

jsme pftesnou souvislost deformací a nap~ti neznali 0 Pomohli j ...sme si ~:ím",. že
jsme pro.b.ěhy deformací volili podle odhadu~ "P:i'edpokládali jsme, že se já:.dro
zkosí účinkem posouvající síly .e bude této síle klást odpor, avěak prodlužo-
vat se bude bez odporu~ Příruby zase budou vzdorovat pouze nebo
zkrácení a nebudou se ohýbat~ Zkušenost ukáže, zda jsou o dpoklady
přijatelné~ Neni to ovšem příliš korektní postuPt ale je to běžná inženýrská
metods$ Vzpomeňme třeba na řešení ohybunosníkfi~ Známá Bernoulliho-Nav1erova
hypotáza o zachováni rovinnosti řezó byla p~vodně také takouou domněnkou

z nouze a skvěle se osvědčilae

ob
Ověemže

se ome-

- 76 -

Napadá nás, zda bychom nen:ohli využ~t svých' zkušenosti a
dobně při řešení obecných úloh z teorie pružnosti
_moh11~ je jen třeba překonat některá úskali~ Pro
zíma na těleso podle obr~ 23 .ve stavu rovinné osti~

Těleso, v němž neznáme
ještě ani prOběh napětí, ani
prdběh deformací, rozd~lime na
elementy spojené klouby& Vy~vo

říms tak zobecn~nou UprutovouU

soustavu; misto prutó viak zde
budeme mít dvourozměrné elemen
ty~ NejjednoduěAí bude, zvolime
li trojúhelniky~ Pokud neni hra
nice vyšetřované oblasti polygo
nální, nepokryjeme celou oblast
beze zbytku~ Musime proto volit
dělení tak ltthustéu:I aby vznikla.

jen malá chyba~' Sily a posuvy
v kloubech element~ označíme

čísly podle schámatu na obr~ 24~

Klouby element II o( jsou -t,
j , -fu. Obdobně dřive



I že vešker~ silová
vně

Prvku cl
a reakce

a si v kloubech na

x

k

Problénl

okamžlk

to estého

x
kt je základem
Elementární natice

Poněvadž

nost tělesa,

činami

- 77 --

ji znali 1 mohli
~1 st

Obr 24

musizákone

y

!to souvlsi s t že rozoělili,

reprezentována vnitřními

těchto sil, ve skutečnosti ve
hi í uvnitř každého
bi kromě sil v uzlech jeltě

í budou na hranicich
ve itém tělese, a to ani t

suvó~ skutečně velmi
lesa~ a matematického řešeni úloh

idealizace vedou k
žame Oyst k ničeI;1u rozUIIlnému.~ Naše zkušeno~rt

věak tak znamenité~ že se nemínime ihned
ma metodu, kterou lépe ovládáme, tje metodu deformačni

posuyy uzl~~ S posuvy uzlů musí
Jsou-li známo také o



x

~3)

~2)

1
o
1

O

1

O I l·

lJ

1

-- 78 -

~ -c. "" X + t 2 tj -r
'"'1

.... \..1 ""g C4 X 1- C:r "1 ~ c,v

ť,~ :

'1'1 1 O O

O O O

Xn .~~ 1 O O
'"- O O O Xl,1..LL,f ''á ~

Ur- x: )~ 1 O O
~

{A,~ I O O O X ~33
..J

Odtud tyto konstanty vypočteme a dosadíme do (15~ ~ K tomu
poř.adí prvldi na 1 - J ..... 5 - 2 - 4 - 6 a mat1cirozd,~11t,*

Poněvadž těmto rovnicím musí vyhovovat také uzlové body, tj~

níka~ musí platit tato soustava ~estl rovnic pro ne:~n~~e

Princip deformační metody konečn$ch spočívá t I zhruba ~ečeno.

v nahraze~í spojitého,tělesa soustavou
Pro tyto elementy najdeme na z "'Ie'\r''W'''Ir\J''l~iC"

kladd závislost přetvořeni a napěti na posuvech uzló~

ma známo~ 'maticovou metodou pomoc! inver~ematice tu..'1osti il< Z

tedy vytváříme jakousi zobecněnou prutovou soustavu, misto
máme dvourozměrné (a ,obecně i,třírozměrné) kone r q Odtud
tedy i název ID~tody~

Potíž je však v tom, že neznáme
závislost posu~ uvnitř prvků na po
suvech uzlů~ Vymyslíme si ji ·tedy.
Již jednou jsme se odvážili takového
kroku, a to u sendvičových.nosn:íklÍ4lI

Zkusime něCD podobn~ho i zde. Budeme
předpokládat" .že se v rozsahu jedno
ho prvku bude jak posuv ·tL , tak
pot)Uv 1T měnit se souf-adnicemi X- ,

"~ lineárně o Abychom zjednodušili
zápis t začneme s prvkem, jehož uzly
j.sou i, :: 1, j ::: 2, ~ ::: 3
(obr. 25)~ Bude~e tedy ptedpokládat,
že plati:rovn1ce:



\ r
..." L

+ [- l x-- x

X. 21 "d - 1) ] lij

o vrcholncb

1 nevznikne
vektor

= 79

1
~

'\

f
J ""'"

~ ::;

uzlu

V t~chto rovnicích
D ~-

Lze jist ě est ovet z olv '~"'''1,.,f~''''''',..J~>,'''~'''J.'''''''

ili volbou lineárních funkcí Na tuto námitku eč-

nost bu.de j,.sté jináď9 otázkD linearizace 'v·,zt pro vnitř-

ni posuvy, ale sama
Tuto avu nelze

násiliJi~ zavádění sil v uzlech~ To

zavedení lineárních funkcí ve vzta,.,~u (15~2) ~ S tÍ'm si skuteč,ně nemusin;,e
lámat hlavu0 známo, že v roalé.m okolí bodu lze každou

funkci linearizovat~ malou
krátkou .rO'flnou Qsečkou a křivost

lovou, ač s i asi 1,57 . že vol-
bou menších zmenšíme i vzniklou linearizaci, e veli-
kost element~ volíme libovolně (ovšem s in k mož-

libovolně



IvL1
1

~}Z. O C ~~1 O
..,

-ttl
{

O ~\:\-::. -- '. )(,3'2. () xJ,1 O -X 11D (15~5)

:- XJ 2. "j ~2 'X~1 - Xli

Tuto rovnici zapíšeme krátce takto:

Obecně by mohly prvky této matice záviset na souřadnicích X
Vzhledem ,k linearitě rovnic (15.2) jsou však tyto prvky v rozsahu celého ale

·mentu konstantníe Proto bude konstantní i napětí, které vypočteme z Hookeova
~ákona:

ic;} -.:: [~]ie)

kde

{G'1 ::; l ~~ ,...,.., ...... ') r
'"1 4 L x lf .1

]
E

[~ f;:::. ---
1 -r1-

O

ř je Poissonovo čislo. E modul pružnosti v tahu

Energie napjatosti v trojúhelníkovém prvku je pak

w = ~ ~ t €} i t~ ) V "" .~ [ f: Jí t (1) At
V

kde

tlaku~

značí plochu trojúhelnika,@ Tloušťku desky, v ní~ napjatost
označili t ~ Z rovnice (15~7) dosadíme do (15*8) a dostaneme

~'J'" ~ A1:; t E l' r. ~ J t E. } ':: -1 A-t t tl. Jr [ tv JT [ de.J[ ~ ] t u. J (15 •9 )

Práce vnějších sil íX)- . při virtuálnich posuvech f 6U,) bude tX}i t ~ . a

bude se rovnat změně energie napjatosti při týchž posuvech:

- 80 $@
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Navler,,, Roku





arabšt:tnua

ola ~ můžeme vy
tím i k

Při svém se
však omezíme na
lze' snadfl0 získat

Zvolili kon-

se mohou rovnoběžně p080U~

a silami
~ 26)

čísel; každé takové číslo se skládá
zvláštní

~ se narodil, roku 1821 'Jl Richmondu ( ...... ''9.,~'YlA::li..,,''I'

~ kde otec mu sedmnáct

matematiku~ Po třech letech ukončil toto
vyznam1en~~njLm~Odešel do , kde se stal

až do roku ,se
úsilím a V době~

je'j

na universitě v

Obr 26

Jde Q zobecněnou teorii
ze části. Pro operace s nimi

W~R0 Hamilton se narodil y
studoval v Dublinu. iku a astronomii;
stal se t~ Professor if pro na universitě v

s titulem Astronomer af
titul "Sir" Roku

v Dunsinku u 2 kde roku
všestranně Mělmj~ořádnou

uměl Homérsa aále ovládal třináct

sanskrt~

řešení 'nelze získat Tak

elementů*

řešeni~

16
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JI i
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o '; o
(16

Odtud

[
. II 6 ]"""'.. )?.'.l
_ 1 2 t?~j

r
1 (16

(16 14)

J'sou t

. 5' Q

11)

nerovnost

takže



Poněvadž

(16~ )
i * je n~přimo úm~rné posuvu -tt2., , mohli bychom nerovnost

taká takto:

Indexy vyznačujeme, zda jde o ~ešeni získané přibližnou deformační či silo-
vou matodou~ ~esné řešeni je u 1,. ~

Vidíme tady~ že přibližn~~ řešení získaná jednak deformační! Jednak
silovou me~odou ohraničují interval, v němž je přesné' řešen:(~ Toto tvrzeni
jsme dokázali za předpokladu, že použité metody lze odvodit z variačních

principťi virtuálních posuvt1 Sl virtuálních s11~

~loha 20~ Vzorce (16~14) odvoate ptímo silovou metodou vyloženou v kapitole
13~

(rloha 21 ~ odvozeni rovnice (16~ 5) deformační metodou pomocí maticové
symboliky~

17 ~ ZNO'lU O VLASTNíCH liODNOTÁCH~ ňTA HAMILTONOVA -. CAYLEYHO

Abychom si
litě

semináře

p~adpoklady pro pozdější ~eěeni úloh o stabi
a úloh z dynamtky, vrátíme se opět k teorii~ V první části

fešili úlohu o vlastních hodnotách

(17/q

vztaženou k: čtvercové matici tYlI ~tého řádu A el Vlastní hodnoty jsou skalá~Q

ry (čísla..ti t ~ & 0 ~ ~.1V? pro která má uvedená rovnice netri·"'·
viální (t ~j @ nenulové) :feěenit P:ř4!íslušná řešeni tvof\í vlastní vektory XC,o

~ <1-;$~ ~ ;«(1'\;) ~ Někdy se též nazývají t~hlavnim1 osami" matice A
tohoto druhého názvu ozf'ejmíme později~ Sou..etava (17.1) je řešitelná,

determinant roven nule:

- 89 -
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( 7

(l 5)

()

'r} O

(rv .-téh.o

t

1

i tJ\!

konstantu@

) )\#

A

"Wit O

až na

To

nů.", J'sou=li

této rovnici znaěí I

I

Ssou=lil'1ěkteré

ml~že, ale nemu~í

men,š! než lhJ·mat:tca

t X l1) x

} vlastnim vektorem~ též
tuto mnohoznačnost



Metice A t
bude transformovat

na

Avšak ~~ kořenem rovnice (17~6)~ takže ~ = O~

S~:;ou~""li 'ó'~š@chna ~i r'6zná.~

řádu. která pro matici A pouze
hodnot~ 1t,,"/rv ~ -1 tl nedflrfelktní matice , .. élcjnt itff:l

I) ;; O

11k činitmatice musi zě1nitelů

mocnině, tek!a rovnice (17.8)
nif ~

kde~to

ve
to

vlastní

~ vlastni hodnotou C17 též vlastni hodnotou

Doka~te tohoto tvrzeni

Pfi studiu lineárních diferenciálních a int
háme es $ ~j J..rniŽ

obrs.tó maten.lattcl{ě

DOt!Ll):.ť~lé.me se, že

l~yZ~J abstr'aktni matemat:tck:é odvo:hení *

cích v části semináfe a vrac!me



· V druhé semináře velmi užitečnou skalární

Ax

se tuto formu a k řešení

na odvozeni Castiglianových vět v úloze
skalární rovnici

(Vzpomeňme

tf§to kvadratické

Ax'~ 1

třetího

"""'..., ..Iilo .....·ol\<...... ' pars"""

obecně

~~~ď~~~,~ v ~v -roz=
Z rovnice

~~~~~~~~(

~ Je-li matice A
kvadratickou

úloha o vlastnich R~;Mnt~~·..... ·.....7...-.""" ...... má

Jaký má
~ádu a rovnioe
001010.) v
IYv -tého

) ~ 1 (18~4)

Je to rovnice Pak

'%g O

Odtud obr~

Sm~rnice

(podle

1

(18~.



ště ~ čemu S8

rovná sm~rnice radiusvektoru:

{18~

Obr .. 27,

s

že

1(1

Zde

nice do
neme

rovnoběžná

, musí it,
, fl tedy

(18 ..

konstantou úměrnosti

l'lOV-

doste-

l
\ ~ 1 l )
)

Na levé straně

vektoru ~(

.to ľ

však parciál:ní derivace kv,adratické ~. \. X 11 xl.)

Ax ?J Proto lze rOv~ici (18~

x

:: A X (18«

což rovnice (18~J)~

vlastní
(18~3) do (18 2) dostaneme

čili

vlastnos
invar:tantni

znamená čtverec vzdálenost i bodu ;< od
~ čtverec dé vlastní hodnota
čtverce radiusvektoru takového bodu

rovnoběžná0 Poněvadž

uvedené

hO,dnoty nezávislé
tem kVadratické



'Volnost
řešit snáze

l:tbcrvolná

ve výběru soustavy souřadnic

z\rolím·e--li "tlh~jdnou

DJ.8tici
mat:tce :{'Vl.; ,»:,~tého

A %% UAlJ ( 18~

že matice

rovnice (18. ) získáme vlastní
a li: n:1Ul

f,\ t x, .~ t ) ~ { ~~

{ t

vl~stni

vlastľL~{

a buds,-:ti

1 'Více



ort Jestliže vlastní vektory

mat:tce tJ 11 rovnic:t
formac:l

u

U'. l'
8 násobením matici .

( A tJ)x

AU

St

u \j

~ro

rast

v nové soustavě souřadnic tvořené vlastními vektory X
k'tlad!~at

Transformaci (18.

o



mtižeme - jako každou algebraickou rovnici .... napsat ve tvaru součinu kořeno

vých činitelii *)

(18.21)

Invariantni je celá rovnice (18.20). Proto součinitel II Á ft. (O :G k <. 'YIJ)
v rovnici (18~20) musí být týž jako v rovnici (18 .. 21)qa Tak d.ostaneme IW in .....

variant~, z nichž dva nejd~ležitější náležejí k mocninám ~::: O a k;·/YV ·-1 .
První znač! rovnost absolutních člen~, což vyjda také tak, že porovn~me levé
strany (18G20) a (18il'21) pro .A.,. = O. Vyjde

(18.22)

Pro k,:: fn,-1 dostaneme, že stopa matice

(18~23)

Tyto vztahy jsme bez důkazu uvédli již ve skriptech k prvé části semináře~

Nyní jsme je dokázali a přitom podrobně vysvětlili význam vlastních hodnot
a vlastních vektoró v geomet.I'ickém znázorněni«p Pti dOkazu jSItl.e se sice ome
zili na souměrné ~atice, avšak moh~i bychom dokázat, že rovnice (18~22) a
(18~23) plsti pro jakoukoli čtvercovou matici~

Věty o maticich, které jsme zde odvodi~i a které ještě odvodíme v někte

rých úlohách,. jež 'následuj:! J použivaji Be često při dťikazech existence a

konvergence řešeni úloh maticovými metodami~ Budeme je moci při dalším studiu
često upotře bi t ~

Úloha 24~ Dokažte, že opakovaná transformace vektoru {X) maticí fAJ
tj. součin Aff'(Vx ,limituje k nulovému vektoru, platí-li o vlastních hodno
tách nerovnost \ A,-t 1 <. 1 .

Úloha 25~ Dokažte, že souměrnost, ortogonalita a skalární součin vektor~ ~r~

jscu k ortogonální tr9nsformaci invar1antni0

Úloha .26$ Dokažte, že matice~ která je zá~oveň souměrná s ortogo.nální, m6.že
mít vlastni hodnoty jen +. '\ ne bo - 1 ~

,Úloha' 27~ K matici A najděte vlastni hodnoty Sl sestavte matici U .510

. ženou· z vlastních vektoró ~ Dokažte pro ni platnost transformace (18~18).'

x) Na levé straně rovnice (18.21) poznáváme determinant t1\...- Á. I l. ť.-d)'"
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matice

I 1

1
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I

1í
L

že lze
e tj

Pro sou.čin

o vlastnich hodnotách

II obou sta j~ že

o ale () horní

o Dokažte
lineární

A sOťIT.něrnou mat

x

že pro souměrnou matici A

+

matice, na součet čtverců

matice A a transformace J18{>,

vlastni~ hodnotám

součet čtverca všech
K dtikazu

$' že
vektory«

Na levé st,ra.:ně



vla.stni
různé~ Dokažte~ že matice

( A I T)

má -násobnou nulovou vlastni hodnotu~

Pro matici

A

ni osy
ami h"'Vadrátů

kuželosečku fA..·X 1
vektory a že vlastni

19~

}!e.I"""'....I>d ...... ""' ..,..Wo

~?eli(5in

P.roza'tim.

snadné

ukázali na mnoha

vice

avšak
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sin-.mat:tce S
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Casti-

(:f)

(c)

ě ~ že

značí ve skutečnosti

ve všech

virtuálních

matlc:í k j takže

, musí

čili

dosadíme {..t. ::: C:x

1
X X : (e)
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v ~ť ~l
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fW 102

Rovnice

To

Jestliže do rovnice
$. .. ~g;J"'ilf;;'ll.llolosti

Podle



"I""I"n'il'~~"""'''''''~''?''i (

Totéž

( j)

řádek dostanelJH3

derivací, takže

, bude torzní tuhost,

známé z teorie
i souměrná

čili

po řádcich* Pro

vektorO Rovnice (g)
otočeni.,

ou funkci~ lze zaměnit

pro
X

že

kromě toho pozitivně definitní~ sestavíme
t zatižíme silovou sou-

těleso zdeformov81i~

, takže matice C
definitní., to i i o matici

()

uhost i :

Označíme'>'>"li torzní tuhost elementu 1-2 znakem

element~ 2 ~ 3 a 3 4

Rovnici

Tato rovnice

Poněvadž

Obě mat ice
vektor sil X
stavou j

Je
v rovnici
tuhosti K

Ihned

V t~to úlo~e

vektorech ~

Nenulové posuvy x 0 Je

(5& a (5~ na
tuhosti až
den tak dostaneme základní rovnici
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(e)

takžeí i pro vektor

,,,u2. v soustavě X
,/11' promítnutím složek

w) lX I~) :. ICL i W1Lf - ~2

tc') ['Vf. v) ~ A0vt,LP +
" ..jl ?f 1

složky
Tf soustavě X

pro vektor posuvu

x ~ K .u

St (e) do základni rovnice

x: )(

\r příčný posuv

"~ - sklon ohybové čáry

~ - otočeni pr~řezu kolem osy nosníku

Dosazením

Obdobná rovnice

kde

Obdélníková matice v této rovnici je hledanou naPětovou matici~ Jednot-
livé této matice odvodíme tak, že pět ze šesti prv~~ vektoru po-
SUVt1 volime nulových~ Pak najdf,1ma 'tfnitřIj.í statické účinky vyvozené šes-

( ) posuvem~ Použijeme k tomu obvykl~ch ::!:~tod teorie pruž-

$ diferenciální rovnice čáry nebo vět o momentových

Dosadíme ~ ~ lVJ y; t ,LL $ A-(1IV'f, abychom zkrátili zápis, a dostaneme:



it:ím (

x



konstrukce~ označením

EJ
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-1 tf

S

1 G
I
I "1

I ~r
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!
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~.J

.... 0,
:::: O

vzhledem ke

aku~'"

a 'řádktl Ad:Lei

a ohyb se slé
.6 x 6 místo 12 x 12~ Matice musí

dal~3i

met,ice sestavíme

globální soustavě souřadnic ve výhodné poloze.
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@ :Není
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Samozhjm~ té! platí, že 'k.ú>O, n{g" == k.i1." • Pro prvek ® ®
obdobně odvodíme vztahy

t~l {- kli .. O

-<r -b.'ti - tL!;j - ~ 11;' .. O
~ ~

·k (.~. + k(.;· := O
~.! "t d

9at TransformalSní matice mus:ť být šestého řádu~ Bude mít tedy tvar

kde A submatice thtího f'ádu. Poněvadž ~islován:( 1 až 6 u prv-

lm v matici k lH~.) odpovídá pořadí ~ - X z. (obr. 10), je třeba
obdobně změnit 1 pof'adí v submatici l\.

~r y.. 'z

~ A~ \)- ~ 1 O O
~

~

V~ x :::: O O -1

tu." i' ! O 1 O
/

Přitom osu X ztotožnili se směrem

Za·x (> V matici Kt1 ",1.) všude

ma transformaci vzorce (5~7)~

uvedena v úloze 74

®
nt." mistO~, a..- n
skutečně matice

lO~ Incidenčn! matioe

O O O O 1

1 O O O O

N O 1 O O O

O O 1 O O

O O O 1 O
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Nyní

ř 8

k .[- II ll]'AK == 212

Věimněme' si, že posuvy .ÁÁI.,.-f ".(J.,2. do posledn! rovnice nevstupuj!,
poněvadž jsou nulovéo Bude tedy

[~

2+. 2f.2].·
1 + 2\[2

Z rovnice (lO~13)

." 1 [ 2(5 "'" 31. 2 )C~ ".:::. -,....,-~-

'CL<k (3 + 4~)k, -2(1 + ~)

Z rovnice (103

-2(1 + 2)]
2(1 + 2f2) .

1"'" 2[2']
-1

2(1 + \[2) 1
2(1 + 2(2)

. . J

Pro upravenou konstrukci bude tedy platit tato rovnice: ..

:::., ~ 1
(3 + 4f2')~

2(5 + 3 (2> 2( 1 +f2)

2(1 -+- fi) 2(1 + 2f2)

(9 + 4f2) (1 + 2;[2)

-(1 + 2\}2) -1

(9 "'" 4(2) ... 2f2) .,

(1 + 2f2) -1

2(5 + 3'f2> -2(1 +(2>
w2(1 + (2) 2(1 +- 2f2)

Tuto matici poddajn~sti jsme v~ak získali v úloz~ ve k prv-
ni části semináře přtmým využitím principu suparpoz1ee~ Lze se přesvědčit,

~ 112 ~



že je stejný~ Tehdy věak jsme musili znovu invertovat oprave-
nou matici tuhosti čtvrtáho řádu~ Toho nebylo nyní potřebi$

13~ Ne vypočteme

0,3 "1
1,1 J

. -1

\< l·n r
0,9

_ -0,8

-o 8] ,[ 1
1:9 -0,1

-0'31 ::: [ 0,98
0,9.... -o J 99

-0, 99 -I
1,95

Všimněme si t že součin

matice souměrná~

1< \<;1 je nesouměrná matice, avšak
Od správné matice

r
l -1]

-1 2

-1
k (1) je

"1
se liší mnohem méně než matice pOvodní~ Za.tímco u ma.tice, k 1 byla

na vedlejší diagonále 20 %, je nynt jen 1 %~ Největší

%~ Přesnost se tedy po jedin6m iteračním kroku

14"

Q

což (13~

Pro dané matice 'element árnich poddajnosti

1 O O O Q'

1
O O O O

F '::.

T O O f2 O O

O O O 1 O

O O O O 1
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a matice

1

O

1

l o
O

1

O

O

O

O

o

o
-1

O

o
O

o

1

I

r 3 O O f,
1 1 O O

j,
O O 3,828 ;ml I

i

i O O *»1 1 ~

L3~828 1 =3,828

Q9~ :: II

3,828

~828

442 Q.

790 Q

624 Q

x

Q

l"'oněvadž

©statní
třetí , takže

t nemusili
~V"!J,,.M""a~ ~ Ze submatice L ]

r
O 1.

3 2 828 3~828 "'(
~) I H 1 4Ql.~~~.~

J
O ::::

8~

I "*1

L O 1

1
J 82e Q

snadno odvodíme že

114 =



sil

14

silou 61.:;:t l~ Chceme-li do

matic"e H

+

f L 828

budou. (za.okrouhleně)

707
~O7l

-0,707 O

O , 1 1 O 366

0)707 O
,

~ + 707 1
~07 I I

v'
I I

O
\,

1
L

707 II X

- 115 --

o

O~707 II (

O

O 707 II (

x

Kromě toho musíme volit dvě lineárně nezávislé
vlastnímu První z nich bude

Je o posuv uzlu 4
stat i ostatních ~ musíme

uvedena dřive~

16~ Soustava dvakrát stat neurčitá~

posuv kloubu 1, musíme v něm dvě

= O~ Prvni soustavu sil v
'1!"1ll'\~U'1n/"''t:ť~~'''O, zvolíme ~ takto ~



Matice L-&0 1 i ( &.. 1 ma.jí tentokrát stejný tVér'i t0tiž 4 x 2~ Matice
elementárn:íchpod:da,jnosti je

F o
O

O

o
1

O

O

o
O

f2
o

o
O

O

2

Tuto

1 f2
R~'''~'''''''~X'A'A se někdy používá pro 1l .... 1"'\"... ,..."lI"l~,'\l místa~ :Mstice H

H =

1,414 O: O -1,
I

O 1, j -1~414

O -1,414 i 2,414 1,591
i

-1,225 -1,225 I 591 4,

Stat 1té síly ooe~cnl~"l~ by to

[

4,254

-1,591

=: 0, je

T4,254 -1, 591 -I [-:,225] f ti17F; 75 ... -1,591 2,414 _

1,225 [ -1,591
] tQ1 { 252 }.= ::: Q .

75 2, 0,382

jsou pak

-0,707 O

O
Q+

1
::

0,707 '-0,707

O O 1

Poněvadž

- 116 -
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r -o, 5301

= 1-°'112fQ0,417

0,38-2

Pomoci matic'G H nyní vypočteme matici poddajnosti a dostaneme pro

vertikálni, resp10 horizontálrti, posuv uzlu 1

Q
1,)-' = 0,95 -:J-

1.(1) ~'"'

nezávislosti obou soustav vlast
V daném případě to znamená, že
být násobkem druhého~ Obecně zna-
, V'1- ,~ ~ ~ , V'Y'v , žene smě jí.

aspoň jedno je nenulové, aby

l'Ta tomto příkladu jsme si ukázali značnou libovolnost, s jakou volíme

jednotlivé soustavy sil v rovnicích rovnováhy. Tato volba sice neovliv
ňuje teoreticky výsledek výpočtu, může však na ní prakticky záviset
stabilita numerického výpočtu, jde-li o velke soustavYl&

Nakonec ještě poznámku k lineární
nich pnutí", Co se tím konkrétně myslí?
jeden sloupec v submatici I ~--1 1 nesmí
msná lineární nezáv1s1ostvektort\ V1

existovat taková čísla /\"", , z nichž

plati:io

17 ~ součinu v rovnici (13~17) dostaneme, že

Dosazením do (1).24) plyne ihned výsledek~

18~ Matic:1 ?v sa pokusíme získat. úpravou rovnice kompatibility (14. 2) ~

pt.epišeme ji do tvaru

t'll e.~ = - [ B JT i U J
a vekt or prodlouž-aní f ,A () rozdělíme na část t 61 1 odpovídající. pru

t~m staticky určitým a na část {o~l odpovídající prut~ID staticky
neurčitým~ Bude tedy

- 117 ~



Tuto rovnici

(

Tuto rovnici do tvaru maticového součinu:

+

Je

[ r---~~l I
[ ]

rovnice (13~11) a WA,~.~~~nu

dni rovnice, takže budeme mít

Za P dosadíme z (13 a.

í F i F O+ ~

odkud

x """ t ''f c: ( T
F )L

ma.tice tuhosti

[ 9 + 2 W42 + 3 ] [ 1~479 ....o
.]~

+ 3 3 -+ 2 729



Lze se , že
obsalenou v rovnici (13~33).

'~~~j.u~,r~~.UN= matice~

této matice dostaneme matici
obě mat znásobit;

tUhosti

[~ 1[

i

~ 1
\ J

20~

Při odvozeni těchto elementárnich matic
suvy v zakc\tv'sn.ém uzlu nulové @

číslo 1,
0..'1 fó V

I"",

2 a 3 a

p -::: QI 1

~

Dále dvě

i~ Jednou
sil

s tím, že po-

soustavě souřadnic

a kolmo

rovno-

vlastniruu
:: O~ Dostaneme

(II)

rovnice sestavime do matlcovéhb

-- 119 -



7\ 1 -1 O

Ptt 1 -1 -1 tr'L lt\= \.)l +
p~ O 1 O P:;

j"..

P!t O O 1

Zkráceně

i~atice elementárních poddajnosti - pozor na pořadí sil! - vyjde

~
O O O 1

1
3~ ,1
O

~
Ů O ty.

F :: 1 t
O O

2.f., tj
tl

O O O ~

Nyní sestavíme matici H podle (13~17) :

~
O O :1 -:1

- ~ft.
1 -1

1 1 O O 1

H
O T O 1 -1

::: -1 -1 1 O
~

.-

O O
i~-J ~ J

O 1 O
O -1 O 1

O O O
"fu

O O 1

I
~ I _!. 1
3 I 3
-~-+ ---- ----
_5- I II 1
) I 6

-1 I 1 2

Ze vzorce (1)024) pak plyna

{?~l 2 -1 r _-.i -2 Q3 8
:= -~ tQ1 ::

?;) j 8 II -l-1 -6 - 1 Q16

21~ . Z Hookeova zákona

- 120 -



a z rovnice kompatibility

dosadime do vzorce pro výpočet celkové potenciální energie

Z Lagrangeova principu

plyne známý vztah

kde

II T F ...;\, -:: a.. a

V našem případě

r·3: O O O

F -1
2.~ O O

=:

O O i O

O O O ~

a matice [(tJ plyne z rovnice (viz obr~ 26)

~~: 1
l

~1O

t~jJ~t: f ::

1
-1 J

~ t 4 1 -1

ve tvaru transponovaném

o
1

1

-1

- 121 ..



Matice tt.ťhost1

k

stoe dtíve - viz rovnici (16 5)~

220 Chersk""ter·istická ro:vnic's S ..\v + Lt
=-4 8 normovaná vlastní

( 1
X U) ~ t

Dále - 5 A + 4 r ~ o~

[2 1 ] [ 2

~] r2 r 0]5 + 4 ·1
:=

2 3 2
L

2 3 LO 1

6 r10 r 4- °l ~]+LlC> L O J

rovnic

A

pro st vlastní
v rovnici na

.,Jv f'J Za tím ÚČeleIIl

násobením řádkovou

To ť3kalárni rovnice které mUB'í

X.. ~ l.{) r ~= 1 2 ~ @ ~ ~ ~ fYv .~ Po t.ranistH)ZJ.Cl

získali násobením vztahu A,x :..lx

vZt~lŮ tá~

musí

dostaneme' sta
řádkovou matici Z obou ~~f,~~r~~

mínk~ pro J.v ~ takže "lestlt!
sta

122 &w



24<1> K ddkazu použijeme tran·sformace' do hlavních OS~ 1~áme pak dokázat,' že

platí

~rv A'WI/'X ~ O
'h\. ~úO

(a)

kde .1\. -:: Ur A U podle (18.~18) ~Matice U je složena ze sléjupG~ tvo-

f4ených vlastními normovanými v'aktory, a je tedy ortogoné.lni~ Pro
ně lni mat ic i

platí, že

Je-li /

vzta.h (a)

((,·1 pro ~ ==

platí~

je limA~w [D '1 , takže
!h'\.~(Q

25~ Pro souměrnou matici A"r= A ~ Po transformaci

u
Se-li

také

tak~e rovnici (a) lze

což se mělo dokázat~

ve tvaru

( b)

V VV i"'~ \/l\/{matici ' platí, že -- ~ 1
.1'0 transfOrmac t

Je

I

-.. -- ''ť''

\j V \ I
7" ........

V V

.- 12] ~



takže ortogonalita je vzhledem k Ortogonální transformaci 1nvar1an~n!

vlastností~ ró jsme právě měli dokázat~,.
Konečn~ pro ekalární součin X Vr dostaneme transformací

tento

Z nAho zfejmá, že se hodnota skalárniho součinu

mae! nezměnttll

260 Pro takovou matici vztaženou k hlavním osám

a t

~ 1 pro 1; :::: 1,

takže

27~ Determinant

1 - ).., 1 1 1

1 1 ~~ -1 -1
:: O

1 -1 -1 -A- l

1 -1 1 -1 -~

že tádek n~lradíme em a druhého
jejich rozdílem, řádek rozdílem řádku druh~ho

rozdílem třetiho a čtvrtého~ deter-
snáze

2- Jv 2- .l. O O

-A-, .~ 2 2
::: O

O 2- ~ >v -2

O O -2- ..\., 2+ ~

- 124 -



Nyní determinan.t rozvedeme podle prvků prvniho sloupce:

~ 2 2 2- ,l, O O

( 2·- .iv ) 2- j" A, -2 +,,\.. 2- A, Jv -2 =

O -2-~ 2+ ~ I O -2- >-- 2+ ..\..

::: (2 ~ .l) t~( 2+.l) - 2 (4 - >..:~. ) - 2 Jv ( 2+ A,) - 2 (4 - ~) J

+ A- I A., (4- t) - 2 (4 - J....'- ) 1 ::: O

+

Úpravou (postupným vytýkáním shodných činitelů)

- (2- Á,) (4 -)}) (4+..l) + (A, - 2) (4 - ť) = O

2 (2 - A,) (4 - ~'t) (2+.i...) = O

Odtud

Ce}

Stopa matice A je 1 + 1 - 1 - 1 =O a je ~ovna součtu

,l.1 + ..l1.. + Á.3 + .~"t = 2 + 2 -- 2 - 2, = O podle (18 .. 23) 9

Determinant \A.\ =16 = Á.,~ÁLÁ3.l4 podle C18~22). Pro vlg.Gtní. ektory
přisluěné prvním dvěma ořenům (c) dostaneme podle ~b) sousta7u
rovnic

o ~ O
_Iln :,." - O

i.. Xi ""t 4. X2 + "- )\,3 + '-'t.~ -

1x.) - 2. X'"I '= O

- 4 x'J, +- Lt '><.4 ~ O

První dvě proměnné se vyloučí, zvolíme-li )(1 libovolně, Xi': O..,;

avšak Xl :: + X1 61 Zbývají poslední dv~ rovnice, jež jsou však lineárně

závislé, a rovnice druhá. Sečtením druhé a třetí rovnice vyjde XJ =O
a pak i xlt = O~ Tento vektor budeme normovat podmínkou Ú-1T Ut =:: '1 .
Dostaneme

t~}
- 1 '"

1 ff

\
.( e)

U l1) ': "CtVl VI
O
O J
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Ze

lineárně

libO"volně

vektor bude

odvodit

začali t
vektor, na (A"l'l)

volili

Z

ét dostaneme

e- '\

~t-
fl i--.§

J

...... v

Obdobně i pro vlastní
neros tuto matici vlastnich vektor~

2

1 o

2

2

Lze se
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28* Stjsči r<Hll1ici (18.14) nésobit zp,rev8 matici

A,UU~'r $ U UT

tJ

29 k hlavním osám matice A CO,Ž

x

označíme

AH~ :.;
.\"

:Podla mus'Í

X
,l

"".

'1)<. )( \. ,,(

ta.kto

vektory rovnice (18., 3)

A )(

127



takže

ti l
x(~) X =: )( /A Xlf-=..) A. r ti:.) l;-=.)

..t'....

Z rovnice (b) pak plyne

(e)

,T
..Lb.. >...t.{?.) ~

Xl[) í; ;<'Ct)
.. T i'l
"t~) t \

a vzhledem k souměrnosti matice A
.. i Ax: t ) ~

L . LI

·V první části skript jsme ukázali, že k úlohám o vlastních hod.:'lotách

vedou mj~ problémy vibracíe Rozvo.j libovolného vektoru v řadu (8)

lze tedy ~yzikálně vysvětlit také tak, že libovolný tvar kmitu lze zís
kat superpozici vlastnich tva~ti kmitu~ To je velmi dOležitý poznatek
z teorie lineární mechanikY0

, bude

Avšak·

součtu

pou matice
označeni

1..-
u "\,I)'v ; podle (18@23) stopa matice rovna

+ tl.'1.. + + .'\'6~ Jak se lze přesvědčit vynásobením, je sto-
Al práv~ součet čtvercO všech prvkd~ K -důkazu použijeme

Podle definice součinu

stopa matice B:.:: A-'l. je

/)'V

+ J~3) + 5' - - • + {....~1'\1 -=. 2: (v~..;
{.:1

1\1\.I "rV

[
'~1

.(,.:1 j=-1
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což

vlastní lineárně nezávisl~,

vat žádná rovnice

'fl niž

Ble

Hovnici

ko:nstnnt

obou stranách

nakonec na levé straně rovnice

l /\"'>'1 ~'" C ) )~4 ) (

13

nlatice

129



obecně~

vlastní.

a (b) vynásobit a za mati
tvrzení

~!ohli závorky II rovnicích (a)

B cosadit podle definic€@ Porovnáním
dokázall~ postup by však málo

Plati-li rovnice (
lizované matice, nebot transformací (18~12)

, neměni 0 Pak

.. ~ - "'! "A. fY\,

kdežto matice B vznikne činitelú

~1 ) ,l

l i C) I l

Poněvadž se součin matic řídí pravidlem

l tl

se snadno mít m.atice B tvar

B -

kde

UV'edeme ě

rlfat ic e

[
II -6 2

'I= -6 10 -4
!

2 -4- 6 i
J

- 1)0 -



má vlastní hodnoty /\..1 :: 18, Á-?,.. ::::: 6, )..,.:) ::: 3~ Matice

B = l A - ~11.)( I~ - ~1.-I) '::,

r-7 -6 2

[-:
-6

-:] =[ 1:
10 10

1= I -6 -8 -4 4 20 20

L 2 -4 -12 -4 10 20 20 J
má vlastní hodnoty f\- '! = 0, J.'\. 2. ::: 0, f:\.;;, :: 45, takže je skutečně
nulové vlastni hodnota dvojnásobná a

:: l3 - 18) l 3 - 6) :: 45

344> Z charakteristického polynomu i A- ·A,I\=O, tj.

l- S- - -t '!L1 - A.,} + z..t = O

nalezneme vlastní hodnoty
ry označíme )VV1' ~1. ~

A., 1 :: 4, A.. z.
Ze soustavy

=-8. Přislušné vlastni vekto-

(, :: 1, 2)

vyjde pro 4 1 = 4 normovaný vlastní vektor

~1 :: í T
a obdobně pro ~t :: -8 vyjde

Tyto vektory (jednotkové délky) jsou v souřadnicích >'.1 , Xl.. zakresle-

ny na obr~ 28~ Jsou ortogonálni, nebot ~T i~~ =0, a jsou normované,
nebot 1't"; }V1 :: ~~ ~t. :: 1 Zkráceně též říkáme, že jsou Hortonormální H

Tvoří transformační matici

Kulelosečka pro danou mstiLi

u r
L : (-~ ;]

A mé. rovnici
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Obl~

budeme mat,ic i

r
'<W

"1
r -5

I

2
I~ U

JI

L _.

r
i

l 2

1
I
J



f"" ,.,.'~, r- l
4

r

'1I 2 ~ .~

If $

::: \ Ii ~- p~

I i It o !
-4 ·,y<>4 J L L ~

2\ "") ,.)
L,. C

~ Li' rt- g 1;;.. /{
}........

-~:; ~y..o $1,
~::."

což =,

OA

leží na kuželosečce

~ :L O

Skutečně

1

0, 0,&25

matice

kladl":lé ~ takže

ni'tnost

nici. "Pozitivně definitni matice"
Souměrnost

Poznám~ka

fli



P o II i t á 1

Finite Method in
Vvales ~ f)w8J:H3e~3.

Numerlc~l Linear
i on.s

E:l~!nent MethoéL~
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