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Prednluva

Tato skripta obsahujf{ létku zévéreéné ¢4sti seminéfe, vEnovaného metico-
vym metodém v pevnostnich vypo&tech. Autorovou snahou bylo podat pomocnou
ruku té&m, kte¥{ absolvovali vysokou 8kolu v dobdch, kdy se maticovéd slgebra
na technickych vysokych 8koléch vibec neprobirala, nebo tém, kte#{ vysokou
8kolu neabsolvovali, ale usilujf o prohloubeni vlastnihe teoretického vzd3lé-
n{. Dnes tvoFf{ maticové algebra dileZitou soulédst vyuky na vysokjch Skoléch
- a z&4sti 1 na stPednich Zkolédch - a jeji vyznam se bude s rozéifenim_éisli~
covych poditadt déle zvétdovat. Dim techniky CVTS v Praze projevil mimo?ddné
pochopen{ pro tuto snahu; zabezpelil vzornou organizaci gemind®d a vdasné
vyddni skript, a to ve lhitéch stanovenych pivodnim plénem, Jen ten, kdo
ndkdy skripta do tisku pripravovael a obstardval Jejich vydanf, dovede tuto
préci ocenit. Autor se domnivéa, Ze je oprévnén poddkovat pracovnikim Domu
techniky CVTS v Praze nejen svym jménem, ale i Jjménem ﬁéastnikﬁ‘seminéfe a
daldfich zédjemcd, kterl se nemohli osobné seminéfd zufastnit, av3ak skriptia
8l vyZédali.

V této posledni lé4stil semindfe jsme se pokusili nastinit i problematiku
sloZit&js81i, napl. Fedeni (loh o kmiténi pruZnych t&les a o elastické staku~-
1it&. Poslednf staf js tedy uvodem do studia nelineédrnich problémi. Zvolili
Jsme vEak Jjen jednoduché pPiklady aplikaci{, v&t3inou jednorozmdrné dlohy.
Domnivéme se, Ze to stalfl k pochopeni zdkladnich my3lenek a principl; zobec~
n3nf na n¥kolikarozmdrné Ylohy je snadné (alespon formadlnd) a je popséno
v dostupné odborné literatude. Ukolem nadich skript neni za tuto literaturu
suplovat, ale ulehdit a popi. vibec umoinit absolventim semindfe Jjeji studium

a preklenout tak vzdélenost mezi moderni teorifi a praxi.

Vzhledem k 8{#i probirané tématiky a ke krétkostl &asu nebylo moZné se
vyverovat n&kterych duplicit v oznalovéni velidin. V textu je vdak vidy uve-
dena poznémka, aby s8e pfededla moind nedorozumini. Pro lep3i pochopeni Byla
14tka doplndna &etnymi PeSenymi priklady.

Pracovnikim Domu techniky CVTS v Praze ddkuji za obdtavou spolupréci a
podporu. Viem dlastnikim seminéPe pak preji plny uspdch ve studiu i v apli-
kacich probirané ldtky.

C. Hoschl
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1. DUSLEDKY CAYLEYOVY-HALILTONOVY VETY V MATEMATICE A VE FYZICE

7 druhé S4sti seminéfe jsme dokdzall dileiitou Cayleyho -Hamilténovu
v&tu, podle niZ vyhovuje &tvercové matice své vlastni charakteristické roye
nici. Tuto rovnici ziskdme pFi FeSenf ‘lohy o vlastaich hodnotdgh

Ax = 4 x, (1)
kde A zna&f &tvercovou matici m x m ,
X sloupcovy vektor M x 1.

Pomineme-1i trividln{ Feden{ X = 0, mé rovnice (1) je3t& jiné redeni
Jjen pro urdité, tzv. vlastni hodnoty parametru A . Je-li matice A redlné
a soundrnd, Jsou viastnf hodnoty A vidy reédiné. Toté? plati obecné&ji prog
hermiteovskou matici. Charakteristickd rovnice, z niZ tyto hodnoty miZeme
upéit, Je

‘A'/\;I‘=O' (2)

kde 1 Je Jjednotkovéd matice M X M .

Ke ka%dé vlastni hodnotd vypodtené z rovnice (2) existuje vlastni vektor
X , ktery spliuje soustavu rovanic (1) a Jjo obecné uréen af na multiplikedni
konstantu. Zvolime~-1i tuto konstantu tak, aby se XX = 1, dostaneme normo--
vany vlastnf vektor, ktery je Ji% Jjednozna¥né uréen - jde~li o jednoduchou
vliastn{ hodnotu. Je-ll maticeé redlnéd a soumsrnd, Je M vlastnich hodnot,
ndkteréd viak mohou byt ndkolikandsobnéd; tém Jje pak moZno prifadit nekoneénd
mnoho normovanych viastnich vektorti. Normovanéd vliastni vektory Jsou obecné&
vzdjennd kolmé; Jje-li Jjich - v pFipad& ndkolikanédsobnych vlastnich hodnot -
nekone&nd mnoho, lze z nich vidy vybrat m vektord vzdjemns ortogonélnich
a nezévislych, na nich? ostatnf vektory lineérn& zévisejf. Zndzornime-li si

vliastnosti rediné soumdrné matice kvadratickou plochou v M -rozmé&rném pro-
storu

XTAX = 11 (3)

dostaneme normovené vliastni vektory, pro n&% se xTx = 1, jako Jjednotkové
vektory ve smérech hlavnich os této plochy. Vliestn{ hodnoty Jjsou pak reci-
proké hodnoty kvadrétd poloos. Je~li poloosa imagindrni (takovou Je vedle]-
81 osa u hyperboly), je prisiusnéd vlastn{ hodnota zdpornd. U pozitivné defi-
nitnich matic Jjsou v3echny poloosy redlné & vlastni hodnoty kladné., Nulové

viastni hodnoté& pfieludl nekonelnd poloosa, tJj. kvadratickd plocha je dege-
nerované.

Rozepifeme~11 rovnici (2), dostaneme algebraickou rovnici M ~tého stup-
néd pre A , tJ. polynom



Pla) = A"+ a, A s Ao At Oy = 0. (4)

Vlastnf hodnoty Jjsou tedy nulové body polynomu P o). Cayleyova-
Hamiltonova v&ta ¥fké, Ze rovnici (4) vyhovuje i sama matice A , takze

A"+ a, A" v ap, At anl = 0. (5)

Tato v&ta mé pro matemetiku i pro fyziku velmi zajimavé disledky, o nich%
se nyni podrobn&ji zminime:

Pfedeviim lze z rovnice (5) ur&it M -tou mocninu matice A , znéme-1i
mocniny do " - 1 stupn&

-4 -
Aly\’= —a-qu’ -aq- Am 2—' '---"alm-d A—amI . (6)
Zndsobime-11 tuto rovnici A , dostaneme
4 R
A’rvr - __a1 A%‘a; Afn i_ - am-1 Aﬁ_ aw A 7

Dosadime-li do prvniho &lenu na pravé stran& z rovnice (6), dostaneme
opé&t polynom stupné M - 1. Tak mdZeme pokraZovat. Libovolnou mocninu matice
A 1ze vyjéd¥it polynomem ne jvySe "M - 1 stupn&.To plati, je-li exponent p¥i-
rozené &islo; v&tu lze v3ak zobecnit i pro zdporné celé exponenty, je-li mati-
ce A reguldrni. Sta¥f rovnici (6) postupné nédsobit inverzni matici

A,

V pf18t{ kapitole uvidime, Jak lze pomoci tohoto postupu ziskat definici
pro obecn&j3{ "funkci matice". S Jeji pomoc{ bude moiné narédz napsat Fesen{
celé soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic.

Nyni jed3t& ukéZeme, Jaké dileZité omezeni plyne z Cayleyovy-Hamiltonovy
v&ty pro formulaci n¥kterych fyzikélnich zékond. Je zndmo, Ze Hookelv zékon
pro Jednoosou napjatost

4
E=F¢ @ (8)

lze zobecnit pro t¥fosou napjatost, dosadime-1li do rovnice (8) vektor pom&r-
nych deformacit {E} misto pom&rného prodlouZeni § a vektor napd&t{ {6}
misto tahového nap&tf @ . Konstantu 1/E pak nahradfme matici elastickych
konstant [ & 1 o velikosti 6 x 6. Tek dostaneme zndmj vztah §€}=[$1{G}
ktery jsme pouZivall jiZ v prvni &dsti seminére.

Hookelv zdkon v8ak miZeme napsat také jinak, a to jako vztah mezi devié-
torem pFetvoieni [ED] a devidtorem naps&tf [G,7 .

- 10 -



Deviétory definujeme, Jak zndmo, takto:

, A4 g
i.m-E 'i le ‘i‘ ?’xz -‘
4
Tl = | T ?yx €y- € i{ Yyz 9
1 1
T 3‘;: T Yzy EZ" € i
i
Ko € o3 (€t By o£y),
G‘x "‘G‘ Txy T!Z
[G1- | Ty Gy -G Tya | (10)
‘Cz‘ ,C.Z}' Gz-e‘
4,
xde G=—5-(G‘X+G'y+G?_).

Hookelv zdkon mé pak velmi Jednoduchy tvar; Jje ddn t&mito dvéma rovnis
cemi:s

Leyd = "%E [6y1]:

£ = s (11)

A
3K
7zde G znadf modul pruinosti ve snyku a K modul objemové stlaliteles

nosti. Je-1i materidl nestladitelny, je K=o a druhd z rovnie (1) dédvéd

pom&rnou zménu objemu AV/V =3¢ = 0. Tvar Hookeova zdkonra (11) md tu vyhodu,
2e obsshuje matice tfetiho Fédu.

NZkteré pruZné materidly (napf. litins, pryi apod.) se viak neff{dif
Hookeovym zékonem, a to anl v mezfch prulného namséhéni, Jsou sice pruiné,

nikoli v3ak linedrnd pruiné. Pr¥i zkoudce tahem bychom pro né mohli misto (8)
psédt "mocninovy zdkon"

€ =0 + G+ @24 a g B™ (12)

Tento zékon prejde v linedrn{ vztah (8) pro malé hodnoty "y , kdy bude

moZno zanedbat nelinedrni &leny na pravé strand rovnice (12). V tom piipadd
budeme mit M =1,

Nyn{ se budeme snaZit zobecnit zdvislost (12) i pro t¥#fosou napjatust.
ProtoZe tato nepjatost Jje ve vztahu (11) zastoupena ¥tvercovou matici, miZeme
Ji umocnovat. Predpoklédejme, %e materidl Jje nestladitelny, takZe posta’{
zobecnit Jjen prvni z vrovnic (11). Napideme tedy

Iﬁbl * Gy ]:-G.Dj + CQEG’D]‘L-F AT [gb]% (13

w 11 -




Konstanty ¢, aZ ¢C,, chcexe urlovat experimentdlnd. Ptéme se, kolik
#lend na pravé strang (13) bude nutno ponechat? V rovniei (12) to zédleZelo
na pfesnosti, s jakou chceme vystihnout skutelné chovénf materidlu. V rovniel
(13) je vEak odpovdd prekvapivE& jednoduchd: jen dva &leny. Vzpomeneme-1i
totiZ na Ceyleyovu-Hamiltonovu w3tu, ihned vidime, Ze prolynom na pravé stra-.
n& mi%e byt nejvysd druhého stupnd, nebof kazidou mocninu fG’u]“‘Vyééiho stup-
n& nef druhého lze vyjédrit pomoci polynomu nejvySe druhého stupné (matice
[ G231 je teti? tretiho Fddu). Musf tedy byt M £ 2

le,3 = &[Gyl +c, 1672 | (13 a)

Zrejmé se ¢ = 1 /(ﬂ.Gﬁ,Jak plyne ze srovnéni s rovnici (11). Rovnice
(13) miZe m{t tedy na pravé stranX jen dva &leny. Kdybychom to nev&d&li,
paméhali bychom se zbyteln& & urfovénim konstant C3 , Cy , .. €, -
1. priklad; Pro matici druhého #aédu
4 1
A =
~3 0

najdems charakteristickou rovnici

b= A 1
Ll /\'(4"‘*1)"'330)
-3 0= A
8i1i P(A) = A"~y +3 = 0. 7 (a)
Platf tedy téZ, Ze
P(A) = A*-4A + 31 =0, (b)

Snadno se presvddéime, Ze skuteénd plati

13 4 4 1 1 0 0
- 4 + 3 =
-12 -3 -3 o 0 1 o
Pak vdak také plati, %e A P(A)-0, odkud
A3 = 4 A - 37 .
Proto%e podle (b) zéroven plati, Ze
At = L A-3T,

vyjde
A* = BA*~3A = 16A ~12T ~3A = 13A~12T. (e)

- 12 =



7 posledni rovnice dostanexme opdtnym nésobenizm matici A
A% = 13 A - p =
52A - 391 -12 A= 4 A-39T. ()

i

Podobné&

AS = 4o A - 391 =

L]

§

Tak bychom mohli pokradovat, Vliastnf hodnoty plynou vypoltem z rovnice
(a). Vyjde Ay =1, Ay = 3. Lze se presv&ddit, %e rovnice (¢), (d) a (e)

Jsou rovné% splndny, dosadime~li do nich A, nebo 4, mfsto matice A
To miZeme vyuzit k v¥poltu libovolné mocniny A , nap¥. A% | Zrejms bude

@

A6=CQI + C,A (f)

Dosadime~1i za A jednou A4 =1, podruné Az = 3, dostaneme
soustavu rovnic pro Cs , €4 :

Co + Cy =1
¢ + 3¢, = T29.
0dtud
C = - 363, C, = 364.
Bude tedy )

A® = 364 A - 363 T .

Snadno se presvdddime, Ze totéZ plyne nésobenim z rovnice (e)

A6 = 194 A*- 120 A = L84 A - 363 T - 120 A =
= 364 A - 363 T -

2. BESENT SOUSTAV LINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC PoMocf MATIC

Zkusme nyni{ - zcela analogicky k funkcim redlné prom3nné - uvalovat i
o funkcich redlnych matic, Plati-li napf. pro exponencidlni funkci redlné
prom&nné €% Taylorova fada *

®/ V tomto specidlnim tvaru byvéd té% oznadovédna Juke Maclaurinove Pada.

w 13 -



TR S i S vl SR (in inf.), (14)
definujeme exponencidlni funkci ¢* redlné matice A Jako Fadu

A T 4 1 2

e ~”+TA*-2—?A+ ----- (15)

% predchozi{ kapitoly vime, Ze polynom na pravé strané (15) - na rozdfl
0d nekonedné Fady (14) - mi%e mfit nejvyd M nezévislych &lend, je-lt A
matiecf M ¥ m . Proté napi3eme

eh = oL+ Ci A v CoA s ot cm,i'ﬂ%'?-?(m. (16)

Tato-Taylorova fada pro funkci matice mé tedy nejvyd v &lenl a plati
presnd (beze zbytku). Konstanty Co a%f Cp,-.4 najdeme tak, Ze do (16)
dosadime misto matice A postupné Jednotlivé vlastni hodnoty A«@ (R =1,
2y ooy ). Misto jednotkové matice si pPitom myslime jednotku.

Tk o= CotChy + CoAG oo F e, An e f(Ag). (17)

Zcela obdobng urdime i jiné funkce § (A) matice A , které majf
v oboru redlné prom&nné vsechny derivace, aby Jje bylo moZno rozvinout
v Taylorovu fadu. N&které lze odvodit zndmymi zplisoby z exponencidlni funkce
(funkce hyperbolické a goniometrické). Také pro né platf rozvoej v #adu moc-
nin matice & konednym podtem élenﬁ'(srovnej se 3. pirfikladem).

Mohlo by se zdét, Ze jde jen o Zertovné zobecnovéni poznatkd z oboru
redlnych funkci. Av3ak tak tomu nenf{. Tyto nové definované funkce matic lze
pouiit mimo Jiné k elegantnimu Fedenl linedrnich socustav diferencidlnich
rovnic typu

@

Xy = Qg Xqg + QX t -4 QGam Xy
’.(1 = Ay X4 T Qe Xyt coint Qam Xon
Q\m P g Xy + Qg Xo T Qg X

Tuto soustavu lze zapsat maticové takto:

X = Ax. (18)

Telkou zde oznalujems funkei &asu. Jsou~li dény poléte&ni podminky
X{t=0) = X, » 1ze Fefenl maticové rovnice (18) napsat primo Jako

At
X = € Xo . (19)

- 14 -



1. poznémka: dJe-1li n¥kterd vlastni hodnota n&kolikandsobnéd, nedostaneme
z rovnice (17) dostate&py polet rovnic k urdenf konstant Co a%f Cm-1 ,
Predstavme 81 t¥eba, Ze A, Je trojndsobnd viastni hodnota, takZe

Ay = A1 = Ay . Polynom P (.) napiZeme ve tvaru kofenovych Einiteld

PLY = (A=A (A= A (A Ag) L (A= An) -

Je zPejmé, %e v tomto pripads vymiz{ pro A = A, mejen P (A Yo
ale i prvni a druhd derivace podle A

P(A) =0, P(4) =0, P () =0

Soustavu rovnic (17) tedy mbZems doplnit rovnicemi

(P,M = 3()(*-1) ; QA” = fn (/Li)-

2. poznémka: dJe-1li dédna nehomogenni soustava diferencidlnich rovnic

Xi = Gy Xq t oeees T Gam X + @, ()
KXo = Quag Xy ¥ ---n. + Qan Xm + Qe (k)
X, “amx1*"'~‘*0\,mwx%1«a%({;),

tedy - v maticovém tvaeru -~ sSoustasva
;( = A X + a/(.t) I
Je Fefeni déno soultem obecného a partikuldrniho integrélu

t
. { -AT
(1) = ey, vre?t e a(vdr.
T=0

Zde Je A &tvercova matice, X , & jsou vektory, t
gas, Xo Je vektor poéédteénich podminek.

, T =znad&t

(2. p*iklad. Pro matici z p¥fkladu 1 posta&f, ponechéme-li na pravé strand
(16) jen dvae &leny, totiZ
A

2 = Co I + Ci A I (a)

nebof matice A je druhého F4du. Pro vlastni hodnoty Ay =1, A, =3
z rovnice (a) plyne, Ze

et - o + Cy

Q:vg Co+3ca,. (b)

= 15 =




odtud

3
¢ de
C'o = —T + T
e’ e '
C1 = T - —i— . (c)

2,72, budeme mit C, = - 5,9,

e

Dosadfme-1i okrourle 2° = 20, @
C, £ 8,6, takie

A -5,9 o ] T4 17 28,5 8,6
e = |+ 8,6 1= | \ (d)
0 “'5:9_‘ -3 O_ "2598 "5:9
3., prfklad. Pro matici
5 4
A =
1 2
ur&ime AMmw A . Z pr{sludné Taylorovy Pady
AWA“A~—4—-A3+—1~—A$ (a)
A 3\‘ 5' - e
zbudou opét jen dva &leny
AMn A = L + ¢ A (b)
Z cherakteristické rovnice (5 - A ) (2 - A ) - 4 =0 vwyjde A, =1,
/L»L = 6n Tedy
sini = ¢ + ¢,
(¢)
8in6 = (o + bC(, -
Dostanems
6 sin 1 - sin 6
Co = 5 = 1,0657
8in 6 - sin 1
c, = 5 = - 0,2242
Proto
: 1 0 5 4
A A = 1,0657 -~ 00,2242 =
0 1 1 2
- 0,0553 - 00,8968
- 0,242 0,6173 (d)

- 36 =



4, ptiklad. Je déna soustava diferencidlnich rovnic

@ &

Xy X3" Xq
Xo = 2%, X, = 0

S
1]

s polédtednimi hodnotami
o = Q Xip = = 4
%0 » 1 Xyo = 1.

Pro matici A poustavy X = Ax , toti% pro

(a)

o O O ©
o © o ¥+
O © n O
O +# O O

vypodteme exponencidlni funkei % -nésobku této matice ®/
eM = T &+ (At)+ T (A8) 4 £ (AL) ()

a dosazenim z (a) dostaneme

1 t 1 133
At 0 1 21t 42
(/A = + (c)
0 0 1
0 0 0 1
Pak podle (19)
f h!
Xy 1t i3 0 t-tt 4 tY3
Xe 0 1 Wt 1 ) 1-2t + £
x5  |o o 1 ¢t =1 R I
X\} 0 0 o 1 1 l. 1 J

Snadno se presvdd&ime, %e toto Fedeni splnuje viechny diferencidlni
rovnice i poddtedni podminky.

%/ ¥atice A mé Zestindsobnou vlastnf hodnotu A = O, Vypodet funkce eht
Je proto zvl43f jednoduchy (viz pozndmku 1).

- 17 -



3. 0 UPLNOSTI A FESITELNOSTI SOUSTAV LINEARNICH ALGEERAICKYCH ROVNIC

V druhé lésti semind¥e jsme ukdzali, Ze problém o vliastnich hodnotédch

Ax = L x (20)

lze pro kafdou soumdrnou (obecnd ji hermiteovskou) matici A fedit a Ze
viechna felen{ lze shrnout do maticového zépisu

AU = UA, (a)

kde U Je modélnt matice (Jjejil sloupce tvo®{ normované vlastni vektory)
a 4\ je dimgondlnf matice, Jejff prvky jsou vlastni hodnoty A« , Ay ,
ooy Am o Matice U Je ortogondlni, takie U'= U™ . Transformaci

A = UTAU (22)

pfevedeme matici A na diagondlni tvar. Vzhledem k vlastnostem kvadratickéd
plochy */

xTAx =1 | (23)

#1kéme, %e (22) transformuje matici A  do hlavnich os. Ndsobenfm matict UT
zprava viak z (21) plyne také vztah

A = UAUTt (24)

podle ndhoZ 1ze kaidou soumdrnou matici rozloZit do t#f{ ¥initeld U, f\,LJt

V druhé &4stl semindfe Jsme se zminili o tom, Ze transformace matice
do hlavnich os (diagonalizace), pop’. rozklad matice podle (24), Jjsou dileZi-
tymi matematickyml obraty. Abychom ukédzalil teoreticky vyznam téchto transfor-
macfl{, pouzijeme Je ke klasifikacl linedrnich soustav algebraickych rovnic
2z hlediske jejich ¢plnosti a FeSitelnosti. Nafie uvaha bude mit i prakticky
vyznam, nebot k takovym soustavém rovnic vedou i probfrané numerické metody
feden{ dloh lineérn{ mechaniky.

Podle rovnice (24) lze kaZdou soumdrnou maticl vypoditat, zndme-li
vSechny JeJi vlastni hodnoty - tedy i matici [\ - a vlastni normované vekto-
ry - modélni matici U . V né&kterych pripadech, jak ihned ukéZeme, vBak
atadl zndt mnohem mén&. Je to déno zvlidStnim postavenim nulovich vlastnich
hodnot a jim pf{slu3nych vlastnich vektord. Zabyvejme se piipadem, kdy mati-
ce A mé pouze fv  vlastnich hodnot rdznych od muly, kdeito M -fv vlast-
nich hodnot Je nulovych. Ve stejném po¥adi k nim pPipojime i normované vliast-
ni vektory Ay ; Upg ;5 cosy Uy °

®/ srovnej s rovnici (3), kap. 1
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nenulové vliastni{ hodnoty nulové vlastn{ hodnoty
’Lq 4L1_ o ame /L?V /\.r-n ’\-?v-vl cee. /lvm,
Uy Ay we.. u”"’ ‘ul’\,.,,q UJ’\,+‘L e Alony |

Vliastni vektory jsme oznaZili zjednoduend Wi, ¢ =1, 2, <.y W .

Nezam3nuJjne toto oznadenf{, které pouiivéme jen v této kapitole, s oznalenim
jednotlivych posuvl v dlohdch ze statiky.

Zévedemeoli submatice

Ay = T a

Np = Tapuy s oo Amd =701 = o]

Uu. = [ &y W

Up " [u'}v-H ‘u'f\:*i : ‘U.W],

budeme moci (24) zapsat ponskud podrobndji takto:
Aoy 07 T U
(A1 = DUt 3[-5%k [ | -

5170 |

'
0 = Vs AuUs (25)

Dosp&li jsme k pPekvapujicimu zdvéru: matici A 1ze sestavit, aniZ
zndme vlastni vektory k]p pfisludné nulovym vlastnim hodnotédm, tedy anii
znéme "nulové osy” phisludné kvadriky. Matice A existenci nulovych os

"ignoruje”. Submatice Ux Jje obecnd semiortogondlnf, nebot

Ue Ua = T UoUd 3T .

Objasnéni této skutslnosti poskytne ndzorn& 5. pffklad, ktery uvddime na
konei této kapitoly.

rovnic Jjako neznémych. Matice A

Obecnéd soustava linedrnfch aglgedbraickyeh rovnic nemus{ mit stejny polet
vé soustavd

tedy mdZe bft obdélnikovd. Ke kaZ%dé tako~
Av « &
(26)
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definujeme adjungovanou soustavu

A?v = C. ' (27
Soustav¥a bulle samoadjungovand, bude-li AT = A , co% platf{ pro soumér-
#i¢ matice. Ty pak samoz¥ejm3 musi byt &tvercové.

ZabyveJme 88 nejprve vlastnostrmi samoedjungované soustavy, tj. soustavy
8¢ soumdrnou matici{. Transformaci

x =Ug &= Up
dostaneme z (26)
AUg = Up
¢ili - po vynésobeni transponovanou modéalni maticd uT zleva -

j\g:(s. (28)

T

Pritom Jsme pouZili vztah (22) a podminky ortogonality U'U=I, z rov-
nice (28) ihned vidime: nenf-li %4dnéd vlastni hodnota nulové, lze soustavu
fedit a Feseninm Jje vektor

£ = N'p . (29)

_4~ - - -q

xdae I\ = rk¢(‘¥1 ----- Avm,J Je diagondlni matici{ pFevrdcenych vlastnich
hodnot. Co se stane, vymizf-li n¥kterd vlastni hodnota (nap¥. A{ = 0)7
V tom pfipadé bude 1 -ty Pddek soustavy (28) znit

Ay €4 ° Po - (30)

Tato rovnice je "FeSitelnd” jen tehdy, Je-li také [by = 0. Velikost
neznéms gé zlstdvé v tomto pripadd neurdena, miZe to byt jakdkoli konstan-
ta. ProtoZe [ Je 1 -tou slokou vektoru { v soustav& hlavnfch os pii-
8lulné kvadriky, plati

P = wl b, (31)

Abychom to pozneli, stadfi rozepsat po #édeich vztah ﬂ) = UTb-.
Vlastni vektor th jo U -tym P4dkem matice U’ . Vzhledem k rovnici
(31) tedy musi{ platit tato podminka Feliitelnosti

ug & = 0. (32)



To znamend, %e vektor < Jje kolmy k ¢ -té hlavni ose. Hlavni osy
jsou definovény rovnicemi Auf j Ui, a protoZe pro jﬂ} Je A.j =0 , mus{
byt Au1 =0 ., To musi platit pro keZdou nulovou hodnotu. Je to vdechno, co
mus{ platit, takZe nutnd a postaZujfci podminks Feditelnosti samoadjungované
linedrni soustavy algebraickyech rovnic je kolmost vektoru pravych stran ke
kazdému linedrnd nezévislému Fedeni homogenni soustavy Ax =0 ., Rovnice (32)
Je tedy "rovnici{ kompatibility" dané soustavy.

Hekli jJsme, %e neznémou Ec nelze z rovnice (30) jednoznalnd urdit,
je=11 A =0 , ;-0 . Redent € nenf tedy jediné. Co to znamend pro pi=
vodni soustavu? Inverzni transformace je popséna rovnicemi

£ = U'x p= UG .

Pro t -ty PFédek

(33)
€ = urx = K, 33

kde X mi%e byt 1ibovolns konstanta. Rovnici (33) lze splnit, zvolime-li

X = K¢ (nebot 4w =1 pro normované vlastni vektory). To tedy znamens,
%e ke kaZdému Pe3enf dané linedrni soustavy lzé pPidat ndsobek nulové hlavni
o8y, tJ. nésobek vlastntho vektoru pfislusného nulové vlastni hodnoté&.
Existuje-1i n&kolik takovych vlastnich hodnot, mlZeme pfidat libovolnou li-
nedrni kombinaci pfislusnych nulovych hlavnich o8 a stédle budeme mit platné
¥eSeni dané soustavy. Jsou to v3ak vSechny "stupn& volnosti"” dané soustavy.

Livbovolnd linedrni kombinace hlavnich os p¥islusnych nulovym viastinim
hodnotédm znamené libovolné Pe¥eni homogenn{ soustavy Ax =0 . Proto platd
v&ta: obecné Fedeni kompatibilni samoad jungované soustavy se ziskd pPidtenim
libovolného Fe3enf homogenni soustavy AX =0 k jakémukoli partikulérnimu
fedeni dané soustavy Ax = b .

Vretme se nyn{ k obecné soustavé ™M rovnic o Mv neznémych (26).
Abychom mohli vyuZit prévé& odvozené poznatky o FeSitelnosti samoadjungované

soustavy, pouZijeme zvld3tni obrat. K dané soustavd (26) pripojime adjungo-
vancu soustavu (27) plfedpisem

", mv
—-.——'——-u——_—- o s

™ ATE 0 i&} i H‘fk (34)

Tim jsme z pivodni obecné soustavy vytvorili samoadjungovanou, nebot
Stvercovéd matice na levé stran® (34) Jje soumdrnd. Doplécime na tuto vyhodu
tim, %e se zvEt&il pofet nezndmych na Mmi+aw , cof viak pro rozbor
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vliastnosti dané soustavy neni podstatné. Ctvercové matici podle (34) pPislu3i
problém o vliastnich hodnotdch

N R

Au = Awv

tedy

ATy = AW (36)

Vime u%, %o tento problém lze vidy rfe3it, nebot jde o soumdrnou matici
{adkoli matice A  soumirnd nenf). Dostaneme tak Mm + /Mmvzdjemnd kolmjch vek=
tord pro M ¢+ M. ylastnich hodnot, (JjeZ nemusi nutné byt vBechny navzdjem
rdzné), Podminka ortogonality vlastnich vektord dévé pro ¢ # %

T, T Ve T T
AN { } = 0 = 4 v, + U; U
R P ¢ e ¢ TR (37

ProtoZe ke kaidému FeSeni ( V), W, A ) existuje i Fedent ( V-, mA ),
dostaneme pro Ay &8 -4y
Uy~ ety - O (38)
Porovndnim (37) a (38) dosp&jeme k zdvéru, %e plati
T

ui w, = 0 Vv = 0 (i #%) (39)

Jde tedy o dvé soustavy, z nichZ kaZdd je ortogonélni sama o sobé.
%2 rovnie (36) 1ze vylou&it bud U nebo vV (nésobenim zleva prvni rovnice
metici AT nebo druhé matief A )

A AT v - L ‘ (40)
Rovnice (40) defimuji{ dvé samostatné dlohy o viasinich hodnotéch. 2 prv-

ni dostaneme /™M vlestnich vektord Uy ; z druné m  vlastnich vektord vy .
Sestavime z nich moddlnf metice

U = [ {Lg ag, fanas umj (’M){(m)

V =0 v v . U ] (mx m) (4}1)
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a budeme mit v3echna Fedeni dlohy (36) shrnuta do tvaru
AU
ATV

11

VA

{42)
U A"

"

7zde /\ zna&{ obélnikovou matici M x M , v niZ na pfiéce vychéze jict
z levého horniho rohu jsou kladné vlastni hodnoty 4 , je% dostansme Jako
odmocniny vlastnich hodnot z rovnic (40) . Nenf-1i ¢ =-t& vlastni hodnota nu-
lovd, jsou prislu3dné vlastni vektory Wy , 1’ vézény vztahy (36) a vyskytu-
Ji se tedy vidy ve dvojicich. Pro nulové vlastnf hodnoty A¢=0 dévajl sou~
stavy rovnic Aug =0 , ATuy = 0 vzédjemnd nezdvislé vlastni vektory ¢, vres

0 Y

jeZ se vyskytuji samostatnd ve vliastnich vektorech {717} ’ I ----- % soustavy
4

(353.

Necht existuje ﬁz nenulovych hodnot 4<¢ , pro né% jsou vektory W«
V¢ spérovény vztahy (36). ProtoZe ke kaiddému Fedeni (Uy,U., A({) existuje
téz Fedeni (Vy,-U¢,~A¢ ), méme celkenm va péard viastnich vektord Mg |
V¥, . Oloha ATAw = At poskytuje ™  vzédjemnd nezévislych os (vlastnich
vektorld), tak¥fe podet nezédvislych fedeni rovnice Aw=0 pust byt M-,
Podobnd poet nezdvislych Feseni soustavy A'v = 0 musi byt m-po .
Pro nulové vlastni hodnoty tedy existuje

(m-p)e (W-p) = Mt -2

linedrnd nezévislych vlastnich vektord. Spolu s ljv vliastnimi vektory pidi-
sludnymi nenulovym vliastnim hodnotédm tak dostaneme "™ + v vlastnich vektord,
tedy plny polet odpovidajic{ dloze (35).

Doplnénim dané dlohy udlohou adjungovenou pedle (34) Jjsme pPevedli danocu
dlohku, JjeZz miZe byt i nedplnd nebo preurdéend, na soustavu se soumdrnou &tver-
covou matici, kterd mé vidy plny po&et vliastnich vektord. Podminka Feditel-
nosti se proto formuluje stejnd Jjako u samoadjungovanych dloh. Sestavime

vektory
1) 1]
g ' 0
prisiudné nulovym vliastnim hodnotém, a napiSeme podminky kolmosti pravych
stran (34) k t&mto vektorlm (k nulovym osédm)

(7 4 6
ot «T) % <o lvsiol (%) =0,
Gili
lugl e} = 0 [vel7i6) =0
) . (43)
b:r,f(,?»f?.,....,/m/ L*f\zﬂ,f\,—:z,.“.,w.
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Druhé z rovnic (43) udévéd podminku, jaké musi vyhov&t pravéd strana {,6’}
dané soustavy [AJ{x} - {6}, mé-1i byt soustava Fe3itelnd. Slovy lze tuto
podminku vyjddrit takto: nutnd a postaiujic{ podminka Ffe3itelnosti libovol-
né soustavy v linedrnich rovnic o ™ nezndmych je kolmost pravé strany
ké‘ v8em linedrn& nezévislym FeSenim adjungované homogenni soustavy.

Uplné redent soustavy Ax = & pak ziskéme pritenim libovolného Fesent
homogenn{ soustavy Ax =0 X jakémukoli partikulérnimu Fedeni dané soustavy.
Gfslo M-t , kterd uddvé po¥et linedrn¥ nezévislych Fedeni homogenn{ sou-
stavy Ax =0 , vyjadfuje tedy "stupen neidplnosti® soustavy (poZet stupnd
volnosti). Cfslo v souhlas{ s hodnost{ matice. Kone¥n¥ &fslo m-fv , kte-
ré uddvd polet linedrn& nezévislych FeSeni adjungované homogenni dlohy
A"y = 0 , udévé polet podminek Feditelnosti (rovnic kompatibility), Jje to
tedy "stupen preurfenosti" dané soustavy. Podrobnosti oz¥ejm{ pffklady na
konci této kapitoly.

Z rovnic (42) plyne vzhledem k ortogonalit¥ moddlnf matice U
A = VAUT

Tuto rovnici miZeme rozepsat pondkud podrobn&ji, oddélime nenulové a nulové
osy v modé&lnich maticich

| , 0] [uwl
LAl = [ Vol V{b] ["“i“é"] "0;1. ( 44)

Rozepsdnim pravé strany dostaneme rozklad
T
A - vg A.u U& . (45)

V této rovnici jsou rmatice Um , Va semiortogonédlni. Z posledni rov-
nice plyne, %e k sestaveni matice A nepotfebujeme zndt nulové osy. U mati-
ce A z pffkladu 8 se na konstrukeci matice aktivn¥ podflej{ jen osy W, ,

Uy , ¥ , vy . Matice A tedy pffmo komunikuje Jjen s t&mito osami,
"osv&tluje" Jenom tyto osy, a dpln& ignoruje nulové osy U, , WU, ,
U 5 V3 5 Wy které zdstdvaji "ve tma".

Matice A je tedy @plnd ur&ena pouhymi nenulovymi vlastnimi hodnotami
a k nimp pfisludnymi "osv&tlenymi® hlavnimi osami. Nulové osy vibec nepotiebu-
Jjeme znét ke konstrukci matice. AvZak tyto nulové osy, které zistédvajl “ve
tm&", rozhoduj{ o vliastnostech soustavy (o jeji Fe3itelnosti, popripad¥ o ne-
Uplnosti).

Rovné-1i se Jv =M =m , jsou vdechny vlastn{ hodnoty rdzné od nuly.
V tom p¥ipadd Uy =U., Vo=V ; tyto matice jsou ortogondlni{. U soumirnych
matic je mimoto U=V . V p¥fkladech, které uvddime ddle, oddélujeme “osvitlens”
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hlavni osy od "neosvétlenych” dvojitou &arou; osvétleny prostor tvo¥i vektory
vlievo od této ¥éry. ' :

K rovnici (45) pripojfme nynf rovnici obdobnou; sestrojime metici
B = Uy AY Vo (46)

a budeme zkoumat jeJi‘vs‘znam. Matici B 1ze vidy sestrojit, nebof diagonél» “
ni matice ;_A.& obsahuje jen nenulové vlastni hodnoty a jJejf inverze tedy '
existuje. Mi%eme se presv&déit, Ze platl

AB = VyAaUd Ue AL Voo = Vg Vo (4m)

-4 T T T
Necht je nyni dén libovolny vektor ’\é“ z pwoatbru Vu s &im¥ rozumf-
me linedrni kombinaci viastnich vektord 4r; pFislusnych nenulovym vlastnim
hodnotém. Je-l1i "(' ‘1ibovolny vektor (slofeny z libovolnych Tv konstant),
Je

Yo u V- (49)
Ndsobenim zleva souéinem AB dostaneme

Soutin AB tedy transformuje vektor z prostoru VoL talk, Ze JjeJ po=-
nechévé beze zm¥ny. Obdobnd 1lze dokézat, %e soudin BA ponechdvd beze zmEny
vektor z prostoru Ug . To Jsou v3ak prévé prostory osvétlené matici A .
Kdyby m =m =4, dostali bychom AB = BA-T. Soudin AB , pop*. BA by
ponechéval beze zm¥ny ka¥dy vektor a matice 8 by byla k matici A inverzni.
Nyn{ v8ak klademe na tyto soudiny omezendjs8i poZadavek, aby totiZ ponechévaly
beze zm&ny alespon vektory z osvitlenych prostord. Matice B pak ziskév4,

Jak je3té& ukéd¥eme, vyznam pifirozené inverzni matice.

Méme-1i obecnon soustavu v rovnic o W neznémych

Ax = & (51}
dostaneme nésobenim matici B zleva rovnici
X = B (52)

jen tehdy, plati-1i AB & (-, tj. patrf-1i vektor € cele do osv&tlendho
prostpru Voo . To znamend, %e {r nesm{ mi{t %&dnou projekci do prostoru \/{3'
#4113 Ze V,_{ey =0 i To Je vdak soustava podminek kompatibility (43).
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V matici B podle (46) tedy pozndvéme pPirozenou inverzni matici,
kterd ddvéd Pedeni libovolné soustavy (51) ve tvaru (52). Plat{i-1i rovnice
kompatibility (43), plati Fedeni (52) pPesnd. Je~li soustava pPeur&end a
podminky kompatibility nejsou splnény, je FeSeni (52) Jen p#ibliiné; minima-
lizuje &tverec "vzdélenosti” R Ax-61% |, o jsme ukszali v druhé &ésti
seminéfe.

Je-1i soustava nedplnd, dévé matice B rovndz jediné "p¥irozend”
redenf, odvozené z "osvidtleného” prostoru Us . K n&mu je treba pripodist
libovolnou linedrni kombinaci “"neosv&tlenych” nulovych vektord z prostoru
Up , do JejichZ "kompetence" ani matice A , ani matice B nezasahuji.

Z uvedendho vykladu Je zPejmé zvldstni postaven{ nulovych hlavnich os.
S vyuZitim transformace k hlavnim osém matice Jsme dospdll ke skvélému
zobecndni drivdj3ich poznatkd a ke klasifikaci lineérnich algebraickych sou-
stav podle stupnd jejich nedplnosti a preurdenosti. Vyznam této transformace
vysvitne 1 2 vykladu v pPi8t{ kapitole, vénované rozboru chyb numerického
fedenl a otdzkém numerické stability. :

9 6
5. pfikled. Matici A = [6 } prisludf vlastn{ hodnoty a vlastni vek-
— 4
tory podle tohoto prehledu:

Ay =13 | Aa=0
3/ {13 | - /{13
2/ (13 3/013,

tak%e moddlnfi matice Je

[ 3 ! -2
U= [u=wlu=u]= 2= [ i ]
3 12 1 3

Podle (25)

3 3 9 6
[M=—ﬁ{2}[13]—\{—1——§-[3 21:{2}[3 213[5 4].

K vypodétu A tedy skute&n& nepotifebujeme znét nulovou hlavni osu Mg, -
Vysv&tleni vyplyne z geometrického zndzorndni. PPisluBnéd kvadrika

T 9 6 X, ) 2
T A x = [ X.%,) s 4 = Gxti 12xx, + X, =1

K

se sklddd ze dvou rovnob&Zek, jak se pfesvddiime rozkladem

Gyl + 12 %, %, + bxg -4 = (3x,+ 2% ~1)(3xqt 2xp+1) = 0.
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Ja gndzornéna ns obr. 1. Jsou tam "‘,'2, X»
t$% zakresleny Jednotkové vlastni
vektory

1 3 . -2
e AL =
e 3 {2} ¢ 3 { 3}
Vzddlenost obou p¥imek od po-
g4tku je 1/{13, coZ je skute&ns
1/\X, . Je to vedlej3i poloosa zde-

generovené elipsy, JeJjf{Z hlavni
poloosa je nekone&nd dlouhd, nebol

Ay = 0. Je zPejmé, %Ze tato hlavni '\/

poloosa nepfindsi %ddnou informaci t\/ AD

o tvaru kvadriky, nebot ob& rovno- )

b&%ky Jsou zcela urdeny hodnotou

4y a vektorem U, .
Transformaci (22) vyjde obr. 1

A__;_[B 21{ 9 6.1, |3 -2 1 39 26 3 «2] [13 o AR
13 |-, 3J6 4‘5323'\53[_00'23_’ o o| |0 o

6. priklad. Je déna “soustava rovnic”, sklddajici se z Jjediné rovnice o dvou
neznémych 3%, + Yx,= 4 . V tomto pripadé A = [3 47,

Danou soustavu doplnime na samoadjungovanou podle schématu (34). Matici
o .
2ia] . [
-"T-“ = 3 0 o]
AT; O :

pFislus{ charakteristickd rovnice

- A 3 4
3 A4 0| =-X+ BL=o0
4 0 =i
a vliastn{ hodnoty A, =-5, 4, =+5, 4, =0,

Ze soustavy AX;=4dy X< (1 = 1, 2, 3) vypolteme vlastnf vektory {X{} - {—v-‘*-'-‘}

s
normované podminkemi (Ju; =1 , Vv =4 . Vyjde ‘
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A Tti R S PR

X | =375 3/5 | 4/5
X3 «4/5 5 | -3/5

Podfitdme-1i 2 rovnic (40), tedy 8 maticemi

ATA = [i][a 41 = [9 12}, AAT = [3 41[:]=[25].

12 16

' 2 k .
dostaneme v prvnim pripad& vlastnf hodnoty 4, = 25, -L; = 0, v druhém
Ae = 25; k nim Jsou pFirazeny tyto vlastni vektory: ’

4 2 3 + 2

At 25 e Ak 25
3/5 | 4/5 | '

Ug _ vl 1
4/5 |~3/5 ~

Ob& posledni schémata lze shrnout do jednoho:

A =5 fA=0
vy
1
Ui Wy
3/5 4/5
4/5 -3/5

Toto uspoFdddni budeme pouZivat i v deldfch pFikladech. Dvojitd evisléd
téra oddéluje "osvEtlené” hlavni osy 4, , W, o0d "neosvitlené” osy U, .

MiZeme se presvéd®it, Ze rovnice (36) jsou splnény. Matice v rovnicich
(42) Jeou ‘

3/5  4/%
U = V k- [ 1 ]
4/5 «3/5

A s [ o}.
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V daném pfiped® 4 =1, M =2, m =1, Soustave zé tedy jeden stu-
pen volnosti a 24dny stupen pFeurdenosti.

U dané matice neexistuje zfejmd Z4dnd nulovd osa V¢ , nebol pro viast-
n{ hodnotu A% = 0 dostédvédme pouze trividlni Fefeni Vy= 0. Rdvnice kompa ti=
bility NGT{r nemé v tomto pripad® smysl, nebot je spln¥na pro jakoukoli pra-
vou stranu U . Neexistuje tedy Z4dné rovnice kompabitibility,jeZ by omezovela
volnost ve volb& pravé strany. Uplné redeni rovrnice 3Ixs+Y%x,=Y se skl&dé
z partikulédrniho #edenf, nap¥. X, =0 , Xe=1 , a8 2z libovolného Fedeni homo-
genni dlohy 3% +4x,=0. Vyjde

{)::S = {o} + K {4} , K 11ibovolné.
T 1 _3

Zvolené partikulérni FeSeni v3ak neni prirozenym Fedenixz odvozenym
z osvétlenych hlavnich os. Pomoci piirozené inverzni matice

3/5 3/25
Tis) T1) ={ }
o

4/25

B = UnLA;:\_Il:

it

vyjde Jjednoznadni pFirozené Pelenf

X, _ 3 R
{x)ﬂ‘ 86 - [4/25] {4 - {16/25 .

Uplné reseni pak zIskdme tak, %e k prirozenému ¥eSenl pFi¥teme libovolny
nésobek nulové osy U,

X4 12/25 ,| 475
Xy ) +K .
16/25 ~3/5
l'l)
2volime-1i ve zvléitnim pfipadd® K = -3/5, dostaneme Pedeni, Je? ioze
df{ve zvollli za partikuldrni. Oba zplsoby zdpisu uUplného FeSeni jsou rovio-

cenné,

T. pfiklad. Pro matici

dostaneuwe dvojnédsobnou nulovou vlastni hodnotu. PF{sludné hlavnl osy tlohy
(35) Jsou
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A = 2 L =0 A =0
’U’q ")’1_
o 1
1 0
Uq Uq Wy
0
0 0

Zde fv =1, M =2, ' = 3. Soustava Ax < { mé proto dva stupn¥ vol-
nosti a zéroven jeden stupen preurdenosti. Rovnice kompatibility zntly =0,
tJ. prvnf rovnice musi mit ns pravé strané nulu, nemdé-li vzniknout spor.

"Osv&tlen™ Jje pouze prostor vlevo od dvojité svislé Eéary.

8., pfiklad. Zvolime nyni pondkud mén& “prihlednou” soustavu

r 3 3

(2 4 -1 0 3 Xy &,
1 -2 1 3 2 Xz G,
- 'x'3 S >
4 0 6 7 Xa 4y
5 -1 3 8 Xg 6@
e h - Lo P

Wejprve najdeme nulové osy, JjeZ net;udeme normovat anli ortogonalizovat

(v nulovyeh o8 to neni nuitné). Zkusmo najdeme t#i nezdvisléd FeSeni homogenni
soustavy Aw =0 s dvé nezévisléd Feden{ adjungované homogenni soustavy
AT = 0 . Dosteneme nap¥. vektory, oznalené v tabulce 3 , Uy 5, Us ,

Vs , Y4 . Soustava A ATVeA{w mé matici Etvrtého Pédu; abychom ji nemu-
sell pPimo ¥edit, wyuZijeme ortogonalitu hledanyeh o8 V4 , 4, % nalezenym
nulovynm osdm WV, , Vy . Tak se ném pode¥i eliminovat dv# promEnné. Vznikne
~ soustava 8 matic{ druhého Fddu, dévajfci kvadratickou rovnieci pro A

Nekonesc dostaneme tato Pedeni (hodnoty v tabulce Jsou zaokrouhleny):

»
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A =15,435 | 4 = 6,911 A =0

’U’d 'V'Q_ ’V'a t\rq

0,287 -0,467 1 2

0,157 0,525 2

0,600 0,583 -1 0

0,730 -0,408 0 -1

Uy We Uy Ay Ug
0,439 -0,017 -2 6 14
0,338 =0, 776 3 -3 -1
-0,017 0,287 8 0

0,406 0,957 o] -4

0,727 0,067 0 0 -8

V tomto pfipadd v =2, M =35, M = 4. Proto existujl Mm-p =3
stupné nedplnosti a M- jv= 2 stupné preurfenosti, tj. dvé rovnice kompatibi-
lity. Nulové vlastn{ hodnot& pfisludi ™ + m - L =5 vlastnich vektorf,
linedrné nezédvislych.

Rovnice kompatibility Jjsou
VTl = 0 W =0 ,

€111
'(?‘4 + !L("L - 6’3 =0

2.6'4 + GL - 6(_‘ - 0.

Pravd strana soustavy rovnic tedy nemd%e byt volena libovolnd, nemaj{-
1i si rovnice odporovat; poslednf rovnice tuto volbu omezujf. Déls existujd
t#i stupnd volnosti, nebot ke kaidému partikuldrnimu Fedeni dané soustavy
1ze pPipodist vektor

{x} = Kyfuy + ke fued + Ky fur),

kde K4 aj K;, jaou libovolné konstanty. V¥sledek bude rovn&% FeSenim
dané asoustavy.

Pro doplnéni uvddime jeXt& tvar matice A v rovnicfch (42):
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15,435 0 10 0 © '

AL |osmle o ol A« o
0 0 : 0 o] C 0 ' 0
0 o 10 o o :

Ostatnf matice v téie rovnici Jsou
\ i ]
U = T, Uy b Uy gy 4g) =IU°",U(;]

Ve [y b vgvg ] = [Vu.".V(.‘:]-

Zde Jjsme odd211li nulové hlavni osy obdobné& Jjako v revnici (25).

4, ROZBOR CHYB ReE3ENT LINEARNT SOUSTAVY A NUMERICKA STABILITA

Tuto kapitolu zalpeme vyli{€enim nepfijemné pfihody. InZenyr potebuje
Pe3it linesdrni soustavu algebraickych rovnic. M4 m rovnic o M neznémych

Ax = & (53)

a determinant soustavy fA je rlzny od nuly.Hodnost matice soustavy i roz-
3{fené matice Jje Stejnd a rovnd sg ™M ., Je tedy jisté, Ze Fe3eni existuje a
Juo Jediné. Je=li ceterminant LA rdzny od nuly, nemohou existovat Z&dné
nulové vlestn{ hodnoty, takie Jv = " = a . Soustava nemé %4dny stupen
volnosti, eni neni preurdend. InZenyr proto s divérou svéri Fedeni wvjpodetni-
mu stfedisku a olekdvd vysledek. Foéital pracuje s pPesnosti mnohem w&t3i1,
ne? Jjakou miZe infenyr potfebovat, vysledky pPezkoud3f a dodé zpst inZenyrovi,
ktery udlohu zadal. Ten v3ak neni spokojen. Shledd, Ze ndkteré hodnoty, JeZ
ausfi byt kladné, vy3ly Jjako zdporné; hodnota, kterd mé podle odhadu mit veli-
kost nakolika desitelk, vyélé pes dvacet tisfc. InZenyr je velmi mrzuty,
nebof neni schopen nalézt chybu ani v dané soustavd, ani v jJejim Fedeni, a
pPrece je Jisté, ¥e vysledek Je zcela falesny. Budeme nyni zkoumat, co miZe
byt piiéinou takové neshody.

F¥edpokléde jme, Ze znéme 8 velkou presnostf matici A , kdeZto pravou
atrann Ar znéme s pPesnost{ relativnd mendf, av3ak stdle jedté z technické-
ho hlediska piijatelnou, napt. s presnostf 0,5 %. Chyby tohoto vektoru mohou
byt zplisobeny nap?. nepfesnosti mé&feni, jde~li o hodnoty zIskané experimen-
tslnd nebo odméFenim z vykresu. Pak ovdem misto soustavy (53) rfelime de facto
Jinou scustave

AY - T (54)
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kde

X = x+g
L= Lrp
Pomoci (53) vyjde z (54)
Ag - ¢ (55)

Pr{ina velké chyby je skryta v transformaci (55). Neméme toti% nijak
zarudeno, Ze matice A“ transformuje vektor malych chybd A op&t ve vektor me-
lyeh chyb§. Neopak, snadno se stédvé4, Ze malému 3 odpovidé velké g .
¢{m to miZe byt zpisobeno? Abychom to prozkoumali, zavedeme transformace

= yp'
b - e e
§ ~U¢g’,
Jimi% naBe soustava (55) prejde v diagondlni tvar
Ng' = p' . < (57

Matice U a V  jsou nynf mx m , nebof stupen nedplmosti i pPe-
urdenosti je nulovy.

Teoreticky je dlleZité, Ze se %4dnd vlastni hodnota Ay nerovné nule,
tak%e soustavu (57) lze Pesit. Prakticky viak ka?d4 vlastnf hodnota blizké
nule zplsobi velky vzrist chyby vysledku, nebof pro 4 -ty Pédek platl, e

oA 0
1 32 L] (58)

a pro 1 A; 1K1 .jelg‘i,l > 104l . Protofe transformace (56) jsou ortogondlnf, tJ.
ponechévaj! délky beze zmny, je téz [Ec1DIPd) . Sta¥f, aby jedin4 viastnt
hodnota byla blizkd nule, a #edeni mi¥e byt i malou chybou vstupnich dat
podstatnd znehodnoceno. Je také jasné, Ze zvdt3eni chyby predepisuje inverzni
matice A™' , byl presnd vypodtend, nebof d&vd na phfslusné ose tak velké
€initele, %e i mald chyba vstupnich dat zkazi cely vysledsk.

Velké matice se zpravidla neinvertujf{, neni-1i to nutné. HM{sto toho se
celé soustava Fe3l iteraci (postupnymi aproximacemi), které majf{ tu vliastnost,
%o diive zprfesnuji vysledky pomoci{ velkych vlastnich hodnot neZ malych, takie
fedeny, které mohlo byt zpolétku piijatelné, se daléim."zpfesﬁovénim" zkaz{,
ztrat{ numerickou stebilitu.

Kritériem numerické stability se tak stdvd pomdr

1A
1 At min

(59)

=
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NemiZe to byt velikost detefminantu |A| , jek by se mohl nZkdo domnf-
vat, nebof tuto velikost 1ze zm¥nit napf. nésobenim matic A a & stej-
nym &fslem, ani% se zm&ni vlastnosti sousdtavy.

Co se d&je, nechéme~li n&kterou z vlastnich hodnot - napf. Ay =
konvergovat k nule? V tom pripadd dostévé neznémé gé v soustavs (57)
fpylevey yéhu', Vzhledem k transformaci (56) poznédvéme, %e nulovou véhu mé
pak © -ty padek v soudimu U'g , tedy

T

§ = wg - | (60)

To znamend, %e¢ v nadienm Feleni ztrdci tento soulin uwrditost. Linedrni
kombinace Uy G+ 4hey§at - H Ui Em DEDIVE bud nekone¥n& velké (a tedy
neur&ité) hodnety, mebo musi byt fp; = 0 (v tom pfipadé ddvd (58) neurdity
yyraz). Informace %z ¥ddku (60) tak ztrédc{ vyznam. Tato linedrni kombinace
ge prosté v nadl soustavé prestane vyskytovat. Soustava je &tvercovéd jen
zdénlivé, nebof linedrni kombinace (60) z nf mizi; za¥ne se jevit jako sou-
atavg "skoro obdélnfkovd”, pokud js kombinace (60) zastoupena slab¥, a jako
obdéinikovd m ¥ fim, ; M & v, ztrati-11 se tato informece dplnd. Vektor
vlastnich hodnot 44y se tak stdvé nulovou osou, Jeji% prostor se postuphé
“zatemnuje", Tak vznikd velkd "volnost” ve vysledcich Fefienf, kterd je pri¥i-
pou ztrdty numerické stability,

9. piiklad, Je dédna soustava
9 6] [x b
6 4 1 Kz, ty
Matice soustavy je totoZnd s matic{ z pifkladu 5. Po transformaci

g=UTx ) = U4

dostaneme soustavu /\g =(5

3%+ 1% 36+ 16,
13 ° Vi3 - T3
« ~1% + 3% =264 436,
© ° [y A3
Prvn{ #4dek 8 nenulovou vlastni hodnotou dévéd Fedeni
_ 3¥q + :LX,_ - 36’1 + 16‘1
€ 7y T Thiwm
a druhy Pddek s nulovou vliastni hodnotou dévd rovnici kompatibility
A 2 é’-f + 3(71_ = 0
6 :
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Je to rovnice Vi'é EU-{&- ; vzhledem k soumdrnosti matice platf, Ze vV g U

Hodnota
- 0x%g + 3%,

Ee "

ge z Peleni ztratila.

Kdyby druhd viastn{ hodnota je3tZ nebyla nulovéd, ale v 1imit& se k nule
bli{%ila, a kdyby nebyla splndne podminka kompatibility , rostlo by g,_ v 1i-
mitd nad v3echny meze. PFi vypoltu se zaokrouhlenymi &isly bychom "splnili™
ob& nekompatibilni rovnice libovolnou volbou §z =C , poxud 1CI>» Vol

10. pfikiad. Ze soustavy Ax =& g maticf z pP{kladu 8 se ztrati tyto li-
nedrn{ kombinace neznémych:

Ay X =A%, + 3%y + 8x,

MT.;X d GXq'—%XL-—L{Xq

L]

‘(,LTS.)( 1”’5‘1" X?_ -8Xg

Nedostaneme Je (a ani jejich vzdjemné linedrn{ kombinace) Zédnou kombi~
nac{ $4dkd dané soustavy.

5, RozDfL MEZI VEKTOROVYM A ANALYTICKYM POJETIM MECHANIKY

Uvedems nejprve Jednoduchy :
pf{klad. Hledejme rovnovéZnou P
polohu ¥klikového mechanismu, za-
tiZeného silou O . Ptéme se,
Jak velkd mus{ byt sila P, pri
ni% se mechanismus ustavi v rove
novéiné poloze. Hmotnost mecha- Q
nismu lze zanedbat. Klika svird
v rovnovédiné poloze 8 osSou me-
chanismu dhel lp (obr. 2). Obr. 2
Jsou mo#né dvé metody Fefeni.

L
A
L4

1. Jednotlivé ¥leny mechanismu “uvolnime" a JjeJjich vzédjemné plsobent
nahr(adime reakcemi (obr. 3). Pro Jednotlivé &leny napiZeme rovnice rovnovéhy

P-N = Qtgy
N = Qtgp- ‘ (61)

Z nich plyne hledand rovnice

P = Qltgy + tgp), (62)
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piPilem?

Obr. 3

2. Vyuiijeme Lagrangeoviv princip virtuélnfich pracf. Klice ud&lime
z rovnovdiné polchy "virtudlni” vfchylku Sq a napiSeme, Ze celkovd préce
5A , kterou vykonajf sfly P a Q bshem takové infinitezimélni vychyl-
ky, Je nulovd. ProtoZe pisobist® sily Q se posune o “T(A(}kaf'}'taﬁwgq’) &F,
kde%to svisly posuv klikového &epu &inf 7'0N‘fd?» dostaneme rovnici

SA =Pr cosy Sy - Qv (sing + tgP coay) Sy = 0, (63)

z ni% ihned plyne vztah (62).

Jaky je rozdi{l mezi ob&ma postupy? Prvni postup se zakléds na Newtonovd
mechanice. S{ly, které Jjsme do vypoltu zavedli, vyhovuj{ zékonu o skeci a
reakci a ddveji na klice i na ojnici nulovou vyslednici, nebot zrychleni
t3chto &lend je za rovnovdhy nulové. Pro kaZdé t&leso tedy mus{ platit t¥i
poduminky rovnovéhy (z nich% dvé jsme respektovall jiZ p#1i kresleni sil na
obr. 3). V druhém pPipadd jJsme vystaéili s jedinou podminkoun SA=0 g
dostali Jsme tyZ vysledek. Jek Je to moZné?

Je to tim, Ze v prvnim p¥fpadd formulujeme t¥i rovnice rovnovéhy pro
vektory 2il, kdeZto v druhém piipadé formulujeme obecny princip pro virtudl-
nl préci. Variace jediné skalérnf veliliny A mé v sobd vdechny potiebnd
informace k #e¥eni dlohy, k némuZ bychom Jinak pot¥ebovali Best rovnic rovno-
véhy pro vektory sil.

Newtonlv pristup md nevyhodu této v&ts81 pracnosti; poskytuje za to vice
veliéin, neZ kolik potFebujeme. Dovime se t¥eba, Jak velkd je vazebni sfila N
na kPiZékové dréze. Vyhodou tohoto postupu Je, Ze inZenyr Je zvykly pracovat
s vekiory a zplsob Fedeni Je blizky jeho my3leni. Newtonova metoda povaZuje
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sflu za veli¥inu prvoini, préci za velifinu odvozenou. Jde tedy o vektorové
poJjet{ mechaniky.

Proti tomu Lagrange povaZiuje za prvotni velilinu prédci. Jeho princip je
mnohem obecnéjﬁi. Vy¥sledek z{skédme, aniZ potFebujeme znét podminky rovnovéhy
soustav sil. Princip zcela pomij{ vazebn{ sfly, po nich%f se neptéme. Vede
tedy kratéeji k efli, Je v3ak méné nézorny. Vektorovd "hra sil" zdstévé
skryta v matematickém formalismu. Lagrangelv princip Je zékledem analytického
pojet{ mechaniky, kbteré Je blizké zplsobu my3leni splle teoretického fyzika
nez inZenyra, AvSek teoretické a praktickd strénka inZengrskych v&dnich dis-
¢iplin se dnes jiZ natolik prolinasji, Ze rozd&leni mechaniky na teoretickou
a technickou (aplikovanou) neni zdaleka tak zfatelné ani dlleZité,jako byvalo
drive.

Oprostime-1i se od Jednostranného uvyklého zpisobu my3leni, podabi se
ném dospét mnoher d4le. Na levou stranu rovnice (63) lze pohliZet jako na
elementérni préci, kierou vykond sila F  na elementérnf dréze 05 .

Pro takovou préci plat{, 2e SA = T8 . V naSem pripeds miZeme za elemen-
térn{ "ardhu” povaZovat pootoleni kliky Sq . Pak v3ak budeme mit

5 - &{ (64)
T = Proooy - Qr(aimy +tg B cony) (65)

Uhel Y neni skute€nou drahou § a redukovany moment sil P aQ
podle (55) neni skute&nou silou, ZtotoZnili Jjsme Jje pouze formdlps, Miuvime
proto spfde o zobecn&né dréze (popr. o zobecndném posuvu) & o zobecniné sile.
S nimi nabyvé rovanice (63) tvaru ' ‘ '

8A = F(s)bs = 0. (66)

Uzitf zobecninych posuvl a zobecndnych sil je pro enaelytickou metodu
v mechanice typické. Rovnice (66) Je proti rovnicl (63) mnohem p¥ehlednsjiLl; -
vyklad vSech takovych rovnic Jje stejny: prirtstek préce = sila X piiristek
dréhy.

ProtoZe zobecn&nd silla ¥ Je Jjednozna&nou funkeil zobecndného posuvu S,
tj. funkel dhlu ¢ , miZeme zavést potencidlni energii (tj. "zdsobu" préce
vn& j&ich sil) :

¥
V - - X F(s)ds - : (67)
- §=o
Tato "zdsoba” se zmenduje, vykonajf-li sily préei 5A .y proto Je na
pravé strand (67) zdporné znaménko. Rovnice (66) Je pak totoZnéd se vztahem
8V =0 , coZ znamend, %e potencidlni energie V , tJj. integrdl (67), mé za
rovnovéhy staciondrni hodnotu. Vy3etfeni podmfnek, za nich? integrél nabyvé
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staciondrnf hodnoty, je zékladni dlohou variainiho po¥tu. Euler ukédzal, Ze
tuto ulohu lze redit elemkhfédrnimi prostredky, tedy i bez znalosti piFislusné
teorie. Budeme se tim zabjvat v pristi kapitole.

6, STACIONARN HODNOTA URSITEHO INTEGRALU

Typickym problémem tohotg druhu je udloha o brachystochrong (o kiivce,

po ni% dospé&je hmotny bod v gravitatnim
poli z bodu A do bodu B v nejkrat-
3{m &ase), Formulovil Jji poprvé Jan
Bernoulli roku 1696. Neznémd k¥ivka AB
(obr. 4), po ni{# Y& bez ti¥eni pohybuje
hmotny bod; mé Fovhici

X y =, (68)

Cas nutny k pohybu z bedu A do
Obr. 4 bodu B dostaneme z rovnice pro
rychlost

d ot i \] 19 («-y)

S
ry
ol
Q@

4 gG ‘1+’\"§11 d'
t g7 2 Tewm X | (69)

Poslednfi rovnici bychem mohli zkrécend zagpsat takto:

- b
t o= J F(y,y)dx

(lohou nyni je, urdit funkei Yy = f(x) tak, aby vyhov&la okrajovym podminkém

flw = oy f6) = p | (70)

a zéroven poskytla nejmen3i moZnou hodnotu integrédlu (69). Misi to byt funk-
ce spojitd, mus{ mft derivaci podle X (spojitou tednu). Lze dokézat, %se
existuje jediné funkce, kterd splnujs tyto podminky. Hodnota integrélu (69)
nezdvisl na promdnné X , ale na tvaru funkce ﬁ (X); Fikdme proto, %e t
je funkeciondlem zévislym na funkci Y (%},

‘Nyn{ budeme stejnou dlohu formulovat obeendji. Je déna funkce t#{ pro-
mennyeh F = Fly 'Y %) & urlity integrél
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¢
I“‘wg”‘é"é’ix)dx- (1)

Tento integrél Jje tedy funkciondlem. Hledéme funkci ’§==f(x} s okrajo-~
vymi podminkami f{(a)=o , §(¢)-B , pro ni# nebyvé funkciondl T stacio-
nérnf (nejZast&ji extrémni) hodnoty.

Vyjdeme ze zndmého zplsobu ¥edeni stacionérnf hodnoty funkce né&kolika
prom&nnych; parcidlni derivace této funkce podle jednotlivych proménnych se
rovnaj{ nule. Na3i Jlohu pfevedeme na tento znémy problém diskretizacf funk-
ce 5{% {(x) . Usedki {-a rozdélime na stejné délky se soufadnicemi AZli-
cich bodl

XJ;aSX1ixzi “"";Xfwix.onq = {
Mo T M M ey Y i Yoart = 6.

Budéme tedy mft funkel %, = f(xg) misto 4 = f(x) . Pro derivaci bude
platit vztah

Z,b_:“ (ﬂ_) - '\3‘&.11 ..)3& i

AX Xm)(& x‘ﬁ,—H - X.fb (72)
Integrdl (T7L) nahredime souftem
' w
S - E Flye i 2a i %) (g, ~ Xe)- (73)
Na pravé strand (73) méme funkci nezndmych %, s Ye v een o Mo

nebot Zy Je ddno podflem diferenci podle (72). Mohli bychom nynf podle
nich derivovat, derivace poloZit rovny nule & sledovat, co se bude dit,
bude-11i Ax'-xiﬂ‘~><h v 1limit& pFechdzet k nule. V tom pripadd - jak oleké-
véme - prejde soulet S v integrél 1. Nejdfive vEak vztah (73) nepatrnsg

obméni{me. ProtoZe Mp @ V@vd e 1131 1ibovolné mdlo, miZeme je ¥ soudtu
S =zem#nit, takze budeme mfit

S = [ F.("jjﬂ ’zg i 3(3')(3(3'“ :“X) .

§e0 ¢ (74)

LY

Budeme~1i nyn{ soudet $ derivovat nap#. podie 'ﬂﬂfq » musime pamato-
vat, %Ze %ﬁdi se vyskytuje ve dvou sousednich &lenech, toti% ve &lensch j,: &,

a § =f+4 vzhledem k definici (72). Parcidlni{ derivace podle Yoo tedy
a4

28 I
. (-
M, ., ( Ty )"“‘rb Kot " X&) *

()

2
Ty (.___L) . (75)

=Xy ’()"5, Lo Xg oy

w 30w



DElime diferenci AX =X -xX a dostaneme
1 &

{ WA (_?1.)1 .0 (76)

) X : .
'\é A 'g X X‘k.
‘ﬁaﬂo, ly 2, RN - 1,

Prejde-11i AX v limité ¥k nule, plyne 2z rovnics (76) diferencidlni
Eulerova~-Lagrangeova rovnice

W dx \ Ty

kterd je zékladni rovnicf varia®niho podtu. Pri jeJjim odvozeni jsme dvakrét
pouZili limitn{ pFechod (0d spojitych funkel k diskrétnim a naopak), coZ
nemusi byt vidy pdipustné. Eulerovo odvozeni tedy neni - na rozd{l od
Lagrangeova, které uvedeme déle - zcela rigorézni. :

oF d 2F
( >=o, (a=x%6), (1

Lagrange Fe8il tutéZ dlohu pon&kud Jjinak, Jjak nyni{ ukdZeme. K funkei
M =ny()priddme libovolnou funkei Oy » 0y(x) . Lgze si ji predstavit jako
£ -nésobek libovolné spojité & "rozumné”™ funkce @(x) , tedy b_'yagff(x) .
Prirdstek 6«4 oznadujeme jako
“variaci funkce” N (x ). Neni to
Y ‘ obecnd "skuteény” prirdstek funkce
y(x), tJ. diferenciél dy- %;zd,, ,
alkoli jde také o infitezimélni ve~
1i¢inu. Soudet % +5% Jje proto
v nekone&n& blizkém okoll funkce
- M(x) (obr. 5) a neménf stacio-
{5 nérn{ hodnotu funkeciondlu (71),
® takZe ' ‘

Sy

Cbr, 5
& & &
§ [ Fax « [ Flyely yely ix)dx- [ Fly, ¥ i ax =0 (78)
[ a O ..

Pryni &len rozvedeme podle Taylorovy Pady a malé &leny vydsich P44l
zanedbdme, Po dpravé bude

bAF AF

g (WS'\J * W 5};)0()( = 0.
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Druhy &len upravime integraci per partes

6 “u ., 0F
S '3; Sy = [ 5«3] f%(w}gydx.

Budeme pFedpoklédat, Ze "okrajovy &len”
aF b
51 '[Ws“y]a, (79)

se rovnéd nule, takZe zbyvé

& 9F d (OF
f['}«j Zi("o_‘)]sde"

ProtoZe Jsme &y (x) zvolili libovoln& (aZ na nepodstatnéd omezenf, kte=
ré jsme zde ani neuvéd¥&li), musi byt vyrsz v hranaté zédvorce posledni rovni=
ce nulovy. To je v3ak rovnice (77).

Okrajovy &len mé tvar (79) a musi se rovnat nule, mé-1i mft funkciondl
skute&ns staciondrni hodnotu. Je z¥ejmé, %e bud musi byt Ey(a)-&y(é) =0,
Jak vy%adujf podminky (70), nebo by musilo byt

"
’6};'

Podminky (70) predepisujf fixni hodnotu funkce % (x) na ckrajfch
intervalu, takZe variace v t&chto koncovyeh bodech intervelu musi byt nulov4.

Jsou to "podstatné” &1 geometrické podminky, kdeZto (80) jsou "pPirozensd”

okrajové podminky, vyplyvajl samy pPirozend z variadni{ dlohy; -mejsou-1i-
geometrické podminky splnény.

F

— - 80
Py 0. (80)

Obdobn& bychom odvodili, Ze funkciondl

I “JGF(y.‘y'.‘j"iﬂ”"‘ (e1)
nabyvéd staclondrni hodnoty, Je~-1lli splnéna Eulerova-Lagrangeova rovnice
%_ _é‘.‘.!.‘i%. . ;%-%,— 0 (82)
a vymizi-li okrajovy &len
5]'[(%‘ '% %)5‘1 IR 5‘4']0 ' (83)
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7. 0 PRIPUSTNCH FORMULACICH CKRAJOVICH PODMENEK

Je Jednou z nejkrédsns}3ich vlastnostf variadni dlohy, Ze poskytuje sama
Gpiny po¥et vdech geometricky &i fyzikdlnd piijatelnych okrajovyeh podminek.
Abychom to bliZe objasnili, uvedeme Jjako pfiklad Pedeni ohybu nosniku, zati-
faného spojité rozdélencu silou Q'(x) [N/m] . Potencidlni energie napja-
tosti Je

3 A
U = 5§ (g ax (84)
)
a potencidl vné& j3fho zatiZeni Je
£
_ (8%)
Vo= - [ guyax
)y
Podle Lagrangeova principu je tieba minimalizovet integrél
4
f
T-U+V = J(5yt-qy)dx. (86)
0
Te Jje véak funkciondl typu (81). Proto musi podle (82) platit, Ze
¥ (x) - g0 = 0. (87)

Je=1i tato rovnice (tj. diferencidlni rovnice chybové &éry) splnéna,
zoyvd 2z varisce funkciondlu Jedté okrajovy &len (83)

53« & L-4"(0) 6y (&) + 4" (0) §y (o) +
£y (8) by (4) - 40 8y (0) T - (88)
Ten se rovndi musi rovnat nule. Na kazdém konci ( X=0 a x=¢ ) pust
byt tedy splnény tyto podminky:

bud 5% =0, nebo y' =0,
bud 5’5‘ = 0, nebo y' = 0.

Na levé strand jsou podminky geometrické (pPedepsany pridhyb, predepsany
sklon), na pravé prirozené (pfedepsand posouvajici eila, pFedepsany ohybovy
moment).

Kdybychom tedy pPfedepsali okrajové podminky nap’. tak, Ze by platile

y'lo) =0, y'(o)=0 , Y(e) = 0, y'ie) = 0,

¢ostali bychom nepiipustnou kombinsci okrajovych podminek, nebot by obecns
zlstalo
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57 = hy"(0) dylo) + 0

v rozporu se zékladnfa fyzikélnim principem {8 principem virtuélnich praci),
Skuteénd, tyto okrajové podminky pozaduji, eby nosnik byl na pravém konci
dokonale vetknuty a ne levém m&l nulovy sklon a nulovyy ohybovy moment,
Témito podminkami Je v8ak noenik fyzlkdlné vézdn vice nez podminky skutedns
predpisuji. Je~li napf. ¢ = konst., lze dané podminkysplnit jen tak, Ze
na levy konec bude phsobit reakece Q€/3 a prihyb bude mit zcela urdéitou
velikost Y(0)=(4¢%)/ (72E37). To vsak znamend, ze OJy(o)+ 0 , takie také §]=0.
Doséhli jsme tedy sovuladu 8 Lagrangeovym principem, av8ak za cenu ztréty
volnosti ve vyb&ru prihybu % (0) na levém konci nosniku. To je v rozporu

s plvodnim znénim okrajovych podminek, které takové omezeni nepredepisujf.

vidsli Jjsme, Z%e Lagrangelv princip poskytuje nejen diferencidlni{ rovni-
ci problému, ale té% v3echny p¥ipustné kombinace okrajovych podminek.

8. DISKRETIZACE PRUZNEHO KONTINUA A OMEZENT POSTU STUPNG VOLNOSTI VE STATICE

Pretvofeni pruiného tdlesa je zndmo, umime-li u ka?dého bodu ( X sY L 2)
télesa urdit jeho polohu po deformaci (X +U,Y +V, 2+ W), K tomu pot¥ebuje-
me u ka%dého bodu zndt trojici posuvld W, ¥,w, které jsou obecnymi, aviak
spojitymi funkcemi souradnic. */ Protoie v ideélnim t&lese je nekone&nd
mnoho bodd, Jje tvar deformovaného télesa urden nekonedn& mnoha ddaji. Pruzné
t&lesoc mé tedy nekonednd mnoho stupnd volnosti. Proto miZeme Jjeho deformaci
Uplné popsat Jjen spojitymi funkcemi, které v3ak umime nslézt jen v jednodu-
chych pPipadech; Jinek jeme odkdzéni na pPibli¥nd Pedent,

Nejéasté& ji v3sk ani nepotfebujeme zndt vBschny podrobnosti; stadfl, znd-
me-1i posuv &1 prihyb jen v ndkterém mist&, Ani napjatost nepotfebujeme znét
ve viech mistech stejné podrobnd, SnaZime se tedy rozsash Wlohy omezit.
PouZivéme~1i k vypoltu &islicovy poditald, je rozsah moinych vypoltd limito-
vén jeho paméti; newhieme pracovat s nekonednd mnoha &¢iselnymi vdaji. SnaZfi-
me Se proto vddom# Wdelnd omezit polet stupAl volnosti, které pojiméme do
vypo&tu. NEkdy za to musime platit ztrdtou dosaiitelné pfesnosti Ziskem Je
omezeni rozsshu nutnfech vypoltl.

MiZeme postupovat rizn&. Bylo by zajisté mo%né nahradit pruiné t&leso
soustavou konelného po&tu idedlnich pruiin. Takové néhrada neni vdak u ndko-
likarozmérného kontinua nikdy dokonald. Nepoda¥{ se nap®. najit takové uspo-
#4déni pruZin, aby néhradni systém dokonale modsloval elastické vlastnosti

%X/ V¥ teorii pruZinostl se poZaduje spojitost derivaci posuvl aZ do tistiho
Pédu véetnd.,
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izotropniho t¥lesa pro namshdni tahové a smykové zéroven, ledaZe mé pomdr
moduld pruZnosti v tahu a ve smyku uré&itou, nikoli volitelnou velikost.

PoZet stupnd® volnosti lze v3ak omezit i jinymi zpisoby; o ndkterych se
nyni krétce zminfime. Pro strudnost se omezime na jednorozmérny piipad nosni-
ku“,ﬂ pro ktery plati diferencidlni rovnice ohybové Eéry (87), jeZ plyne z va-
riaént ¢lohy (86),

Tvar ohybové &&ry bude urfen, budeme-11i znét prihyb Y v kaZdém
bodé X . Potfebujeme tedy zndt nekoneénd mnoho hodnot. Dospivéme k zdvéru,
%e nosnik mé nekone¥nd mnoho stupnd volnosti.

Je-1i nosnik prosté podepfeny a majf-li podpory vzdédlenost ¢ , miZeme
Jeho ohybovou &4ru vyJjad¥it ve tvaru Fourierovy rady

. T Ak ,_ (89)
Y —wa«hm Z _ .

8 nekonelnd mnoha soudiniteli 0-{,, ; €0 odpovidéd rovnd% nekone&nd mnoha
stuphtm volnosti.

P¥esné fedeni prihybu nosniku je snadné, mé-li nosnik konstantni prifez.
Nekdy v3ak mife byt Fe3eni nesnadné, a tu se snaifme z{skat alespon pFibliz-
né Fedeni, Ziskdme je v&domym omezenim podtu stupnd volnosti dané lohy.
¥i%eme nap¥. vybrat z intervalu @ < X <0 mnofinu "diskrétnich” bodd Xg
v nichZ budeme hledat funk&ni hodroty ‘%L » JichZ Je omezeny polet. Deriva-
ce mi%eme pFibli%nd nahradit diferencemi a dosadit bud do rovnice (87), jeZ
prejde v soustavu lineérnich rovnic pro %, , nebo do rovnice (86), jeZ
pfejde v kvadratickou funkeci hodnot Yo o kterou minimalizujeme anulovénim
derivaci podle jednotlivych neznéamych Yo * Ti{m dostaneme rovnd% linedrni
soustavu pro Y (% =1, 2, ..., m ). Tek jsme postupovali v kapitole 6.

Misto toho miZeme prihyb pPiblizng vyJjddfit jako soulet Fady zvolenych
"bézovych™ funkei, vyhovujicich alespon podstatnym (geometrickym) okrajovym
podninksm v

Y = Ouhr OV + @ (XD + .4 a,%f,h’(x). (90)

Prikladem takové Fady Jje Fourierova fada (89), pokud bychom v ni pone=-
chali jen omezeny podet &lend. Volbou M souéiniteld Q.ﬂ‘ Je funkce Y
urdena, takZe nesnik mé nyni v stupnd volnosti. Omezenim podtu stupnd
volnosti ovdem omezujeme i dosaZitelnou pfesncst PeSeni. Funkei (90) nyni
dosed{me do (86) =2 konstanty Gy, volime tak, aby funkciondl nabyval stacio-
ndrni hodnoty, tedy z rovnic

T v
— = (0, ’ﬁ;zlg 2y casy M (91)
’0%‘ ’

Dostédvame tak linedrni soustavu rovnic pro Qg o Minimalizaci funkciow
nélu 1| dosdhneme nejvyhodndjdtho vybsru konstant %y 8% Qg . tak aby

funkce Y  byla nejbliZe sprévnému (pFesnému) FeSent. Oplné shody bychom
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dosghli jen tehdy, kdyby fada bédzovyeh funkci (90} byla Schopna popsat pfes-
ny prib&h ohybové &éry. Obecné v3ak tomu tak nenf., To je podstata Ritzovy
metody.

11. priklasd. Nosnik rozdélime na dv& poloviny; Jje to nejhrub8f moiné dé&leni,
takie nemifeme olekdvat pF{1i8 presné

vysledky, ziskéme je v3ak s neJmensf q
némahou. Jako ukézka aplikace metody TTTTTTTTT] H 1
to postati, Budeme tedy hledat funkéni
hodnoty v bodech Xo =0, X, = ¢/2 | /2 /2
X¢ = £ . Abychom mohli vyjddfit &tvr-
tou derivaci ’\J-‘j pomoci diferenci, B p o
potiebujeme Jjedté fiktivni pomocné -4 (¢] 1
body X, =-{l2 , X3 = 3¢/2
{obr. 6).

M{sto rovnice (87) bude platit

O~ ===0 & O e o O

P Py

Obr. 6

S/L)q (ya-qu_ + qu“ L"%O + v—'l) = a' ‘

Ptitom "jo = ':]1 = 0 a vzhledem k soumdrnosti téz 42,, = «33 , tekie
ge"
6"3’1 + vy T Tiek

Mimoto mus{ platit, Ze ohybovy moment,a tedy i derivace ‘\J"'—" -}V.;(«j, -2\30 *"‘1")2
je v bodd Po, nulovéd

Yoo LYo 4 Y = Yoty 7O
Vyloudenim hodnoty ’\3.4 dostaneme

g€
Yo © “eue

misto pFesné hodnoty

. 5qe* _o_act
3T v & 76,8 o

Resenf{ bychom mohli zpifesnit volbou jemnéjsiho d&leni intervalu, oviem
za cenu v&t3{ pracnosti. Misto toho miZeme vyjit z rovnice (90). Zvolme nap?®.

X
I\j = Q,Am“"[“'

Je to Pada (89), v ni% Jsme ponechali jediny ¥len. Pak podle (86) Jje

4 =% (Y., xx t nx
Iwa,"—i—ﬁfm"*z-awa,g_ Awu“[dxn
. [+ E [s]

m45~



, Tt 29¢
= ol GgEs A TR
% pedminky 2T /%a,+0 plyne, e

kgev . _qgtt
@y=Ye T gt 76,5 %

Chyba vysledku Je tedy Jen 0,4 %. Tak vynikajic{ pfesnosti jsme doséhli
prote, Ze zvolend bézové funkce - sinusovka - splnuje nejen geometrické, ale
i piipozené okrajové podminky (na okraji intervalu vymizi nejen prihyb, ale
i jeho druhé derivace, tJ. ohybovy moment). Kdybychom zvolili bdzovou funkci
napi, :
o= k(%)

tedy kvadratickou parabolu, splnili bychom jen geometrické okrajové podminky
g prespost Fedeni by byla ponékud hordi. Ponechdvéme &tendfi, aby se o tom
preavédéil.

Uvedenymi pfiklady jswe problematiku zdaleka nevylerpali. Nebylo to ani
nasim wmyslem. Stupné volnosti omezuje téi metoda kone&nych prvkl; je moZno
Ji povaZovat za zvldstni spojeni obou zplisobl zde uvedenych. Deformaéni va-
riantd této metody, kterd je nejrozdfifendjsf, v&nujeme celou daldi kapitolu.

9. LAGRANGEOV PRINCIP Vv METODE KONECNICH PRVKD

Zatneme opét s piikladem noshiku, pro ktery plat{ varie&ni dloha (86).

K Jejimu PefSeni poulljeme Ritzovu metodu, tj. vyjdems ze vztahu (90). Upravi-
me jeJ viaek tak, aby konstanty Q¢ , Qa2 , ..., Q,, byly nahrszeny prlhy-
by Yo Yo s ceer Ya a sklony v Yi 4 eees Yy  Na vybrané
mho%ind uzlovych bodd % , Xe ; ..., ¥Xw . Tyto prihyby a sklony budou
nyni volnymi paremetry dlohy misto konstant Q, . Tento vybér funkénich hod-
not v diskréinich bodsch pPipomind diferentni mstodu. To je v8ak vd3echno, co
mé metoda kone&nyech prvkd s diferenéni metodou spoleného. Bézové funkce

ﬁk(K) (R =1, 2, o, 2 ) zvolime ve tvaru polynomu tak, aby zabezpeo-
valy spojitost a hladkost ohybové Z4ry. ProtoZe ne okrajich kaidého wseku
bude podle toho nutno volit prdhyb a sklon ohybové &éry jako parametry, coZ
Jsou celkem &tyFi proménné, musi bft ohybové féra na keidém dseku vyjddfena
polynomen alespon tietfho stupnd, tedy

Y(X) = Qo + Q% + A x® + a4y X3

v'(x) = Ay + Qawx + dasxt. (92)
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Tyto rovnice lze zkrécené zapsat v maticovém tvaru

{1 = Lalial (93)
definu jeme=-11
63
sy - {39
= [ 4 : * 3
CY LN R B o
(a} - la
G
L Qs

Nyni 6zhafime podle obr. 7
Y (xg) = Uygnq Y'xg) = =g

a zavedeme vektor "posuvi" pro

interval X, € X £ Xg,q Vi
¢ B
T
w %
(5 * | ;
Ugp +1 2
s w
14+ 4
L A o)

Koncové body A , B musi rovn&Z vyhovovat rovnici (93), proto bude

{§y = 181 {a} . (94)
kde -
1 Xy X¢ x%
0 -4 -Axg  ~3x
(S35 Xii
0 -1 -2y, ~3x2”_

0dtud formalnd

{a} = [s17¢sY} -

m4?m

(95)



Konstanty @, Jjsou tedy linedrni kombinaci posuvld U¢ . S je regu-
lérni matice, proto Jsou konstanty O, Jjednoznainé ur&eny vztahem (95).
Setadime~1i pak &leny v rovniei pro y (x) podle posuvﬁ, budeme pro inter-
vel X, £ X % Xg,  &it '

Yo OO = Uagny Faea (X)) 1 gy F2 () +

T Uogyey J’Clé w1 (X + Wag+n 52&.«#9— (x). (96)

Futkée fc (%) Jjsou polynomy t¥etiho stupng, vyhovuji proto homogenni
rovniel (87), v nf% polozime ¢ (x) = O (Jjejich &tvrté derivace totiZ vy-
miziy, Proto predstavuji ohybovou &éru nosniku bez vné&jdiho spojitého zati-
¥oni, kterd vznikne pfi jednotkovém posuvu U ={ ; ostatni posuvy pfitom
zlistanou nulové. Pro nosnfk rozdéleny na
dvé pole ( m=3 ) jsou tyto funkce
b4 schematicky zndzornény na obr. 8.

Na rozdil od dfive uvedeného piikladu
aplikace Ritzovy metody Jjsou nyni nenulové

4
g%‘} {Ii{lli] l!’[ % bézové funkce obecné Jjen v urlité Sdsti

y€%} deném p¥ipadd v kaifdém useku nejvyse ¥tydi
&leny.

Je t¥eba poznamenat, %e (96) piedsta-
vuje pouze piibliZné Fedeni problému,
nebot pro ¢ # 0 Je Y (X) ve skuteénosti
polynomenm vy38iho ne% tFetfho stupné.

Dogadime-1i nyni (96) do (86) a na-

piSeme~11 podminky pro existenci minima,
tj. rovnice

21 -
T{I‘t = O (t = 4I2l sesey 2%)I (97)

dostaneme spolu s okrajovymi podminkami
préavé tolik rovnic, kolik budeme mit ne~
znémych zobecné&nych posuvl, Vysledky se
budou piesnd shodovat & t&mi, jeZ Jjsme
ziskall pFfimou deformadni metodou v prvni
a v druhé &dsti seminédie., Tehdy Jsme roz-
délovali zatiZeni Q, do uzld "ad hoc”,
nahradili jsme je staticky nebo kinema-
ticky ekvivalentnim zati{Zenim v uzlech.

Z Lagrangeova principu v3ak dostaneme bez~
prostfednd 1 predpis pro toto rozdéleni.

Obr. 8
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S

Shoduje se s kinematicky ekvivglentnim zatfZenim,

Vzpomeneme~li na vyklad z druhé Cédsti seminédie, ktery se tykal metody
koneénych prvkd pro rovinnou dlohu, vidime, Ze i tehdy jde o zvl4stn{ piripad
Ritzovy metody Fedenf, u ni3 za volné parametry byly voleny posuvy uzld,
Bézové funkce jsou nenulové pouze v t&ch prveich, jei se stykeji v daném
uzlu, jeho? zobecnény posuv méd jednotkovou hednotu, Také tam Be v rezsahu
ka%dého prvku sé¢itéd jen omezeny podet bizovyeh funkel, Proto mé matice tu=
hosti vyhodny pédsovy tvar (jen vyjime¥n¥ je plnd), Souvislost s Ritzovou
metodou postavila metodu kone&nych prvkd na pevny teoreticky zéklad.

12. pPfiklad. Pro rotujfci prizmatické Y
ramenc podle obr. 9 dostaneme z elemen- i
térnf teorie prufnosti radidlni posuv //’
. ; X
a =
w
W= z&———- x(}(,"'—x"), (a)

GE w

kde M znaZ{ hmotnost jednotkové délky Obr, 9

ramena. Pokusme se odvodit rozdé&leni
posuvd metodou konednych prvkd podle

obr. 10, 2Zvolime linedérni néhradu ku- 1 2 3
bické funkce ¢y_4p <>_4. ér__.
WU = G + QX% (b) F1 Fe Fa
Potom v3ak musi platit, 2Ze Obr. 10
At t1 - 1 Xt Qo
Mg 1 X 4 4 (e)
4= 1,2
Odtud
a {
g SR SR P
! X T Xg g -1 1 lu.ﬁ.
Speciélné dostaneme pro usek 12
A
M= &4+-—L—~(u,—w,)x , (4)
a pro udsek 23
2
w - ui“*—z—(us-uz)(x——%)- (e)
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Bnergie napjatosti je tedy

U = __E_{S__ XC(%)Q-C(X : Eé'““t““f)z*(“s‘“‘)t] (£)
g :

s potencidlni energle vn&jdfch sil

¢
Ve Py ot~ R -t fruasx . (8)
@

Posledni 3len znadf potencidl asetwvainyeh sil d ¥ - wix/bb ax . %y
Po integraci

wpl )
v “‘EM1“F1%¢'F§M3“7&%&(“”6“1*5“’5)- (h)
% poynis
AUu+y)
e 0 ( ¢ =1, 2 3) (1)
plyme
1 | -1 ollw =0 F 1
_@% w ] { 2 -1 Ay, ) = R =0 +}!"—2(A3f—£ 6 N G)
!
0 | -1 1 s Fs =0 5
@dtud

U] | pwrt® o
{u,,ﬁ © 748 €S {46} ' (k)

Posuvy v uzlech tedy vysly pfssné, pPaestofe jsme volili v rovnici
{b) polynom pouze prvniho stupn&. Prvni Pddek rozepsané rovnice (J)

ddvé

_2ES ik %
T W = R

odkud - po dosazeni z powvnice (k) -

4 4
Fg w ‘f’j'wt’e’(._il; +'7":‘T)= —--%:-/Awi,e,t‘ (l)

To je vak reaskce v ose ¢téleni a vydls rovnédi pPesné. V dem Js tedy
pPibliZnost Fedeni? Phedevdim v tom, Ze posuvy uvnit® intervell (mezi uzlo-
yymi body) nejsou vyjéddfeny piesnd. Metodou kone&nych prvkld dostévéme posuvy
(d) & (e) pro vnit¥ni body intervall mezi uzly pondkud men3i nei z plesného

%/ Tedy soufet elementérnich potencidld L &F .
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teseni (a). Nap&tl uvnitf prvkd je déno soufinem Elix 4 Je podle metody
konednych prvkd v rozsahu jednoho prvku konstantn{; ve skutelnosti mé viek
parabolicky pribsh. Srovnéni je zfejmé z obr. 11, kde jsou pfesné pribshy
Eérkovény.

Lagrangelv princip virtudl-
nich praci miZeme uplatnit bud R, Q/12 Qs R,
pro kazdy prvek zvlast - pak do- - - _ =
staneme elementérni matici tu- ; 2 .
hosti spolu s rozd&lenim vné&j- 1 RE. . in 3 5Q/12
8f{ch sil pisobicich na jeden pr- ' i =>
vek, nebo pro celé téleso -~ pak
dostaneme, jako v tomito prikladu, u o
celkovou matici tuhosti. Matice
tuhosti je stejnéd, Jjesko byla od- 2
vozena v prvni &asti seminaie
pro prutové soustavy pi*imou de-
formadni metodou. Odvozeni vzor- ¥
ct z Lagrangeova principu mé a
v3ak tu pPednost,ie zéroven dévé o,
nejsprévngj3i zplisob rozd&leni o
spojité rozdé&leného zatijeni do RN
Jednotlivych uzlld. Proto jome %,
doséhli s pouhymi dvéma prvky
tak velké pPesnosti fedent.
Kdybychom zvolili jiny néhredni 5
polynom - nap#. druhého stupné - %
vydlo by oviem i Jjiné rozdélent
spojitého zatiZeni. K tomu se
pozds ji jestd vrétime. Obr. 11

R/S
Ro/S

Ka obr. 11 Jje naznaleno rozdé&leni celkové vnEj81 odstFedivé sily
Q*}Luﬂﬂ’/i na jednotlivé uzly, jak Jsme je ve vypodtu poulili. Vn&jsd
reakce Ri;*Q , vnitfnf reakce R, = 3Q/% . Reakce R; predstavujil vzé-
jemné pisobeni obou prvkd v uzlu 2 ; podfl Re/S |, xde S  2znedf pripez,
dévé pPesnou hodnotu nap&tf v mistsd X = £/2 . Podobng R;/S  a4vé presnou
hodnotu maximélniho nap&ti.

10. OKRAJOVE PODMINKY V METODE KONEGNYCH PRVKU

Priklad 12 2z minulé kapltoly je velmi poulny. Lze na ném ndzornd ukéd-

zat, Jak Jsou do vypoltu zahrnuty okrajové podminky. Ujasnime-1i si to,
pPrede jdeme mnohéd nedorozuméni.

Phodeviim sl viimnéme, Ze vypoltend napé&ti se vztahuji na vnitPek prvkd,
tedy na otevienou oblast (bez hranice). Byvé zvykem pFisuzovat vypoltend
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napstl t8zistim prvid, To vBak nemd %é&dny teoreticky divod. Naopek, na obr. 11
yvidime, %o sheda vypo¥tené g pfesné hodnoty napétf nastdvé mimo tEZist2 ppye
k8, Je=li ndhrada skute&nych pribshd posuvd pfibliZné, nemlie poskytnout pies-
ny pribsh napsti. V pffkladu 12 Jsme volili lineérni polynom (b) a nap&ti
vy#la po &dstech konstantn{, na hranicich prvkd nespojité. Kdybychom Fedili
ylehu presn&ji a zvelili polynem druhého stupn&, mohli bychom ziskat nap&ti
Bpejitd, avsak s nespojitou ppyni derivaci, a teprve polynom t¥etfho stupnd
by dal prespé Fedeni (a),

Zddpaznu jeme tedy, #e nap&ti nevstupujf do "hry sil" v uzlech soustavy
& nemohou proto obecnd vyjadrfovat okrajové podminky ulohy. Jsou to pouze
"sprdndpevané" hodnoty nap&tl uvnit? prvkd a obecn& nesouhlasi s napétim na
Jajich hraniei,

Vné j3f sfly a reakce Jjsou piipojeny v uzlech soustavy. K vn#jdim silédm
7 wzlegh se pPipo&ftévajl 1 soustiedéné sfly plynouci ze spojitych zatiZeni.
Jejich pod{l v jistém uzlu se stanovi v souladu s Lagrangeovym principem
yirtudlnich prac{.

Na obr. 11 Jjsou tyto s{ly, vazniklé rozdélenim spojitého zatiZeni obje-
movymi silami do uzlld soustavy, znézorndny dvojityhi S8ipkami. Krom& toho pid-
sobf v uzlech vnit¥ni reakce udrZujic{ souvislost celé soustavy. Okrajové
podminky jsou predstavovény vyhradné posuvy uzld a vn&jsimi osam&lymi ‘silami
8 reakcemi prendfenymi v uzlech. K nim jsou pfipodteny 1 soustredéné sily
yzniklé pfépoétem povrchovych vndj8ich sil plsobicich na hranicich prvki.

Néhradni osam&lé sily rezultujici
z objemovych sil v&ak zahrnujeme
Q/i2 11Q =0 k silém pisobicim uvnit® prvku, pres-
R%ga i"'"s' T toZe jsme je pripojili v uzlech.

1 Presnéji si predstavme, %e jsou pii-
pojeny uvnit® prvkd v tdsné blizkosti
uzld, nikoli v uzlech. To je na

Cia /6 R g_?_ obr. 12 zfetelnd vyznaleno dvojitymi
o QRN 8ipkami.

Pak miZems prohlésit, Ze na
ffks obr. 11 Jjsou okrajové podminky vskut-
2 : $ ku splnény. V bodd 1 je predepsédn
5 nulovy posuv, v bodd 3 nulové vn&j-
g;;s ﬁ% 50/12 3 31 sfla. "Vn&j&L sflu" 5Q/12 podf-
' téme tedy - ve smyslu nasf dmluvy -
b= =10 R=0 k vnit#ni &&sti prvku; do okrajové
podminky nevstupuje. Plisobeni sil

v uzlech 1 a% 3 2znézoriuje sche-
maticky obr. 12.

Obr., 12

Obdobné Jje nutno posuzovat okrajové podminky i u ndkolikarozmérnych
Yloh., K ndkterym slofitéjiim pfipadim se Jestd vrétime v dalsi kapitole.
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11. ZJEVNE A SKRYTE ZOBECNENE SiLY v METODE KONEGNYCH PRVKD

Kdybychom misto lineédrniho polynomu (a) v p¥fkladu 12 zvolili kvadra-
ticky polynom

W= Got QX t GuX*, (98)

potFebovall bychom k urenfi jeho soudiniteld ti#i podminky, tj. musili bychom
zavést pro jeden prvek t#i deformalni parametry - zobecnéné posuvy.

Stadilo by zvolit prvek se t¥emi uzly

' podlie obr. 13. Zfejm& by musilo platit,
, Uy 2 u‘a‘ 3 U3 e
K%y = QA
2 | 12 R ey
g My = Qot GuT +a,(T)
(99)
Obr. 13 Uy = Go t oyl + G, L7,
0dtud
Qo 1A 0 0 “®y
a; b —J—:—C -34 be -t Us
100
a’L Q, “L" 2. {LJ ( )

Polynom (98) platf v celém intervalu X, < X € X; ., Napét{ mé tedy v roz-~
sahu celého prvku primkovy prib&h a elementérni matice tuhosti je tfetiho Fadu.
Dostali bychom ji tak, Ze bychom vypoletli energil napjetosti

12
du ES , 2 i
v -5 ((Z%Vax = S-(dit 200,60+ a2 0). (101)
0

Vzhledem k rovnici (100) Jje U  xvedratickou funkei posuvd Uy Uy

b 9
Us ., Pro prvky elementérni matice tuhosti plat{ podle Lagrangeova principu,
Ze
(0
foo = (<,j = 12,3). 102)
4 Tug 't)aj d ' ¢

Derivace OU/0u; toti% dévé sflu F¢  plsobfcf ve sméru “¢ v pif-
sludném uzlu., Zmé&na této sily, zplisobend jednotkovym posuvem u; = 1, je

Pk /'Dud' » YU /[Duc9u; a definuje prvek ﬁu‘;‘ v matici tuhosti. To plyne ze
zékladni rovnice K% = F

Rozdéleni odstiedivé sfly na jednotlivé uzly bychom dostali op&t pomoct
Jejich potencidlu

SMJ
- i
v Mw 5 X wdx. (103)
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Celkové odsttedivd s{le by se rozdslila na uzly 1, 2, 3 v poméru
5w Y [
Podrobnosti vypodtu nebudeme uvédét.
Kdybychom zwvolili polynom tfetfho stupné

W T U Qi APt Agx’, (104)

potfebovali bychom pro jeden prvek &tyPfi zobecndné posuvy. Mohly by to byt
posuvy vs &tyfech uzlech (obr. 14).
Mohly by to v3ak také byt posuvy a prvni
By U2 L EY iﬁ*
derivace posuvl ve dvou uzlech 1, 2
= O+ o ¢ (obr. 15). Matice tuhosti by m&la nyni
rozmér 4 x 4 a vypodtend nap&ti by méla

Obr. 14 parabolicky prdbéh.

Zptsob vypodtu podle obr. 15 mé vyhodu,
Fq Fa %e respektuje eventusdlni spojitost napéti
épuﬁp énmw na hranicich prvkd, nebot volba prvni de-
1 2 rivace posuvu za zobecnény posuv Jje zéro-
ven volbou okrajové hodnoty napétf, jei
Jje Umérnd této prvnl derivaci. Majf-li
dva prvky ve spolefném uzlu spolednou
oy prvnfl derivaci posuvu, maji tézZ spole&nou
Uy hodnotu napé&ti v tomto uzlu. Je zde vS8ak
e;'i'“ % jedna nesnéz: posuvdm U, =« (¥%) a
Uy = U'(xy) zjevnd neprfslus{ v uzlsch
0 ] 1l a 2 #4dné zobecnéné sily. Jek si pak
nédme vysvétlit fyzikdlni vyznam vektoru
Obr. 15 8il v zékladni rovnici (105)7 Jak takové
prvky spojovat? Jak u nich vyjadrovat
ckrajové podminky? Zdkladni rovnice pro prvek podle obr. 15 Je

gy ki Ry R Loy Fi

Ry R Res Ry U Fe

fye s ey B us || F (105)
by by kg Ry Uy Fy

Obdobné s rovnici (95) dostaneme soudinitels v polynomu (104) pro prvek
podle obr. 15

G ¢ o o o Ay

Oy (10 ¢ 0 0 U

G, [ T|-3¢ -2e* 3¢ ¢+ | “s | (106)
Qs 1 t -2 M e

= B4



€i1i ve zkratce {a}' L51-1{5} - Polynom (104) lze pak napsat ve tvaru
fw)p = TAGOIL8Y (107

kde

-4
(Al =0t x x* x*J0s1 . (108)

Rovnice {(107) 44 po rozepsédni a snadné upravé linedrni kombinaci bdzovych
funket {¢(x) */

W) = 50+ U fa () b wg £ (x) + e fu (X)) (109)

Prvni dvé z té&chto funkectf (a Jjejich prvni derivace) Jsou schematicky
znézorn&ny na obr. 16 a obr. 17. Druhé dvé probfhajf soumérn&, takie Jje ne-
kreslime. Predstavuji v urditém méritku posuvy, piislusné jedinému nenulové-
mu zobecn&nému posuvu (na obr. 16 4y; a na obr. 17 U, ). Derivace Jsou
pak Umérné napé&tim, Jejich prib&hy jsou parabolické. Je zPejmé, Ze pFi zmé&nd
zobecn&ného posuvu < (nebo Uy ) se uzly 1 ani 2 nepohnou, nebot
£2(0) = §,(¢) = 0, takie sfly v uzlech nekonaj{ Z&dnou virtudlni préci pii
zméngé S, (ani bug ).

£ ()
" ()

Obr. 16 Qbr. 17

Jakym zobecnénym silém tedy odpovidd toto pPetvoien{, predstavované
funket  §:(x) (popr. {4(x) )? Odpovidé objemovym sildm, posuvy U, a 4y
patPl tedy "k vnit#ni stran&” uzld, nikoli primo do uzld, a sfly F, & F
nelze pouZit k formulaci okrajovych podminek. Tomu ostatné& bréni i1 skuteé-
nost, %e maji rozmér [ Nm }, nejsou to tedy fyzikdlni efly. Musime se smifit

8 tim, Ze tyto zobecnéné sily patPi k vnit¥nim parametrim soustavy a nejsou
na okrajfch prvkd dostupné.

%/ Poznévéme v nich Lagrangeovy polynomy, pro nd% platf, Ze
fd(X;)* 0 (<¢*4), folxe) = 1.
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13. priklad. Heste pripad rotujictho ramene, predstavovaného jedinym prvkem
podle obr. 15 s kubickym polynomem (104). Z rovnice (102) vyjde

L adoo 20
‘%44;3' = ES J U @ua' Ax - (a)

Tak dostaneme matici tunosti K . Je pouzita déle v rownici (c).
Potencidlni energle vyjde

¢
V 'ﬂ-/uw‘_gxu(x)dx =~ F g (b)
o

nebof R = F3 = Fy =0,

Cdtud
W 3 WV 7
S ™ D e 1. R - - — 208
T 70 MWL F i 70 MWl
wo, s L 3
m * 30 f’(’wl'e' D Uy 20 /u.wzz .
Zékladni rovnice
. - , \ r N
[ 36 3_3-9;' -36 3¢ | [ue-0 F+ a5 pwe?
__________________ g e
E¢ 30 é bt -3¢ Y A ] 449 - iS5 /U.U)"ZJ
=5 ! =
301 "36 g "3(4 36 '32« Uls i?—o-/bw?-'e?— (c)
A — 1o w3
i J J

0diud dostenems inverzi zmenfenéd matice tuhosti 3 x 3 #FeSeni

AL, q L 3 le W 3
%
£

ey 3 L 9 -3t 0

Vypoftené hodnoty souhlasi presnd s vypo&tem podle rovnice (a) pFikladu
12. I napéti, je? jsou déna soudinem Eg » E'(x) , vyjdou tentokrdt v celém
oboru 0 =¥ =4 pPesnsd.

Z prvniho ¥4dku rozepsané rovnice (c) vyjde
1
Fi = - pwet, - (e)

co¥ Jje rovnEZ pfesnd hodnota zdpornd vzaté reakce v uzlu 1 (v ose otéd¥ent).
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14, jriklad. Tozoci matice tuhosti, odvozené v predchozim prixladu, reste
pfirad prostého tahu tyfe stdlého priPezu, uchycend v uzlu 1.

Ckrajové pedminky zfejmé& budou

Uy = OI F:'l = F
Sily ¢ , Fu budou nulové, nebof jJe nelze zménit silesmi plnobilcimi
v ugzlech. Bude tedy - s vyuZitim inverzni metice z minulého piikladu -
AL, . 9 s 3 0 | F 1
- 2 = e .
us r = e |+ 8L Fr= s EJ
Iu.q 3 L 9 J Y )‘ )!
Je tedy, Jjak se dalo o&ekévat,
F G
u‘L = u‘1 - —E—S“ = -—E— = E)
M, = IBL- = prodlouZeni tyée
3 R =p 2 yee.

12. 5PoJovANT PRVKD SE SKRYTYMI ZOBECNENYMI SILAMI

P¥iklad jednorozmérného prvku podle obr. 15 s kubickym polynoumex (i.4)
ném poslouzi jed3t& k tomu, abychom vyloZili nesnéze pfi spojovéni prviki,
u nichZ méme sice v8echny uzly na hranici prvku, ale nikteré zobecnsné sfly
zistdvajl nedostupné. Jak méme postupovat pti sklédéni matic tuhusti u tu:qo-
vyeh prvkd? Poznamenejme hned, Ze u jednorozmérnych prvkd zprevidla vystzif-
me 8 lineérnim polynomem. Je-li tieba, zvolime v&t3{ polet té&chto prvkid
(Jjemn&j8i dé&leni). Svij vyklad omezime v3ak presto na tento prvek, esbychom
SetPili mistem a ziskali lep3{ piehled. Poznatky lze pak snadno zobecnit i
na pPipady slozit&j381i, napt. desky, kde takovym zobecn&nym posuvem Se sSkry-
tou zobecn&nou silou byvd druhé derivace prihybu (tedy k¥ivost) plochy. */

Jak bychom tedy spojili za sebou dva prvky podle obr. 157 Spojené prvky
jsou zakresleny na obr. 18. Sily se sudymi
indexy zistévajl skryté. Fosuv U3 v uzlu Fq F3 Fs
2 Jje obdma elementim spoledny. Skrytd si-
la Fy  je nulové. Vime-li predem, Ze é‘*’ 4”" b‘*’
v uzlu 2 Jje spojité nap&ti, je spoleé&ny 1 2 3
i pfislusny zobecn&ny posuv Uy .,

Obr. 18
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Sfla F zusi byt ovier v tom pripadd nulov.

1 2 3 4 5 6 Je-1li matice jednoho prvku 4 x 4, miZeme dvé&
ratice adici sloZit na matici pouze 6 x 6
12 3 4 podle schématu na obr. 19, ‘ i
Jiny pPipad v3ak nastane, nebude-li na-
Kn > 3 A p&t{ spojité, napf. buceme~li Ipojovat dva
;JQ/ prvky rdznych prifezd podle obr. 20. Zde u
/422 obecné nebudou stejnéd napdti, posuvy Uy

se tedy v uzlu 2 neztotoZni a vyslednéd ma-

tice bude mit velikost 7 x 7. Predepsat mi~

Zeme pouze spolelny posuv v uzlu 2, jemuz

pPisludl pristupnd vnéjdi sila, kdeito deri-

vace jiZz spolenéd nebude. Abychom mohli ele-

Obr. 19 mentérni matice néle2ité slozit, preskupime

je tak, aby prvky pfislusné pristupnym zobec~
nénym silém byly prvni a posledni v Pédku

Fq Fe F, (pofadf 1-2-4-3).

E:E:}—- Po sloZeni dostaneme matici na obr. 21.
Matice Kia

neni ovdex stejnd s matici
K4 , nebot prirez prutu je jiny ( Kz mé
prvky dmdrné vét3L). Skryté Jjsou nyni sily
Obr. 20 Fay Fu , Fs a Fg . Indexy odpovidaj{
&islovéni prvkd v celkové matici tuhosti.
ReSeni pak poskytne t¥i hodnoty zobecndnych
posuvd v uzlu 2, a to osovy posuv 4, a

K?.S

LS IR

et | i
&lw

derivace posuvu zleva U3 a zprava WUge ,
jez se obecnd navzéjem 1is{. Samoziejmé, Ze
bychom tuto v&t3{ matici mohli pouzft i proA
K12 pripad stejnych prifezd (obr. 18). Kdyby

: nebyla Zddnou vné& j3{ silou poruSena spo jitost
4 2 4 3 napé&ti, vyslo by pak automaticky M3 = 4up.

S obdobnym problémem se setkévéme, Jjak
|( Jsme se JiZ zminili, pPi spojovéni desek,
23 u nichZ jsou zobecnénymi posuvy také druhé
derivace prihybi; ty se v mfst& ndhlé zmé&ny
tlousdiky desky nespojité m3ni. PF{sludné

skryté zobecn&né sily maj{ pak rozmér [ N n? ]
Obr. 21 a nelze je rovnéZ zahrnout do okrajovych pod«
minek, nejsou toti% v uzlech p#istupné., */

16. pPiklad. Abychom bliZe prozkoumali "z&hadnou" povahu skryté zobecn&né
sfly F. u tye podle obr. 15, upneme ty& v uzlu 1 a zat{fime silou
Fro. = P¢ (zde P mé rozmér [N, je to tedy "fyzikdlni" sila).

%/ Deska je oviem predstavovéna dvourozmérnym kontinuem, tak%e druhé deri-

vace jsou obecn& t¥i ( wy, , Wxy , Wyy ). Podrobnostmi se nebudeme
zabyvat.
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S{ly F& a Fu jsou nulové. Pouzijeme-1i matice z prfikladu 13, dosteneme
ihned vysledek

U P g
Acs Es L
My 3
Je tedy Pe
ul = M(o) - 0 MJ = M({) = -é—s—
ap
ut'd(0)=% Mq"“-'(e)"Es—'

Reakce v misté vetknuti vyjde nulové

ES 99 Pe 3P
—30—(7,(0 +3€E-36E—S+3Q'E_s‘)’o‘

Ri-==F =«
V zév&su tedy neplisobi %4dnd sila; zobecn&né sila Fa nevyvoléd Zddnou
reakci. Ty&, na pravém konci volné, se
v3ak prodlouzf o 43 =Pg/[/(ES) . Pribéh
posuvd A4 (x) a pomdrnych prodlouZeni
& = 4 (x) Jje zakreslen na obr. 22.
ProtoZe nulové reakce R;= 0 nevyvoléd
nenulové nap&ti G (0)=E 4 (0) , mus{ na
vnitfnd strang& uzlu pisobit osam&léd

sfla 9P , vzniklé pisobenim F,
(obr. 23). Neni to v3ak sila F,

(a ani jejf ¥ést), nebot sfla F;, mé

jiny fyzikdlni rozmér, F. je toliko \/
parametrem bez fyzikélniho vyznamu. 0

Na vnitfni strané& druhého uzlu pisobi

obdobns sfla 3P . Rozdfl 6P je Obr. 22
objemové sila, linedrn& rozd&lené po

délce tyZe (na Jjednotku délky piipadé
ESw' (x))-

9 P/(ES)

™
\
PL/ES)

K— = B

o s SN -

9P 3p

ml%

it
{

am
"

Obr. 23

Za zminku je3t& stoji, Ze prfedpis . = 0, pop¥. Uy = 0 (a ani pired-
pis t&chto podminek zdroven) nevyluduje moinost pohybu ty&e Jjako tuhého celku,
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takze dostaneme vZdy jen singularni matici, vynechame-li z celkové matice tuhosti (z Etvercové matice
v rovnici (c), piiklad 13) druhy nebo ¢tvrty, popt. druhy i Stvrty fadek a sloupec.

11, zrEEsNENT LETODY KONECNYCH PRVRD UZITIn ceNTRALNIcH QAsTi ELENENTO

Yrétime se Jje3td k néhrad® pruiného prutu elementem se &tyfmi uzly
poitle obr. 14, Odpovidé mu polynom tfetiho stupné (1C4). V dprave (109) méme

WO = Ay 500+ g 0 0x) + 3 F5(x) + wy $y (%), (109)

prizems fc(xz-)= 0 pro 4 7 o2 folxd) -
Posuvy Wy aZ Ay nedostaneme v obecném piipade pfesné, budou zatizeny

néJjakou chybou, takie by rovnice (109) m&la sprévnd znit
[

LX) = g(uwgu)ff(ﬂ Co4 = L3, (110)

kde Q¢ je chyba hodnoty Wy . Zpfesn&nou hodnotu jsme oznadili vlnovkou.

Ptdme se nyni, jak se chyby @ projevi ve funkei (109) v intervalu
0 =y ={ . Vzddlenost uzld oznalime % , takie 4 = 3fy . Podle Taylorovy
fady
. 4
W) = w0) + 40 x + " (0)x+ < «"(0)x*+ Ry (111)
kde Lagrangedvy zbytek
- 4 W Y 0
Qq Q.L}M' (g)k ) u’—‘*‘g < £ . (112)

Podle (111) miZe polynom tFetiho stupn& poskytnout funkéni hodnoty 4L, = At (¥<)
g chybou Qi = Ry (x); podle (112) vypodteme */

v 2
Qi = 0 0y = 3 w(g) A
4 F ‘ = 11
D 9 - T e
Hledanou chybu funkce A (X) vypodteme z rovnice (110)
% Y
Q = L(x) - a(x) = ‘Z’ (U +@) 1 (x) - %Mﬁ () = (114)

4
- ;?«ff(x) =000 .

¥/ Je totiz Xy =0 3 Xo =Fu; X =20 5 X, = 34

3

L]
(Y
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Funkce @ (x) Je schematicky znézornéna na

@ (x) je relativné maléd v intervalu

ey € Lfv , tJ. mezi uzly 2, 3. Redenf
metodou koned&nyeh prvkd tedy miZeme zpies~
nit, pou?ijeme-1i funkce 4 (x) podle (109)
jenom pro tuto centrdlnf &4st prvku.

To oviem znamenéd, %e prvky musi na sebe
navazovat vidy tfeml uzly (a Ze na okra-
jich musime pi¥idat bud elementy s linedr~
nim polynomem, nebo elementy specidlniho
typu). Tedy za element 1 2 3 4 bychom
pripojili elementy 23 45, 3 456
atd. Podtrienim vyznafujeme uzly omezuji-
ef centrdlni interval, v némZ Jje polynom
prisludného prvku "asktivni”. Komplikace
vypo&tu spodivé v tom, Ze nyni skléddme

obr. 24. Je zfejmé, Ze chyba

Obr. 24

vice slementérnich matic. Celkové matice tuhosti vBak zlstévd pFi stejném
dslenf{ (pFi stejné siiti uzlld) stejnd velkéd; nezméni se ani 8iFfka pésu téteo
matice, vzroste v3ak "zaplnénosi”® pdsu nenulovymi prvky. '

Uvahu lze zobecnit i pro n&kolikerozmsrnd prvky.

14. MATICE TUHOSTI, MATICE PODDAJNOSTI A MATICE PRENOSU

Zékladnf rovnice pro FeSeni dloh z teorie pruZnosti deforma&ni metodou

Jje

K§ = F.

(133)

zde K Je matice tuhosti, 5 vektor zobecndnych posuvd a F  vektor
zobecnénych sil. Napi. pro element nosniku p#i rovinném ohybu jsme dostalil

v prvn{ &4sti semindfe tuto rovnici:

i2 ~G¢ : ~ 17 -6 4L
Ey | ~6L yet bo6e 1Lt
ZI' “““““““““““ e
-12 6e | 12 6e
-6e 10 i 6L wer

Mé~1i ohybové &dra rovnieci 3
vyznam (viz té% obr. 7):

-

“

ALy
Uy

Uy
Uy

”

F
Fe.

F (116)

(x), majf zobecn&né posuvy a sily tento

ty = 4 (0) Fo = V(o) = ET y"(0)

- §1



My = =y (0) F, =
wy = Y L0

Cérkovanymi Zarami jsme

M{0) =

EJ }f’lo)

= -Vl < -ETy" (0

Fu = =M(O <=E7 4" (2).

rozd811li matice v rovnici (116) pedle toho,

vztahuji{-11 se prvky matic k levému &i k pravému konci nosniku; zkrécend

Aot

6

Kpe | Kpp

1 Ko

Zékladn!f rovnice pro siloveu metodu je
§ = CF

kde C

(1n

(118)

je matici poddajnosti (matici pFidinkovych &€initeld). Je~1i kon-

strukce uloZena na rému, jsou ndkteré posuvy nulové. Vynechdme-li v rovnici
{115) Pé&dky a sloupce piislusné té&mto posuvlm, dostaneme zmensenou matici
tuhosti, Jeji{s inverzi vzniksé matice poddajnosti. Uplnd matice tuhosti je,
jak zndmo, singulérni; teprve zmenSenou matici tuhosti lze invertovat.

V rovnici (116) Jjsme 0dd&lili prvky podle toho, ke kterému konci nosni-
ku se vztahuji. Zvolime~11 toto kritérium jako zékladni, mohli bychom slou-
it do Jjedrnoho vektoru vdechny velidiny, vztahujfel se k témuZ konci.

Dostaneme tak "stavové vektory"

U

-

(119)

Mo Mo
{ Ft } ' { Fp} ‘
wezi nimiZ platf vztah
g Huw 1 Hap
—— - ..___.__‘L.__._-.._
F@ Hpot ! Hpp

Tato rovnice udévd, jak vypodteme "stav
1i Jeho stav, tJj. prihyb, sklon, posouvajfci
koncei. Matice H  se nazyvéd matici prenosu,
o stavu nosniku z Jjednoho konce na druhy.

Fe

nosniku” na pravém konci, zndme-
silu a ohybovy moment na levém
udédvéd totiZ "pPenocs” informace

Rozepsdnim (117) a (119) se snadno presvédiime, #e platl
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wa —.li = .
Hoo = Mj,s K et Hpo = Ko - 14/:(5 Kap Koo (120)
Hd,{s - K&J_ﬁ Hp(_t, &= KKJ{}‘ Ka;(& .

Byvéd zvykem uspoPddat prvky ve stavovych vektorech v poradf Uy |, U,

Fo , Fy , popt. 4; , 4y ; Fy , Fy . Pheskupime-li matici pFenosu ve
shod® s timto pofadim, dostaneme zdkladni vztah pro nosnikovy prvek ve tvaru

( " Lz 23 7 )
Ay 4 ~ 4 TEY 'éféj A1
2 o
ey 0 ! TET 1E7 e -
Lo {121)
Fy 0 0 -4 -4 Fy
Fa 0 0 0 - Py

PouZijeme-1i oznafeni obvyklé v elementdrni teorii pruiaosti podle

obr. 25, zméni se v matici pPenosu H nékteré znaménks. Nakonec dostaneme >/

- - ot 23
4 £ - =
U 167 CE7 4
T L _ L
IR 0 EJ x5 P B A (122)
Mg |- 0 0 1 Z My, -
7 0 0 ) 1 Ve

éili
£y = H'.’.‘i 4,

kde %, , popf. Z, =znad{ stavovy vektor v uzlu 1, pop¥. 2,
Hy vyjedfuje prenos z uzlu 1 do uzlu 2.

Zpisob Fedeni problémd z teorie pruZnych 0
soustav pomoci matic prenosu se podobd zndmé 5
metod# poldteénich parametri; je vliastnd je-
Jim zobecndnim. Zndme-li “"poddtedni” vektor a
v8echny matice pPenosu, vypolteme kterykoli //
stavovy vektor postupnym nésobenfm témito ma- \& g, B
ticeml. Jsou~-li v podédtelnim vektoru nEkteré 1 &
prvky neznémé, politéme s nimi, jeko bychom ::> !

7

%/ zde V znadi posocuvajici sflu.
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Je znali, s z podminek platnych pro prvky Jjiného (napf. koncového) vektoru

Je dodateénd uriime, KeZdou nespegjitou zz&nu stavovych velilin lze vyjédrit

porosl néjaké matice prengsu. 2 formélnich diveodd priddvéme k vektortm jed-

npotkewy prvek g také matice prenosu rozdifujeme o jeden Fédek a sloupsc,

¢co% ném umpini pohediné yyjédheni téchte skekovych zmén stavovych hodnot.
UkdZeme to na pPikladu. Plsobi-1li napb.
pa nosnik osam&ld sila podle obr. 26,

B dostaneme vektor pravé strany Zp pomoci
Xy ¥p vektoru levé strany 2Z, a matice pfenosu
f " A ? ve tvaru

Obr. 26 zp = Pz, (124)

priddme~-1i k témto vektorlm jako pdty Pédek jednotku & mstici pienosu roze
gfffme o jeden rddek a sloupec takto:

: -
f'% (1 0o o o0 | o Ye
!
¢p o 1 ¢ 0 ! 0 4 9L
1M [ =] 0 0o 1 0, 0 M, [ (125)
|
Ve o o o 1! -F Vi
4 o o o o | 1 | [ 1]

Posledni rédek vyjadfuje identitu 1 = 1, pridany sloupec v matici pie-
nosu viak dédvéd v predposlednim Féddku vziah

a umoinuje tak zahrnout vn&j3f sflu F  do vypodtu.

Pripojime-11 Jjako "vn&jéf sily" timto zplUsobem 3 setrvadné sily, popt.
momenty podle d Alembertova principu, mdZeme matice pienosu uzft i pro bede-
ni dloh z dynamiky. Politdme~li tak vlastni kmity, vstupuje do matic pkenosu
i neznémd vlastni kruhové frekvence. Zpravidla za nil dosazujeme odhadnutoun
pFibliZinou hodnotu, kiterou pak zpfesnujeme tak, aby byly splnény v3echny
okrajové podminky. Je to v podstatd zndméd Holzerova metoda.

17. priklad. UZitim matic pfenosu urfete naméhdni a deformace nosniku podle
obr. 27. Predpokldddéme £ = 1 m,
EJ =1 Nzo

Z¥e Jné bude platit

Zo=Hu 200 25° P2y 2" Hiw 2z, (a)
a tedy

Obr. 27
2y = Hu Py Hyzy = Az, -

- 64 ~



Pritom podle (122)

6 6 -3 -1 : o

0 6 -6 -3 : o

0 0 6 | O (¢)
Hy = Hu = % o o 6 | of’

o 0o o 0 | 6]

Matice Py Je ¥tvércovou matici ve vztahu (125). Vynésobenim

(1 2 -2 4

Pl
3 ! & F
by
- - o
0 1 -2 | S F
|
A = Hyy Py Hy = ©o o o 2 -F/" (d)
i
o 0 0 lj{ - F
o o o o i 1 |
Vztah (b) mé tedy tvar
- 3 i 4 I af ]
Yy =0 1 2 -2 -3 ! £ Flly, =0
i
Yy =0 o 1 -2 -2 | i¢ Y
« |
\ My L= o 0 © zf-wF Me=0 ¢ (e)
| (
Vy 0 0 0 17 -F v,
...... Y R Y SR
1 o o o o | 1 || 1
S - - . o

Je ziejmé, Ze prvni a tPetl sloupee v matici A  miZeme vynechat, nebot
se ndsobi nulou. Vzhledem ¥ nuldm v levém sloupci rozd&lime vektory a matici
pfenosu pondkud Jjinak

p -

o] [: 4idr
0 1 ~2!%F?
Il S e o
Vi 0 12-[—'
L1 o o1 1 |

Z prvnftho $édku této sloZenéd matice plyne, %e
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-1 N -1

4 s -
Lff 2 "3 6F>__ s * ! .E_,
Vs ) 1 -2 %; F 3 -6 3| !
(
F
; [-6 4 ] "“__é— : (&)
= 28 . F
3 6 3 ~.§_6_ .

7 druhého Fédku - s vynechdnim identity 1 = 1 -

5 -
M, [o 2} Yy 1 ( K:] I)F g F -
= - F = 5 - = 11
Ve o 1]V 1 16 1 16 F
Toto Peleni souhlasi se zndmymi vzorci
Fe*
1~ 757 ra
44
o - - 22 Vor - g

Zndme-11i stavové vektory %1 a T4 , miZeme vypoditat i vektory 2, a Zj
podle (a). To ponechdvdme laskavému &Etendri,

15. DISKRETIZACE FRUZNEHO KONTINUA A OMEZENY POSTU STUPNG VOLNOSTI V DYNAMICE

V dalSim vykladu se omezime jen na piipad jednorozmérného kentinua, tj.
na pripad pruZné tye, JjejiZ naméhéni je &asové prom&nné., Ve strojn{ praxi
se nejdastéjil vyskytujf Zdsti zat{Zené periodickymi silami, JeZ budi{ perio~
dicky pohyb (ve zvléstnim pfipadé harmonicky pohyb). Pokud plati lineérni
teorie, 1lze periodicky pohyb ziskat sloZenim harmonickych pohybl; tomu mate-
maticky odpovidé rozvoj periodické funkce ve Fourierovu Fadu. Aperiodicky
pohyb lze povaZovat za periodicky s nekonelnou periodou; Fourierova Fada
piitom p¥ejde ve Fourierdv integrél.

M8ni-14i se zvolna perioda budicf sily, mé&ni se i velikost Jednotlivych
harmonickych sloZek vynuceného pohybu podle jsjich "naladéni” vzhledsm
k vliastnim frekvencim, které zjistujeme pri volném kmitdni. VypoZet téchto
vliastnich frekvenci je tedy Jjednou z nejdileZitsjdich dloh dynamiky strojl.
Pruzné t&leso mé v3ak nekoneénd mnoho vlastnich frekvenci, nebof md nekone&-
né mnoho stupnt volnosti. Zpravidla mé prakiicky vyznam jen n&kolik mélo
nejniZdich vlastnich frekvenci (to zdle%f na "aspektru” budicich sil).
Ty ziskdme dostateénd prfesnd i pro ndhradni soustavu s omezenym poltem stup-
nd volnosti,
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Infenyrskému mySleni patrné nejlére vyhovuje omezeni stupnd volnosti
my3lenym soustPeddnim hmoty do né&kolika bodl spojenych nehmotnymi idedinimi
pruZinemi. Nepi. pruZnou prizmatickou tyé miZeme nahradit soustavou hmot
podle obr. 28. Socustava stej-
nyeh hmot m [ kgl Jje spoje-
na nehmotnymi pruZinami o tu-
nosti 4[N a1l . Stadf,
abychom ty¢ rozdélilli na nu
stejnych df14 o délce h = 4L[m .
Dily by oviem pemusily byt
stejné. Zvolili Jjeme Jje tak
Jen proto, aby se vypolet forméln& zjednodu3il. Hmotu soust¥edime doprostred
kaZdého dflu.

Obr. 28

Palk
Qv ES wES
M = Sh T r— . W e
§ woi R & ¢ (126)
Mi{sto diferencidlni rovnice pro podélné kmity
Pw E
b A iad (127
(A1 ¢ MW
dostaneme soustavu pohybovych rovnic
o tog = b (gyq - 2aag u%~ﬁ)! {128)

kterou Feldime substituc! mg = ggléém\(ilﬁ”*w). Pro wvektor § z{ gg} dostane~
me % rovnice (128) problém viastnich hodnot

ﬂ_"'g = Ag , (129)

8 pozitivng definitni matic{ A . Napf. pro tfihmotovou ndhradu { mw = 3)
dostaneme

£, 1 -1 0 £,
nHE =~% -1 2 -1 B [ (130)
gb 0 -1 i §3

Matice A mé v tomto p¥ipadd viastni hodnoty

A = Ry =0,
A,q‘ = J)..z. ® ﬁ-//?"i\,,
Ay = D7 " B3bfowm

(131)



Tomy odpovidajl tyite kruhové frekvence vlastnich kmitds

N, =0 {(rovnomérny pehyb tyfe Jako tuhého celku),

L= J%; ® % \r‘g!: (prvni tvar kmitu),

. W3 [E (druhy tvar kmitu).
N3 -

Pfesné hodnoty nejniZfoh dvou vlastnich frekvenci jsou ¥/

Chyba je tedy Jjen 4,5 % v prvnim pripad® a 21 % ve druhém pPipads. 2dé
ge tedy, Ze je vie v po¥édku. Chyby se budou zmendovat, volime-li v&t3i W ,
a diferentni rovnice (128) prejde v diferencidlnf rovnici (127) (pro m -»oo ).

A prece zde exlstuje neprekonatelny kvalitativn{ rozd{l mezi pruZnym
kontinuem a soustavou hmotnyeh bodd, Viastni kruhové frekvence u pruZné tyde
Jjsou dény vzorcen

i

=
e = 77 J-G_ (0= 42 00) (132)

a jsou tedy Umérné poradovému &fslu < , kde%to u néhradniho systému hmot-
nych bodd tuto
£y primou dméru
nikdy nedostane-
me. Vidy bude
LEm , tedy
bude koneény po-
¢et vliastnich
y frekvenci, a hod-
noty JSL.(<) budou
p¥i rostoucim mv
vytvéret sinusov-
ku. PPimka (132)
Je k této sinu-
sovcs telnou.
Tyto dv& déry
nikdy nesplynou.
Toto prekvapuji~
c¢i tvrzeni{ nebu~
g 10 i deme obecné do-
kazovat, ale do-
Obr. 29 ; lozime Jje vy¥pol-
tem pro dvandcti-
hmotovou soustavu.
¥/ 2 1w+ 6,283; 373 = 5,19615. Vysledky jsou zné-
zornény na obr. 29.

1
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Popsanou metodu diskretizace tedy nelze bez v&tdf chyby pouzit‘u rézove
naméhanyeh t&les, kde k vdrnému poplsu d&je potfebujeme i harmonické sloiky
vysokych ¥#4dt; ty vyJdou vidy zkreslend, Jak Je zfejmé z obr. 29.

Vv dalsim textu se budeme zabyval moZnostmi, které pro dynamiku poskytu-
je metode koneénych prvki.

16. APLIKACE WETODY KONECNYCH PRVED V ULOHACH 2 DYNAMIKY

Podstatou metody ¥oneénych prvid (pFesndji jeji deformaéni varlanty)

Jje néhrada skutednych prébshd posuvd W (x ,4,2 ), ¥ (« 2 2 1,

ar ( X4, ) pPibliZnymi funkcemi (polynomy), JeZ tvoP{ s posuvy vybranjch
uzld linedrni kombinaci. Posuvy konedného poltu uzll tak Jednoznatnd urduji
posuvy v celé vySetFfované oblasti., Oblast pfitom rozdélujeme (celkem libo-
volnd) na konedny pofet podoblasti (elementd); ndhradni polynomy Jjsou obecnd
v rdznych elementech rdzné. Pro jJeden takovy slement s posuvy uzld {4y

WUys waoy M bychom mohli symbolicky psét

¥

w %y, 2) Uy

- ML
w0y, 2) = [AT ; (133)
W( xl\él 2) A.;.

Prvky matice A  jsou polynomy proménnych X Mo, E */
V této dpravé jsme dostali ~ pro Jjednorozmdrny pPipad - napf. goviiei (107},

V nékterych piipadech plati vaztah (133) pfesné, v Jinych oPiblising.
Je~l1 napf. Jjednorozmérny prvek (tyd) zat{Zen pouze rovromdrnya t=hem &i
tlakem, plati pro posuv U = 4 (%) pPesnéd tato rovnice (obr. 30):

faucoy=Tu-3) F1{a) (134)

Yy jadfuje linedrni pribé&h posuvli. Rovnice (134) plati pPesnd ve stamtics
kde pesuvy {, , 44, Jsou konstanini.
V dlohéch z dynamiky to obecnd neplatf, i
neboft tem z4vise il posuvy uzll na &sse. -
Posuvy pak nemaji ani u prizmetické ty-

e linedrn{ pribsh. Jsou dény funkel b U2
“w (% ,t) mista a &asu a platf pro nd
diferencidlni rovnice (127) s okrajovy-

mi podminkami

Obr. 30

W0 &) = aw, ()
w (LEY = wy (8 (13se

* .
/ Byvé nazyvéna "matici tvarovych funkci™.
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8 8 poldtednimi podminkani

“lxi0) =0 (136)

ALLXnO) = 0.

Tetkou oznalyjeme derivaci podle &asu. ReZen{ mdieme ps&t ve tvaru

to t
wlxt) = %% L ™ im [5E (-] Sa.(t)m;%c(i-t) ar +
L] o

Nl MnIX

00 At
$ mie »
+ =5 Z'(-O Aews Suzw)mT (t-1) de, (137)
m:

(]

kde C* ﬁgj znadl rychlost 3{¥en{ podélnych vln (zvuku) v Qlementu.
Tvar (137) lze prevést na (133), totiZ na tvar :

' Wy (4) :
{M,(X]f)} = [Ch(’() az()ﬂ) { u:(t) (138)
Jen ve dvou pripadech, a to v pripad& harmonického pohybu, kdy - pro
%#%Jc - platf, Ze »
U = G A (WE =) 0 Uy = §y M (Wt - )
w Wy

X .-
alx) = cos L5 - oty bw —5

e
¢ . Wwx
) = e B pim X,

a pro pFfipad velmi pozvolné zm&ny 4(t), U (t) , napf. pro

wil8) = g4 (1 - P pe ey, (¢ =1, 2,

0<p << 1. Pro imt-> bude Us~§, , Uy=g, . Pro limf >0 bude
Oy =1- z‘lﬁ: ' 04 -’;"- . V tom pripad® dostaneme tedy v limitd rovnici (134).

Krom& dvou uvedenych zviéstnich pripadi nemife rovnice (133) presné
platit. MiZe vak pPedstavovat dobrou aproximaci ¥eSeni dloh z dynamiky,
Je-1i polet uzlld dostate&nd velky a odvozuji-li se posuvy té&chto uzll

z Lagrangeova principu i se zfetelem k setrvaénym silém. Toto odvozeni nyni
struéng vysvétlime.



Rovniei (133) zapideme zkrdcend ve tvaru %y

fw) = TAT{gY . (139

Znéme=11i prib&h posuvi {wl o soufgdnicich x , 4 , ¥ , mlZeme z nich
derivacemi odvodit slozky pPetvoreni uspoédané do vektoru (€}

ey - IBl{q)- (140) -

Matice LBJ vznikne derivacemi prvkd z matice [A] . Z Hookeova zékons
plynou napé&tf

{(;'} = [2]le} = [&][B]{ﬁ,} ' (141)

s

Enérgie napjatosti U v objemu V je pax **/
g -+ § [e17{@)av - i,,—§,1;41*c33‘1:a3£3]{g}av - 7 LgTT¥I0g), (a2

.
kde LK1~= SiBl [2¢]08lAV znaz{ matici tuhosti.
W .

Potencidl vnéjsich povrchovych sil je
‘ T - ! T T
- frwdmipyas = (11 TATpr as,
s ) : $
potencidl osam&lych sil {F} pisobicich v uzlech Jje

-1g1" {7}

a potencidl objemovych sil {X]’ , zmendenych o sstrvaéné sfily Q{“‘E podle
d “Alembertova principu, Je o

- S ta(ixy-e{ap av - “§IQ3T[A3TUX}-§>[A3{9:})a(v.
]
Celkové potencidln{ energie tedy Jje
G4V =L0q17teataY - [gI7JIAT pYas - 191 EF) -
, $

~Tg 1" JIAT XV ¢ [g 7 fg IATTLAT AV (4] - 143)

¥/ Vektor zobecn&nfch posuvd uzld oznalujeme nyni [2} , abychom
pFedesli moZnou zémEnu s operaénim znakem pro variaci 5 .

X/ Potencidlni energli napjatosti o potencidl vndjdich sil oznatujeme v té-

to kapitole pruhem, abychom predesli moZnou zéménu s jinymi velilinami.
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Variace této energle se musi rovnat nule, tj. mé byt

MU+
597 'e?as) - fok (140

Derivaci podle vektoru, kterou Jsme vysvétlili v druhé &£dsti semindfe, pak
dostanems

[S437 (Tulig) - LAl {pYasS - iF} -
: |

- S - Jo TTATan gl =10ty

Protuie {5§_§ Je libovolnéd varlace, musi se vyraz v oblé zdvorce rovnat
nule. Zavedeme-li matici hmotnosti

M3 = SQ[MTEA3dV, (146)
y

doatensme anulovénim oblé zdvorky v rovnieci (145) a dpravou tento zékladni
vztah:

[M1{d} + TI{g)
%F}%-SIA] {ﬁ}ds*'S{Alix}dV (147)

T¥%Z vztah plati ovéenm 1 pro dlohy ze statlky, dosadime-1i {Q_} {0} j
prvni &len pak odpadd. Posledni dva &leny udédvaji, jak se povrchové sily a
objemové s{ly nahrazuj{ osamdlymi silami pFipojenymi v uzlech.

Novym je tedy pro nds pouze prvnl &len, ktery obsahuje matici hmotnosti
podle definice (146).

18. prikiasd. Vypo&téte matici hmotnosti pro prizmaticky prut podle obr. 30,
méni-li se posuv po délce tyle pPibliZnéd lineérns.

V tom p¥ipadé plati, Ze
Al = [ (1-%) S (a)
takie
(M1 g JIaTEAYav oS ({1 }[H“* % ax - (b)

.§.

Vypodtieme

i#

L3

§ (4 - *éj“)g"atx
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¢
FE 0 -Dax = ue

4}

(X fae - s

Q
Proto

1/3

(¢)
1/6

[M] 167  m [ 1]_
=gst 1/3 -5[1 2

19, priklad. Vypo&téte matici hmotnosti pro prizmaticky prut, pohybujfct

@8 malym zrychlenim v prostoru.

Také v tomto pfipadé budeme pledpo=-
klddat lineérni prib&hy, taskZe podle
obr, 31

M(X.'\a,z)s u;,+(~u,.,—u,,)1m

Vv xy2) 0 Wt (Ug - W) b (a)
w (x;v,z) = Ayt (- ) v,

kde fv = § [4  znalf bezrozmdrny para-

metr, Soustava rovnic (a) mé tvar

fi=TAT{q) » kde

0 Y 0 0
0 o (o)
0o 0 1-p 0 0 v
w(x,y, %) o
fwy - v‘(x\xf,ﬂl fq} =] w
w (x,y, z')J ‘ Ay
Uy
Vzoree (146) dévé Mg
A -pr 0 0 a-pp o 0 ]
0 a-p* 0 o0 A -pip O
: f 0 o @a-ptF o 0 (-p)p
Ml - L -
Q , 1 ‘,u)r,.,o 0 T"i o . 0 dp
0 (L-ppr 0 0 2 0
) 0 (1=-pip © 0 1«?
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Saeas

=

T

a tedy - s oznafeninm hmotnosti tyke m.= gSL -

=
it
H
o O + 0O O W
o = O O mn O
= 0 O wn O O
O O mm O O +
C v O O O
n © O O O

17. FREKVENCNT ZAVISLOST MATIC TUHOSTI A HMOTNOSTI

Pro pripad podélnych harmonickyech kmitd v prizmatické tyéi plati, Jak
Jjsme Ji% uvedli, rovnice (138) v tomto tvaru:

W wx wl | wWx w,l |
wind) - [{eos 25 - cotg % som “F ) come “& som ¢ )] {ul} (148)

Péitom

iﬁ:} ) { %JJ’M%(M'&H i c:u\EE—_.

Protoze € =Duldx , plyne derivaci (148) podlie X rovnics

m 1 -L (e + otg

W) S BN, o

co% je rovnice (140). Rédkové matice na pravé strand (149) je tedy totoZné
5 maticf [ BJ . Podobn¥ rédkovd matice ze vztahu (148) je totoZnd s matici
[A7 ze vztahu (133). Frvky téchto matic obsahujf kruhovou frekvenci kmité-

nf W |, cof vadfl pFi numerickych vypodtech vliastnich frekvenci. V tom p¥i-
padd toti% dostaneme z rovnic '

IM1 - SQIA] [Ad &V

. (150)
1K1 - (1817 L2llBlaV,
v

xde [%]1=1TE€] (jednoprvkovd matice), matici hmotnosti s matici tuhosti zé&-
vislou ne viastni kruhové frekvenci, kteroun pfedem neznédme a teprve Jji chce-
me poéitat., Poti% vzniklas hned na za&étku tim, Ze prvky matice LAJ v rov-
niei (148) Jsou zédvislé nejen na X , ale i na W Oznat¢ime-1i n&ktery

- T4 =



z tdchto prvkd § (W, X ), budeme moci tuto funkeci rozvinout v Maclauri-
novu Fadu pedle mocnin W

3 (¢ 24 (o,

Protoze takovou Padu miZemes napsat pro v8echny prvky matice LAl ; dostane-
me tuto Fadus

AT = LAY + TAdw+ LA Tw+ - (152)

Vv nf matice LA¢7 pbsahujf pouze funkece X (a nikoli W ). Kratfeji odvo-
dime tyto matice rovnou z diferencidlni rovnice (127), kam dosadime

wixt) = (TAcT + LA Tw +[AL] w"+.-..)§§é‘t} M (Wt - y) -

(153)
Dostanens ‘
¢t (Thed™+ [AT w+ ) gg’t} Aw (Wt -y) +
+w‘([A°]+[A1lw+....){g}m(wt—w=o. (154)
£ 3
Gé4rkou znalime derivaci podle X ,
Porovnéme-11 ¢leny se stejnymi mocainami W  , dostanems
A1 = To2 ¢ LA = - [A.]
' " {1553
[ATY = Lol et LAs)" = - [ A(]

atd. Tyto rovnice lze ihned integrovat. Okrajové podminky pfitom jsou

W0, k) = gy , w(Lit) = 4y , pPifem 4 (X, £t ) je déno rovnici (153).
ProtoZe tyto podminky musi platit pro jakékoli w , musi je splnovat matice
T Aol , kdesito [A;], LA atd. pro x=0 & x=4¢ vymizf.

Budeme tedy mit - 5 oznafenim v = x/é &
LA s LU )
LA = Lo o1
T , .
LAl = L Llap-3ptepd) (- p)1 (156)
LA <= Lo 0]

w TH «



atd. Matice [A,] pritom uddvé statické rozd¥leni posuvi, pri kterém W=0.
Toto rozd&leni je linedrni, Daldi matice korigujf{ toto rozdéleni pro piipad
harmonického kmitdni s kruhovou frekvenci w> 0

-

? . .
Protofe L€} = 57 {w}, eéroven vsak podie (140)

{ey-I83 { %‘!} AMm (wt-y), dostaneme pro pomdrné prodlouieni Fadu

fey = (I8l ¢+l Jw + [BpTlwhs o) é‘;} aon (Wt - ), (157)
v nfz
A . \
[8¢] = o [A] (=012, ).
VyJjdae

[Be] =% [-1 13
-[Ba] - [O o]
[ 3.] =%g[(z—e1u+3;v‘) (1-3%1

(158)
[ 8,1« [o |

atd. Dosazenim ¥ady (152) pro LAl a obdobné ¥ady pro [ B]

do vztahi
(150) vyjdou vady pro [M] a [k ]

[M} =“§) j ( [Ao]r'l* LAt]th'f -)( IAo‘] + [Az,] wt-!' -~--) adVll =
¥

- ¢ (LA T ATl + pur [(TAT LA+ [ADT[AD) v +

Fewt [ TATTTAddu ¢ o

N

Mol + IM T+ [ My ws
(159)
kde

‘[MJ : ) \

| petges [ 1 /B
I - Sl
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atd. Pro matici tuhosti vyjde

Tkl = Tkl + LT w¥+ ...

kde

£ -1 1
YA B S 77
“E |7/8 1

20. ptfklad. Urlete vlastni kmity tyde na

[ko] = _E_S_[l -ljl

[Mq] =

(160)

Jjednom konci vetknuté, na druhém volné
(obr. 32). PouZijeme nejprve dva prvky

s linedrnim prib&hem posuvi, tj. vezmeme A

z fad (159) a (160) Jjen prvnf &len. Adici . L

elementérnich matic hmotnosti [Me] a -
tuhosti [ 71 pro prvky 12 a 23 do-
staneme celkové matice

2 1 0]

2
[M];S’ie—141=§_$_1}141
0

G 12 |

Lkl =—2'—%:§- -1 2 -1

S nimi dostdvéd rovnice (147) tvar
(-wimMl+ TRIY{E) < {0},

€111

-~

( est f 1 0 RN
) 4 C 2 -l ) §.[=
o 1 2 0 1 1] |

o O O

Aa)

(b)

{e)

(a)

Nyni pouZijeme okrajovou podmfnku 4 (O,¢ ) = w, (t) = gy A (Wt -y) =0
(pro jakékoli t ), takle §1- 0 . Soustava (d) se tim zredukuje na rovnici
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(- oSt ! 1]4. 2551 ® “1})?‘ - 4° (o)
17 (1 2 Lar 1l 7]g; o)’

kterd méd netrividln{ FeZSeni jen tehdy, je~li determinant rdzny od nuly.
$ oznalenim ‘
whe L*
24 € (£)

®

tak dostaneme

= O, (g)

. 537 _5-3V2
Vatl 7 Y 7 .

Tomu odpovidaji vliastni kruhové frekvence

wy = _1,__?%1 \i ‘g" H e

Sprévné hodnoty jsou, jak znémo,
~ o, 1,571 Ig_ ~ o, 4,24 F
(A) L Q 9 (Ah L Q ®

Chyba Jje tedy u prvn{ frekvence 2,6 %, u druhé 19,5 %.

0

5,629 ’E-_e
L 18

s
Hi
¥

V¥potet metodou konelnyeh prvikd (deformalni variantou) poskytl hodnoty
viestnich frekvenci pondkud vét3{, neZ jaké dostaneme pfesnym Fedenim dife-
rencidini rovnice (127) & piisludnymi okrajovyml podminkami. Je to zplsobeno
tim, %e jsme predpisem linedrnfho pribdhu posuvld ty& “vyztuzili” (omezili
volnost posuvi). Kazdé zvydeni tuhosti pPi stejné hmotd zplsobl zvydeni
vlastnich frekvenci.

K vypoétu pripojime Jedté tuto pozndmku: u soustav & velkym po#ten
stupnd volmosti se vyplaty{ prevést rovnici (e) na standardni tvar

CAT{u) - Afud - (h)

Tuto tlohu lze lépe Fedit na podfta&i, a to tim spiSe, je-li matice LA
soumdrnéd. Kdybychom rovnici (e) nésobili zleva inverzni matici tuhosti, pop®.
inverznf{ matic{ hmotnosti, nedosteli bychom soumsrnou matici.
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Dvé matice jsou toti% komutativni jen tehdy, maji-1i spole&né hlavni osy,
co¥ matice LM1 a Lk]™' obecn® nemajf. Proto pouzijeme rozklad matice
[K] na dvé matice trojshelnikové: */

Matice Ll obsahuje nad hlavni diasgondlou Jen nulové prvky. K vypoftu
prvkd matice [L7 slouZf Choleského metoda, uvdd¥né b&zin& v uZebnicich
numer ické matematiky.

Do rovnice

[MILgY = ATwlfg] (3

dosadime (1) a dostaneme

IMI{gYy = ATLITLYT{g} - (k)

Substituel

[L76eY < ful (1)
ziskéme tver (h), v némi

[AT - TL1IMITL T .

Je ji% soumdrnou matici.

Zkusime nyni pouZft zpresnénou metodu kone&nych prvkd. PPibrdnim matigs
TA.1 podle (156) ziskévéme pro popis pribghu posuvll i polynomy t#etiho
stupnd, tak¥e Je vystihneme pfesn&ji. Olekdvéme tedy 1 podstatné zpresndni
ve vypod¢tu viastnich frekvenci.

Dosazenim #ad (159) a (160) do rovnice (¢) vyjde

(D] -w TMd+ w* D] -w' TM T+ --) g} - {0} (n)

Vzhiedem k okrajové podmince §, = 0 ‘stali pouift zmendené matice 2 x 2

. LES] 2 -1 Eak 1
[k T[ l] LMO]-T[ ]

-3 1 2

%/ Alternativn¥ bychom tak mohli rozlozit matici hmotnosti. To by bylo
nutné, kdyby metice L[K] byla singulérnf.
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tgd |16 7 Q"-SL-” 116 7]'
[Kq]=-§§?;7;—[ . 81 M ] ==e 1 8 (o)

Dosadime~1i tyto matice do rovnice (n) a poloZime determinant vysledné &tver-
cové matice rovnym nule, dostaneme frekven®ni rovnici pro v podle (f)

1 | 1 16 7
S Y N E N Y | EE
Ei14 |
2= 4p = 1,6 —1—/).-0,7/.& o
= 1= - 0,7 1-2/;.-0,8/.& .

To Je rovnice &tvrtého stupné
0,74 " + 5+ 24 " - fou+1 =0.

Vzhledem k definici (f) maji fyzikélni vyznam jen kladné koFeny. Numerickym
vypottem z{skéme hodnoty

Jur = 0,1031 Mg = 1,0569
1,5730 [E 5,0363 [E
W = L de Wy = = — J 0

Chyba Jje tedy pouzs 0,25 %, resp. 6,9 %.
Pro srovnéni uvedeme Jedtd vypodet

1 9 3 diferen&ni metodou; ty¥ nahradime dvéma
p hmotnymi body na nehmotnych pruZindch
QNM podle obr. 33. Dostaneme

2k m k m - eSL 18
= —5— Sl Sl (q)
Obr. 33

Z pohybové rovnice

3 -1 s ‘(-.:Z:l
o [»1 1] | ws T Aa

vyjde pro g = g{' Am(wt-y)y € =2, 3, rovnice
3 -1 g"' . w"—.._m:\'__ EL .
-1 1] |6 g,

- B =



L o
To je vSak dloha o vlastnich hodnotéch 4 =W 7~ , jejimi PeSenim dostaneme
1,5314:_5 3,696 ‘FE‘-
L Ve W, £ [

Chyba téchto hodnot je 2,6 %, popi. 21,5 %. Neni piflis velkd, uvéZime-
1i, jak hrubym zjednodulenim je néhrada tyfe dv&ma hmotami, JejichZ umfsténi
a uloZeni jsme volili se zPetelem k soumérnosti a nikoli podle dvah vychéze-
jicich z teorie kmiténi pruZnych téles. Velkou nevyhodou této diferenéni me- -
tody Jje, %e nevime pFedem, Jsou-ll vypoltené vysledky pod nebo nad sprévnymi
hodnotami; nelze je tedy pouiit k ohranifeni sprédvnyech vysledkd. U deformad-
ni varianty metody kone&nych prvkd jsme takové ohranifeni zfskali, nebof
tato metods Jje zaloZena na principu minima celkové potencidlni energile.

i

b

18. O VLASTNOSTECH MATICE HMOTNOSTI

Nepisobi~1i na dané t&leso (nebo soustavu t&les) Z%4dné povrchové ani
objemové sily, zjednodusi se rovnice (147) na tvar

MQ + Kg = F. (161)

Zde ™M zna®f matici hmotnosti ( Mvxm ),
K matici tuhosti ( Mmxmv ),
g vektor zobecnénych posuvi uzld (Mwx1 ),
F vektor zobecn&nych vnijifch sil p#ipojenych v uzlech (nx{ ),

Rovnici (161) miZeme pfisoudit Jednoduchy fyzikélni vyznam. Zavedeme
vektor setrvaénych sil S = -¥1q0 a vektor elastickych vratnych sil
v uzlech P = KQ a budeme mit '

P=F +¢. (162)

To znamend, Ze elsstické sily udrZujl v rovnovdze soulet vnidj&ich a setrvai-
nych sil, jeZ Jjsou v3echny redukovény do uzld. Rozepifeme-li ¢ -ty Pédek

Po = F + S¢ v soustavé rovnic (162), dostaneme
ki W, + @g)‘.zml-i- e {z,ila- gt vt i Mo, =
P L= gy = g i~ e = gy B (163)

Tato rovalce umoZni, abychom pochopili vyznam jednotlivych prvkd v matici
hmotnosti (pop#. v matici tuhosti, ten v3ak ji% znéme). V rovnovéiné poloze
Jsou v8echny posuvy 4Ly, nulové ( & = l, 2, ¢oop, M ). Levéd strana (163)
tedy vymizi. Udélimeml{av této poloze jedinému j -tému uzlu takovy impuls,
aby ziskal zrychlendi Uy = im a“z, veznikne v ¢ ~-tém uzlu setrvadnd silas
So== Fg == fwgg. ProtoZe posuvy jsou nulové, mlZeme si predstavit, %e

w B =



uzly jsou na rému zakotveny. Pak sfla F, pPedstavuje reakci v. ¢ ~tém
uzlu. Plat{ tedy: uloZime-1i v8echny uzly t&lesa na rémyu a¥ na 3 ~ty uzel,
Jjemu# udélime jednotkové zrychleni, vznikne v ¢ -tém uzlu (okamZitd)
reakce M4y . Tato reakce je vzbuzena vyhradnd setrvalnymi, nikoli elastic~
kymi silami, nebot posuvy jsou v tomto okamziku nulové. Rovnice Fy = Am{?
platl &{seln&, nikoli rozmérové, nebot jsme dosadili 4;5 =1,

‘K tomu pfipojime je5t& pozndmku. Kdvby v3echna hmota byla rozdélena tak,
%e by byla po &éstech soustiedéna do uzld,
-bylo by an: = 0 pro viechna {=#f R

tJj. matice hmotnosti by byla diagonélni.

V tom pfipadé by totiZ silovy impuls

v 4 -tém uzlu vzbudil setrvadnou silu je-
nom v tomto uzlu, v némZ by bylo i t&3istd
soust¥edédné hmoty. Napf. pro dvé hmoty
podle obr. 34 pi#i posuvech 4, , My
kolmyeh k ose tydée by platilo, Ze

Fo = =8¢ =~ mv 4, (164)

se

a reakcs v uzlu 2 by byla nulovd. Pro 4, =1 by bylo

ﬁ“’M*M44} F'.i.:’m'wco’

Obdobnd by to platileo pro uvolnény uzel 2, kdybychom ns réumu zakotvili
uzel 1. Matice hmotnosti by tedy byla

i 0
M = m . (165)
0 1
A= Zato pro tuhou ty& & hmotou MM rovnomdrné
Uy us0 rozd&lenou by platilo podle obr. 35, %e
u=0 m 2 ‘ ..
i 2 M
4 Rt = Jg = 3mde 7!
F, ; F, .
na a odtud ~ pro 4y, = 1 -
Obr. 35 o= 5 = my, . (166)
ProtoZe zrychleni t3%i&té Je i@ /2, je e Fp = ﬂWVA21/2 = /2.
Proto
4
F;’ @ .é ,h’\l = /h‘\lg_g ° (15?>
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'Vzhledem k soumdrnosti méme ihned

m | 2 1
1 2

Jde-li p pruZné t8leso, piijiméme v metodd konednych prvkld predpoklad
(139) o rozddleni pesuvli uvnit} keZdého prvku v zdvislosti na posuvech uzld,
Reékcé v uzlech, & tedy i prvky ”Woj matice hmotnosti, zéviseji oviem na
tomto predpokladu. Explicitné je tato zdvislgst vyjéd¥ene rovnici (146).
ProtoZe soutin ATA  dévé soumsrnou matici, Je matice hmotnosti rovn&:
soumdrné, Zpravidla je reguldrnf, za ur3ityech podminek v3ak miZe bjt 1 sin-
gulérnl. To zdvisi na idealizaci pripadu. Kdybychom nap¥. u dvouhmotové sou-
atavy na obr. 34 zansdball hmotu v uzlu 2, dostall bychom singulérni matici

hmotnosti
v N o :
M = m ] . (169)
0 0

Hynf ss Jjesté zminime o tom, jak se méni matice hmotnosti pFi transfor-~
maci soufadnic. Pfechod od lokélni ke globdlni soustavé soufadnic je, jek
znémo, popsén rovnicemi

g - Tq . popt. F=TF, (l?@¥

v nich¥ | zna¥{ transformaXni matici, s kterou jsme se sezndmiii Ji%
v prvni &d4sti semindle. ¥/ Pruhem Je oznadena lokdlni soustava soudadnic
a velifiny k ni vatafené. Ze zdkladni rovnice v lokédlnich soufadnicich

Mg + Kg = F (171)
& z rovnlc (170) plyne, Ze
. e ET a T{.“'
MTg + 9 (172)
TT
Néscbenim matict zleva dostaneme

T I T
TMTG + TkTg = F . | (173)

. T
Piipomenme, %e transformeénf matice | Jje ortogondlni. Proto T =T
Z rovnice (173) ziskédme

a

M = TT—HT K = TTET. (1.74)

%/ ¥V nasf literatuie byvd téZ wénd vhodné oznefovdna jako "matice prechodu”.
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Druhou z tZchto rovnic jsme odvodili jiZ v prvnf &ésti semindre: Je z¥ejmé,
%o matice hmotnosti a matice tuhosti se transformij{ stejné.

£9. O KONDENZACI MATIC HMOTNOSTI A TUHOSTI

Kondenzace matice je poné&kud neazvykly pojem. Dosud jsme jeJ nepouZili,
atkoll 8 kondenzaci matice tuhostl jsme se setkall uZ d¥ive, v druhé &dsti
semindfe. Tehdy Jjsme hovofili o "eliminaci volnych uzld®. Av3ak touto elimi-
nac{ jsme ziskali prévé "kondenzovanou” metici tuhosti. Z dlohy *y

Kua 1K {.9.«.}» 18 (175)
Kaal Koy % fy=0
jesme vylou¥ili posuvy {g,} a dostali tak rovnici

[k*1{q.} = {67 (176)

v ni% se vyskytuje zmensend, tJj. kondenzovanéd matice tuhosti

[K*] = [MM] - [kﬂ][ku]”‘ [, Ku] . (177

Tento postup uZivéme u velkych soustav, abychom zmen#ili #4d matice tuhosti,
za cof platime roz¥ifenim pédsu matice a popf. i yplnou zirédtou jej{ pédsovosti.

Zmensen{ $4du matic tuhosti a hmotnosti je zvld3f dllezité u Gloh z dy-
namiky, nebot vypodet vlastnich hodnot a vliastnich vektord u velkych matic
je znaén& nérodnéd operace. 2 praktického hlediska byvd jen né&kolik nejniz-
8ich vlastnich hodnot a jim pfisludnych vliastnich wektord dileZityech, takZe
Je 1 zbytedné, potitat je vdechny. Existujfl matematické metody, kterymi po-
&{tdme vlastni hodnoty postupnd, po¥inaje od nejvy3s{ nebo od nejniidf{ vliast-
ni hodnoty. Kondenzace matic wv#ak mé tu vyhodu, %e Je zaloZena té% na fyzi-
kdélnich zékladech a Z%e pronikavé sniZuje pracnost vypoltd (oviem za cenu
meni{ dosaZitelné piesnosti).

) Zékladni my&lenkou Jje tedy eliminace nékterych mélo dlleZitych wzll

%z vypoétu. Ve statice to byly "volné” uzly, u nich% nebyl predepsén ani po-
suv, ani vn&J&{ sila. Eliminaci t&chto uzld jsme v dlohdch ze statiky nijak
nezménili pPesnost Fedeni. Byli jsme dokonce schopni doplnit vypodity a
ziskat dodateénd posuvy i eliminovanyech uzld. V dynamice je tomu jinak.

¥/ V souladu s rovaict (162) jsme nyni zavedli oznafeni

[kI{a} - Tk1{%} - tpy - (&}
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Kondenzaci matic hmotnosti s tuhosti sniZujeme stupen volhosti'ﬁlohy, a tim
i dosaZitelnou pfesnost Feleni. : SRR

7ybdr uzllt, které chceme eliminovat, musimé'tedy vé3it 1 se zretelem
k predpoklddanym tvarim vlastnich kmitd a k poltu viastnich frekvencf, které
chceme ziskat. */ Lze postupovat dvéma zpdsoby.

1. zpisob. Predpoklédejze, Ze vektor posuvi {QJ rozddlime na dvé subma-

tice {4,} = {2.} , pricemz posuvy  {qg,} , které jsme pouzili ve statické
dloze, chceme pri vypoltu vliastnich frekvenci eliminovat. Z rovnice (161)
dostaneze pro pripad volného kmiténf ( F = 0 ) zékladni rovnici

[.(g_ =-w’—Mq_ (178)

e po rozepsdni a s oznalenim 4 = w? ’
: ]
Ko Ko ijao | _"_‘fl_;ﬂ'}_J 2 }
Kas | K || 24 Mu: Mo s (179)

Levd strana znali vektor elastickych vratnych sil, pravé strana sily selr-
vaéné. 6’1 )
Cznslime~1li vektor elastickych vratnych sil {P} ={ sz , budeme mit ny

K .t K v - 0”1
" 2 "2 {180}
K'L‘i g + K';;L Gs * 6)1 -

Eliminece uzld znamend, Ze v nich zanedbévéme setrvadné (a tedy i siastické
vratné) s{ly. Proto polosfime (2 = 0 a z druhé z rovnic (180) dostaneme

Qs = ®ga, (181)
kde
K = - K?:; '!‘41_1

Z prvni rovnice pak plyne

K*g, .

Xy Spise neZ o eliminaci uzld bychom m3li hovorit o eliminaci posuvd a sil,
nebot nemusfme nutné eliminovat vdechny posuvy a sily v daném uzlu,

¥/ submatice (% , (o je trebs rozlisit od jednotlivyeh sil P , P |
?3 y eoey ’Pm, °
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ptidem? K* se shoduje se (177). Vysledny vektor posuvl Je tedy

* s I .
g} -{4] - [‘i‘f“—‘?‘] {0 - ['92“][“*3 {6} (182)

-‘

Nyni je t¥eba rozhodnout, Jaky disledek bude mit pFedpokled 6; =0 pro
matici hmotnosti. Budeme poiadovat, aby virtudlni préce dplné scustavy

sa - Uyt (o {2} {2y sy

byla stejnd Jako u soustavy s kondenzovanymi maticeni

sA* = [ 597 1(0M*1{4.} + TK*1{g]). (184)

Jedin& tak dosédhneme toho, %e 1 naddle bude splnén Lagrangelv variadni
princip. AvSak podle (181) plati, %e 5@1 =89, , tekie

Tl I
§A =[dg71LT E%T]([M}£&.]{if} + [K][‘&'}Mv}) — (185)
Ze srovnéni (185) se (184), toti% z rovnice O6AR = §A¥ . Plyne
T
[M*1 =T T:i%"1IM] [“Be“] (186)
- T
Te*l = [T a"llK] %) (187)

Tyto rovnice zapiBeme zkrédcend takto:

M* =« LTML (188)
4& . T
: LKkt ! (189)
kde
o -] -
LY =V 5" ™ ===y~ |"
: * ”KLJ Kas (130

Rozepifeme-li rovnici (189) s pouiitim (190), dostaneme - s pFihiédnutim
k soumdrnosti matice tuhosti - tjy% viraz pro kondenzovanou mstici tuhosti
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jeko ve statice, totl% (167). Problém vliastnich hodnot soustavy (168) nyni
ptejds na problém redukovany ‘

K*g, = w*M*q, (191)
s kondenzovanyni maticemi podle (188) a (189).

2. zpisocb. K témuz yvyaledku dospdjeme té% oklikmi’“farmulaci problému vlast=
nich hodnot nikoli pro vektor posuvit {g,} , ale tro yektor sil {6y .
Dokonce ge ném podati dospét k cili rychleji a bez. pfeskupovéni vekioru po-
suvl {q_} (s libovolnym pofadim prvkd) do uspoféddaného vektoru {"e‘} .
Toto preskupeni nshradime transformaci pomoc{ incidenéni matice. ®y

zZ m sil P, P, ..., Pa vybereme mw sil, které ponechéme i v Wlo=
ze z dynamiky a které tvoPi vektor {@4} . V¥bér uskuteénime pPedpisen

(P} - INI{eY - (192)

Vektor {ﬁ} se 1131 od vektoru { P} jen tim, Ze obsshuje nuly na
M- # mistech pfislusnych vektoru { €} . Incidendnf matice I[NI] je pb-
délnfkové o velikosti Mx m . Kdybychom napf. cht&li ze t¥f sil [P Py 1T
eliminovat sflu P, , byle by rovnice (192) tato:

P 1 0
Py
0 = 0 0 o [ -
3
12 0 1
Jak jsme jiz uvedli, incidendnf matice d4vé vektor 1LPJ=INI{€}, aniz

musime prvky vektoru “)1,} Pfadit zviast., Zaradime-li je v3ak zvl&3f, bude
mit matice [N] speciélnf tvar

X
INT = |5 | - (193)
V tom pripadd bude rovnice (192)
e, T
“@;‘;“5 - —-6-} { 6’{ } (19 4)

¥/ 5 touto matici Jsme se setkell jiZ v druhé Edsti seminsdfe.
Nézev Jo plevzat z teorie grafd.
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V uvedenéih pFfkladu by bylo

7, 1 c |
Py = 0 13{;'}» .
%o P

Zanedbéme~1li nyn{ v rovnici KQ = P prvky prislusné eliminovanym si-
14m, dostaneme rovnici Kq - P . Ve statics tato rovnice platila pfesné,
nebof na eliminované uzly neplsobila %4dnsd vndjs1 sila. V dynamice to vlast-
n& znamend, Ze jsme v té&chto uzlech vyloufili tak$ podil setrvadnych sil,
které se obecné& nule nerovnajf.

Budeme tedy mit

Kg = N & (195)
& odtud

q = K'NO& -0, (195)
kde

C = W'N. (197)

Matice poddajnosti C Je definovédna jen pro konstrukci uloZsnou tak,
aby byl wylouden pohyb konstrukecse Jako tuhého celku (jinak by byla matice
tuhosti singulédrni).

Ve zvléddtnim p¥fipadd usporddanych vektord pedle (184) by platilo

L ' i = Kyp 13y Ky
er -t (5] [t
T DRI T 1 (k- ko i ) (198)
cof lze pomoci definic (181) a (177) zapsat jako
I :
¢1 = [—-5‘--] [k*71t. (199)

Matici v rovniei (198) advodime tak, %e napiSeme

{
et . | Sy Ca
Cu | Cnn

Submatice C‘;&'. vypodéteme tak, ¥e rozeplSeme identitu
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Kn | Un Cq | Lo T 10
o e e i —— e | W e om o o
K | Ky Cu ! Cy (V] 1 I

a po vypo&tu dosadime do {(198)

. La_tCo. [.I. -] Ll
(c] Lo | Ca 0 Cas

Nyn{ - s pouzitim obdélnikové matice [C1 , kters mé stejnou velikost
Jako [M71 , totiZ mymm - budeme transformovat problém z m ~prozmérného
prostorn do ' ~rozmérndho prostoru. Nejprve dosadime (196) do (178) e
dostansne

KCce, = AMce . (200)
Tuto rovnici znésobime zleva matict (7
(CTrke)l, = A (™M) 0. (201)

Matice v oblfch zdvorkéch maji welikost (M xm) (mum ) (mx ) a dévejl
tedy vislednou metici Mmym. S oznatenim

K** « ¢Tug
{(202)
M** = ¢TMC
tak dostenems standerdni problém vlastnich hodnot v prostoru My /w
[ 1@y =2 IM**1{0 ] - (203)

Diskuse., WNyni dokédZeme, #e oba popesané zplsoby deji stejné v¥sledky.
Jde~-11 o uspoPddany wvektor sil podle (194), platf pro C rovnice (199),
takie

- T
[K*n] “IK%&IELI 'g%r}[\(] [*’,}E"]I,K*]-i -

- x -4 % 4
= [R*17 LIl K*1 - [ Kk¥] (204)

& podobné

[Me*] « TR*IIM*I1LKr*]" (205)
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Dostzenim do (193) dostaneme
KR e aRTIMre, (206)
g ptihlédnutim ke (176) to zﬁamané, te
g, = A K*"M* g, | (207)
co¥ ~ po vynédsobeni matici K* zleva - d4 prévé rowvanicd (191)
K¥g, =aMigy - wiMg, . (208)

Rovnice (203) dé tedy stejnéd vlastni{ hodnoty Jake (191).

Nakonec jedt& poznamenejme, %e z fyzikdlniho hlediska Jje matice K**
viestng matic{ poddajnmosti; rovnice (203) wyjadifuje rovnost dvou vektord
zobecndnyeh posuvld. Podle (204) a (176) poznévéme, %e Jjde o vliastni vektor

fad -

2. priklad. U tyfe podls obr. 36 méme matici tuhosti (v poradi prvkid
L =2=3 - 4)

' 2 -1 0 0
| 2 k| '
/ -1 2 -1
7 O  O—» LES
2 Ke—110 a2 2 2
ALsa|L/a [Lra [Lra A

Obr. 36
a metici hmotnosti

0

v . 85l 1
1 4

i

[T oo @ T &

1
4
1
0

S O = o

Pfejeme si eliminovat posuvy A& |, Ly , tzn., Ze anulujeme sily P oa Py .
PHaskupend metice tuhosti bude mit pofadf 2 - 4 « 1 - 3

2 0 | -1 -1
' ;
% HES 0 1 ] 0 ~1 Ky Ll<“
piral Beaae Ty Ty .
1 o 1 0 Kol K
-1 -1 ; 0 2
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a pleskupend matics hmotnosti

|

4 0 1
SLlo 2 4 o
" - o 2 1o 1
Lo o ! 4
1 110
Nynd bude
- 0,5 0 -1 0
- Kiz K% == ' =
0 0,5 -} =3,
a matice L podls (190) vyjde
1 0
o} 1
L= | e .
0,5 0
0,5 0,5
Kondenzované matice pak Jjsou - podle (189) -
2 0 -1 =]
K* 1 0 0,8 0,5 0 1 0 «1
0 1 4] 0,51 -1 0 2 0
-1 -1 0 2
1es [ 2 2
L wl, li

M*mgSL 4 1-

11 1 >

a vliastni hodnoty vyjdou z rovnice (191)

I | 1 S

kde

= Q) -

0,5
0,5

0
0,5

|



Ddtud dostaneme

5 1 302

A‘l,‘l- = 7

a viastnf lkruhové frekvence

1,611 ’E 5,629 iE
- b | — | el A e
LU, = L Q H w!_u L e

stejné Jako v prvni alternetivé Pedeni pFikladu 20.
Nyni ukdXeme jestd druhy zplsob kondenzace. Incidenéni matice bude

4

(NT =

S O = O M
= O O O ¥

2
4
I

a inverzni matice tuhosti (s plvodnim usporddénim prvki 1 - 2 ~ 3 = 4)

1 1 1 1
~4 L 1 2 2 &
bES |2 2 3 3| °
1 2 3 4
Matice
1 1
C- = M“N @ _-..1:_.. 2 2
hEs | 2 3
2 4
& kondenzované matice (202)
2 e 0 i i i
gee Lt 12 2 -1 2 -1 0 2 2 )
YES | 1 2 3 4 -], 2 -1 2 3
O -l 1 2 4
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G

o

& O = &
& B o =
= & O

eL> & 1
Y2 E*S {11 161

Pak dostaneme podle (203)

1 1 1% wt g &
1 2|7 TmE 11

Viastnl hodnota tohoto problému Je

w*l'e ~ 5 + 3 !2

24 E - 7

stejnéd jake didivae.

Zikuaime nyni eliminovat z vypoliu uwely 3 a 4, co? je Jisté ménd

vhodné, V tom piipadd dostaneme prvni metodou

Kﬁr - eSS 2 -1]
L -1 1

M ¥ ,,QLS;__,[“ ]

Y i 14

a druhou metodou

K\Hﬂ' = __l:______ . 1
4ES | 1 2“
Mlﬂ(‘ WlLag '.20 3§_
GE 35 64

w 93 w

o & O O

16

NN o

}

FN VU ST

1A
Py

b



& % obou metod pak tyto stejné vysledky

1,724 ! £ 7,508 i’ E
mates x LR A A< ol
w‘i ® L ’ (S § t = L Q :

Chyba je v tomto piipadé 10D %, pop¥. 59 %, tedy podetatnd vé&tdf, Jek
jeme také olekdvali. Viimnéme gi, Ze v souladu s (204) wvskutku plati, Ze

M*’% = -t

20, ODVOZENT MATICE HMEOTNOSTI 2 KINETICKE ENERGIE

Utvorime-11 kvadrgtiskou formu matice tuhosti K g vektoram posuvid
q  dostaneme

¥ - T -
¢ kg = q'F - 20, (209)

tedy dvojndsobek potencidlni snergle napjatostl p¥i danyeh statickyeh posu-
yach @ .

DokéZeme, Ze kvadratickd forme matice hmotnosti & vekiorem rychloatitﬁ
mé vyznam dvojndsobku kinetické energis W , %Ze tedy plati
2T

g ™M é‘ = W . (210)

Tato kinetickd energie Je totiZ déna objemovym integrdlem
I ¢ ez 4 <L
Wos g SISt Joav. (211)
¥

Podle (133) vdak

E)

A
WGrotrw s La v o w] :; “éTATAQ,' (212)
takZe podle (211) a (146)
4 "T§ T 3 4 ° T Y
W =73 ¢g v@AA&Wﬁ@“E‘@;MQ. (213)

cof Jsme cht&li dokdzat.

Pohybovou rovoici pak miZems snadne osdvedit takéd ze zndmyeh Legrangeo-
vych rovnic

Y -



4 () w
4t \Tq 74 - (214)

Podle pravidel ¢ derivovdn{ skaldru podle vektoru, jeZ jsme objasnili
v druhé ésti seminédfe, dostaneme z rovnice (244) - po dosazeni z (209)
" @ (213) - pohybewou rovnici

Méi 4 M@ = (2153
Jak znémo, mB%eme po&itat jedmotlivé prvky matice tuhesti ze vztahd
2V
TR — (216)
Pak musi analogicky platit i pro prvky matice hmotanosti, Ze
i o W (a7
¢ Vg Dby

22, pPiklad, Uréime metici hmotnosti pro elementi nosniku podle obr. 317.

Posuvy jsou pfi stetickém zatiZeni dény
A 1 3 polynomenm t¥etiho stupnéd

2( )@ “3(%‘) = Co 4 Cy ¥ 4 ﬁlel«r c3x3. {218}

Jsho prvni derivace Je

Obe. 37 *g’(x‘) < ¢t 2e,x + 3cgxt,
ProtoZe Wy, = Y (0), U, = - ’\2;,' (0}, 4y = Y (£) a Ady = m'\j,’(.ﬁ}g
dostaneme po pravé
Us
%(X) = T.ft (x) %z(ﬁi) §3 () 4y (x)l “il ;
3
#111 e

wi) = LA 1) (1o

kde
fole) = C1-p) Ce 2p)
(X))~ -p (4-p)E
§3 (%) = 3 20)

wgs-mz



fod =« (- 4
' %

(L

Rozepadnim (213) dostapeme
L
W EesTgTana e -
4 l 0 A 1 ] 2
= T@S S (u.f,:f M«gﬁ + ﬂﬁfa + M,.,fu)'dx (220}
[+
a kone’n& podle (217)
14
Mogj ¢St S L) 4 (p) dpe (221)

t\.na

integract vyjde - pro { , J =1, 2, oee, 4 = celkem

156 -22 4 54 13 ¢
‘ - £ -13¢ 0 =34t
) 4. 98¢ 224 4 B (222)
(™M) [”“Qg) %120 54 -13 L 156 224 |

134 -3 g 224 4 4

Pri odvozeni této matice Jsme vychdzeli pouze z prihybd platnfch pro
atatické naméhdni. NeuvaZujeme tedy korekci (159) pro Ww> 0, a ovienm ani
setrvalné sily vzniklé rotaci prifezd. Nade matice je tedy matici LMol
v rovnici (159).

21, NELINEARNT PRfPADY - ELASTICKA STABILITA KONSTRUKCf

V posledni kapitole vénujema pozornost otdzkém elastické stebility ko-
vovych konstrukci. Na jednoduchych p¥fkladech ukéZeme, jak lze v t&chto pii-
padech vyuZit deformadni metodu konefnych prvkd (pop#. pifimou deformaéni
metodu).

Mez elastické stability se vyznaBuje tim, Z%e PFe#ieni pozbyvé Jednoznad-
nosti; kromd rovnovdiné polohy tdlesa (nebo soustavy téles) v plvodnim
geometrickém tvaru je moZnd i rovnovéha v tvaru infinitezimédlnd pozménsném.
Chceme=1j tento druhy pFipad vySetPit, musims sledovet zménu valtPnich sta-
tickyeh G€inkd pFi pFfedpoklddané zmEné geometrického tvaru, musime tedy po-
ugit tzv., teorii druhého Fédu. V tom pFipadd zévisi tuhost konstrukes také
na deformaci, tskie zévislost deformace na zatiZeni se stdvéd nelinedrni,
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a to 1 tehdy, Je-1i namdhéni v mezich dmdrnosti, tJj. plati-li linedrni zé-
viglost slofsk pPetvofeni na slofkdch nepjatostl, coZ budeme i nsdédle pfeds
poklédat.

Abychom si objasnili moinosti, kiepré pro
kz : tento pPipad poskytuje metoda konelnyeh prvkd,
%3 “atneme s Jjednoduchym pfipadem vetknuté vzpé-
1 % ry podle obr. 38. Prlfez vzpdry Jje konstant-
% nl. Ohybovy moment ve vzdédlencsti X od levé-
jw i ho konce Je

Molx) = B (§-4) + R x + Fys (223)
Obr. 38
znafi-11 & =4 (0) prihyb konce vzpéry.
Z difergneidlni rovnlce ohybové Eéry
EY g,"(_x) = Mo (%), (224)
£i1i - 8 oznafenim (b =14 gFe/(EJ) -~ % rovpice
B e b\ Fe Fy
vyJjde
ﬁ.’i‘_ Ax Fo Fy
Y T CMm T Cacos T ROt X E g (226)
Konstanty Cy , €, a prihyb § uréime z okrajovych podminek
M) =0 i Y'(e) =0 Ylo) = b . (227

Zhréceni tyds silou F vypolteme pPFfmo z Hookeova zdkona. Po dpravé vyjde

A4y Cyy Cie Cag F
Mg b oo | Cuas € € Pl {228)
Ay L Csn.  Cag Fy

¥ této rowvnici znald

F
Aoy = -0l = zkréceni tyle = A ,
ES
W = oyl = 5,
U = -4 -

Prvky &4;,2' matice poddajnostl zéviseji ns parametru /l s tJ. na sile
Fi . Proto nelze z rownice (228) vypolitat vektor sil {F} pouhou inverzi
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matice poddgjnosti, nebot i tato inverzni matice bude zéviset na sile Fro.
Jednotlivé prvky matice poddajnosti vyjdou taktp:

¢
Cﬂ # “gg Cu‘ = clsg = @ ¢13 £ CM =
e . & tas-p
2T 3E7 480
_ 2 1- coo s

Cia ¥ C32 ° TE7 AFeor f5

. L wb
C43 ET 6

Na3t&st{ vstupuje do matice poddajnosti jediny prvek % wektoru sil,
tatis osovd sfle F, . Na té bude zdviset i matice tuhosti

’ku ﬁm ﬁ,m
K o= e | fara fys

'Q'M ' {1.33, ’&33
poddajnosti vypolteme

4 ES
’h“ =

L R —

Cia L
’h:‘i?, = ha > By = fyy = O

{229)

Inverzi matice

B = Cas _E3 A i b
“ a2 Cay = Cof L8 L-fasmb -2¢cofs
= * Ca2 L33~ ¢y L 2- o fs -2 con s
e Can . BT B (4np - coafp)
33 2 2 )
Caz Cag ~ Ca3

2 -foamfi- 2eoafd

Abychom mohli u sloZityeh konstrukel plné vyuZit vyhody meticové algebry,
rozvineme prvky matice tuhostl v #adu mocnin [

, ¥ ni% nekonec ponechéme
jen &leny nejvyde druhého stupné. Tek dostaneme

4 EJ [?,‘?_.-%—5
22 = 43 Py ] 4 Y 3 ®
20"+ By - - et L £

a6¢

- 08



4 EJ
= o - (- F8)
12. 180
a obdobné
EJ
ﬁcw - ’&;tz_ - ("6 - Q.'LP?') iz
9 EJ
s < (4 - 37 6%) —
F et Pet
Dosadime~1i za {59’ = éj = - —Ev%- ; kde P znati tahovou silu v nos-
niku, budeme mit
{2€3 6 P
by, = = T T
¢ey P
sy = fg = — ¢ T o

bYEZ 2
Ry = 7 t o7 PL .
Tyto vztahy plati ov3em Jen pPibliZ¥né, ale Jjsou velmi vyhodné tim, Zse
obsahujf sfilu P = - F jen v prvni mocningd. Matici tuhosti budeme moci
nyni rozepsat jako soudet dvou matie

Esi¢ o 0
K = 0 12g3/e3  ~GEI/C
+
0 - GEJ[e* HEINL
0 0 0
¥ 0 6f5¢) - tHo v
(230)
0 - {10 28 [15
E414
K o= KE + KG . (23%)

Matice Mﬁ zévisi Jen na elastickych vlastnostech nosniku. Je to ob-
vykld matice tuhosti, kterou zndme z linedrnich uloh, a odpovidd teorii prv-
niho Féddu. Matice K¢ 2zévisf na geometrii nosniku (na jeho délce, nikoli
viak na jeho modulech pruZnosti) a Jje umérné vnit¥ni sfle P . Vyjadruje
korekei odvozsnou 2 tsorie druhého PF4du.
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Tak dostaneme zdkladRi Povnici nelinedrnfi dlohy ve tvaru
(Tkel+Cre1)L8Y = £F) - (232)
sfiu P miZeme povaZovat za parametr dlohy a dosadit
P=4L Ke = A K, (233)

takie

(Ke + A Kg)F = F. (234)

Meze stability bude dosaZeno, kdyZ matici tuhosti nebude moino laverto-
vet, tj. kdyZ se tato matice stane singulédrni, V tom pfipadé se bude determi-
ngnt matice tuhosti rovnat nule

| Ke + AKZ | = 0. (235)

V nafem pfipad® ddvé tato podminka

fzw ('szﬁsa - ﬁfz) = 0

), (236)

tedy kvadratickou rovnici pro P . 2 obou kofent mé fyzikdini vyznam ten,
Jjeho% sbaolutni hodnota je mensi. Vyjde pPibliiné

EJ

P =~ 239 4% (237
misto pPeané hodnoty Eulerovy kritické sily
_ __jf; EJ . EJ
'P‘hu'.i. = 4 Zx. £ - 2,467 _:CT

Chyba piedchoziho vypo¥tu Je tedy 3,1 %. Bylo by Jji meino zmen3it rozdsd-
lenim nosniku na ndkolik prvki. Vypodet by pak byl pracnéjsi. PPipomenme
Jest&, %e uplné matice tuhosti pro nosnikovy prvek pfi rovinném ohybu je
gestého Fédu. '

Uvedené odvozeni geometricksd matice tuhosti Je piflif zdlouhavé. Lze ji
odvodit krat¥eji z energie napjatosti, v niZ ponechdme pPi vypoltu i malé
veliliny vy38{ch #4dl. Podrobnosti zde nebudeme uvadéit, vypolieme vidak timie
zplsobem geomatrickou matici tuhiosti prutu v daldim pfikladu.

Rovnlieci (235) lze pojimat Jako Wlohu o vliastnich hodnotdch. Pisobi-li
toti¥ pouze vzpsrpéd sfla F, = - P , kdeito W = F; = 0, mdieme mati-
ce Kg & Kg rozasiit na submatice, takZe (232) bude mit tvar
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(5

0 ] - [ 0 L 0 J ) Lhoq -P
e PR RO NTRO( (238)
KE O : KG Q, Y
Prvni f4dek dévé stlafenf prutu d¥inkem sfly - P , druhy dévé problém

[Ke 1Hg) = -4 DKL) (239)
Viaestni vektor

s ‘U,.L
‘{QL} {4&:}

popisuje tver konstrukce pfi ztrdt& stability.

S geometrickymi maeticemi tuhosti zachdzime stejn& jako s elastickymi;
miZfeme je adici skléddat do vysledné matice, platné pro celou konstrukei.
UkéZeme to v pPikladu 24.

23. pfiklad. Ur&ime geometrickou matici tuhosti u prutu podle obr. 39.
Prut pfend3i pouze osovou siiu.

Pro posuvy 4 , v v libovolném
Y bodé

X
Bm Tv = T (a)
bude zfejm& platit

¢ XK ’u-=(1‘f\’-)‘u.1+1\14(163

(b)

u, Uy Vo (- p) g b ARy

- | Z Pythagorovy vdty plyne délka
pretvofeného prutu

Obr. 39

- ‘J(Ldrug,-u.)ﬁ(u‘,—ugt (e)

a pomérné prodloufeni

-0 '
i e g - 4L Ahyy -
£ N \’(1_}__12__1)z+( uL‘ft)?- -1 (d)

Pomoci (b) miZeme také psét

(e)
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Japu-1% derivace v sbsolutni hodnoté malé ve srovnéni s délkou £ , mtZeme
poqiit pravidla o podftén{ s malymi &Lsly (t]). miZeme ufit vzorec
91 + £ £14+ 0,9 €) a dostaneme

i 1 YU \2 4 Vv (2
g““z’"m*u&("ﬁf:)+ﬂ7(‘ﬂ:‘)~ (£)
; : e
Druhy &len na pravé strand miZeme proti prvnimu zanedbat, nebot ]%7;l<<l
Pak
{ M i (vt
S R A
()
- Uy~ 4ay + ((Aq'ua)z .
L 2Lt
Dogazgnim do v¥razu pro energii napjatosti dostaneme
p 4
U = 7ES$ S gradx =
' ES
- %(uf‘*l“«uﬂﬂﬂ*"{Zzi(“s“%)(uf-iwawu%)- (h)

Budeme pfedpoklddat, ¥e osovd sfla, tJ. ani rozdil posuvt 43 - 4, , se
na peddtku vybolovéni prutu aezmini{. Do druhého &lenu v rovnici (h) proto
dosadime

E
%(‘("'S"Mn) = P = fhowet (1)
a dostaneme
U = UE + UG I} (J)
kde
ES
'P 4 £
UG-’ W%‘" (ui‘lwutff%q). (1)

Prvky elastické matice tuhosti jJsou

W
e £
Yie IDM@;IDU-@'

{m)
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a pryky geometrické matice tuhostl Jsou
W
by o= {n)
‘e ’bﬁ.{?ui

Tak dostaneme

3 0 -1 0
Ke - ES ° ° ° (p)
L =1 0 0
o 0 0 0 |
e 0 0 0]
P 0 0 %
Ke = — (q)
6 L 0 0 0 0 d
0o -1 ) 1]

24. prfiklad. U t#d{kloubové konstrukce podle obr. 40 najdéte kritickou
velikost sfly Fp =+ P . Pruty maji ty% prifez
i modul prufnosti. Délka prutu BC je ¢ , sklon
prutu AC  Jje 45 ©,

SloZenim elsmentdrnich matic tuhosti

L] 9 3 ]
0 0 0 0
Kac EQ | © 1 0 -1
E J) 0 0 0 0
0 <1 0 1 Obr. 40
3 6 4 2
1 1 -1 «1 7
KM':’ E Eg . 1 1 -1 -1
g ¥ L]l -1 1
| ~1 -1 1 1 ]
4 2. 3 &
I 0 -1 0
Be P 0 0 0 0
ke T
<1 0 0
L0 0 0 0 |
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dostaneme znémym zpisobem, popsanym podrobné ve skriptech k prvni &dstl semi~-
né¥e, matici tuhosti o velikosti 6 x 6. Vynechénim sloupel a $4dkd 3 a% 6
(vzhleden k pPedepsanym nulovym posuvim v téchto wzlech) dostaneme matice

2x 2
K, - moesfr o
E ok 1 1+ 202
Ke = o |* O]“
2 1o 0

Zékladn{ rovnice nadf dlohy tedy Je

S o DU = L o SR B S

Inverzi soultu matic v oblé zdvorce lze odtud urdit posuvy u, 5 4w,
které Jjsou nelinsérnf funkc{ sily P . Meze stability se dosédhne, kdy% se
goufet matic v oblé zédvorce stane singulérnim. ¥ tom pidipads vymizi determi~

[

e iES P [z E
Tl A ) WL 0
S 7 €S oV
%“%- {;T(‘Hl‘ﬁ)

Tehdy ztratf konstrukce tvarovou uréitost, adkoli Jsme nepiipustili Zddny
ohyb prutt, ani jejich plastickou deformaci.

Ohyb bychom mohli do vypoltu zahrnmout jen tak, Ze bychom politeli s ma-
ticemi tuhosti odvozenymi pro nosnikové prvky.
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Doslov

Obssh seminéfe, ktery prévd kon¥f, byl sestaven tek, aby poskytl srozu~
miteknon formou zékladn{ poznatky o maticich a jejich aplikacfch v mechanies,
zvi4sté pii pevnostinim vypo¥tu kovovych konstrukei, v teorii pruznosti a
Sdstelms iv dynauitce, Autor se zéroven snazil poskytnout podnéty i t&m, kte«

~FL maticovj‘paée: znaaf a prekticky peuiivaji Zvléétni pozornost byla vémow
véna hetodd kOneénych‘prvkég

Objasninim nékteryéh principﬁ & matematickych vdt se autor snaiil vytvo-
Fit pfedpo%lady k tomu, aby-abédlventi seminéie mohli s vétdin pervsunénim
g1{st i néro&nou odbornou literaturu, ze jména p%ispéiky v godbornyeh Easopi-

sech.

-Pilné vyuZit{ maticovych metod v praxi Je moind Jen ve spojeni s velkym
ppéitaéem._wuto moZnost miZe dnes piimo vyuiivat jen pomdrné méle pracovidt.
Tém ostatnim poskytlo studium v seminéri alespon nédzor na zpliseb Fedeni a
na rdzné aplikace. AvSaek k tomu, abychom se sami nau&ili témito metodemi

pracovet, Je Jen Jedna cesta: zalit jimi pracovat.
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