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Uv4d&ji se zékladni rovnice teorie pruZnoeti a 8 poufitfm komplex-
ni proménné se odvozuji vzorce pro napjatost a pfetvoreni v okoll kon-
ce trhliny, kteréd proniké do rovinné oblasti. Odvozuje se korekce na
plastické deformace, jestliZe se omezuji na malé okoli konce trhliny.
Tyto vzorce tvol{ zéklad linedrni lomové mechaniky. Evldstni pozornost
se viénuje vySetfovén{ faktoru intenzity nap&ti metodou konedngch prvkd.
Vysvétluje se zdvislost kritické hodnoty faktoru intenzity napéti na
tlousfce stdny a uvdddjl se podminky, za nich% lze tuto hodnotu povaZo-
vat za materidlovou konstantu (lomovou houfevnatost). Poznatky se pak
zobecnuji pro nelinedrni oblast, kdy je t¥feba vychézet z jinych krité-
rif (COD, J-integrél, R-kiivka).

Odvozuje se wliv trhliny na tuhost, resp. poddajnost konstruk&nich
tdsti. Vyev&tluje se, jak se zména poddajnosti u¥inkem trhliny projevi
p¥i &ifenf unavového lomu ve staticky neurdité konstrukci.

Zévérem se vysvétluje vztah pévnostnich hypotéz k lomové mechanice.
Uvéd{ se piehled revidovanych vzorch pro vypolet faktord intenzity na-
péti, empirické vztehy pro odhad lomové houfevnatosti a nékteré piikla-
dy aplikace lomové mechaniky.
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"Bez dobré teorie neni{ poditdn{ nic
jiného neZ produkce sutin, a kdo mé
o8i k vidéni vidi, jak tyto hory su-
tin, vrdené pilnymi politadi, aviak
linymi mysliteli, nartistaj{ do po-
védZlivych vydek®.

E. Becker (1977)

Gvop

Po&itade, jejichZ vykonnost a technické dokonalost se zvySovaly v po-
slednich letech mnohem rychleji, neZ se pivodné piedpoklddalo, podstatné
ovlivnily rozsah a uroven technickych vypo¥tl. Témi se snaZime predvidat
vlastnosti vyrobku, optimalizovat jeho tvar a cenu a predejit jeho pied-
gasnému selhénf{. Toto selhéni byvé zplisobeno nadmdrnym opotiebenim, nad-
mérnou deformaci, popi. &dstednou nebo uplnou destrukeci.

V této publikaci 8i vSimneme jen jednoho typu takové destrukce, to-
tiZ néhlého lomu, ktery vznikne bez v&tsich plastickych deformaci, Easto
za relativné nizké drovné naméhéni a v materiélu, Jeho% vzorky vykazova=-
ly dostatenou hou¥evnatost. Lomy tohoto druhu piekvapily inZenyry poprvé
roku 1938 a pak jes8t& mnohokrédt ve &tyficédtych letech. Havarovaly svafo-
vané mosty, lodni trupy (zejména tankery pro dopravu nafty nebo plynu),
svatované komfny, svafovand potrubl i tlakové nddoby. Slo tedy o kon-
strukce velkych rozmérdi, Casto piedepjaté vliastnim pnutim, 8 pom&rng vel-
kou akumulovanou energif a za sniZené teploty. AvSak 24dnédz t&chto okol-
nost{ nestadila vysvé&ilit uvedeny Jjev, ktery podle uznévanych pevnostnich
kritérii nem8l vibec nastat. N&hlé lomy se podaiilo vysvétlit teprve po-
té, co se "oprésila® a zobecnila Griffithova teorie kirehkého porudeni
skla z roku 1920. To vedlo k rozvoji nového v&dniho oboru, lomové mecha~-
niky. Vznikly nové poznatky o poruseni materidlu, které radikédlné zméni-
ly i pevnostni kritéria a vypodty. Staré pevnostni teorie nebyly vyvré-
ceny a zavrieny, jak by si bylo moZné myslit. Tyto teorie byly podloZe-
né zkudenosti a osvéd&ovaly se v technickych aplikacich po celé deseti-
leti; nyn{ jim v3ak bylo vymezeno misto, kam patff{, a byly nahrazeny no-
vymi postupy tam, kde se prokézala jejich nedostatelnost.

Zékladem ka%dé pevnostni teorie je znalost napjatosti a jejtho pro-
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storového i Zasového pridbdhu. Pokrok, ktery p¥inesly politale, se prévé
zde projevuje nejvice. Znéme-1i provogni podminky, k nim¥ ném &asto do-
pomii¥e experiment, jsme schopni alespon pribli’nd - s pofadovanou ples-
nost{ - nalézt mechanickou odezvu konstrukce, oviem za pPedpokladu, ¥e
znéme i materidlové vlastnosti. Zbyvé ne jodpové&dnéjd{ &dst inZenyrskych
vypodtl, toti¥ interpretace vysledkl a schvéleni konstrukce nebo vypra-
covéni pokynd pro jejl Gpravu. Uroven zkudenosti a informaci, které mé-
me k dispozici, nebyvé4 prim&Fend k drovni .a vikonnosti poditale. Pak ani
rozsdhlé vypodty, které pilny politald navrdi, ndm nepomochou.

Rozhodli jeme se proto na pP*ikladu vzniku néhlého lomu ukédzat novou
metodu posuzovédni pevnosti t&les, kterd vychdzi z predpokladu piipustné
velikosti materidlového defektu, a porovmat ji s klasickymi pevnostnimi
hypotézami. Abychom to mohli udinit, odvodime nékteré vztahy 2znémé z teo-
rie elasticity a z lomové mechaniky. Krom& lineérni teorie, kterd pied-
poklédé linedrnd elasticky materidl se singulérni{ napjatosti{ na &ele trh-
liny, uvedeme i né&které metody nelinedrni lomové mechaniky, pou%itelné
pro pifipad elastickoplastického télesa. Probereme rovnédZ zménu poddaj-
nosti tdlesa vlivem 8f#fc{ se trhliny a zhodnotime vliv trhliny na nemé-
héni staticky neurdité konstrukce.

Lomovéd mechenika je novym vé&dnim oborem; ktery se prudce rozvi ji
ruku v ruce s pokroky ve fyzikélni metalurgii. Jejim cilem je d4t inZe-
nyrovi do rukou takové poznatky a znalosti, aby byl schopen navrhnout
stroj pro danou Zivotnost s denou spolehlivosti. Né3 vyklad nemliZe byt
zdaleka Uplny a nemife se dotykat ani téch problémb, které jesté ne jsou
Upln& doreSeny a praxi piijaty. Podéme prehled jen takovych poznatki,
které jsou nutné k pochopeni zékladd lomové mechaniky a Jjejich% praktic-
kd4 uZite&nost je nepochybné. :

1. ROZBOR DEFORMACE KONTINUA

Budeme p#edpoklédat, Ze hmotnost t&lesa je 8pojitd rozdélena., Vyj-
meme~1i tedy z t&lesa libovolny objem AV a pak jej stéhneme v daném
vnitfnim bod® tdlesa k nule, ‘vymiz{ jeho hmotnost AM zéroven s obje-
mem AV . Hustota @ v deném bodd je déna limitou podilu AM /aV b5,

= tim AN
@ AV->0 AV ,(1'1)
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a je spojitou funkci souladnic. To znamend, %e nepfihli¥ime ke korpus-
kulérni stavb& hmoty, ani k jeji mikroskopické struktule. Materidl si
tedy predstavujeme jeko kontinuum ﬁapojz’jé prost¥edi). Ur&itému bodu to-
hoto kontinua pi{elusi polohovy vektor M = (x4 X, Xa) « PPetvofenim se je-
ho poloha zméni a bude popséna vekiorem § = (§“ gl ga) Rozd{l obou
vektord je posuy i . Tedy

&= g -X (1.2)
Rozepiéeme—li tuto vektorovou rovnici do sloZek, dostaneme tfi rovnice

U = go-% (14 =1, 2,3) (1.3)
Mé~li se zachovat spojitost t&lesa & nemaji-li v ném vzniknout zlomy,
mus{ byt sloXky posuvd U¢ a jejich prvni derlvace ?Mo/?xa spojity-
mi funkcemi souPadnic. Vektorové pole posuvi @ (%) Xoy X3) Uplné

popisuje pPetvoPeni a pfemisténi télesa.

SoustPedime se nyn{ na okoli dsného bodu P (obr.1).

X, |

OBR.1

-

Predpokléddme, Ze jde o vnit¥ni bod t&lesa. Zvéitdime-li privodi& X o
T

diferencidlni pFirf@stek dX , zv&tdl se posuv i o diferenciélni piL=-

ristek dd . Zvejmd



- ﬁtbg
dug = ) ——— duxy (1.4)

PouZijeme-1i zkrdceného eznaleni ’0uc/?¥3‘= %¢,j & také Einsteinova sou-
tového pravidla (podle indexu, ktery se vyskytne v daném &lenu dvakrat,
se sd{té od 1 do 3), mi¥eme rovnici (l.4) zapsat strudndji takto:.

Matice [ﬂb‘,)‘] je obecné nesymetrické. Mi¥eme Jji rozd&lit na symetirickou
a antisymetrickou &ést

Wi = 84;3-+ Wej (1.6)
kde

E‘v'j = 41 [Mt’,j t 0] (1.7)

wij =51 tog- ugel .6

Dosazenim z rovnic (1.7) a (1.8) do (1,6) se snadno pPesvéddime, %e rov-
nice (1.6) platf identicky. ProtoZe Wg=-Wjs , Je [wh]antlsymetrlcké
matice. Naopak 54,3 €jis takie [2(,3] je symetrické matlce.

P¥{irlstek posuvu (1l.5) tedy mGZeme rozd&lit na dvd &4sti

dui = duy du? (1.9)

kde
dult - €if by (1.10)
duwY - Wi A (1.11)

Vzhledem k antisymetrii matice [(Ug] vy jde skaldrni soudlin

To znamend, %e vektorovy pfiristek o{u, Je kolmy k tselce 60( , takie -
pokud se posuvy mén{ jen zvolna - délka vektoru d-x se touto transforma-
¢l nem&ni. Oznadime-1li totiZ ldxl =dx ldum( s VyJjde

a .
\} dx*+ dult = dx \’1+(0lu/ols<z Zde [1+4 %( g& )'L] = ox

-8 -



pokud Je dul/dx malé. Transformace (l.11l) tedy popisuje malé otoleni po-
sunutého vektoru oy Jako tuhé uselky kolem bodu P'. Proto¥e vektor dX
byl vybrén libovolné&, vyjadiuje matice [LOCJ'] lokélni otoleni objemového
elementu CcV jako tuhého t&lesa. Transformace (1.11l) tedy nezméni ani
velikost, ani tvar tohoto elementu, tj. dany element se sice posune a
pootodl, ale nepfetvori se. Pretvoieni je popséno pouze transformaci
(1.10) se symetrickou matici [61'4‘] . RozepiSeme~li tuto matici, bude

Q‘M:/‘“ M“L"“ u’-ﬂ ('{‘113 t u&"
A
Tegl = 7 | Mottty Tugy Uas + Lo (1-13)
Wat + Uiy ‘ W3t Uy 2 Us)y

Osy soutadnic mGZeme oznalit také X , ¥ , Z misto X; , X, , X; . Pro-
toZe hodnoty Tx =4y (=’0u4/6¥ﬁ,£y=um, £3=a3‘3,jsou pomérnéd prodlouZeni a
hodnoty a’x'g' Uit Ust | Qo =Uag+Usn ) ¥y = Mgy + Ay JI50U ZkoBY, dostaneme
v obvyklém technickém oznaleni

€x T My 7%
3 P ii.?zy £s

UkédZeme, Ze soubor sloZek 51:3‘ , ktery tvori matici (1.13), Jje tenzorem
druhého Fddu, tenzorem pPetvofeni (deformadnim tenzorem).

Nejprve se v3ak budeme zabyvat transformadnimi vlastnostmi vektoru
5 =(vy, W, V) . Prejdeme-li od jedné kartézské soustavy souradnic
¥, » Xo» X5 k jiné takové soustavd X , XJ , X. , budou pro sloZky
vektoru v nové soustavé soufadnic platit transformadni rovnice (obr.2)

J )
XZ F /ﬁxz




}
V( = Oy W + Qg Vo, + Quqa V3
A = Ay + Qv+ OQng Va (1.15)
Ay = Qar vy + Oy vyt Qg Uy

To miZeme zapsat zkrécensd Jako

Pritom Cta;?' znadéf kosinus uthlu, ktery svird osa X; s osou Xa‘ o Tedy

a(ﬂ = 02 CX:‘ . xg.) (1017)

Batice t&chto soudinitelll nenf{ symetrickd. Inverzni trensformaci dosta-
neme, kdy% si uvddomfme, %e i pro ni musf:platit vztsh (1.16), zamdn{-li
8i &drkovanéd soustava misto 8 neldrkovanou soustavou. Bude proto

Vy = Qg v (1.18)
Transformadn{ vztahy (1.16) pop¥. (1.18) jesou typické pro vdechny vekto-
ry, tak¥e lze Jjimi dokonce vektor definovat, tj. TFikat, Ze ka¥dd velili-
ne splnujfc{ tyto vztahy je vektor. lndexy, podle kterych se nesditd,
Jjsou "volné®", s&ftaci indexy jsou "slepé"”. Volné indexy musi byt na obou
strandch transformalni rovnice stejné. Oznadeni slepych indexd se od mich
musi 1i8it, ale jinak miZe byt libovolné. ProtoZe transformadni vztahy
(1.16) a (1.18) obsahuji jen jeden volny index, pova%ujeme vektor za ten-
zor prvniho fédu. Transformadni vztahy mi%eme zobecnit i na velidiny
dvou~ nebo viceindexové; definuji{ pek tenzory vys3ich Fédld. NapP. vzta-
| hy (1.27) a (1.28), které uvedeme pozddji, definuji tenzor druhého ¥4du.

Vztah {1.16) dosadime do {(1.18) a dostaneme

")'3' = Ohcj Qi Ve (1.19)

Proto%e jsme se tim vrétili k plvodni soustavé souradnic, musi byi

1 pro = o

i

a:ﬁa' Guch, = 526 $1.20)

0 pro  J +

Symbol 5jh Je Kroneckerovo delta.

Vrafme se nyni k rovnici (1.10). Hornf index (1) pro struZnost vy-
nechédme; dostaneme

...lo...



AUs = Ey Axg (1.21)
a v ddrkované soustavé
dul = 8:33' dixj (1.22)

Pro vektory o sloZkéch du,é s resp. o(x; , poufijeme transforma&ni vztah
(1016)0 Vyjde .

Qyj dj = Eef ajle dxg (1.23)

Tuto rovnici znésobime dinitelem ¢k a vyuZijeme (1.20). Postupn& do-
staneme '

Uity i Auj = €gi Qit, Qrje Ay, (1.24)
duﬁ, = Ei'g- ach, a,Jg dxe (1.26)

Tento vjraz miZfeme srovnat s rovnici (1.21), v niZ indexy ¥ ,2 zam&ni -
me za M ’ f. . Dostaneme du%f 19 d,xi, a tedy

To je vztah, ktery splnuji v3echny tenzory druhého Fédu. Pro zpé&tnou
transformaci dostaneme obdobné

!
£ i

Ukdzali jeme, Ze prirdstek posuvi aw “ je vzdy kolmy k dX . To viak
nic nevypovidé o sméru pP¥iristku an', Ptéme se, za jakych okolnosti
bude smér AU “)totoény se smérem ax , takZe uselka dx se za deformace
prodlouii a pop¥. posune, aniZ zméni smér. Tehdy musi platit, Ze
AG®= ¢ d. Paremetr E je néjaké redlné &islo. Podle (1.10) pak musi
byt

= a’bﬁ: a’c?“ 8,06/ {(1.28)

€gjolxj = € deg = € O dx; (1.29)

Tedy také

(.61}3' - e 5(,3) 0()(3' =0 (1.30)

Rovnice (1.30) pPedstavuje homogenni soustavu t¥{ lineérnich rovnic pro
t#i neznémé velidiny dx, , Axy Adx, . Tato soustava méd netrividlni Pe-
Seni{ jen tehdy, plati-li

det (6(9‘ - e&j) =0 (1.31)

-11—



§
Kdy% determinant rogepileme, méue

€n ~ € €4y, Cia
€1 w8 €4a = 0 (1.32)
Ea €3  €gp-§ '

Je to kubickdé rovnice pro neznémy parametr &

¢3— Tiet+ Tpe ~-J3 =0 (1.33)
kde

= €y + &y + €3

Jo = €€t €285+ EnCu~ E4y Sy = €95 €31~ €31 S5

Jy = deb Ei{/j]

jeou invarienty deforma&niho tenzoru, které se transformaci neménf{. Pa-
rametr £ predstavuje pomérné prodloueni duVax . z rovnice. (1.34) do-
stévéme t¥i takové hlavpi pomdrnd prodloufent ¢, , € , €; , nebol rov-
nice (1.33) mé vidy tPi redlné koi“enyl)@ Ke ka%dému z nich pfislusf tro-
jice pifristkd dx; , které jesou urdeny e% na multiplikadni konstantu.

Pro kaZdou trojici tedy znéme pomér dx, : diy sdx, , ktery urduje hlavaf
osu (sm&r hlavniho pom&rného prodlouZeni). Tento pomér vypodteme pro pii-
sludené & ze soustavy rovnic (1.30).

Ve zvlddtnim pPripadé je Uy =0 @ poauvy‘w » Yz nezévisi na sou-
Fadnici X3 . Pak jde o rovinné pretvofeni, pfi némZ €y, = 0 , €p= €34=0 »
€9y = €320

ProtoZe 863‘ = ¢ , mé deformalni tenzor obecn& Zest sloZek. Jsou
odvozeny ze t¥{ skaldrnich funkcl Uo= U(Xi%Xs) ( 4= 1, 2, 3) podle vzor-
ce (1.7). Slo¥ky E{;j nemohou byt proto nezévislé. Vazbu, kterd mezi ni-
mi platf{, dostaneme, kdy% z rovnic (1.7) vyloudime posuvy WU¢ . K tomu
poufijeme zvldstniho obratu.

Ne jprve zavedeme permutadni symbol G%;L ’ &)j,ﬁ. =1, 2, 3, ktery
nabyvé hodnoty 1, tvori-li indexy sudou permutaci navzéjem rlznych in=-
dexll, a hodnoty -1, tvo¥{-li lichou permutaci. Opskuje-li se néktery in-
dex, je hodnota permuta¥niho symbolu nulové. Nenulové hodnoty permutad-
niho symbolu ukazuje toto schéma

Cojty = |- +1 -1

v j 12 3 3 21
3 1 2 i 3 2
2 3 1 2 1 3

1) Je to disledek soum&rnosti deformadniho tenzoru.

- 12 -



Nynf rovnici (1.7) dvakrét parcidln® zderivujeme; bude
: 1
Cojiee = 1 [l a0 + 10 0ke ] (1.34)

KdyZ tuto rovnici vynédsobime ¢ gtm » vymizi na pravé strand (1.34) prvn{
&len, nebot poradf derivac{ mi%eme zaménit. Pro ™ ={ nap#. bude.

Coy Moinns + Canq Ugapg = Uikt - Ug ks =0
a podobn& i pro m=1 , pop¥. m= 3 . Analogicky vymizi ve vztahu (1.34)
i druhy ¥len na pravé strand, znésobime-li rovnici &initelem &,,, . Cel-
kem dostaneme

Citn @g'l.m Eg ke = 0 (1.35)

To je soustava rovnic kom atibilit; » které zaruluje, Ze tenzorové pole
E(é (X¢) mé geometricky vyznam, %e bylo odvozeno ze spojitého vektoro-
vého pole posuvi, tj. z deformovaného kontinua, které si i po deformaci
zachovalo spojitost. Predpokladem je, Ze skaldrni pole sloZek posuvi
A&y (Xj) maji potfebnou spojitost, kteréd zaruluje existenci tfetich de~-
rivaci a zé4m3nnost Jjejich poradi.

Rovnici (1.35) rozepi{seme nap¥. pro m=3 , h=3 ., Pak

e * Emn - B~ By = 0
Kdy% tuto rovnici prepileme uZitim symbold Sy =84y, €y= ¢, ,
Yxy = €2+ €1 = Yyx , dostaneme ’ .

Ney . Tey B Ty
‘ Iy N T (1.36)

Zvolime-1i t¥eba M=2 , N = 3 | bude

Exgyaq + €21y = Etne - Eggp = 0
Po dpraveé
2
9 M D% Wy (e ‘
Dx ( Ay Tz T ) = 2 Nyz (1.37)

Ke ka%dé z rovnic (1.36), (1.37) mGZeme odvodit dal3f dv& rovnice cyklic-
kou zéménou indexi X Y- 2 >X, Budou odpovidat hodnotém Mm=1 , n=1
popf. M=2 , h=12 pebo M=3, n=1 a M=1, n=2. Splnuji-1i
pom&rné pretvoieni rovnice kompatibility, lze rovnice (1.7) integrovat
a vypo&itat podle posuvd.

]
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P¥{klad 1

Je déno rovinné pPfetvoPeni ¢, = &, = 0,002, ﬁy.z £,, =0,001,
Yy =2 €n = 0,006, priem% X=X; , ¥ = X, » Urlete

(a) pomdrné prodlouZen{ ve sm¥ru odklondném od osy X o0 30°,
{b) smdry a velikost hlavnich pom&rnych prodlouZeni.

Resent

(a) Hledané pomérné prodlouZeni ve eméru csy X' (obr. 3) oznadime 81)1 o

yIA
\ )
) X
Y\ o
\\\ ////
\ A e
\ /," 1&230 ii
0
OBR. 3

Z rovnice (1.28) dostaneme

54'4 = Ay Qg Cy + Qg Qg €49 t Qan Gt €91 + Qg Qg €qp

Ostatnf &leny odpadajf, nebof jde o rovinné pretvoreni. Pritom Jje

ay = cos 30° = |3 / 2, O = cos 60° =1/ 2
Oy = cos 120° = - 1 / 2, Qg2 = cos 30° = {3/ 2
Bude tedy
) 3 ﬁ h 1
81,] = z ® 0,002 + 2 '-T e 0’003 + "'4;' @ 0,001 = 0,004 348

(b) Vypodteme hodnoty soudiniteld v rovmici (1.33)
1l = E,+ Ey =0,002 +0,00L = 0,003
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T, = By €y = £y €y = 0,002 . 0,001 - 0,003° = 0,000 007
1, =0

tak¥e N .
¢ « 0,003 €* - 0,000 007 € =0

Koreny této rovnice jsou

¢: = 0,004 541
£. = =0,001 541
€, =0

V matici [ €¢j] vymizd tretl Fddek i sloupec, nebof jde o rovinné pretvo-
feni. Vztah (1.30) miZeme proto zapsat v maticovém tvaru takto
Eu~-¢ Em GLM
€24 €~ 8. dKL
Odtud miZeme vypo&itat smérnici hlav
tgal = olx, [ dlxa (8 ‘an)/ €1n

Dosadime-li nyn{ € = ¢, , resp. £ = €, , dostaneme

tgoty = 5,003 = 0,847
. =-0,001 541 - 0,001
ot = 5,003 = -1,180
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Na obr. 4 je zakresleno pfetvoreni &tvercového elementu a kruZnice v ro-
ving X, , X, ve stondsobném zvétdeni. Cerchovan® jsou vyznad¥eny obd
hlavni osy (tFetf hlavni osa je kolmé k nédkresns). Jsou to hlavni osy
elipsy, do ni¥ se pFetvor{ kruZnice. Jsou vzé&jemnd kolmé, nebof

tgotq tg ote = -1,

2. ROZBOR NAPJATOSTI

Je~li té&leso vystaveno pisobeni povrchovych sil, pop¥. objemovych
8il, a zlstévé-1li pfitom vzhledem k inercidlni soustav& soufadnic v kli-
du nebo ve stavu rovnomérného piimodarého pohybu, je navzdory pisobicim
8ilém v rovnovéze. Vn&jsi sily splnuji podminky rovnovéhy. V rovnovéze
je vl8ak i kaZdd &4ast télesa, kterou z ného mySlenymi rezy uvolnime. Uvol-
ndnim ¥4sti t¥lesa se z vnit¥nich sil stanou vn&jsi sily pisobici na u-
voln#nou &dst, takZe i ony musi splnovat podminky rovnovéhy.

Silové udinky, kterymi plisobi{ jedna Cést zatiZeného té&lesa na dru-
hou a naopak, lze v Pfezu zndzornit vnit¥nimi reakcemi, jeZ jsou u spoji-
tého t&lesa v ploSe Pezu rovndZ spojité rozdéleny. Vyjimkou mohou byt
ojedin&lé singulérni body, &éry nebo plochy, jeZ se tomu vymykaji dd-
sledkem idealizace (p#i soust¥edéném &i nespojitém zatiZeni nebo pode-
pfeni télesa). V ploSe mySleného Fezu se zaméifime na malou &ést o obsa-
hu AS ., Na tuto elementérnt plodku pripadne vektor vnit#ni sily Aﬁ? o
Pomér

-
—~» AF
= lom e
480 (2.1)
nazveme napétovy vektor (mebo vektor nap¥ti). Poloha ploéky AS v daném
bodé& je dédna vektorem " Jeji Jjednotkové normély. Méni-li se smér této
normély, méni se i nap&fovy vektor. Abychom tuto zménu vyZet¥ili, zvolf-
me soustavu souiadnic tek, Ze vznikne elementérni &ty¥stén zndzorndny
na obr. 5. Jeho &eln{ plocha, trojihelnik ABC, je prévé AS |, Mé Jed-
notkovou normélu N =(fy,Ne Ng) a pisobi na ni nap&fovy vektor @’ .
SloZka N1 mé vyznam kosinu -dhlu, ktery sviré vektor ) a osou X4 .,
To je vSak také dhel, ktery svird rovina OBC s plochou ABC. Plocha troj-
thelnfku .OBC je tedy "; &5 . Obdobn® vypodteme obsah i daldich ploch.
Na trojihelnik OBC pisobi nap&fovy vektor o sloZkéch ~Gu , -G , -Gy o
Analogicky oznadime i sloiky pisobici na zbyvajici st&ny OCA a OAB.
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Symbolem G'ﬂia' oznadu jeme napsti. Prvni index se vztahuje ke sm&ru nor-
mély k plosce, na ni¥ nap&tf pisobi, druhy index pak vyznaduje smér nap&-
t{. Smysl napét{ volime takovy, Ze kladné napé&ti 6’«‘3‘ sméfuje v kladném
sméru osy Xj , JjestliZe také vnéjdi normédla mé smér kladné osy X . Zmé-
ni-li se néktery smér v opalny, zméni se i znaménko nap&ti. Na obr. 5
jeou zakreslena vesmés kladnéd napéti.

Velidina (5'123' tedy popisuje silové plsobeni v daném vnit¥nim bodé&
spojitého t&lesa. Budou-li oba indexy stejné, napi. Oy , pijde o norms-
lové napdtf ( Oy pl'zsob:('v plosce OBC, jeji%Z norméle mé smér osy Xs , kol-
mo k této plodce). Jsou-li indexy navzédjem rizné, nep¥. G , jde o ted-
né napéti ( 1y plsobi rovné% v plodce OBC, avdak ve sméru osy X, ). Nor-
mélové napdti miZe byt tahové (je-li kladné) nebo tlakové (je-li zdporné).
Te¥né napdti je smykové.

Podminku rovnovéhy sil plisobicich na &ty’stén z obr. 5 napiBeme nej-
prve pro smdr X, . Bude

LoS =Gyna oS + Gy alS + @ 0y A5 (2.2)
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Tuto rovnici mb¥eme z¥ejm& zkrdtit, takie buds

_51 =@y Ng + Qo Ng + Ggq Ny (2.3)

Obdobnd rovnice bude platit i pro sméry X, , X3 . Vdechny t#i rovnice
mbi¥eme shranout do jediného vztahu

J;"l: = 6‘3.‘; k’)a‘ (2.4)
Ctverec euklidovské normy tohoto vektoru Je

NENE = % fre f0 4 42 (2.5)

Slo¥ky vektoru f jsou @ a T . Prvnf z nich spedd do sméru normély
(normdlové napéti), druhd do plochy ABC (teéné napdti). Z Pythagorovy
véty

o _ Pt
-6 (2.6)

Velikost normélového napé&tl " pisobiciho v ploSce ABC je déna skaldrnim
soulinem

¢={.n = fong = Gngn (2.7)

Zvolime nyni pootodenou soustavu souradnic Xq‘ N )(7,' ’ X;_;,' tak, aby

-—)
osa X spadala do sméru normély N . Pak
Qpe = Ng (t =1, 2, 3)

Slozky napstového vektoru ?nyn:( budou Gu Gy . G . 2 nich GG,
druhé dvd jsou ekvivalentn{ 8 napdtim T . Z podminek statické ekvivalen=-
ce dostaneme, Ze

G = anfi + Qb + sk
Gy - Qoi ft t Qo fo + Qaafs (2.8)
G = ayh + Ganfe+ agis |
Zkréeené‘

Grg = Ay, fe (2.9)
Kdy% do rovnice (2.9) doaadin;e %z rovaic (2.4) a (2.7), budeme mit

1 .
Ghg, = Qg Ggm @43’: - @10{ Qg G'a',b' ‘2'10)
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ProtoZe Bsme mohli do sm¥ru normdly poloZit alternativné osu X{ nebo X3 ’
miZeme ve vztahu (2. 10) z8 Jedniéku dosadit 'volny“ index ¢ . Dostaneme

S

bt

) :

Na oznalen{ indexi nezdleZ{; mlZeme Jje zam&nit jinym, pokud nenarudime
Einsteinovo soudtové pravidlo, ani pravidlo o rovnosti dvou tenzorﬁl .
Rovnici (2.11) mYZ%eme proto napsat v ekvivalentnim tvaru

l

ce = . 2.12
6‘4,3 O it Qjt Cne ( )
v ndmZ jsou indexy abecednd ponékud lépe usporédény. Vztah (2.12) je ob-
dobny k rovnici (1.28). Soubor napdtf [ G}j] tedy tvor{i rovnéZ tenzor

druhého rddu, tenzor napjatosti.

-y
Lze si poloZit otézku, kdy bude mit nap&fovy vektor f prévé smér
normély k plosce, v niZ sém plsobi. Pak v ni bude pouze normdlové na-
-
péti © , kde¥to tedné napéti T vymizi. Z podminky ?: G'nh plyne také,
Ze

fo = One (2.13)

xde © je zatim neurdenéd konstanta Umgrnosti (reédlné &islo). Dosadime-li
z rovnice (2.4) do (2.13), dostaneme

e = . | 2.1
Gjc hy = G ng (2.14)

To je vSak homogenni soustava linedrnich algebraickych rovnic pro sloZky
Ng jednotkové normdly. MiZeme ji prepsat s pouZitim Kroneckerova sym~
bolu 530 do tvaru

(G- © 53\;) n; =0 (2.15)

Netrividlni FeSeni miZe existovat jen tehdy, Jje-li

dget (Gju -G Dje) = 0 (2.16)

Rozepsénim tohoto determinantu dostaneme kubickou rovnici pro hlavni
napstt ©

3 . L - -
ol L 1,0 - L = 0 (2.17)

1) Dva tenzory druhého Fédu pLa » Quy se rovnaji, rovnaji-li se vdechny
sloZky. Tedy P4 = 4%’ pro ¥ , 7§ =1, 2, 3. M{sto toho lze oviem
pBét AP'('S = qrs , Y\ 9 £ = l 2’ 30
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které je obdobou rovnice (1.33). Koeficienty

T =Gy +@q + Gag ‘ ‘

Ty = Gy Cu + G Gog + 020y - GGy ~ Q3 Gy~ 03 Gy

Ta = det Loy
jsou invarienty tenszoru napjatosti, které se p¥i iransformaci (2,12) ne-
zm¥ni. Nemohou se zm¥nit, nebol hlevni napstf je ebaektlvni fyzikdln{ ve-
lidinou, nezévislou na voldb& soustavy souladnic.

Pro ka?dé hlevnf napdti Gy ( U = 1, 2, 3), vypo¥tené z rovnice
(2.17), dostaneme piisludny pom&r Myiny: N, s8loZek normély ze soustavy
rovnic (2.15). Jde o t¥i linedrni rovnice pro t#i neznémé Ny, Nh,, hy ,
aviak tyto rovnice jsou linedrnd zdvislé, nebof platf (2.16). Proto mi-
eme jednu z rovmiec (2.15) vynechat a ze zbyvajicich dvou vypoditat ne=-
znémé a% na multiplikedni konstantu. Dostaneme tedy pomér, ktery urduje
p¥fi{sludny hlavni smér, tj. sm&r hlavniho nap&ti. U izotropnich materidll
se sméry hlavnich napdti shoduji se sméry hlavnich pom&rnych prodlouZeni.

UvaZfujme nyni o rovnovdze elementérniho kvédru o rozmérech dx,, dx, ,
Xy . SméPuje-li osa X,z leva do prava, mé levéd stna obsah X dxsa je-
ji normdle mé sloZky (-1, O, O). Podle vztahu (2.4) bude mit v této sté-
né napétovy vektor ?t slozky 5L6="6uy Index " L® znadfi, %e jde o le-
vou sténu elementdrniho hrenolku. Jeho pravé sténa mé jednotkovou normé-
lu o sloZkéch (+1, O, 0) a vektor napdti v pravé stran® mé sloZky f?

= GMQ-r(®5%u/0h)dx1. Druhy ¥len pfedstevuje prirdstek, ktery vzniké tim,
%Ye jeme se posunuli podél osy ¥4 o vzdélemat Axy » S1ly fL Axy dxg =

= (fug fo ) Fu) dXy dyg, & IFP Oxy g = (:fpu;.qu_, fpz) Axqy dxs
dévaji vyslednou silu

Hm * oy fuo 4+ '.F?'L« fua +3c1’3) Axq Olxy =

DGy DGn oo o
= ( Dxq % ! Q)K—; ) X1 ol dxg (2.18)
a vyslednou silovou dVOJlCll)
L d)‘q X, ’Y‘P ) dX:L dxs =
i > ~
L2 7P
— bl - .
Tl du 9 0 dx,ydxy = (Gip s — Gha €y ) dxyduy Axg
Gy  On  Om (2.19)

Kdy% takto nahradime vyslednou silou a silovou dvojicf{ i s{ly plsobici

1) Se zanedbdnim melych velilin vy&siho ne% t¥etiho Fédu.
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na ostatni stény elementu, dostaneme celkovou vyslednou sfilu a celkovou
vyslednou eilovou dvojici. Ty vdaek musi byt - pokud neplsobi objemové
gily - nulové. Odtud vy jde goustava ti#{ rovnic rovnovéhy

? G;n;

=0 (2.20)

a podminka sdruZenosti telnych napéii

G"c~ = 6 (2.21)

7} i
Tato podminka znamend, %e tenzor napjatosti je symetricky. Disledek této
symetrie je, %e rovnice (2.17) mé vZdy t¥i redlné kofeny, tj. ¥e existujf
t#i hlavnf napéti G'= ©7 |, =G, O= @3 , k nimZ prisludejf tri vzéjem-
né kolmé hlavni sméry urdend normélami (R)=F1’m ’ W= 'r_t,,(z) ,Ran—ﬂs) ; Vypod=
teme je z rovnice (2.15). V téchto smérech miZeme vést v daném bodd hlav-
ni o8y. Jsou-1li hlavni nap&ti navzédjem riznéd, existuje vidy Jjedind tro-
jice hlavnich os. Neni-li tomu tek, je hlavnich os nekone&n& mnoho. Vidy
vi3ak 1lze 2z nich vybrat jednu trojici hlavnich os, které jsou vzdjemns
kolmé, Existuje obdoba k vyhleddvéni hlavnich os u kvadratickych ploch;
obecny elipsoid mé& jedinou trojici hlavnich os, rotadné symetricky elip-
soid nebo koule Jjich maj{ nekone&n& mnoho.

, o

Pisobi-1li na t¥leso také objemové sfly X = (anuxs) » které maji
fyzikdln{ rozmér [N m'Bl s Objevi se na levé strand rovnic (2.20), tak-
Ze bude

f'b@..
3 <=

ol x - O ’

17 v (2.22)

Pr{klad 2

Je déna rovinné napjatosi By = 60 MPa, Qy = = 20 WPa, Twy = - 30 MPa.
Urdete hlavnl napdii a hlavni osy.

Resent

Zvolime ¥y =X , ¥, =4 , takie (v jednotkéch MPa) Oy = 60,
G = Gy = =30, Gan

= 20, lnvarianty Jjsou

Ii =6y + 6y = (60) + (-20) = 40,
T, = @nba - G Gu = (60)(~20) - (-30)(-30) = -2100,
I, =0

Rovnice (2.17)mé koleny

- 21 -



64\ = 70, G'g, = “’30, G‘a = Q

Pro hlavni osy plat{ rovnice (2.15), kterou nepiBeme v maticovém tvaru

Qu-@ Gy G | Moy 0
G'M (5'7_7, -G @JI’S Mg % = 0
G.M 632’ 6'33“‘ G | m:’, 0
Po dosazeni - i
60 - G =30 0 Ny 0
-30 =20 -G 0|3mMy =10
0 0 -& | M3 0

Vzhledem k tomu, e © splnuje podminku (2.16), jeou tyto rovnice lineér-
—p
né zévislé., Normujeme-1li vektor ™ podminkou
nmE+ mgt + mF =1

dostaneme pro prvni hlavnl osu, tedy pro hlavni napdti Q@ = G"l = 70 MPa,
smérové kosiny

O .
M =3 / 10 £ 0,948 683
D = <1 / {10 = -0,316 228
%L‘n = 0

a pro druhou hlavnl osu, tj. pro G = Gy = «30 MPa

mP=1 7/ {10 = 0,316 228
m{P=3 / |10 = 0,948 683

Treti hlavni osa mé smérové kosiny

k)
m.,) = 0, mf’) = 0, méz) 1

Pr{kled 3

Je déna obecné napjatost

Gn o 0
[Gyl=|o Gm o
0 0 6'33

Hlavn{ osy tedy spadaji do sm&rd spubadnicovych os. Urdete napdti ve sté-
n& pravidelného g¥émentérniho osmisténu znézorn&ného na obr. 6, tj. v Pe-
zu, ,jehq%gorméla mé smérové kosiny M4 = My = Mg = ﬁ—/ 3.
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p Xz

Hefent

Podle rovnice (2.7) vyjde
G = Gydfﬁﬁ N = Gy Myt 4 Gy N+ 6y P =
2 £ (On Gy + Gy)
Slo2ky nap&fového vektoru vypolteme podle (2.4). Bude
f.( = G'{,,i%(, = G},M, = 6'11/\,—5
5, = Gy I3
fa = G /Y3
Z rovnice (2.5) dostaneme
(22 4 (G + % +6a)
s z rovnice (2.6) T'=4{:.G% =<
B (G 6 -G - Guia- Gia )
Je tedy '

Q =

2
L %""Tg"]kz + Ly

(XY ol
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3. HOOKESV ZAKON A DEFORMAUN! ENERGIE

Ukézali jeme, Ze zm¥na tvaru, pop¥. velikosti elementérnfho hranol-~
ku vynatého ze spojitého prost¥edi je popséna tenzorem pPetvoreni (de-
forma&nim tenzorem) CEi.j] o Podle Hooekova zdkona existuje u pevnych t&-
les - pokud je naméhén{ malé - linedrni vztah mezi timto tenzorem a ten-
zorem napjatosti. Ten mi¥eme zapsat obecné ve tvaru

e¢j = Cojrt Cas | (3.1)

nebo v inverznim tvaru
o= . .2
‘ G = Ejjee Bue G.2)
Pritom vyufivéme Einsteinova sumainiho pravidla. Soubor veliZin Cca‘“

je tenzorem ¥tvrtého Fadu. Je to tenzor elastickych konstant. Naopak

E{,a'{;_(, je tenzor elastickych modull. Je rovné&Z &tvrtého Fddu. ProtoZe
kaZdy z indexd probihé hodnoty od jedné do t¥{i, mé tenzor ¥tvrtého Fddu

34 = 81 sloZek. Tenzory pietvoieni a napjatosti jsou v3ak symetrické,
tak¥e indexy v,/ , popt.f , £, lze zaminit. Podet nez&vislych konstant
popisujicich elastické vlastnosti anizotropniho kontinua se tak zmensi
na 36. UkdZeme pozd&ji, Ze nezdvislych elastickych konstant je je3t& mé-
né. DFfive viak odvodime vyraz pro deformaini energii.

Predstavme si, Ze vSechny sloiky tenzoru pietvofeni se méni umérnd
tému% parametru A , takZe

deg = Eg dk (3.3)
( 54;3' = konst). Pak oviem
€y ~ EG A Gy = Egjue Eap A (3.4)

Pretvorfi-1i se pravouhly element o hranéch dX, , dxs , AKs tak, Ze hra-
na A, se prodlou%i o €y dx; a thel mezi hranami o, &Xs se zménf o
zkos X = €4+ €41 » Vykonaji sily pisobici na stény elementu urditou

- préci. Zmé&ni-1i se nyni €4 o d?,” a ¥y 0 dyy =0(e,,‘+deu, zméni se i tato
préce, a to o hodnotu

( Gy dxy d¥s ) dEy Ax) + (( Gy dxyAx3)( dyaq Axe) =

= (G‘ﬂ dey + Gy 0('51,_ + Oy déu) oxy Ay Axg
(3.5)



Pritom Gy , %% Jeou noruwdlovéd napéti, Qg = @y Jeou sdrufend telnd na-
pdti. Obdobnd préce se vykond i pPi zmé&ndch ostatnich sloZek tenzoru pie-
tvoreni, takie misto rovnice (3.5) budeme mit

d‘*U = G"“él 0{84)3 0!-)(4 d,x‘z, d.Mg » G-‘a d’ﬁfg ay¥ (3-6)

Integraci dostaneme celkovou deformadni energii

= § .A, L){M Xq.,x:%) OW (3-7)
kde
a3y ,
T e G A€
A T s - i A€ (3.8)

Vztah (3.8) platf obecnd. Plati-li vSak Hookelv zékon (3 2), vyjde
1
* 7 Egite By e%; (3.9)

Hodnotd A=0 pP{slusdi podatek €»1;3'=O, hodnotd A=1 konec deformace
( €¢ = € )o Vynechéme-1i pro strulnost v deldfm vykladu pruh nad
symboly €,, » 6"3 , budou pro konedny stav platit vztahy

A =3£th5 €ae € = 41(5'1;3‘ By = 1 co;ﬁ,& G‘ e (3.10)
Platf{ jen pro linedrné pruind télesa. Ihned je zf‘egmé, Ze

£ A Cow oA

G ey Teng Ak 16y 16 e

Za predpokladu spojitosti lze pofadi derivaci zaménit, takZe lze také
zaménit skupiny indexd T n@pfa E{@hb E;aé. Tim se pofet nezévis-
lych konstant zmen3f{ ze 36 na 36 "(2) 21l. Anizotropni materidly maji
tedy obecn# 21 elastickych moduld, resp. 21 elastickych konstant. Orto-
tropnf{ materidly Jjich maj{ jen 9, t8lesa s transvergzdlni{ izotropif 5 a
izotropni télesa 2.

4, RESENT NAPJATOSTI OKOLO TRHLINY V PRUZNEM TELESE

Ne jprve budeme piredpoklédat, Z%e jde o dvouosou napjatost Gﬂ = Gy,
QO = Cwy , O = Gy ; ostatnf slofky jsou nulové. Rovnice (2.20) d4vé
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soustavu

PGx + fO'U!!,\ . 0
(38 Wy

QG’\J 2t

—_ . B
Ay + M 0

Hookelv zdkon bude mit pro izotropni{ meteridl tvar
£ = Cuw Gy + nyg‘i
€y = Cyx G + Cyy Gy

kde pro rovinnou napjatost méme

1
Cox = Cuy = F Coy = Cyx =~

Kdyby 3lo o rovinné pfetyofeni, bylo by

1- u2
C)(x = CVV = —V&—'

V obou té&chto p¥ipadech by platilo, Ze

T 2 (14 @)
2’&\1" (;y = E/" 'C'xg

13

- 1
€ Cuy = Cyx ’“#‘L"Ei&)—

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Zde E Jje modul pruZnosti v tashu = tlaku,/b Poissonovo &islo, G modul

pruZnosti ve smyku.

Je ziejmé, Ze p¥ipad rovinné napjatosti lze Fedit forméln& ste jnd
jako pripad rovinného p¥etvoreni, nebol rovnice (4.1), (4.2) a (4.5) pla-

t{ v obou pripadech.

KdyZz vyrazy (4.2) a (4.5) dosadime do rovnice kompatibility (1.36),

vy Jjde
9G; 16y TG 76y _
Co g * G g * G 5w + Coy e
L1t D Ty
= E Y
Z rovnic (4.1) vypodteme
Togn "Gy W6y
Xy T ox* T T Agr

S prihlédnutim k tomu, Ze Uxy = Tyy , je

06y

2.(1+,u,) 'O‘Txy A (_‘ f()qG;‘
E Xy T E Xt
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Dosadime-1li vyraz (4.8) do rovnice (4.6) a uvddomime-li si pPitom, Ze
ng = Cyxy Cxx = Cyy a Ze vztah

1
ng + %&-_ = CXX (409)

plati pro rovinnou napjatost i pro rovinné pfetvofeni; dostaneme

"Gx 76, 6% . DOy
Cax (= s ng ’0%’:‘ ,“,,) 0 (4.10)
ProtoZe Cix se nule nerovnd, musi byt
" =Q
(e fox1 + ’oyt)w‘*%) v (Gt Gy) (4.11)

To znamenéd, Ze soulet nap&ti (Gx +6Yy) Je harmonickou funkci proménnych
X,V o .

Rovnice rovnovéhy (4.1) lze splnit substitucit

7% 73
e~ 2 rg; e
Tuy = Tyx = WX :

0 tom se lze presvéddit dosazenim. Funkce (P (,X,lj) Je Airyho funkce na-
péti. Ziejmé

" il ) . "
G+ &y = (@ v 2 =v'e (4.13)

Dosadime-1li (4.13) do rovnice kompatibility (4.11), dostaneme podminku

%é Y
%%-urz ,;Dx,_%v% + ?aﬁ =v'P =0 (4.14)
kterd F{ké, Ze <§(¥M) je bipotencidln{ (biharmonické) funkce.
Snadno se presvéd¥ime, Ze rovnici (4.14) vyhovuje Pedeni
@ (xy) =, Iy +x g Lay) + y g, (ay) (4.15)
v ndmi ‘#k(!d» jsou harmonické funkce; pro né plati vztah
Ve (ay)=0 ¢ v =1, 2,3 (4.16)

ReSenf rovnic (4.16) lze najit nejendze u%itim funkc{ komplexni promé&nné
F(%)== F (X+{y) « Tato funkce se nazyvé holomorfni{ v uvaZoveném oboru,
JestliZe Jjeji derivace md v kaZdém bod& tohoto oboru ur&itou hodnotu, ne-
zévislou na sméru piibliZen{ k onomu bodu. To znamend, %e derivace funkce
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podle ¥ musi byt stejné Jjako derivace funkce podle 4331 (0 Jje imaginér-
ni jednotka). Proto musi platit, Ze ‘

oF OF | , OF . 0
TRy neboli W “L Ty T (4.17)

Funkci F mdZeme rozlo%it na reédlnou a na imagindrnf &ést
Fz) = © (xy) + vy (xy) (4.18)

kde Y pop¥. Y Jjsou redlné funkce promgnnych X ,Y . Dosazenim (4.18)
do (4.17) dostaneme ‘

(G %) v ol ) =0

Komplexni &fslo se rovné nule jen tehdy, rovné-li se nule jeho redlné i
imagindrnf &dst. Musi proto byt

Oy Vy
fO\J T X =0 .
| (4.20)
o _ W,
AWy (128

To jsou znémé Cauchyho-Riemannovy rovnice. Jsou to nutné a postadujict
podminky pro to, aby funkce F(2)byla holomorfni.

Derivujeme-1li prvnf 2z rovnic (4.20) podle X a druhou podle Y a
selteme, zrudi se &leny obsahujic{ derivace funkce ( a zbude

(o?-q} Cb'l.
e = 0 ®
e -+ _—S)_"b JE . .(4 21)
Obdobné mbZeme vylou¥it funkei Y . V tom p¥ipadé dostaneme
ro’LLe (D’L(.P
= 0 (4022)
oxt T y*

To znamené, %e re&lnd i imagindrnf &48t holomorfni funkce F(2) komplex-
ni prom&énné Z = X+ Gy splnuj{ ka%d4 zvlssi Laplaceovu rovnici. Jsou
to tedy harmonické funkce.

Ozna¥me nyni derivace holomorfni funkce F(%) takto :

df ( dg (2) .
A L2 a:’ - g2 f’m ! (2)
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Zfe jmd ‘
e jm 7 Re F(2) ?Im F(2) . Reflz)

D% = Wy
9Tm Fla) _Re F(a) _ Tm § (2) (4.23)
™ y ) o

Vztahy (4.23) naznaduji, jak lze redlnou nebo imaginérn{ ¥4st funkce kom-
plexni promé&nné derivovat. Oznaldili jsme

Re F(2) = u Im Fl2) =@
£(2) = Re §(2) + v Im f(3)

Podobné vztahy plati{ i pro funkce Q} (2) a g’ @) .

4.1 Trhlina rozviranéd tahem

Trhlina je umist®na v ose X soumérné k polatku a m& délku 2¢ (obr.
7). Zaujima tedy v rovin& X ; Y uselku ~L <Xl Y4=0 . Deska je namé-
héna v nekonednu rovnomé&rnym tahovym napétim. Pivodn{ napjatost byla tedy
homogenni Gy =Gy=G g byla porudena trhlinou. Porucha zasshuje jen ne j-
bli%81 okol{ trhliny (podle Saint-Venantova principu) a je popséna Airyho

funkci{ nap&ti
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¢ = Re F(2)+y Imf(2) . (4.24)

Dosadime-1i (4.24) do (4.12), vyjde

= Re g(2) -y Img (2) Gy = Req(2)tyTmg'(2)
(C‘l\j = .,.\j Q@@'(%) (4'25>
Podle (4.23) je totiZ .
"“ﬁ T ve . =Reg +yT
-Ref+yTmg 52 = Reg tyTmg
-—?&é-*—'-]:m +Tmg-yReq' =-yRag ;
MYy Vi 4y @ =-Yteq ) /
i —_— = - !
%""Im{ ryReg + Tmf = yReqi Ty° Reg -y Img
Zvolme nyni _
CZ
Q}(%) = W “"26)

UkéZe se, Ze prdavé tato funkce Fesi napjatost v desce s trhlinou podle
obr. 7. Je totizl) '

Um G (2) = @ ' (4.27)
12l 5
Tak¥e v nekonednu je Oy =G, Oy=C , Imagindrni &4st funkce g' (® v ne-
konednu vymiz{. Na pfimce \ = 0 méme

B
G|, =40 = (4.28)

~ Tato funkce je reélné pro IX|>L ', ryze imaginérodni pro 0< x| < &
nulovd pro X=0 . V bodech ¥X=£, resp. X=-£ , existuje singularita.
Podle (4.25) tedy vyjde

G"L,”O pro ‘QI<X<‘6’ \:j=0

Y

(4.29)
t.‘“J = 0 pro y=0 .

To vdak Jjsou okrajové podminky pro trhlinu s nezatf{Zfenymi okraji. Tyto
podminky by byly splnény, i kdyby v ¢itateli zlomku na pravé strané& rov-
nice (4.26) byla libovolnd analytické funkce G (2) , pro ni% by platilo,
Ze )

Im g (2) =0 pro Ix 1< 2 (4.30)

1) Odmocnina z komplexnftho &isla nenf jednoznadné; vybereme hodnot'u, kte-
ré je v souladu s okrajovou podminkou (kladné nap&ti v nekonednu).
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Pak funkce
Q-g (2) .
%) T e— .
L o (4.31)

ted31{ rovnéZ napjatost v okoli itrhliny vyznadené na obr. 7, avdak p¥i ji-
ném, obecndjsim zatiZeni.

ProtoZe vedkersd nap&tf limitujf v bodd X=£ , Y=0 (a ovdem i v bo-
dg X =-{ y» Y=0") k nekone¥nu, zaméiime se na vySetfeni napjatosti v o-
kolf tohoto bodu, tj. v okoli &ela (kofene) trhliny. Za tim d¥elem posu-
neme do singuldrniho bodu polédtek soustavy soutadnic. Misto proménné

zZ = X+ vy budeme nyni m{t € = g+in p¥idem?
g =z-4 - (4.32)
Rovnice (4.26) dé '
~ e (L+8g)
tL) = .
glgte) = g(g) (o ise O (433)
Omezime-1i se na okolf, v ném% |§|4& £ , bude
gle) & . (4.34)
| Vage - YVamg '
kde souinitel
Kp=Gime (4.35)

znali faktor intenzity nap&ti. Plat{ pro trhlinu v nekone&né oblasti ro-
vinné napjatosti nebo rovinného pretvoifeni podle obr. 7.

Kdybychom vychézeli ze sloZitdjsi funkce ¢4(2) podle (4,31), dostali
bychom ’

~ (€+8)
() = 22208
(A Vgreng L (4.36)
Podle Taylorovy rady
Pleg+ ) = g0+ gl (&) g+ Fqule) (4.37)
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Pak by op&t platil vztah (4.34), bylo by viak

Kp = @1(@@; (4.38)
Védy je
gl

Typ singularity by se tedy neménil, zménil by se pouze faktor intenzity
napdti. Zvolime-~li ve zvléStnim piipadd g1(a)==6?2 , dostaneme pi{pad

okrajovych podminek podle obr. 7 a faktor intenzity nap&ti vyjde podle

(4.35).

Dosadme nyni{ do rovnice (4.34)

e
g = re (4.40)

6 £=x-1
OBR.8
Viznam ¥ , @ je zFejmy z obr. 8. Pak

Glel === = T (coo T~ Caow (4.41)
) S ¥ 1 -430/L
. ‘. = - T - T e e——g v
ALY e i ¢ -

- Kr 14 16 . 30

= ( co0 = =i A (4.42)
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Podle prvé z rovnic (4.25) pak dostaneme

&= ReG (g) -ram® . TmJ' (€) =

Kt 0, 30
= Q.Er_ (CO[) /L - —MQM) )
Ke ) (4.43)
= —_— - - A
v_ii;: wn 1 (1 1
Celkem dostaneme (pro Y < £ )
Kt 9
Gy = 1~ Mo —5—
(T e T ( )
Kr % e e
Gy = T T (1 + dow — sow — (4.44)
c Kr .9 9 oo a6
Xy 9.rcr Mvv "7 CLOY L

Chceme-1i vypolitat posuvy, dosadime (4.25) do rovnic (4.2) a (4.5),
v nich¥

M v
Cy ™ 2% E\j"——w
(4.45)
. Tw 2w
Uy v
Integraci dostaneme po Upravé vyrazy
E ©
12,‘./0, %:’KI\I L(Q-L 1)0(7-\——""(:00_—1
(4.46)
1E .0 3G
H/uv* =K1;0——_,%[(9_k+1)m - s~ ]

3=
v nich% ‘h.=‘b’|+/L pro rovinnou deformaci a = f(;%ﬁf pro rovinnou
napJjatost.

Vzorce (4.44) a (4.46) plati pro blizké okolf koiene trhliny, jeji#
okraje se pfi daném statickém naméhéni od sebe oddalujf soum&rnd k rovi-
nd ( Xy Z ), Po¥ne-li se takové trhlina prodluZovat, &iFfi se St&penim
(typ I).

Poznémka. Kdyby v oblesti zndzorné&né na obr. 7 plsobila pouze jedno-
0sd napjatost Ox =G | neméla by na ni trhlina %&dny v1liv, nebo¥ nap&ti
Gy , Uyx by byla v Pezech Y = konst beztak nulové. Tuto napjatost
tedy miZeme odedist, aniZ se zm¥&ni napjatost v okoli Zela trhliny. Rede-
ni (4.44), (4.46) a faktor intenzity napdti (4.35) plat{ tedy i pro pri-
pad nekoneén& 8irokého taZeného pésu s trhlinou orientovanou kolmo k ta-
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h{cvém nap&ti. V mistech vzddlenych od trhliny bude pak 6x =0 , Gy=0",
E.x 2O
V ®

4.2 Trhlina naméhanéd smykem

Za Airyho funkci (4.15) nynf zvolime

¢ = -y Re f(2) (4.47)

Z rovnic (4.12) dosteneme
Gy Q'Im@(z‘)+q11®@'(%)
Gy =-yReglz) (4.48)
'C'x\j = R@Q} () -y Ym%’t%)

'

1]

Dosadime
T2
%9- - _z"b (4-49)

)]

¢ (2)

ZYe jmé

]

U g(2) - T Loy g () = O

Proto v nekonednu plscbi pouze smykové napdti UTxy =T (obr. 9). Povrch
trhliny ( \X1<€ , y =0 ) nen{ zatiZen, nebof tam vy jde Gg=0, Tyx=0 .
Funkce (4.49) tedy Pedf okrajovou dlohu znézorn&nou na obr. 9. Op&t po-
u%ijeme substituce (4.32) a (4.40). Pro faktor intenzity nap&ti

Kg = Tyt (4.50)

pak vyjdou z rovnic (4.48) napéti (pro (<% )

o Ky .0 e 20
G, T Ao == (L + oo —7 Coa —
. KL 0 B 30 (4.51)
4 { inr T AL 2
4 9 .6 30
(ny = Qj;r e (1~ v 7~ Aw T)
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Integracf vztahl (4.45) dostaneme (rovn&Z pro rs<d )

. 3
:;E w = K \I——_E-'; [ (2k+3) 40w —— + o000 —%
e (4.52)
%€ 9 30
eV 5% 1(2-20) 0 7 -0 7~

Viznam konstanty k Jje stejny jako v odst. 4.1. Oba povrchy trhliny se
p¥i tomto typu naméhén{ neoddaluji, ale vzéjemnd se posouvaji. Body na
hornim povrchu se posouvajf{ stejnd, ale v opalném smyslu ne% odpovidaji-
ci body na spednim povrchu. Na primce © = 0 plsobf pouze :smykové napdti.
R{kéme proto, %e trhlina je nemséhéna smykem (typ II). Neni to vdak zcela
pfesné redeno, nebot na povrchu trhliny %&dné nap&t{ nepisobi.

4.3 Trhlina naméhanéd stiihem

Pro tento typ naméhén{ (obr. 10) je moZno p¥edpoklédat, Z%e
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®@=0 AF =0 w= w (x,y)

VXS o
! 1
A ﬁ;‘___ /| T
//: ’/4..‘:2‘.....:’ /

Vd

Tl 4 1 X
Ve

1 KL Ve
7

/\.. __________ -i-z
v 7 /” A7

L A A A A
Z/ .

OBR.10

Jedind nenulové napdti tedy jsou
Yw
Tie = 20w = © o¢
Mw
Tyz = GPys = Yy

(4.53)

(4.54)

Sdru¥enéd smykové napétl Tax ) téy ne jsou na obr. 10 zakreslena, aby se
obrézek nestal nepfehlednym. Uvézime-1i, ¥e Tyz =G, Ty =G a %e os-
tatnf napétfi jsou nulovéd, dostaneme z rovnice {2.20) podminku rovnovéhy

Ve VT
ax Yy

=0
Dosadime-1i do této rovnice vyrazy (4.54), vyJjde

viw =0
Stadf tedy zvolit

4
wr =T Im@[a)
aby vyélo
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(4.57)



Tya = Im q,’ (2) Tys = Re g (2)
Tentokriét zvblime
g(2) = Tl - VA

takZe
T2

o

Pak pro |zl=00 bude g =Tz =T(x+iy) a posuv

9@ -

T
w1zl »eo) = 5y
Nep&t{ v nekonelnu vyjdou z rovnic (4.58) a (4.60)
Txz = O Ty = T

nebot U/\rw%'(%) =T . V pfimce \ =0 dévd (4.60)
' (21> ‘

Tx . TX

i - ) IO e
q(%) l\j=0 9 ()() \IW = 1/ m‘z

(4.58)
(4.59)
(4.60)
(4.62)

(4.63)

pro x| <£ ryze imaginérnt vyraz, takZe na povrchu trhliny Jje napé&ti
Tye =0 . Povrch trhliny tedy neni zatiZen. Funkce %{%) podle (4.59)
vskutku Ped3{ dlohu podle obr. 10, poloZime-1li OCys=7T , Tyy= 0 .

Stejnym postupem Jjako v odst. 4.1, resp. 4.2, dostaneme pro faktor

intenzity napd&tl
K_\"_\'._ = T \] A

nap&t{ v okolf &ela trhliny ( T K £ )
Kg = 8 _ Km

Tor = = e - Ty, =
"7 Tier MM ¥ Vaer
a posuv (rovn&% pro "<& )
Kn 17r ©

Snadno se miZeme pieavéddit, Ze obecnou napjatost fo% ='U1,

v nekonednu podle obr. 10 Pe3i substituce

%(%) = "’C‘q’\i 24t +L T2
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(4.65)

(4.66)

Tye=Ta

(4.67)



a ¥e nap8tl T, nemé na napjatost v ckoli ¥elae trhliny Eddny vliv,

Ani pPi tomto drubu neméhdni se trhlina neotevird; body na hornim
povrchu trhliny se posunocu stejn®, avdak opatn& neiZ body na spodnim po-
vrchu, tak¥e deformace je antisymetrické. Posuvy Jjsou rovnobd¥né s &elem
trhliny. Obdobné posuvy vznikaj{ pii stfihdnf{. Proto mluvime o trhlind
naméhané st#ihem (typ IIIL).

Diskuse

V odst. 3.1 jsme ukézali, Ze typ neméhéni dany rovnicemi (4.36),
(4.39), (4.44) a (4.46) se nezmdnf, zemdnime-li funkci 44(2)= G2 n&jakou
jinou, obecndjs{ funkecf splnujici podminku (4.30). To znamend, Ze prvni
typ neméhéni trhliny se vyskytne nejenom v poli tahového napdti, ale i
v poli ohybového nebo jinak rozddleného nap&ti, pokud bude spln&na pod-
minka (4.30). Nap®t{ a posuvy v blizkém okoli &ela trhliny budou popsé-
ny vidy stejnymi rovmicemi, v nichZ se zm&ni jeh velikost soulinitele

Kr , zvaného faktor intenzity napétf.

Faktor intenzity napéti je p¥imo tmérny naméhéni a odmocnind z dél-
ky trhliny. Konstanta uUmérnostl vBak obecné zévisi na tvaru télesa a na
jeho okrajov§ch podminkéch, tj. na zplsobu naméhénf. A% je viak faktor
intenzity napé&tl jakykoli, je singularita napét{ na &ele trhliny vidy ty-
pu 1/WF. a posuvy v okoli Cela trhliny se méni (mérns s {F , kde U je
vzdélenost od &ela trhliny. To plati v linedrn® elastickém télese vidy,
at je ji% naméhén{ typu I, II nebo III podle obr. 7, 9 nebo 10, aviak
jen v okolf %ela trhliny V'®{. Mé-1i toto ohrenileni platit i v obec-
néjéim pf{pad& napjatosti, nap¥. pro napjatost popsanou funmkec{ (4.31),
musi byt podle (4.37) také

Lrg, (O] & 1g:(0)) (4.68)

To znemend, %e se funkce §(2) smf v rozsahu délky trhliny zménit
jen mélo, nejvys tak, aby pfibliZné& platilo

Llglal 2 1g(g) (4.69)

Tato podminke nebyvé splnéna, Jje-li &elo trhliny nedaleko Jjiné trhliny
nebo okraje télesa nebo nachézi-li se trhline v poli s velkym gradien-
tem tenzoru napjataatil). ¥ tekovém pi{ipadé je platnost uvedenych vztahl

1) Za gradient tenzoru napjatosti povaiujeme soubor osmndcti velidin
G'oj, & (=64 ;1,9 ,“ﬁ =1, 2, 3). Velikost gradientu posuzujeme ve
smyslu néjeké vhodné normy.
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pro napéti a posuvy omezena podminkou (4.68). Vidy tedy musi byt splng-
ny dv& 8ilné nerovnosti “

0]
T L r« \ gm\ (4.70)

aby uvedené vzorce platilyl)e

Rovnice, které jeme a% dosud uvedli, plati pro lineérnd elastické
kontinuum. MiZeme proto pouZit principu superpozice. Probrali jsme t#i
typy zatiZfenf{ trhliny. Napjatost a deformace okolf &ela trhliny, které
vyhovuje podminkém (4.70), lze v%dy rozloZit na linedrn{ kombinaci uve-
denych t¥{ zékladnich typl. Jsou zndzorn&ny na obr. 1ll.

Typ 1 1I 1)

OBR. 11

V8echny trhliny, o nich% jsme a¥% dosud pojednévali, byly rovné,
hladké a ostré. Na obrézcich jsme sice pro v&t3{ prehlednost vyznadova-
1i jejich tloustku, ale ta je ve skutednosti nulové (pred zatfiZenim se
oba povrchy dotykajf; o0dddli se jen p¥i namdéhdni typu I). Zaobleni koie-
ne trhliny md nulovy polomér k¥ivosti; proto Jje na &ele trhliny teoretic-
ky nekoneéné velké napéti. To nemli%e ve skuielném materidlu plsobit. Sku-
tedny materidl neni dokonale homogenni & Jjeho mez pruZnosti je omezend.

0 tom, Jjak prakticky zhodnotit uvedenou teorii napjatosti v okoll trh-
lin, pojedndme pozdé&Jji.

1) Zdpisu & K& rozumfme tak, %e pomér @ll- zanedbévéme ve srovnéni
s 1, pokud O.>0 .
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5, NAPJATOST V oxkoLf BADY TRHIIN

Ne obr. 12 je zndzorndna nekonelnd rovinnd oblast namdhanéd v neko-
nednuy viestrannym tahem @kﬁ=@‘g Gg::@? , Oxy=0 . Je poruSend radou stej-
nych a ste jné vezddlenych trhlin umf{stinych na pifimce Y =0 . Délka kaZdé

trhliny je L& , Jjejich roztel jJe %f . Wa tomto pF{kladu miZeme studovat
vzédjemné plhscbeni relativné blizkych trhlin.

OBR.12

Lze ukézat, %e napjatost v dané oblasti je popsédna vzorci (4.25),
jestlife do nich dosedime funkeil

w2
& Ao 0, &

. T2 .
\ snd 3 - pind =5

4t =

Vyraz na pravé stran® rovnice (5.1) mbfeme upravit do tvarul)

9 -~ | A-teomae)
( ,i - st (K2/28) Cf}ﬁ@ﬁfi/&}'"mm%l&) ‘5-2)
\ Mo (2(2.6)

1) Za predpokladu, Ze Alw (Kz]26)%0.
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%z ného% Jje ztejmé, Ze funkce % (x, Yy = konst) Jje periodické s periodou
Xp =24 . Stadi tedy vy¥etPovat interval -{r<x< O~ .

Z teorie komplexnich &isel je znémo, Ze

. i oy R 1 Yy BX
Mﬂb[w(xw)l = Mw 7 ph e i 7E M‘v—o,% (5.3)

Tuto rovnici lze snadno odvodit z Eulerovych vztahd. Je-1li ‘J»G', 1ze
hyperbolické funkce nahradit exponencidln{ funkci -;‘_zxp % a psat

1 Itx

. T .
A(/W[IE(X+W)19»6_ Q‘. exp ‘1‘%"’ exXp "¢ (5.4)

Obdobny vyraz dosteneme i pro Y K-{ . S jejich pomoci dokéZeme, Ze

Umg(z) =6 Lipw ¢/ (2) = 0

lyl-»o00 ‘ \yl» o §5-5)

takZe v nekonelnu jsou splndny okrajové podminky Q% = G'\g‘-' G, Txy= 0.
Na p¥imce Y =0 platf{ podle (4.25)

« = Re g Gy = Reglo
txg = . (506)
z rovnice (5.1) je z¥ejmé, %e na intervalu-4<x<<{ je 9(x) ryze imegi-
nérnf, takie Qe,g,(x)=0 » Povrch trhliny neni tedy zatiZen. Mezi trhlina-

mi plsobi normédlové napdti, které vypolteme z rovnic (5.6) a (5.2) (napt.
v intervalu £< X< 2&’-61 y=0)

5 - 6, J 1~ o (wx/§)

, Con (€ /6) - Coo (T /14) (5.7)
Pribé&h tohoto napéti je pro riznd dlouhé trhliny zakreslen na obr. 13.
Je zejmé, Ze &im je mistek mezi trhlinami relativné uZd{, tim je hladi-
ne napét{ v ném vys35i. Plochy pod vyznalenymi Carami jsou stejné, proto-
¥e celkovéd prendlend sila nezédvisi na délce trhlin.

Prozkouméme nyni typ singularity napéti v okolf &ela trhliny (bod 4,
obr. 12). Zvolime opét lokdln{ soufadnice v komplexn{ roviné g §+°"L N
€= 2-4 a dostaneme .

. __11;___( ¢
(€)= Chimlag L8t 9] . (5.8)

Voo [ 35 (g +0)1-sinl 2%
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Jsou-1li splnény nerovnosti

\el «t

miZeme pFribliZn& dosadit

a pak v rovnici (5.8) zanedbat malé veliliny vy#38iho ¥d4du, takiZe
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e
S 2 . AMw L4 Kn
*E o % {ixg (5.11)

Faktor intenzity nap&ti jsme zavedli shodn& s definic{ (4.34), resp.
(4.39). Vyjde ’

Ke =Y 6 {ne (5.12)

kde

2.4
Y = \l-—-ﬁtg-%; (5.13)

je korek&ni &initel respektujici vzdjemny vliv trhlin. Je-li &[frao, tie
jsou=li trhliny velmi vzddlené, vyjde Y=4 a faktor intenzity napéti se
ztoto¥nf s vyrazem (4.35). S rostoucim pom&rem ¢/~ &initel Y vzristé a
pro lim £>& roste nade vdechny meze.

Ze vztahu (5.11) poznévéme, e pro okoli Zela trhliny ohraniZeném
nerovnostmi (5.9) plati d¥f{ve odvozené vztehy (4.44) a (4.46). Typ singu-
larity se nezménil. Vzdjemny vliv trhlin se projevi jen ve zm&n&né veli-
kosti faktoru intenzity napéti.

Zcela obdobn& lze ziskat faktor intenzity napdtf{ i pro p¥*ipad namé-
hén{ smykem nebo st¥ihem. Vy jde

K = Kg = Y©(re (5.14)
Pro 8initel Y plati opst (5.13).

Homogenni pole rovinné napjatosti Gy =G , 3'\4*0 ,'Ci}j-"O by nemohlo
byt trhlinami rovnob&fnymi s osou X podle obr. 12 ruleno, takZe je lze
odedf{st. Stejné vzorce (5.12) a (5.13) proto plati i pro pripad, Z%e v ne-
kone¥nu plsobi pouze napdti Gx=0, Gy=G , Tyy=0 . Mohli bychom se do-
mnivat, %e v takovém pr{padé je Gv=0 také podél primek X = (WN+)0-; N
je celé &islo. Pak by bylo moZné dvéma sousednimi p¥imkami vymezit pés
8 trhlinou uprostfed naméhany tahem (obr. 14). Ve skute¥nosti nebude po-
dé1 t&chto primek ©x =0 , nebot se uplatni nerovnom®rné rozddlen{ nap&ti
v okolf trhlin a pridné kontrakce. V Pezech X = (ZN+1)0 na obr. 12 bude
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OBR.14

gice vysledn4d sila nulovéd, ale napétf 6x se bade obecn& od nuly lisit
(zv148té pokud budou trhliny blizké). Proto se hodnota Y pro p¥ipad ze-
kresleny na obr. 14 pondkud 1isf od hodnoty (5.13); pFfibliZn& je

(5.15)

24 T L&
Y- J =t 5 (1+ 0208 %3)
Rovnice (5.15) plati pro 0L/ 206 (obr, 14). Byla navriena tak, aby

vypotet prakticky souhlasil s numerickymi hodnotami, které uverejnil M.
I1sida (1962).

Jednoduchy péds by bylo moZno z oblasti zndzorn&né na obr. 12 uvol-
nit také dvéma sousednimi prfmkami ze soustavy X=2LN&, Takovy pds nemé-
hany tahem je zndzorn&n na obr. 15. 4ni pro tento pripad neplati vztahy
(5.12) a (5.13) presnd. Irwin vzorec korigoval pridénim druhého &lenu
v oblé zévorce

R xe . 142
Y = J T (ﬁa‘EZf + O A ‘7;') (5.16)

Vzorec (5.16) plati pro'péa 8 dvéma boénimi trhblinami podle obr. 15 namé-
hany tahem, & to pro rozsah O < 4/4 % 09.
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OBR .15

Ve vSech probranych pFipadech se napéti G vztehuje k nezeslabené-
mu prifezu.

[EREN




Mnohem v#ts8i korekce Jje zapotiebi, Jje-li na okraji pésu pouze Jjedna
trhlina (obr. 16). Je=li pés namdhén tehem, zvi8tduje se nerovnomérnost
nepéti v zeslabeném prifezu tim, ¥e se zde vyitvél{ a sklddd - ndzorné
Pedeno - tahové naméhéni 8 ohybovym. Tyto pojmy vidak zde nemaji piesny
smysl, protoZe se Bernmoulliho hypotéza o deformaci prutld nemiZe v okol{
trhliny vibec uplatnit. Podle Cardewa a Howarda (1976) plat{ pro korek&ni
ginitel Y ve vzorei (5.12) tab. 1.

Pab, 1 (initel Y pro pée s trhlinou naméhany tahem (obr. 16)

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

1,14 1,19 1,26 1,37 1,50 1,66 1,86 2,11 2,42 2,83

0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95

3,34 4,03 4,99 6,38 8,46 11,96 18,62 34,75 101,55

< |gle| < [gle

6. TRHLINY V PRUZNECH TELESECH SLOZITEJI NAMAHAN{CH

Uvedeme ndkteré vzorce pro vypodet faktord intenzity napdti, které
1% nebudeme odvozovatlt. Jsou pPevzety z literatury uvedené v seznamu na
konei sborniku.

Nachéz{~1i se obloukovitd trhlins v rovimnng oblastii pemdhané vie-
strannym tahem (obr. 17), pak Zelo trhliny je naméhéno typem I i IT
{tahem i smykem)., Pritom

G‘ITCR \I Ao, (14 conl)

(6.1)
I. d .
14 s T L
Ak J Aot (1=conl) (6.2)
L Arsnd & 2 -
Je-1i thel X maly, je Aol > oL ,Coiol 1, take
{A'qu MI._ =G \xRo = G Yxo (6.3)

oL->0
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Um Uy =0 | (6.4)

A= 0

OBR. 17

Trhlina ziejm& prejde pro X =0 v pFfmou trhlinu o délce 2% = 1R a u-
platn{ se pouze naméhéni typu I.

Pro eliptickou trhlinu penfzkovitého typu, umisténou v nekonelném
_ elastickém prostPedi namshaném ve sméru kolmo k trhliné& tshem (obr. 18)

OBR. 18
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néme

AETY

A Py
T Bo L'%') w5 + 5 coo 3 (6.5)

- a
Faktor intenzity napé&ti se tedy po obvodé meni. Funkce ‘50(‘5‘) Je déna
eliptickym integrédlem

Ifz -
ACSE og | 4 - B sty ap (6.6)

zde Q. , * jsou hlavni poloosy elipsy, & =a.

Je-li ve zvlédtnim pPipadd Q= G’, pPejde elipsa v kruh o poloméru
@ a vzorce (6.5) a (6.6) dajd ‘

2 .
® KI"‘ VT W\I_&‘— | ‘6.7)

Vzorec (6.7) tedy plati pro kruhovou penizkovitou trhlinu o poloméru & ,
které se nachézi v poli kolmého tahového napéti v izotropnim elastickém
kontinuu. :

V minulém odstavei jsme uvedli vzorec pro vypolet faktoru intenzity
napst{ v dlouhém rovinném pésu & bo¥ni trhlinou p¥i neméhéni tahem. Je-1i
takovy pés jednotkové tlousfky naméhén Sistym ohybem (obr. 19), vyjde
(za piedpokladu rovinné napjatosti nebo rovinného pPetvoreni)

Mo\
KI '-’*‘—Lf—aq_—'“ (6.8)

kam za {§ dosadime z tab. 2. Hodnoty jsou pPevzaty z préce Cardewovy a
Howardovy (1976).

( = M,
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£
Tab. 2 Cinitel‘{(i?ﬁ pro pés 8 trhlinou naméhany ohybem (obr. 19)

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

1,4 1,1 11,1 11,2 11,5 12,0 12,6 13,5 14,5 15,9

0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95

<lg|s| = |Els

17,8 20,4 23,9 29,0 36,8 49,8 74,1 132,0 363,0

Pro kulatou ty& 8 ostrou mezikruhovou trhlinou naméhanou tahem podle
obr. 20 vyjde faktor intenzity nap#ti

F : o
Ke=—z {od §(5) (6.9)

kam za'f(%é)dosazujeme z tab.”3.

OBR. 20
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d
Tab, 3 Binitel f('ﬁ? pro kulatou ty% & obvodovou trhlinou (obr. 20)

01 o02 ©03 0,4 05 06 07 0,8 0,9

“r 019-

0,117 0,164 0,196 0,221 0,240 0,255 0,259 0,251 0,210

Pro plleliptickou trhlinu podle obr. 21, které m& hloubku (melou po-
loosu) O a 3ifku (velkou osu) L{, pri¥emz G¢la >1, &lfv <1 | platt
vzorce

i o 1 Slta Mok | wa
Ke = Teome (- )] 52 | T 9 10 (6.9)

T\ %o, 2 T, .
K2 0ty (6.,10)

NG

O0BR.21

Tyto hodnoty se vztahujf k nejhlub3imu mistu trhliny (ke konci malé polo-
osy). Plat{ zhruba.pro rozseh 0% @lfv 20y . Na velikosti nap&ti @' pri-
tom nezéleZi. '

Na obr. 22 Jje zakreslen kruhovy oivor o poloméru ¥ v rovinné oblasti
naméhané v3estrannym tahem. Z otvoru vybihé jednas, resp. dv& trhliny.
Délka trhliny je ¢ . Pro faktor intenzity napdtf{ v tom p¥ipadd dostaneme

£
ke = 8(ne g(+) (6.11)

]
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Kam za<%(%)doeadime z tab. 4.

Napéti, jeZ Jje na obr. 22 vyznaleno Cérkované, mé na koncentraci
napéti na &ele trhliny relativn® maly vliv. PPibliZn& lze proto rovnici
(6.11) pou%ft i pro pfipad, Ze se obd nap&ti 1isl; &initel ¢(&/r) odhad-
neme v takovém p¥fpad® z tab. 4 interpolaci mezi p¥ipady G'=0 a G'=G ,

Pro pés o 8ffce W g otvorem uprost¥ed a se dvéma trhlinami podle
obr. 23 plati vzorec

Kp = G\l | pec (reiw) | (¥1€) ¢ 1 (6.12)
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Tab, 4 Ginitel {(Ll¢) pro otvor e trhlinami podle obr. 22
£ Jedna trhlina Dvé trhliny
r G'=0 Q=G ¢'=0 G'=G
0,0 3,39 2,26 3,39 2,26
0,1 | 2,73 1,98 2,73 1,98
0,2 2,30 1,82 2,41 1,83
0,3 | 2,04 1,67 2,15 1,70
0,4 1,86 1,58 1,96 1,61
0,5 1,73 1,49 1,83 1,57
0,6 1,64 1,42 1,71 1,52
0,8 1,47 1,32 1,58 1,43
1,0 1,37 1,22 1,45 1,38
1,5 1,18 1,06 1,29 1,26
2,0 1,06 1,01 1,21 1,20
3,0 0,94 0,93 1,14 1,13
5,0 0,81 0,81 1,07 1,06
10,0 0,75 0,75 1,03 1,03
0o 0,707 0,707 1,00 1,00
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Na obr. 24 jJe zakresleno tépent roviimého _prutu, Predpoklédéme, Ze
se trhlina 31¥{ v ose prutu. Jsou-li oba konce trhlirg'y rozvirédny silou
F tak, %e se vzdjemnd odddlf o § , vzniké na %ele trhliny singularita
napjatosti s fektorem intenzity nap&ti

{3 Efcic

4 et

Kr= (2> 2¢) (6.13)

OBR. 24

‘Pro hlubokou trhlinu v t&lese znézorn&éném na obr. 25, které je na-
méhédno (v nekone&nu) tahovou silou F a ohybovym momentem M, platf
vzorec

_ b -1 4z -8 M ‘
Kr =% —m=s— T Tt-8 r b “x*-8 c\c (6.14)

Silové veli¥iny se pfitom vztahuji{ na jednotku tlousfky t2lesa, takZe
sfla F mé fyzikdlni rozmér Nm~t a ohybovy moment ™M mé4 fyzikdlnf roz-
mér Nm/m = N.

Jako posledni pripad uvedeme v tomto odstavci tédhlo & okem naméhané
silou F podle obr. 26; sila se p¥end3f do Cepu tak, Ze tlak mezi &epem
8 otvorem v oku téhla je rogzdélen po poloviné vélcového povrchu podle
kosinusovky -

_ (-
TR Y

i

Gr = - % v = T) (6.15)
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OBR. 25

Vzniknou-1i v rozich zeslabeného priirezu dvé symetrické trhliny ve tva-
ru &tvrtelips o poloosach Q. , & (poloosa Q. se m&¥f na lfcnim povrchu,
polcosa 6’zasahuje do hloubky otvoru pro &ep), je faktor intenzity na-
p&ti dén vztahem (pro dvé ¥tvrteliptické trhliny, coZ vyzna¥ujeme inde-
xem 2)

F a &
K1y = m \!EQ1 .ff(@x—?;' 7\7) (6.16)

Funkei f najdeme z tab. 5. Jde=1i o tdhlo jen s Jjednou &tvrteliptickou
trhlinou, vypo&teme

K

K J B8R, v +xa b
I

T B8 Rt tomal ' (6.17)

Tab. 5 je prevzata z préce T. Nishioky a S.N. Atluriho (1983).
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Teb. 5 Funkce f pro vyposet tédhla s trhlinami podle obr. 26
& |4y 0,2 | 0,5 | o,8 | 0,2 | 0,5 | 0,8 | 0,2 | 0,5 | 0,8

¥ 0° | 0,299 | 0,475 | 0,600 | 0,462 | 0,703 | 0,936 | 0,525 | 0,827 | 1,086
10° | 0,299 | 0,453 | 0,577 | 0,435 | 0,631 | 0,806 | 0,482 | 0,722 | 0,906
20° | 0,310 | 0,442 | 0,529 | 0,404 | 0,556 | 0,679 | 0,433 | 0,611 | 0,733
30° | o,323 | 0,439 | 0,514 | 0,375 | 0,495 | 0,585 | 0,387 | 0,520 | 0,610
40° | 0,335 | 0,440 | 0,513 | 0,354 | 0,453 | 0,533 | 0,350 | 0,456 | 0,545
50° | 0,344 | 0,445 | 0,524 | 0,340 | 0,430 | 0,519 | 0,322 | 0,417 | 0,522
60° 0,351 | 0,453 | 0,541 | 0,333 | 0,421 | 0,528 | 0,300 | 0,395 | 0,518
70° | .0,358 | 0,462 | 0,559 | 0,330 | 0,421 | 0,548 | 0,282 | 0,381 | 0,518
8o® | 0,365 | 0,471 | 0,574 | 0,331 | 0,430 | 0,575 | 0,269 | 0,376 | 0,524
90° | 0,372 | 0,480 | 0,588 | 0,334 | 0,446 | 0,609 | 0,268 | 0,386 | 0,548

7. TRHLINY V TENKYCH OHYBANYCH DESKACH

Plati-1li Kirchhoffova teorie, Jjsou napéti v desce umérnéd vzddlenos-

ti od stfedni roviny, do niZ poloZime poddtek soufadnic. Budeme-li v rém-

ci této teorie posuzovat napjatost v okol{ ostré prichozi trhliny (obr.
27), dostaneme za predpokladu dokonalé homogenity a linedrni elasticity




tyto vzorce

1+ 3+§ o .
S 3thm e T L g o e SR

5+% ks &&«5‘ .@... 30
* 203+ px) ?.mr % (- Sr3p A T Ao T
G ?'t 5,+} 9 D e _3-9_“ _ (701)
MRETEI F‘"‘m ﬁg %«r}ke " T
5+.5 v e 22,
it TEE g L w T Femw *1 (7.2)
T . ‘44»,“, Kg, 9 3&:‘
(3t Yoz ‘Fv[ ;+/u, Tt T I
2]
Soop Koz op w08 0 22y (1.3
* U3 Vomr W L St > e :

Singulérn{ &ést napjatosti je tedy urdena dvéma faktory intenzity
napéti, z nich# Ka se vztahuje k-ohybu a Ks ke smyku.

Je-1i trhlina relativn& krétké a vzddlend od okrajl desky a od pi-
sobidt soustied&nfch sil, lze ji posuzovat tak, jako by byla v nekoned-
né desce. Plsobi-li v takové desce kroutici moment M, (obr. 28), je

GN '
kB?-' Or Ks* k Yme ) (7-4)

OBR. 28

Pisobi-li v desce ohyb {tj. ohybové momenty & posouvajici sila
podle obr. 29 na str. 55), je

bM BiT Q 2z
MB= o JMJ KS: e (7.5)

Na posouvajici sile Q & ohybovém momentu M’ pfitom nezéleii.
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8., TRHLINY V TELESE S NEROVNOMERNYM ROZDELENIM TEPLOTY

Predstavuje=li trhlina izolovanou plodku v rovinném poli 8 teplot-
nim gradientem Vt (co¥ je rozdil teplot vztafeny na jednotku délky ve
sm&ru tepelného toku v neporudené oblasti), vznikne u&inkem trhliny po-
rucha teplotnfho pole. Tim vznikne i nap¥fové pole se singularitami na
koneich trhliny, které popisuje faktor intenzity napéti typu II (obr. 30)

= .

Ky =~ EL{L v aowp

4 (8.1)

Zde ™ je délkové roztafnost, E modul pru¥nosti v tshu &i tlaku.

OBR. 30

Vznikne-1i v nekonedném pruiném té&lese 8 rovnomérnym spddem teplo-
ty penizkovité trhlina o poloméru & , kolmé k tepelnému toku (obr. 31),

je
o« Eala vt
&<K =
W (q_/b) (8.2)

Vzorce (8.1) a (8.2) byvajl v literatufe citovénmy chybné.

Je-1i trhlina o délce AL v desce s vetknutymi okraji (obr. 32) vy-
stavena plisobeni gradientu teploty, Jje

®E 7 VTe

< =
“e L1~ (8.3

Kg = 0 (8.4)
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9, UvoLNovANS DEFORMASNY ENBRGIE PRI Sikeni TRHLINY

Vrétime se jedtd k ‘pfipadu trhliny v nekonsdné rovinné oblasti namé-
hané v3estrannym tahem podle obr. 7. V nezati%ené oblasti je trhlina uza-
viend (oba lfcn{ povrchy se dotykaji) a ostréd, tak¥e ji v dané oblasti
zndzornuje uselka -£L< X< L » 40 . Vypolteme svislé posuvy na jejim
okraji, tj. funkei v ; Ix1<{ . Tyto posuvy urduji tvar rozeviené trhe-
liny. Vyjdeme z druhfch vztehd v rovnicich (4.2) & (4.45), podle nich¥

Dv
oy
Dosadime sem 2z rovnic (4.25) & zintegrujeme p¥i konstantnim X . Dostaneme

v = (C\” t C\”) SR@ gz)ay +
+ ( Cyy = Cy) S\_/j'ﬂmg'(%)otg

(9.2)
K integraci pouZijeme vzorce (4.23). Ozmatfme-1i §(2)= [g(@dz , bude
(Regx) dy = TmE(2) (9.3)
(yTmg@dy = ~yReqlz) + [Regle) dy =
| = -y Req(2) + Tm §(2) (9.4)

Integrély (9.3) a (9.4) dosadime do rovnice (9.2). Po Upravd ziskédme
vztah

P - Q-ny Im’f(&) -

- (Cyy - Cyd y Re g(2) + konct. (9.5)

Integra¥ni konstantu urdfme tak, aby pro {mw Y 30 vy3lo Vo= &'ﬂgv =
>
= (Cw + ny)G‘g . Mald trhline v okoli podédtku souradnic nemiZe ‘{otiz
ovlivnit posuvy v nekomneénu.

Protote 9(2) je déno rovnicl (4.26), vyjde

fa -6 Ta-ar (9.6)
a v nekone&nu dostaneme )
Uryw {.(%) = G2 = %2 \,!'P"U.j) | &/YVU %C%) = G (9.7)
12| »o0 12| » ®
e = 2Cyy Gy = (Cyy ~ Cyx) Gy + bongst. =
= (Cyy + Cyx) Gy + bonst. (9.8)
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Dosazenim okrajové podminky na levou stranu rovnice (9.8) se presvddiime,
e integra®ni konstanta je nulovéd. Plat{ tedy pro rovinnou napjatost, ¥e

2
2y = < Tm f(,?:) - %&”‘ \:i Re %(2‘) (9.9)

a pro rovinné pretvofend

v o= 2 - Ty Regld)

Pro okraj trhliny je |Xl< € ,y=0 . Kdy% tyto hodnoty dosadime do funk-
cf (4.26) a (9.6), dostaneme z rovnice (9.9), resp. (9.10), svisly posuv
horniho okraje trhliny

(9.10)

16
R e L (9.11)
kde .
E pro rovinnou napjatost
E' = " E | (9.12)
- pro rovinné pretvoieni

Posuv spodnfho okraje se 1idf{ jen znaménkem. To znamené, ¥e trhlina se
rozevie do tveru elipsy o malé poloose Q.= I1GE/E | presp. 2(!- NeLliE
Velké poloosa se rovnd poloviln{ délce trhliny ¢ . Zrejmé AK€ , nebof
modul pruZnosti bfvé nejménd o t¥i Pédy v&ts{ ne% napsti @ ., Elipsa je
tedy velmi dzkd. Na obr. 33 je zakreslena tak, %e posuvy ve sméru osy y
jsou piehnény.

OBR. 33

Kdybychom chté&li trhlinu odstranit a materidl opst zacelit, musili
bychom p¥ipojit na jejl okraje napéti Q54= p . Toto napdti by se v ka%-
dém mistd ménilo bdhem pomalého zatdfovéni od nuly (na poddtku zatdZové-
nt) do hodnoty § (na konci zatéZovéni). PPredpoklédejme, ¥e h=AG

w §] =



0< . €1 . Posuvy se pak budou m¥nit umdrn¥d k tomuto zatiZent, takie

26 '
dv = ——-E' &"‘_)(?. i (9.13)
‘Bez yjmy na obecnosti mi¥eme predpoklédat, ¥e tlousfka desky na obr. 33
je jednotkové. Elementérni sfly dF = p.1.dx = oy = AG dx vykonaji{ p¥i

posuvech (9.13) préci \

2e
AB = .’l,SaLFow = LGadx g \j.g't-x% S)'d* -
+]

2
= 2 [y ax

E (9.14)

1ntegraci dostaneme celkovou préci potPebnou k uzavieni{ trhliny

G+ n‘: G"’J&"

A= —7 S M" X* olx * (9.15)

Predpoklédéme dokonale pruifny homogenni materidl a malé posuvy, tak¥e pla-
t1 princip superpozice. Proto A predstavuje také préci, kterd se v pi-
vodni desce bez trhliny uvolni vznikem trhliny. Byla-li celkovéd deformadé-
ni energie v desce bez trhliny UO , bude nyn{ o hodnotu A men¥f, tj. bu-
de U="Uy~ A ., Pritom si predstavujeme, %e deska je znaln¥ velkd, ale
nikoli nekone¥né. Zv&tdi-li se polovi¥n{ délka trhliny ¢ o 8¢ , uvolnf
se dald{ Zdst deforma¥ni energie :

A
5U=-‘W"5€ 2~9'RG£ Y4 (9.16)

Po¥ne-1i se trhlina 3{#it, bude se deforma¥ni energie uvolnovat a mdnit
v jiné druhy energii. Podstatné &ést se pritom spotiebuje na vytvoreni
nového povrchu, zbytek se rozptyli do bkolf. -

Zavedeme~li pojem "rxc hlost” uvolnovéni deformadni energle @ Jako
podil uvoln&né energie -5V a délky pPiristku trhliny 286¢ , bude g =
2= -§U/28¢ . To znemend, Ze prirtstek délky trhliny zde vystupuje v pre-
neseném smyslu slova jako &as. Pojem "rychlost® se zde nevztahuje k &a-
su, ale k délce trhliny.

Pritom predpoklédéme, ¥e tloudfka desky je jednotkové. Fyzikdlni
rozmér velidiny (} Je Nm/m2 = N/m. Je to tedy seila vztaZend na Jjednotku
tloud¥ky stény. Proto se ndkdy poufivé ménd vhodny nézev "hnaci sila
trhliny”.



Méme tedy k dispozici energii -0l = .49 5¢ , xterd se uvolnf p¥i
rogditent trhliny o p¥{riistek délky 8. Zéporné znaménko na levé strans
znati, Ze jde o Ubytek deformalni energie v t&lese. Naskytéd se otdzka,
jak tato energie souvisi se venikem nového povrchu. Bude-li energie po-
t¥ebnd k vytvoteni nového povrchu vitd{ ne% energie uvolnénd, nebude se
moci trhlina 8{%¥it. Bude-li naopak mendi{, bude se trhlina 8{¥it spontén-
né. Na hranici stability trhliny se budou ob#® tyto energie rovnat. Dosta-
1i jeme tak energetické (termodynamické) kritérium prd 8iren{ trhliny,
které se principidln® 1i8{ od pevnosinl podminky, v ni¥ se porovnévé
efektivni napdt{ s mezi pevnosti. '

Energie pohlcend nové vznike jlicim povrchem souvisi jednak 8 povrcho=-
v¥m napétim, jednak 8 plastickymi deformacemi (a jen podruing s jinymi
druhy energii). Povaha této energie je jind u zcela kiehkych létek ne%

u létek, které se mohou plaaticky”tvéfet.

Griffith ukédzel, ¥e povrchové nap&ti existuje nejen u kapalin, ale
i u tuhych ldtek. Vznik nové lomové plochy je proto nutn® spojen se spo-
tfebou energie na vytvoreni povrchového nap&ii, Velikost této energie
vztéhneme k jednotce plochy a oznaime % . Griffith dimyslnymi pokusy
ukézal, Ze u skla se témdf veskerd uvolnovand deformadn{ energie spottre-
buje prévé na tuto povrchovou energii. To plati pfedevsim pro zadétek
81ifeni{ trhliny, kdy lze jiné druhy energie - nap¥. kinetickou - zanedbat.
Roz3i{¥i~li se trhlina, kterd md délku 1({, , o p¥irtstek lS(:, bude

~5U = .2.28¢.1 = hybe (9.17)

Pematujme, %e trhline mé dva licnf povrchy. Proto je celkovy prirlstek
lomové plochy 45¢.1. Dosadime-1i (9.16) do energetické bilance (9.17),
dosteneme QGriffithovu podminku pro napti ‘) s PpPi némZ Jje 8{i¥eni trhli-
ny moZné, ve tvaru

2y : .
G=\| %7 - Gy, (9.18)
Je-li k vytvo¥eni nového povrchu zapoifebl vice energie ne% se ji roz-
§ifenim trhliny uvolni, nemiZfe se trhlina 8{Fit. Tak tomu je, je=li

G'< G ; rikéme, %e trhlina je stabilni. Teprve kdys ©=6,, tj. kdy¥
plat{ rovnice (9.18), mi¥e se trhlina zadi{t 3{Fit. Rozbdhne-li se trhli-
na opravdu, zalne dynemicky d&j, jeho#% pcpisem se nyni nebudeme zabyvat.
Mezn{ napsti G , PPi némZ trhlina ztréci stabilitu, nazveme kritické

napsti.

Pirekvapujici je, %e kritické napétf G, nezévisi na kohezivni pevnos-
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ti Gp , jek by snad bylo moZné olekédvat. To je zcela zédsadni otézka,
kterd mé pro aplikace lomové mechaniky rozhodujf{c{ vyznem. Kdyby byl ma-
teridl dokonale homogenni a bez trhlin, byla by jeho kohezivni pevnost
Gp (tj. skutelné napé&t{ ne mezi odirZeni) pravd@podobnd mnohem v&tdi
ne? pevnost znémych materidld. Vidyt pevnost whiskerl, tj. dokonalych
krystalickych vléken bez dislokaci, je a% o dva Pédy vyss{ neZ u krysta-
18 tého# materidlu s dislokacemi. Skutednd pevnost Jje tedy urdovéna nejen
vlastnostmi materidlovych komponent, ale i jejich strukturou, kterd je
vidy vice nebo mén¥ nedokonalé a prostoupens vadami. Neumime-li tyto de~
fekty rozlisdit, jsou-li tedy stejného Fédu jako napP. rozmér krystalické
mi¥{¥ky, nemi¥eme je do vypodtu zahrnout jinek ne% tak, jak se statistic~-
ky projevi ve vyslednych materifdlovych vlastnostech (mezi kluzu, koheziv-
ni pevnost)e Jakmile viSak méme co init s materidlovou vadou, kterou jsme
schopni alespon pifibli%n& prom&¥it a kterd mé rozméry rédoveé vEtdl neZ
jsou rozm¥ry sloZek v mikrostruktu¥e, mliZeme posoudit nebezpelnost vady,
tJj. nebezpe’i rozbZhu trhliny, podle pfisludného kritického nap&ti, kte-
ré je odvozeno z termodynamického zékona (z bilance energif) a nikoli
ze statiky. ‘

Irwin a Orowan ukézali, %e u kovovych materidll se témé&¥ celd ener-
gie uvolnované na poldtku 3iFeni trhliny spotiebuje plastickymi deforma-
cemi, a to i v p¥ipadech, kdy se lom jevi nesvenek jako kiehky (tj. u vy-
soce pevnych materisli nebo za nizkych teplot). Hovorime pak o kvazik¥eh-
kém lomu, u ndhoZ se plasticky deformuje Jen tenkéd vrstvilka materidlu
na nové vznikajicim povrchu. Misto povrchové energie je pak udelné&jsi
zavést do vypo&tu rychlost uvolnovéni deformasni energie

LoV Y
__—156 SR v (9.19)

Je to mérna deforma¥ni emergie uvolnovand p¥i #f{Peni trhliny; vztahuje-
me ji k jednotce délky piirlstku trhliny. Na mezi stability Jje to zéro-
ven energie ‘ZQ spotrebovand plestickymi deformecemi v povrchovych vrst-
vach nové vaniklych lomovych ploch délend délkou prirdstku trhliny. Cel-
kovy pri{rdstek trhliny mé délku 25 .

Pro pripad trhliny v nekonedné rovimné desce podle obr. 7 miZeme
do vztahu (9.19) dosadit z rovnice (9.16) a vypoditat

_ | E%a_

G T2 ' , (9.20)

c

Vztah (9.20) mé pro kvazik¥Pehké lomy kovovych materidll stejny vyznam
jako vztah (9.18) pro ki*ehké lomy skla.
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Dosahuje-1i napéti @ kritické hodnoty 6c , dosshuje faktor inten=-
zity napdti k& kritické hodnoty Kip . Porovnénim vztehd (9.20) a (4.35)
dostaneme

KKQ E'@Q

\"IN’, = A

(9.21)

a odtud

K1q ”J E'Qe (9.22)

Energie spotfebovévand a rozptylovand plastickymi deformacemi pii
8{fen{ trhliny zéviei nejen na materidlovych vliastnostech, ale také na
typu deformece &i napjatosti. V povrchové vrsivé& -~ pokud neni{ povrch za-
ti%en - existuje rovinnéd napjatost, kdeZto uvnit# existuje pPine jmen¥im
v okoli &ela trhliny spiZe rovinné pietvofeni. Okolni, méné namshany ma-
teridl brénf totiZ pr{i&né kontrakci. KaZdému typu napjatosti &i deforma=-
ce odpovidd jind hodnota spot¥ebovévané energie. Hodnota ‘(:& proto zé-
visi na jejich pom¥ru, ktery se s tloustkou st¥ny méni{. Teprve je-li st&-
na tlustd, lze podil rovinné napjatosti v povrchovych vrstvéch zanedbat
a predpoklddat, Ze énergie se spotrfebovévéd za podminek rovinného pietvo-
fenf; kritickéd hodnota faktoru intenzity nap&ti pak prestévd na tlousfce
stény zéviset a stévéd se materidlovou konstaniou, kterou oznadime ch a
nazveme lomov4 houfevnatost. Podle (9.22) je

8 J 4 (9.23)

Podobné& jako mez Kkluzu zévisi lomové houZevnetost na teplot® a na rych-
losti pomé&rné deformace. Symbolem *<tcoznaéujeme jeji "statickou” hodno-
tu ziskanou p¥i malé deformadni rychlosti. Hodnota k&c, resp. gc , 86
tedy vztahuje pouze ke stavu rovinného pFetvoreni a k materidlu, u ndho#
maji plastické deformace na Zele trhliny zeanedbatelny vliv na celkovou
elastickou napjatost.

Uvahu lze rozdifit i na ostatni typy zati%eni trhliny. Pro JeJjich
kombinaci plati misto rovnice (9.23) wvztah

EGe = (1) KE + (1) K + (e Ky (9.24)

Znédme-1i lomovou houZevnatost chg mi¥eme odtud vypo&itat lomovou hou=-
Zevnatost i pro druhy, resp. t¥eti typ neméhéni. Vyjde

KKC, = K'Ic_ ) M!}__‘icf KIC q 1“‘/“ (9.25)
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10, PODDAJNOST TELESA S TRHLINOU

Predstavme si ndjaky prut (pds, ty%) s trhlinou, namdhany tahem 8i-
lou F . Konkrétn& si mi¥eme pPedstavit pés podle obr. 14, 15 nebo 16,
popi. ty& 8 obvodovou trhlinou podle obr. 20. ProdlouZeni prutu oznalime
5 . Poddajnost C prutu definujeme jako pomdr infinitesimélnich p¥i-
ristku prodlouieni a sily
. ab
v (10.1)

Kdyby byl prut pruZny a bez trhliny, byla by podle Hookeova zédkona Jjeho
poddajnost

V tomto vzorci znad{ S prifez prutu a | jeho délku. Prut s trhlinou
bude mit poddajnost vdtsf; oznadfme ji C({). Tato poddajnost bude z4vi=-
set nejen na modulu pruZnosti € & na rozmérech prutu, ale také na tvaru
trhliny a na jeji velikosti. PFirlstek poddajnosti vznikly vytvoienim
trhliny oznadime Ci({), takZfe bude

Cle) = Co + ColE) (10.3)

kde { Jje délka trhliny. Timto paremetrem charakterizujeme velikost trhli-
ny. '

Kdy% se trhlina podne 81rit, zméni se { na €+d¢ a poddajnost C(¢)
se zmén{ na C(€+d()=C(€)+dC, Deformadni energie v tydi

=1 N A B
U=3Fd=1<58 (10.4)

se zmén{ na U+dU | pridems

?_dc

AU =-% & dc= -7 F ae (10.5)

Rychlost uvolnovéni energie vztaZens k jednotce délky A &ela trhliny
vy jde z rovnic (10.5) a (9.19)

4 O(U 2 4 ac
-+ =F w ac (10.6)

Prirtstek plochy trhliny je tedy Adf , kdeZto lomovd plocha se zvétii
o dadt.
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%
" Podle (9.22) je viek %,s-jé% , takie

ac | s e (10.7)
ad g'pr L

Pro E' platf vztah (9.12). ProtoZe Ky je umérné zat&iujict efle, krétf

ee na pravé stran& rovnice (10.7) tato sfla, takZe derivace dC[/de na

zatiZeni nezéviei. To je zcela logické, protoZe vychdzime z predpokladu

lineérni pruZnosti. Napifieme tedy

Ky = F.§00) (10.8)
a dostaneme
dC 24 ¢
< - -—Ej,-*&: (€) (10.9)
Odtud
VY
Cly=—r S e dag + Co (10.10)
L[] .

Je tedy - 8 pfihlédnutim k rovnici (10.3) -

2.; S@f’l(@ ag (10.11)

i
4]

C1 (C) =

P¥iklad 4

Jak se zm&ni poddajnost prutu (pésu) vliivem trhliny znézornéné na
obr. 14?

Resent

Délku prutu oznadime L , jeho tloustku 7 a 8f#ku L& . Trhlina mé
dvé Zela, takie A=A, Poddajnost prutu bez trhliny je déna vztahem
(10.2). Vyjde

L
(o =
ELGH (a)

Zm¥na poddajnosti vlivem trhliny se vypodte ze vzorce (10.1l), v ném¥
podle (10.8) a (5.12) bude

kg Kr m
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Funkce Y(C) je déna rovnic{i (5.15). Pomdrny vzrist poddajnosti vy jde

bm (- (C
- 2 Fevigag

Co (c)
kde
b R g
Y (g) =\)—§—§~f@-—1§; (440308 x) @
Zavedeme novou bezrozmé&rovou proménnou>(*'§[6' a dostaneme
| ¢o
C n U6 ]
—C!; - W) g 4 5 (140,308 )" olx ()
0

Vysledek numerického vypofiu uvédime v tab. 6; platf pro = 0,3 a pro
pomdrné velkou tlousfku prutu, tak¥e v okol{ &ela trhliny pievliddd stav
rovinného pretvodeni. Pro tenky prut jsou hodnoty poméru quCo aZ asi o
10 % vétsi.

Teb. 6 Vypolet zm&ny poddajnosti prutu podle obr. 14 vlivem trhliny

L
- o1 (0,2 {03 |04 |05 |0,6 | 0,7 |08 | 0,9

—— 10,014 | 0,059| 0,138| 0,258 | 0,435 | 0,691|(1,07)|(1,69)| (2,88)

Poznédmka: hodnoty v zévorkédch jsou mén& presné Lvypoétené mimo ovéPeny
rozsah platnosti vzorce (5.15)] . Vtabulce w =2b.

P¥{iklad 5

Zjistéte, jak se zméni vlasini frekvence ohybového kmiténi nepode=-
preného prutu z obr. 19 vliivem trhliny. Prut mé délku L , 3ifku W a
~tloustku h .

Resent

Vzorce pro ohyb dostaneme zcela obdobné jako vzorce pro tah., Staéf
nahradit prodlouZeni prutu 8 relativni uhlovou deformaci V' koncl prutu
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a eflu F nahradit ohybovym momentem M . Bude

oh?'

C(L) Co + (:1“/) (a)
L 1L

C = FT = Twen (b)

V tomto pfipedd mé trhlina jediné elo, takie je S=h . Vzorce (10.7) a
(10.8) nahrazuji obdobné vztahy

ac 24 2
T T T T ()
Ky = M.HL‘ (a)

dC
Z nich vypo&teme 016 Jjako funkci V« a zintegrujeme. Vyjde

s ol
Cqu)‘%,—oﬁl(g)dg o (e)

Vzorec (e) je formdln& stejny jako (10.11), pouze vyznam funkce '&(é) Je
jiny, plyne z rovnice (d). S poufitim rovnice (6.8) dostaneme (pro tloust-
ku prutu h ) _
(o = o kKe w0V
M h Moh w?h (£)

Zavedeme bezrozmérovou proménnou x=§lw a podle (b), (e) a (f) vypodteme
(s oznafenim £=§=XW)

C1 EW elw \
Co  GE'L S X 4*(x) dx (g)

v)

Prevlddd~1i na gele trhliny rovinné pietvoieni (tak tomu je pro ho>> w )y
!
Je E/E'=1- /"' . PPevldadé~-li rovinnéd napjatost (pro ha w ), Je
E/E'=1, vV prvnim pripads
elw
-t
G Ip —V:'—- X X (%) dx

Co b (h)

0

Hodnotu ‘-P(X) odedteme z.tab. 2, X mé vyznam elw pro promé&nnou hloubku
trhliny £,=§ + Vysledky numerické integrace Simpsonovou metodou shrnuje
tab. 7,
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Tab. 7 Vypolet zmény poddajnosti prutu podle obr. 19 vlivem trhliny

¢w |01 o2 |03 |04 |05 |06 [0,7 | 0,8] 0,9
—%-—&- 0,097 | 0,378 | 0,885 | 1,741 | 3,201 | 5,914|11,79 | 28,56|120,4

Predpoklédde jme, Ze trhlina se nachédzi uprostfed délky prutu. Nejniz-
81 vlastni frekvence volného kmiténi prutu bez trhliny je, jak znémo

E wt “
fo=0046% § = i

Frekvenci nosniku 8 trhlinou musime po&itat tak, Ze nosnilk rozddlime nsa
dvd &4sti a ty pak spojime fiktivni ohybanou nehmotnou pruZinou o tuhosti

4
— pro 20
ho= 4

(3

0o pro Y <0
Pru?ina nehrazuje vzrist poddajnosti prutu vlivem trhliny, takZe poddaj-
nost prutu s trhlinou je stejné jako poddajnost tohoto d¥leného modelu.
Ohel  je vyznalen na obr. 34. Je to uhel tecen k ohybové ¥4¥e rozddle-
ného prutu vedenych v mistech piipojeni fiktivni pruZiny. Rovnice (Jj)
rozliSuje poddajnost néhradni pru%iny podle smyslu uthlu ¢ . Je totiZ
tfeba predpoklédat, Ze trhlina se uzavie a neovlivni poddajnost prutu,
je=1i W< 0 & trhlina je krétkd ( &< WL ),

' LI2 L/2
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Jestli¥e prut pPedepneme nebo trhlinu pro¥izneme tak, aby se nemoh-
la p¥i kmiténf uzavirat, pak = 1/Cy npezévisle na emyslu vdhlu Y.V tom
pi¥ipadé vyjde pomé&rné zméne A% | £o ne jni%si vlastni frekvence volného
kmiténi tak, Jjek Jje znézorndno ma obr. 35.

Af

- ]

fo

OBR. 35

11. Sfikenf TRHLINY VE STATICKY NEURCGITE KONSTRUKCI

Pro 8ifen{ unavové trhliny plsti pro I. typ naméhéni{ Parisiv zdkon

de )
—— = A(aKg)" (11.1)

dN
v ném¥ { znadf délku trhliny, Ky "’*;K'I:M: K rmin , N je podet zat&%ujicich
cyklt & rozkmitem faktoru intenzity napstf &Kgp, Veli&iny A , N jsou ma-
teridlové konstanty. ProtoZe rovanice (11.1) nenf v bezrozmérovém tvaru,
zévisi konstanta A na zvolenych fyzikélnich jednotkdch. Napi. pro feri-
ticko-perlitickou ocel o pevnosti 350 a¥ 760 MPa je A = 6,891.10'9 v
N = 3, yyjéddime-1i L v milimetrech a A Kr v Jednotkéch MPa fﬁ.

Rist trhliny pokrafuje podle Parisova zékona (11.1) az do okam¥iku,
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xdy Krpe, = Kr@ o Pak se soudést néhle rozlomi. Zivotnost charskterizo-
vanou podtem cykld N do lomu dostaneme integraci rovnice (11.1), prilem%
pamatujeme, %e vfkmit faktoru intenzity nepdti se m&ni s délkou trhliny,
a to i tehdy, je-l1li amplituda zat&Zujicich sil stdlé.

Je-1li prut s trhlinou zaldlen&n do staticky neurdité konstrukce, m&-
ni se s ristem trhliny ne jen faktor intenzity nap&ti, ale také poddaj-
noet prutu a tim i jeho naméhéni. Zm&nou poddajnosti prutu se toti% obec~
n& méni i rozddleni staticky neurditych sil v konstrukci. Dalsi komplika-
ce nastavd tim, Ze tuhost prutu s trhlinou je jinéd, otviré-li se trhlina
nebo je-li uzaviena. Deforma&ni charekteristika prutu 8 trhlinou je pro-
to nelinedérni. Zanedbénim t&chto skutelnost{ se miZeme dopustit p¥i vy-
podtu zbytkové Zivotnosti konstrukce znaéné chyby.

OBR. 36

Na piikladu staticky neurdité konstrukce zndzorndné na obr. 36 uké-
Yeme, jak se projevi trhlina v prutu namshaném tahem - tlakem. Uvahu 1ze
snadno zobecnit i na pruty naméhané ohybem nebo krutem, popf. i na obec-
né j8{ %4sti konstrukce s trhlinou. UvaZovany prut s trhlinou oznalime T.
Je za¥lendn do konstrukce znézorndné t¥lesem 1 = . Vzdjemmé plsobeni t&-
lesa a prutu je zakresleno na obr. 37. ProdlouZeni samotného prutu si-
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lou F Je 0 . Pro téleso T* jsou na jeho povrchu predepsdny sily (nap&-
fové vektory) '§{‘, e na jiné &ésti povrchu jsou pPedepsémy posuvy U .

OBR. 37

Jeou=1i tyto posuvy udrfovény konstantni, pfibli%{ se klouby P, Q v té&=-
lese T* viivem sfly F ¥ o hodnotu 0" . Poddajnosti jsou

5 . 5

€=+ resp. C' = T (11.2)

Hra 8il mezi obéma télesy Jje zndzornéne v diagramu na obr. 38. Na
osu uselek se vynddi reletivnl posuv ok, na osu poifadnic pﬁsobici sila,
Deformadni charakteristika prutu T vez trhliny Je déna pfimkou DOA s
rovaict & = CoF s ¥ niZ Co znadi poddajnost bezvadného prutu. PPimke DOA
sviréd s osou pofadnic dhel Yy=arctd Co. Vytverenim trhliny se poddajnost
prutu Co zvétsdl na C =Co+Cy » Pro prut & trhlinou bude platit lomensd de-
forma¥n{ charakteristike DOB, p¥ifem# primke OB mé rovnici 0= CF ; 8Vi=
ré 8 osou poPadnic ﬁk.zel.“(e = Qelg C = Gurctg (CotCy)-

Béinym vypoltem staticky nsurtité konstrukce zjistime, Ze v prutu

bez trhliny plhesobl p¥#i predepsandm zatiZeni -§g « Vg konstrukce sila F
a e prodloufen{ prutu Jje 5@ » Tento “normélni® stav Jje dén bodem A na
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OBR. 38

obr. 38. Vytvori-1li se irhlina, pie jde bod A do bodu B, jemuZ od'povidé
sila F a prodlouZeni § . Protoze t&leso 1 zistdvé linedrns elastické,

Je

- = * “F
650 = C*(F-Fo) (11.3)

Pokles s{ly v prutu a vzrist jeho prodlouZeni se proto d&je po primce AB,
kterd svird s osou poradnic thel q?*acurc(:% C¥*. Poddajnost C¥ miYeme teo-
reticky nebo experimentéln& vySetfit na t&lese Tk podle obr. 37, Jjestli-~
%e udrZujeme predepsané posuvy Vi = konst. Silu F a prodlouZeni v prutu '
s trhlinou najdeme Jjako priseéik p¥imky OB & piimkou AB. Vyjde

Co"c*
P o | (11.4)

pro E) 20 , ge-1i t0<0 s J& trhlina uzavfena a F=F . Vzpomeneme-1i,
- ¥%e C = C°+C1 , & zavedeme-li pom&rnou zménu poddajnosti prutu J
podle definice

Cq
b = T (11.5)

mi%eme vztah (11.4) napsat ve tvaru
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_ pro Fy =20
F= 14 & (11.6)

F(') pro Fo <D

Podle tohoto pPedpisu najdeme odpovidajici sfily v prutu T pro
Fo =Fomax i pro Fo = Fomin - Dostaneme pak pro prut s trhlinou AF=Fs Fmin
(pfiklad je zakreslen na obr. 38) a odtud i AKI , tedy hodnotu, kterou
potfebujeme dosedit do vztahu (11.1). Pomér C4/[C, , ktery se vyskytuje
v rovnici (11.6), vypolteme ze vzorce (10.2) a (10.11) obdobn& jako
v pif{kladu 4. Rovnici (1ll.1l) integrujeme numericky.

UvéZime-1i zm¥nu rozd&leni sil v konstrukci znézorn¥né na obr. 36,
do jdeme k zdvéru, Ze amplituda sily v prutu T vlivem rostouct trhliny
klesé, co’ vede ke zpomaleni rdstu trhliny. Zdroven vdak - pri stejné
amplitudd zatéZujicich sil - rostou amplitudy napéti v télese T¥, 1o
mb%e zpisobit, Ze unavové trhlina vznikne a podne se 31irit jedt& z jiné-
ho mista (v t&lese J*). U staticky urdité konstrukce tyto dvahy odpada-
Ji a vypolet Zivotnosti se zjednodusuje.

12. VIPOSET FAKTORU INTENZITY NAPET! METODOU KONEGNfCH PRVKS

Analytické Pedenf{ napjatosti a posuvd v okoll singulérniho bodu na
Sele ostré trhliny v elastickém t&lese znéme jen pro nékteré jednoduché
pripady. NejdhleZitéjsf{ z nich jsme uvedli v kap. 4 a% 8. Ve sloZitgj-
81ich pripesdech Jjsme odkézéni na FeSeni numerické nebo experimentélni.

MiZeme nap®. vySet¥it pribé&h posuvl na okrajich trhliny a porovnat
Jjej 8 teoretickym prib&hem platnym pro malé okolfl singuldrnfiho bodu.
Jde~1i nap®. o I. typ naméhéni trhliny, porovnavédme posuvy na okrajich
trhliny, které urdéujf{ tvar rozeviené trhliny, s funkci (0 =E)\ s respe
(¢, ©=-T) podle druhé z rovnic (4.46). PriPazeni obou pribéhd zavisi na
tom, v okoll kterého bodu (pro které Y ) ob& kiivky ztotoinujeme. Tak
dostaneme z&vislost ur&eného soudinitele Ky v rovnici (4.46) na vzdd-
lenosti T . Extrapolaci této zévislosti do bodu =0 dostaneme hledany
faktor intenzity napéti, ovem jen s takovou pPesnosti, jakou tato me-
toda umo¥nuje. Mfsto posuvd bychom mohli vySet¥ovat uvolnovanou defor-
madni energii nebo prib&h napéti G\_, (0, 0=0) o porovnévat jej obdobn&
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s teoretickym pribshem podle rovnice (4.44). Analogicky bychom mohli po-
stupovat i u II. a III. typu zatiZ%enf{ trhliny. Popsand metoda urovéani
faktoru intenzity napéti je nepPimé, protoZe tento faektor se z nam&ienych
nebo vypo&tenfch hodnot teprve pofi{té (e poufitim extrapolace do bodu
=0 ) a v téchto vypo&tech neni{ piimo zestoupen jako neznémé veliina.

Urdujeme-1li prib&hy posuvl nebo nap&ti v okoli Cela trhliny metodou
kone&nych prvkd obvyklého typu, musime v tomto okoll zvolit velmi jemnou
e1¥, maji-li mit vysledky vibec ndjaky smysl. Chceme toti%, aby kone&né
prvky s obvyklymi, zpravidla lineérnimi interpolacemi posuvi vystihovaly
okoli singulérniho bodu, afkoli vime, %e kone&né prvky, nejsou-li zvlast
upraveny, nemohou singularitu modelovat. V mistech vzddlenych od singu=-
lérniho bodu sice dostaneme velmi p¥esné vysledky, ale ty ném mnoho ne-
pomohou, nebof tam uZ neplati vzorce pro singulédrni ¥4st analytického
fedenf, z nich? teprve faktor intenzity nap&t{ urdujeme. Jemné dé&leni
8ité prvki v okoli &ela trhliny klade mimo¥dédné néroky na pfipravu a kon-
trolu vstupu a na paméf podi{tade i na strojovy &as. Tyto nedostatky se
nedévno podafilo prekonat, alespon do jisté miry, zavedenim konednych
prvkl s interpola¥nimi polynomy vy$&ich stupnd (druhého nebo vys3iho
stupné). Zjistilo se, Ze prvky s nerovnomérnym rozdélenim uzlovych bodl
na hranici mohou imitovat singulérni &dst rfeSeni, kterd pPevlddé v okoll
ela trhliny. To usnadni{ a zpfesni vypolet faktoru intenzity nap&ti, aniZ
je tireba sif p¥{lis zjemnovat. To vysvétlime na jednoduchém p¥ikladu.

-gh ph

00 nt | n |2

OBR. 39

Na obr. 39 je zakreslen jednorozmérny prvek (0= x 20 %K ) se tre-
mi uzly. Prvni m& souPadnici X =0 , druhy X = pfv, t¥etl X = 2% . Zavedeme
bezrozmérovou soudadnici 4=X|f, 0£4< 2 . K tomuto prvku priradime kve-
dratickou transformaci

A= CotCgtCy ¢" (12.1)

. "rodi&ovsky* prvek na intervalu -1 ‘-‘-g % +{ , znézornény na obr. 40.
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OBR. 40

Ze vzéjemného piirazeni uzlovych bodl dostaneme podminky

b= Co (12.2)
Q-h = CO + 7C1 + CQ_

Odtud vypodteme koeficienty C°=P yG=1 ,C= 1~13 « Zobrazovaci rovnice
tedy bude

A= p+gr(1-p)gt (12.3)

Redenim této kvédratické rovnice pro E dostaneme inverzni vztah

“4+{1-b (1-p)p-4)

2.(1-p)
U odmocniny vyhovuje pouze kladné znesménko, protoZe nap#. pro Uy p-;.{
musime dostat %*-‘ A-4 . Je=1li prvek izoparametricky, pouZivéme k inter-

polaci posuvl stejny polynom jako k transformaci geometrického utvaru,
Jjen jeho koeficienty jsou jiné. Bude tedy

(12.4)

W=aota g ta, g* (12.5)

P#ifazeni posuvld v uzlech O, 1, 2 (obr. 39) dévé podminky
Mo = aO - au| + C(,:L
Mg = Qo+ CytAq

4
Odtud vypodteme Qo-=4Uq, Q =4’L(MU o), Oy = T (Mo - 2ty + Ua)
Pom&rné prodlouZeni bude

¢ du du dg
a4 ‘ag as

d
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Derivaci O(EIG(A vypo¥teme z rovnice (12.4). Vyjde

d 1
—a%" = (12.8)
V1= 4 (1-p)(p- 2
Bude tedy
G At (o2t lUa)g
=5 = (12.9)

V1= 4 (4-p ) p-4)

Gitatel zlomku na pravé gtrané (12.9) se obecn® nule nerovné. Jmenovatel
se viak mi%e pro urdité .4 rovnat nule, coZ znamend, %e v takovém bodd
vznikne singulérni napjetost (nekonesn& velké nap2ti). Typ singularity
je pritom zie jm® A1/U¢ , C20 , co¥ odpovidé okoli Sela ostré trhliny.
To prévé potfebujeme. PoloZime proto

1-4(1-p)p-4) =0 (12.10)

a vypo&teme soufadnici singulérniho bodu

| 1
A . — — ’ (12011)
P H(1-p)
Chceme-1i, aby singularita vznikla v bod¥& X ““@4" {obr. 39), tj. v bod¥
b:-o} , dostaneme z rovnice (12.10) pot¥ebnou polohu druhého uzlu

P = o [(1-g)+ W] (12.12)

Je=-1li 4-=0, vy Jjde p=0,5‘. To znemend, Ze singularita vznikd v prvnim uzlu,

je=1i druhy uzel umistén ve &tvriin& délky celého prvku. Pro tento p¥ipad

vyjde posuv il dosazenim § z rovnice (12.4) do rovnice (12.5) (s hodnotou
P = 0,5) takto

W= 'uo“(%uo‘lu1+d§..“1)m +

+ (MQ‘Q.L(M + M’L)A
(12.13)

V okolf Zela trhliny je singulérni &ést Fedeni podle (4.46) umérnd vyra-
zu KrVr = KI I~ , takZe plat{ umdrnost

3 1
KI ~ ("E{," Mo = 21Uy + 1 Mz) (12.14)
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Jinymi slovy, singuldrni &dst redeni predstavuje prévé druhy &len na
pravé strand rovnice (12.13).

y X

Pro prvni typ naméhéni trhliny miZeme tedy pouZit v okolil &ela trh-
liny &ty¥i izoparametrické prvky znézornéné na obr. 41. Na t&ch stranéch,
jeZ jsou vnit¥nim uzlem plileny, Jje posuv interpolovén kvadratickou pa-
rabolou. Na vnitfnich strandch Jsou uzly umistény podle &tvrtinového pra-
vidla a posuvy Jjsou umérny vyrazu a+bir +cr , kde " je vzddlenost od
poddtku [ odpovidé souPadnici A v rovnici (12.13)]. Na okraji OAB trhli-
ny by m&lo teoreticky podle rovnice (4.46) byt (pro © =T )

A+ | r
Vo= ‘_l'él;‘ Kr Vox 2(&+1) (12.15)

Srovnénim se singuldrni ¥4sti rovnice (12.13) dostaneme (vezmeme=-1li
Mo=0,y Us=Vy y U=V 5 4=-X[(LI2) = 2r/L)

4 4
(_-2«}“—1—«)'3) PEE = % Kz\[_—{% 2(ft1) (12.16)

Odtud vypolteme

E ox
Ko * T @ J—: SR (12.1D)

-79 -



Vyznam symbolu & je stejny jeko v rovnici (4.46).

Usporddéni prvkd podle obr. 41 mé nevyhodu v tom, %e typ singulari-
ty pro napé&ti A/NF ge vytvéari presn& jen podél souradnicovych og X,y .
Lépe proto vyhovuji anslogicky odvozené trojihelnikové prvky zobrazené
na obr. 42 (BARSOUM,R.S., 1977). Trojihelnikovy prvek lze odvodit bud
p¥imo (pak mé Sest uzlovych bodld) nebo nep¥imo degradaci &tyfihelnikové-
ho konedného prvku (pak mé osm uzlovych bodl, 2z nichZ t¥i se ztotozZni).
Ponechédme~li v degradovaném &ty¥ihelniku koincidentni uzly volné (takZe
jejich posuvy nemusi byt stejné), dostaneme singularitu typu e, Tepr-
ve kdyZ predepiSeme pro v3echny t¥i uzly spole&né posuvy, dostaneme typ
singularity 1/0r .

OBR. 42

Nemé~1li byt vy¥sledek vypo&tu podle rovnice (12.17) nepiesny, musi
byt vzddlenost "= L (obr. 41, 42) je3t& v mezfch platnosti singuldrni
g4sti analytického reseni [ viz vztahy (4.70) 1. Prvky tedy nemohou byt
pPL1i8 velké. Presnost se zvysi, JjestliZe i pPipojené sousedni{ izopara-
metrické prvky naznaduji polohou svych uzld, kde je singulérni bod. Ta=-
kovéd 81t je naznadena na obr. 43 a jeji detail na obr. 44. Koeficienty

% , 4 pritom vyhovujf rovnici (12.12). Objeveni uvedenych zdkonitosti
predstavuje podstatny pokrok.ve vypo&tu singulérnich napjatosti a piretvo-
Yen{ metodou kone&nych prvkl. Vyhoda je, Ze piritom pouZivéme b&Znych
procedur platnych pro izoparametrické prvky, takie nen{ t¥eba programo-
vy systém nijek specidlné& upravovat.
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Bxistuji i p¥imé metody, u nich%¥ se k modelovéni okoli Zela trhliny
pouzivaj{ epecidlni kone&né prvky. Obsshuji faktory intenzity nap&t{ K
a K{ jako pridavné neznémé parametry, které se urduji spolu s ostatnimi
nezndmymi p¥imo z variaénfiho principu. Jsou tedy zshrnuty do zobecn&ného
vektoru neznémych velidin.

13. PLASTICKE DEFORMACE A KRITICKE OTBVREN{ TRHLINY

Vliivem plastickych deformaci se u kovovfch materidll ménf napjatost
v okol{ kofene trhliny. I u takovych materidll, jejichZ lom se jevi z ma-
kroskopického hlediska Jjako kiehky, provézeji &ifeni{ trhliny mikroskopic=
ké plastické deformace. Zadinaji{ €é znatelnou mdrou uplatnovat za tav.
plfechodové teploty. Plastickymi deformacemi se méni podminky rovinného
pretvofen{ na &ele trhliny a bli%f se vice podminkém rovinné napjatosti,
coZ zp&tné plisobi na dald{ rUst plastickych deformaci. Proto pozorujeme,
%e i malé stoupnuti teploty v pPechodové oblasti zplsobf velky vzrist
hou%evnatosti materidlu (mlZeme ji posoudit nap?. podle vysledkd rézové
zkoudky). Blizko nad piechodovou teplotou se tento vzrist prakticky za-
stavi - lom se stane pievéiné plastickym.

Je=1i oblast plastickych deformaci velmi mald, lze jej{ vliv zahr-
nout do vypodtu pFibli%nou korekei rovnic linedrni lomové mechaniky, kte-
ré jesme odvodili pro dokonale elasticky materidl. MiZeme totiZ predpoklé-
dat, %e odchylka od elastické napjatosti vznikne jen v nejbliZsim okoldl
gela trhliny, tak¥e nap#. pro 1. typ naméhéni trhliny bude napjatost
v okol{ &ela trhliny, aviak mimo plastickou oblast, stéle popisovéna rov-
nicemi (4.44). Konkrétn® bude v Fezu % =0(0=0) stéle platit vztah

Kr
ET (13.1)

Pro trhlinu v nekonedné desce podle obr. 7 je podle (4.35) Kt’=6'{?;5~ .
Rovnice (13.1) plat{ tedy pro ¥ >Q , je-li @ rozmdr plestické oblasti
v ¥ezu Y =0 , V intervalu O< V<@ bude za predpokladu rovinné
napjatosti By = Gy (obr. 45). Spojitost pribdhu napétf v mistd

Co= Q vyZaduje, aby

Gy =

Kt

ﬂ lJt@

Gy = (13.2)
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OBR. 45

Odtud vypolteme
Kr \1
¢ 2 (=50

(13.3)

Tak jednoduché to v8ak prece jenom neni. Uvedeny vypolet vyZaduje uréi-
tou opravu.

V intervalu 0< Y < @  ge pivodn® prenesla sila

§ Kr 26 Ko
= = ~————§- = (’r
k= (rfo'( m dar W 46w go (13.4)

kdeZto podle obr. 45 se pienese jen sfla Gv.{”Q , tedy polovi&ni. Musf
proto nastat urditd redistribuce nap&ti. P¥ibliZné& miZeme pFedpoklédat,
Ye 8{¥ka plastické oblasti bude 2Q (obr. 46). V elastické oblasti

r > 'LQ bude platit vztah

ks

G.‘;j =
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OBR. 46
kde pro pripad podle obr. 7 buds
*
Kp =G| ©8* (13.6)

Je to korigovany faktor intenzity napéif. Symbolem

Y\% - \(‘"__@ (1307)

jeme oznadili vzddlenost od &ela efektivni{ (ndéhradni) trhliny, kterd mé
délku

‘(:* = ‘C{‘Q (13.8)

Nyni Jje bilance sil obnovena:
PfibliZnou opravu vzorcd linedrni{ lomové mechaniky pro malou oblast

platickych deformact ( § <L) tedy dostaneme, kdy% skutednou délku trhli-
ny nahradime efektivn{ délkou podle (13.8). Vzdélenost Q@ , udévajict
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polovidni 5iFku plastické oblasti, jesme odvodili za pedpokladu rovinné
napjatosti. Pro rovinné pretvoreni{ bude asi tPfikrét mensdfi, tj.

~ A Kr \2
0% wz (%)

(13.9)

OBR. 47

Srovnéni plastickfch oblast{ pro oba p¥ipady je znézorndno na obr. 47.
ProtoZfe pobli% licnich povrchl desky je rovinné napjatost, ale uvnit#
desky rovinné piretvoreni, bude na koncich prichozf trhliny oblast plas=
tickych deformaci asi tFikrdt veiB1 neZ ve stredni &ésti. Tim si lze vy-
svdtlit, prod - nejde-li o extrémnd melé tlousiky stény - vzrastd kritic-
ké hodnota Ktg faktoru intenzity nap&ti (pro I. typ naméhéni trhliny),
zmen3u jeme-1i tloudfku stény. Rozhran{ mezi stavem, kdy prevlddd rovinnd
napjatost resp. rovinné pretvoreni, bylo zkoudkami stanoveno jako

Kre \12
B = 25 Gn) (13.10)

P¥iklad zévislosti Krq na tloudfce stény je zakreslen na obr. 48. Z n&ho
je patrny vyznem velidiny B , kterd se vztahuje k rozb&hu trhliny (k me-
zi jejl stability).

Chceme=-1i tedy experimentélné stanovit hodnotu lomové houZevnatosti
Ktc , musime se postarat o to, aby na &ele trhliny pirevlddal stav rovin-
ného pfetvofeni. Toho dosédhneme tak, %Ze zkudebni{ vzorek bude mit tlous¥-
ku v&t3f nez B vypo¥tenou ze vztashu (13.10). Mez plastickych deformaci
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OBR. 48

G¢ , resp. G'qa_ y kterou do tohoto vztahu dosazujeme, musi byt stanove~-
na za stejné teploty Jjako Kre .

Mezi KIQa Kl‘.c udédvé Irwin (1964) zévislost

Kra = ¥po | te14p® (13.11)

v niZ [5 znad{ bezrozmérovy parametr

1 Kge
p = i G;L) (13.12)

Rovnice (13.11) plati pro malé hodnoty parametru [5 .
M.Ja.Leonov a V.V.Panasjuk (1959) a nezévisle na nich D.S.Dugdale

(1960) vypracovali podrobn&js8{ teorii zahrnujfcf vliv plastickych defor-
maci{. Predstavili si, Ze oba okraje ("brehy") trhliny se v urdité oblasti
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pPed &elem trhliny nejprve od sebe oddalujf za plsoben{ konstantniho na-
péte G'g = G , a% jejich vzddlenost doséhne kritické hodnoty 5(; s kdy
se oba brehy odd&l{ (trhlina se po¥ne B1{¥it). Tento proces vysvétlime
podrobné ji na p¥{kladu trhliny délky %{ v nekone&né oblasti p¥i naméhs-
nf{ tahem (obr. 49). K Pedenf{ pouZijeme principu superpozice. Pouhé za-
ti%enf O vyvold v dokonale elastické desce 8 trhlinou o délce 2¢ v Fezu

yt &

OBR. 49
’\3:0 nap&ti
&y = a:
Tonr (13.13)

)
xde Kr =G\ TC g vzadlenost " =X-C . K tomu superponujeme UZinek sa-
motného zatiZ%eni Qy , které pisobi na intervalu £< IX\< ¢ . Pro ten
plati vztah

V2mr | (13.14)



v ném¥

{
Ki = 26 \r% e cos oo
(13.15)

Vysledné napsti v desce s trhlinou o délce 1¢ je pak
Gy = Gy + Gy (13.16)
Proto%e skutednd délka trhliny Jje 22 , nemi%e v bodd X=¢ vzniknout sin-

gularita. Mus{ se proto ob¥ singuldrni napjatosti (13.13) a (13.14) pro
>0 zrusdit. To znamend; Ze K£= K-& &ili

¢
= WG| = a -
¢ Vi | amen (13.17)

Odtud dostaneme

L. %) .
e wl TG (13.18)

Znéme-1li tento pom&r, miZeme vypolitat 3i¥ku C-£ plastické oblasti pied
%elem trhliny. Je-1li G« G'v, mifeme kosinus rozvinout podle Maclaurino-
vy Pady a ponechat z ni pouze prvnl dva &leny. Dosadime tedy

TG, 4 TG \2
CO’J :16'% = 1 - 1. Q_.GZ.) (13019)
Pak podle poslednich dvou rovnic
)
, Kr )’I-
c-L =55 (13.20)

Tuto hodnotu miZeme porovnat s Sifkou l§> vypodtenou pomoci rovnice (13.3);
ta vyjde asi o 19 % men¥{ ne# podle (13.20). Rozdfl neni podstatny, ne-
bot ob¥& teorie jsou jen pribli¥né. Platnost modelu podle obr. 49 viak

neni tek omezena, pokud jde o velikost plastické oblasti; p¥ibliZné& pla-
t1 i pro pPipad, %e se Jjmenovité nap&ti bli%{ mezi kluzu.

Pro dany model podle obr. 49 lze vypoditat také posuvy. DlleZity
je relativni posuv v mist® X={ vypo&teny pro G =G_ a pro pomér ¢/C po-
dle (13.18), tj. pro nap&t{ na mezi stability trhliny. V tom p¥ipadd se
obe biehy trhliny v uvedendm misté& od sebe o0dddli o kritickou vzdile-
nost
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8 Gk | G Gc -1
b= gt len( e )] (13.21)
Tato hodnota se nazyvé kritické otevieni trhliny a ozna¥uje COD (crack
opening displacement). Pro velmi maly pomdr Q¢ /0O odtud vyjde

8 N /7 _ M%&
[ G.K.E = GKE (13022)

Vzroste-1li trhlina o pfiristek 5£ , 8potfebuje se préce G},BQ 6’5& =
3e 8L & , kde (g Jje rychlost uvolnovéni deformaini energie. Odtud

%Q = .LG'L SC ) (13.23)
Dosazenim za EL z rovnice (13.22) dostaneme znémy vztah

A
C}Q € : (13.24)

platny pro rovinnou napjatost. Jde-li o rovinné pPetvoreni, je shodné
8 rovnict (9.23)

ot
Q}C=1—€A"— ng;o (13.25)

Podle (13.23) a (13.25) je peak
2
(1= ) Kze
SC’:'——_’%—E— - (13.26)
'S

Vztah (13.23) plati pro model podle obr. 49 bez zPfetele k velikosti plas-
tické oblasti. Rovnice (13.26) vBak plati jen pro pripad, ¥e plastickd
oblast pred Selem trhliny je velmi malé.

14. J-INTEGRAL

Jinym kritériem, kterého lze u%it k posuzovéni meze stability trhli-
ny pro elasticky i elastickoplesticky lom, Jje kritickd hodnota J-integré-
lu.
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OBR. 50

Predpoklédejme, %e trhlina naznadend ne obr. 50 je neméhéna tahem.
Jde tedy o neméhéni I. typu. Sledujme, co se stane, kdyZ se polovidni
délka { trhliny zmdn{ o p¥irlstek A4( . P¥i 3ireni trhliny se bude defor-
ma¥ni energie v t8lese zie jmé zmendovat. Nové &dst trhliny zaujme objem
sV , v n&m¥ byla pSvednd skumulovéna deformadéni energie

, iy

bran = o ogaey (14.1)

AV N 0
MiZeme si pPedstavit, #e bychom proces rozdifen{ trhliny uskutelnili ve
dvou fézich: nejprve bychom z t&lesa vynali objem AV , aniZ se Jjinak co-
koli zmdni. To znamend, %e odelteme energii (14.1) a na povrchu AS pi{-
ristku trhliny p¥ipojime nap&fové vektory o slo¥kéch f@ takové, aby se
napjatost v ostatni oblasti nezménila. Tyto vektory tedy predstavuji pi-
vodni silové pusobeni objemu AV ne zbylou &dst télesa; na novd vznik-
1lém povrchu Jje naméhéni spojité rozddleno. Ve skutelnosti nebude na po-
vrchu trhliny pasobit %édny napéfovy vektor (ﬁédné'napéti); musime pro-
to - v druhé fézi procesu - napdlové vektory §£ uvolnit. T{m vzniknou
na povrchu AS posuvy AU: & na plo&ném elementu dS se uvolni préce
dS {$;du; . Oznadime-1i priristek deformaini energie AV (je to vlast-
né zdporny ubytek), bude celkem

S g UGt by
AU = =) AdV ¢ \ds | f; dus
A o éd ’ (14.2)

Oba &leny ne pravé strand jsou zéporné, nebol skaldrni soudin &40&&@<0.
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Platf{ tedy nerovnost

U+ AU
~aV = Jaav - fds | fodus w0 (14.3)
\Y AS He
V rovnicich (14.2) a (14.3) s¥itéme podle Einsteinova pravidla pies in-
dex U =1, 2, 3.

Vzhledem k piedpoklddanému vzniku plastickych deformaci nemiZeme
predpoklédat, %e zévislost napdfového vektoru na posuvech jim vyvolangch
bude linedrni. Znazornime Jji proto pro ka%dou sloZiku p#isluSnou kiivkou,
2z nichZ jedna je zakreslena na obr. 51l. Préce sloZky fg napéfového vekto-
ru, vztafend k jednotce plochy, je pak déna vydrafovanou plochou. Takové

'"fi

A

0_‘? Au; J i

OBR. 51

plochy méme v kaZdém mi{st& nového povrchu t¥i a teprve jejich soulet dé-
vé4 mérnou préci, kterou ziskéme, kdyZ uvolnime povrchovéd nap&ti. Na po-
vrchu S vybereme misto, kde je uvedeny soufet nejvétdf. Pak bude zitej-
m¥ platit toto ohranident:

Wit b
0 %- &o(g j &cdu,«; £ AStafiaugd
s (14.4)
Podle véty o stiedn{ hodnoté je také
<
0= g,\,oc\l < A AV (14.5)

AV

- 9] -



Levd strana této nerovnosti je déna tim, Ze hustota deformadni energie
nemd%e byt z&pornd. Jsou-li Afs, Ad¢ melé veli¥iny prvnfho F&du, AS
druhého #4du a AV tretfho Fédu, je vyraz na pravé strand (l4.4) zaned-
batelny proti pravé strand (14.5). Proto podle (14.3) pro Lwmwv AV >0
{ostrd f,rhlina) bude platit nerovnost 0£ -AlU -~ SA,oW 4 AS lAf«:Au;&wo,
takZe

-~ al = S)vd-v (14.6)
oN

OBR. 52

V daldim vyklaedu se omezime na dvourozmérny pi¥ipad podle obr. 52. V sou-

tadnicich X1, X, dostaneme pro element AV objemu (v desce o tlousfce
{ ) vzteh

dV = 6’0(60‘.)(7,_

.

(14.7)

Tento vyraz dosadime do rovnice (14.6), ale z naznalené objemové inte-
grace uskute¥nime jen Sdst. Misto prirdstku —~AU dostaneme pak diferencidl

—dU = & de [Adx, (14.8)
Pt
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Oznaléme

I= A dlx, (14.9)
P’b
V okemfiku, kdy se trhlina polind 5i¥it, nabyvé tento J-integrdl kritic-
ké hodnoty Ja . Podle (14.8) a (9.19) vyjde

. au
T (14.10)

Kritickd hodnota J-integrélu se tedy rovné rychlosti uvolnovéni deformad-
ni energie (na hranici stability trhliny) (g . To je ddleZité hodnota,
kterd souvisi podle vztashu (9.22) s kritickou hodnotou Krg faktoru in-
tenzity nap&ti a podle (13.23) taeké 8 kritickym otevienim trhliny. Vie-
chny tyto veliliny lze pouZit jeko kritérie pro stabilitu trhliny i teh-
dy, vznikaji-1li v okol{ Zela trhliny v&t8{ plastické deformace. Nejsou

to vdak materidlové konstanty, protoZe se m¥ni také s tloudfkou stiny.
Materiélovymi konstentami se stanou jen za podminky, %e na &ele trhliny
existuje stav rovinného pretvoPeni a %e rozsah plastické oblasti je za-
nedbatelny; tehdy souvisi s lomovou houZevnatosti ‘410 o

Vypo¥et J-integrdlu podle rovnice (14.9) by byl velmi problematicky.
Lze v3ak dokédzat, Ze integrél po uzaviené kiivce

Ve
& DA dxs - ¢ 7, da 1 (14.11)

identicky vymizi, pokud je kiivka vedena uvnitl oblasti, v ni% existuje
Jjednozna¥nd z&vislost Gyy = Géj(gke)- Tvrzeni tedy plati nejen pro lineér-
né i nelinedrné& pruZné materidly, ale i pro pruZnoplastické materidly za
podminky prostého zatéZovéni, kdy plati deformaini teorie plasticity
(J.R.Rice, 1968). Vedeme-1i kiivku tek, aby se sklédala ze dvou obloukd,
z nich¥ jeden je na obr. 52 oznalen L a druhy, ktery je souldésti hrani-
ce trhliny, [l , pak -~ 8 pPihlédnutim k orientaci t&chto obloukd = bude

) ro{l(]
rg[kdk,l_ “‘&{, Ty, a4 1+
Y
v Thae,-§; Tz A1 =0 (14.12)
-1 /

Druhy &len v druhé zévorce vymizi, nebol na povrchu trhliny (s vyjimkou
mizivé délky d€ ) je nap&fovy vektor fu nulovy. Zbyvé
Vg
f[&dxr& o == {MLM

P T (14.13)
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ProtoZe SkdXQ = - SJLCW'L = - , dostanemse
-n T
Ve

J = éfkdzg*%mo&;l (14.14)
K¥ivke [' miZe byt vedena uvnit¥ oblesti jakkoli, ale tak, aby zalinala
na dolnim a kon&ila na hornim b¥ehu trhliny (obr. 52). Rovaice (14.14)
umoZnuje vypodet J-integrélu, znéme-li pole napjatosti a posuvl v okoll
trhliny. Nemusime je tedy zné&t v blizkosti korene trhliny. To je zvlé&&l
d8le%ité pri numerickém vypo&tu, nebot si mi¥eme integra¥ni cestu [
vybrat tak, aby vysledky byly co nejplesndjsi.

Hodnotu J-integrdlu mifeme zjistit také experimentdlné. VyuiZi jeme
k tomu rovnice | gg.lo). Je=1i zkuSebni deska & trhlinou zatdZovéna sxlou
posuv mezi plisobistZm sily F & pisobiltdm prisludné reakce R=-F . Obec-
né platf, %e U=CF , kde ( Jje poddajnost. U linedrn& pruiného t&lesa je
poddajnost konstantni, obecn® to vBak nebude platit. Z&vislost W (F) bude
napi. takovéd, jak je naznaeno na obr. 53 naho¥e. Hornf krivka plati pro
trhlinu délky L . Deformadni préce sily F je déna plochou pod touto

kiivkou. ZmEni-1li se nyni délke trhliny (L4 + §0) , zméni se i tato
k¥ivka. Préce sily F bude nynf men®i. Rozdil praci v obou p¥ipadech zna-
8{ energii - 0V =q,6agﬂuvolnénou p¥i rozbifenf trhliny o délku &€ . Je
to Brafovand plocha mezi kPivkemi v hornf{ #ésti obr. 53. Podle rovnice
(14.10) je to vlastn& J-integrél ndeobeny hodnotou {8 ((-znadf tlousi-
ku desky). Stadé{ tedy zmd¥it podda jnost vzorku pro dvé rlzn& dlouhé trh-
liny a hodnotu J=integrélu mlZeme vypolitat. Rozdil délek trhlin viek
neam{ byt p#{li8 velky, protoZe uvedeny rozbor plati jen pro U 5e>0 .
Presnost takového experimentu bude tedy nevelnd, avSak moZnost ziskat
hodnotu J-integrélu experimentdln® je jist® zajimavé a objasnuje jeho
fyzikdlni podstatu.

Na obr. 53 dole je vyznalen pribdh J-integrélu na posuva A4 ., V elas-
tické oblasti (BE) je tento pribéh parabolicky, nebot poddajnost je kon~
stantnf{. Druhé (p¥echodovéd) oblast je elastickoplastické (E~-P) a tretf
plastické (P); pro tu je zévislost J() pribliZn& linedrni.

J-integrdl tedy zévisl{ - podobmné& jako faktor intenzity napéti - na
geometrii t&lesa, na jeho zati%eni a na délce trhliny. Ne mezi stability
trhliny nabjvé kritické hodnoty Jg . Je=li v okoli &ela trhliny prevéind
rovinné pretvoreni (tj. je-li tloudfka stény velkd) a plastickd oblast
velmi mald, dostaneme z rovnic (14.10) a (9.23) vztah mezi kritickou
hodnotou J-integrdlu a lomovou hou¥evnatosti
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1-u 2
Jo= —F— K (14.15)

k1
l
|
]
. |
-
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| ! >
EL'L(‘_E-»P)J"_: (P)
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| |
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Kritické hodnota J~integrélu je v tom pi{padé umdrnd &itverci lomové hou-
Yevnatosti. Zdvisi v8ak také na modulu pruZnosti. Hodnota JQ s TeBP.
Jo , miZ¥e slouZit jako kritérium stability trhliny.
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15, - R=KRIVKA

Nejsou-li splnény predpoklady pro vznik lomu ze podminek rovinného
pretvofeni{, pak o poldtku 3iFeni trhliny nerozhoduje lomovd houZevnatost,
a to ani tehdy, je-1li rozsah plastickych deformaci mely. Misto lomové
houZevnatosti klc musime pou¥%ft kritickou hodnotu faktoru intenzity na-
péts KIQ~ T{m se stane cely jev slo¥it&js1, nebof hodnota Kyg zévisfl u
tého% materidlu ne jen na teploté a na deformadni rychlosti, ale také na
tloustce stény a na po&dte¥ni délce trhliny. Hodnota KTL zévisi naproti
tomu pouze na teploté a na deformaln{ rychlosti. Jde~li o pomalé zatéZo-
vén!{ a o podédtek rozbé&hu trhliny, Jje deformséni rychlost msld a v pold-
teénim stadiu 8ifen{ trhliny se neuplatni; zbyvé pak uZ jen zévislost na
teploté.

K posuzovéni piipadll, kdy o polétku 8ireni trhliny nerozhoduje lo-
mové houZevnatost, ale obecndji nap¥. hodnota Krq nebo kdy plastické de-
formace zasahuji velkou oblast, lze pouZit experimentdln¥ zjisté&né R-kFiv-
ky (resistance curve). Tato k¥ivka se ziské&vé zkoudkou vzorku s poléted-
ni trhlinou délky 4, za pozvolného zatd%ovén{ pokud moZno ste jnou defor-
maéni rychlosti. Pi¥i I. typu naméhén{ se trhlina postupné 8tépi a spotie-
bovévé mé&rnou energii R . Je-li pPirlstek délky trhliny ¢ a vzorek
mé tlousfku { , spotPebuje se plastickymi deformacemi energie R& 0 .
Mérné energie R je ov3em totoZnéd s hodnotou g uvolnované deformadni
energie na mezi stability trhliny a také s hodnotou Jg [ viz rovnici
(14.10)] . Predpoklddé se, %e zévislost R =R(a)zjiZt&ns pro trhlinu
8 poldtedni délkou Lo plat{ stejnd i pro jinou polédtedni délku. Jinymi
slovy, m&rnd energie pot¥ebnd k vytvéreni{ nového povrchu zévisi pouze na
p¥irdstku délky trhliny, nikoli v3ak na délce samé. To plati samozie jm¥
pro k¥ehké materidly, kdy Jje mé&rné energie konstantni, plat{ to vSak i
pro elastickoplastické materidly, které se tvéFenim zpevnuji a u nich%
mérné energie R s prirtstkem délky trhliny roste. To nyni vysvétlime
podrobnéji.

Kdyby 3lo o rovinné pretvoieni [ tlou¥ika stény by musila byt vEtsL
nef B podle vzorce (13.10)] a kdyby byl rozsah plastickjch deformaci
velmi maly (mnohem mend3{ ne% délka trhliny & ne% vzdédlenost od okraje
t&lesa ve sméru trhliny), rozhodovala by o &ifen{ trhliny lomové houZev-
natost Ktc° Také bychom mohli pou#it jako kritéria hodnotu @c, podle vzta-
hu (13.25). Trhlina by se 8{¥ila do "panenského® materidlu, o n&m¥ pPed-
pokldddme, %e je homogenni. Proto by bylo <%c konstantnf.
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Rychlost 9' uvolnované deformadni energie vypodteme ze vztahl (9.16)
a (9.19). Vyjde (pro vzorek podle obr. 7)

&Y
% = Ee (15'1)

Odtud, pop¥. i ze vztahu (10.6) lze soudit, %e q'je Um&rné dtverci zati-

fenf., Pri stejném zatiZeni je %.ﬁmérné délce trhliny £ . MiZeme tedy
psat, Ze

9 <G (FL) (15.2)

zde ¥ je zobecné&né sila (u vzorki naméhanych tahem je to tahovéd sfla, u
ohybanych vzorkd je to ohybovy moment). Zobecn&nou sflu budeme povaZovat
za parametr izoplet v disgramu (}(L) {obr. 54). Dostaneme svazek pirimek

(R)

% t--7-

o i e e e Y o oo

OBR. 54

prochéze jlcich po¥dtkem. Podste¥nf délka trhliny necht je £ . Z&vislost
mérné energie R na pP¥iristka A€'=€“@adélky trhliny Je tzv. R-kPivka.
V daném pifpadd je to uselka (polopfimka) rovnobéiné s osou uselek, vy-
znadend rovnd% na obr. 54. JestliZe pro F =Fy dostaneme p¥imku 4({) pro-
chéze jicd poddtednim bodem R-kiivky (popsané usedky), pak sila odpovidd
mezi stability trhliny. Jediné pro tuto pP{mku bude totiZ splné&na pod=-
minka

G -r pro (= 4 (15.3)

Tato podﬁinka predstavuje rovnost uvolnované a spotfebovévané energie.
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Je=1li nyn{ materidl elaé'tickoplaeticky, 81¥{ se trhlina do oblasti,
je% byly uZ predem riznou mérou plastickymi deformacemi zpevndny. R-kiiv-
ka nebude proto vodorovnd use¥ka, ale néjaké zpravidla rostouci zévislost.

RA R4 Ra

/

o tenky tlusty
oe | vzorek vzorek

0 ALO AL
(a) . (b)
OBR.55

o
>
r—‘r

Na obr. 55 je pro srovnéni schematicky zakreslena R-k¥ivka pro ki¥ehky
materidl (a) a pro elastickoplasticky meteridl (b). R-kPivku mifeme zis-
kat jen experimentdln&. Naproti tomu zévislost C}(F, ¢) lze odvodit te-
oreticky (tPeba metodou kone&nych prvkid s poufitim J-integrélu). Kiivky
G (F¢) jiZ nebudou linedrn¥ zévislé na ¢ , obzvlds¥ tehdy ne, bude=-li
mit t&leso konené rozméry a obecny tvar.

Chceme-1li nyni urdit kritické zatifeni FR s vyneseme do diagramu

G(¢) zjist¥nou R-k¥ivku, a to tak, aby jeji polétek spadal do bodu {=4¢; ,
G = Qe 2 izoplet ¢ (F () vybereme tu, které se R-k¥ivky dotfké (obr. 56).
Poradnice dotykového bodu dévé rychlost %Q uvolnované deforma¥ni energie
pri rozb&hu trhliny a use¥ka kritickou délku £¢ trhliny; dosdhne-1i trh-
lina délky L , 81¥1 se dél sponténnd, nebot se uvolni vice deformadni
energie neZ kolik se ji spotfebuje novymi plastickymi deformacemi (pro
£>¢, je G>R ). Zéroven ziskéme kritickou sflu F; potiebnou k rozbdhu
trhliny.

Abychom to lépe osvétlili, uvedeme jes8t& tuto dvahu. Ty¥ s trhlinou
zatdZovand zobecndnou silou F se prodluZuje o zobecnény posuv U . Je-
1i za stabilnf rovnovéhy F=F, , W=Uo , pak k docilenf v&tSiho posuvu
( dwu >0 ) mustme zv&tdit silu ( AF >0 ), To znemend, %e derivace



(R)

/

le

OBR. 56

AF[du. bude v bodd {t= Lo pozitival. Kdyby byle tato derivace neopak nega-
tivn{, znamenalo by to, Ze pii 3{¥enf{ trhliny bude sila klesat (nebo ne-
bude-1i klesat, vznikne zrychlenfi a trhlina se bude 3{¥it dynamicky). Na
mezi stability F=Fy bude d‘F/dU.} 0 .

Podminku rovnovéhy vsek mi¥eme zapsat také ve tvaru @ -R =0 (misto
rovnice F= F'p‘). Pak bude na mezi stability platit podminka

d(4-R)
BT 0 (15.4)

Odtud

24 ¢F+'aq dt. MR aF M de
F aw T du  AF an v A 0

(15.5)

Na mezi stability F:FR je vdak dF(du=0., Proto odpadne na levé strand rov-
nice (15.5) prvni a t¥fetfi &len. Zbyvajici dva &leny dévaj{ podminku
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0 R
(’Dz)p=ﬁj (7529F=&. (15.6)

To je v3ak podminka pro dotyk obou kiivek definujicich na obr. 56 kritic-
k¥ stav (mez stability). Tim je odivodn&n d¥fve popsany postup.

16, EMPIRICKE VZTAHY PRO ODHAD LOMOVE HOUZEVNATOSTI

Urdovéni lomové houZevnatosti, tj. faktoru intenzity napé&t{ v pod-
minkéch rovinného p¥etvofeni, je pomérnd néro¥né. Tato hodnota zdvisi ne-
jen ne materidlu, ale také na teplot® a na deforma¥ni rychlosti. Bylo vy-
konéno mnoho pokusd, JjeJjichZ cilem bylo nahradit zkoudku lomové houZev-
natosti jinou, mén& nédro&nou materidlovou zkouskou. Hledal se vztah zej-
ména mezi lomovou houZevnatosti a vrubovou houZevnatosti. Z&dny z té&chto
vztahl v3ak nenf zcela spolehlivy a nemiife zkoudku lomové houZevnatosti
nahradit. Empirické vztehy v3ak mohou poskytnout alespon informativni
hodnoty.

Pro oceli naméhané pod piechodovou teplotou byl nalezen vztah

% 3
—& = 0516.16°U (16.1)
kde ‘<x¢ [ MPa W:;;] znall lomovou houZevnatost,
E [ MPa] modul prufnosti v tebu - tlaku,
U [J’cmfaj energii vzta¥enou k lomové plode (0,8 cn®)

p¥i ohybu vzorku s V-vrubem

Vzorek s V-vrubem se poufivé p¥i Charpyho rézové zkoulce (8SN 42 0381).
Vztah (16.1) plati pro oceli ni%8f pevnosti a pro statické i dynamické
hodnoty, jestli%e si odpovidaji deforma®nf rychlosti. Dosadime-li tedy
za U vrubovou houZevnatost KCV ziskanou pi#i rdzové zkoudce, vyjde ze
vztahu (16.1) pfibli¥n& dynamické lomové houZevnatost Kp, .

P¥i naméhéni{ nad pFechodovou teplotou pPevliadajl pri vytvéreni lomu

plastické deformace a stav rovinného pretvofen{ prestdvé byt dominantni,
ne jde-1i o zv148%¥ tlusté stény. Pro teploty v horni &ésti prechodové ob-
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lastl a nad pi‘ecpbdovou teplotou byla navrfena empirickd rovnice

KT.'Q 2 KCV
(@u) = 05164 (_é";; - 0,0123) (16.2)
v ntz Kp. [MPa (m ] je lomové houZevnatost,
Gp [MP&] mez ~kluzu pii statické zkoudce tahem (0,2 %),
Kev [9 cm 3 vrubovéd houZ%evnatost zjisténd za normdlni tep-
loty p¥i Charpyho zkousce s V-vrubem podle
8sN 42 o381

Rovnice (16.2) platf p¥ibli%nd pro oceli s meézi kluzu v&t3{ neZ asi 690
MPa. U ocelfl s ni¥d{ mezi{ kluzu se dosdhne lepd{ shody, dosadi-li se do
vzorce (16.2) dynamickéd hodnota meze kluzu Gkab zjisfovand pri vetdL de-
forma¥ni rychlosti; odhadem

Gy,

4 % Gy + 140 a2 200 Min (16.3)

Podle Begleyho a Logsdona lze celou kiivku KI ch) pro rotorové oceli
schematizovat lomenou &arou sestrojenou takto:

1. Charpyho rézovou zkoudkou se vySetf{ oblast prechodové teploty a sta-
novi se teploty ty (dolnf{ pFechodové teplota, 100 % k¥ehkého lomu),
tsp% (50 % kiPehkého lomu) a th (horni pPechodové teplota, plasticky
lom).

2. Uskutedni{ se tahovéd zkouska za teplot td_ s TB8P. {;gv o

3. %a teploty td, se vypolte
Kz, = 00117 Gy

kde Kr_ [MPa |m] je lomové houZevnatost za teploty to , ,
Gy, [MPa ] statickd mez kluzu (0,2 %) p¥i té¥e teplotd.

4. K vypodtu KIC za teploty f% ufijeme vztahu (16.2).

5. Za teploty tsg zvolime KI jako aritmeticky prim&r hodnot vypodtenych
podle bodd 3 a 4.

6. Dolni vétev se vede do bodu Kxcz 28 MPa ﬁpf’i teplotd -200°C. Horn
vétev je rovnobdZnd s osou iuselek.

P¥iklad takto urdenéd zévislosti lomové houZevnatosti na teplotd je zekres-

len na obr. 57. .

Pro oceli uZivané ve stavb® jadernych reaktord byla stanovena empi-
rickd zévislost referenéni hodnoty KIR lomové houZevnatosti na teploté
t[°c] ve tvaru
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Ko = 29,42 + 1,344 exp { 0,0261 [t = (NOT - 88,9)1}  (16.4)

kde K;g[lﬂ’a {m] je dolnf mez lomové houZevnatosti urdend tak, aby kri-
tické hodnoty nebyly ni%3f neZ referen&ni, a to ani p#i 3i¥eni trhliny

z lok4ln& zkPehlych oblasti. NDT je teplota nulové houZevnatosti (nil-
ductility temperature, SN 42 0349). Zévislost KIRna rozdilu teplot t-
‘-NDT ve stupnich Celsia je vynesena na obr. 58.

Podobnou zdvislost pro referenni lomovou houZevnatost navrhl Rabot-
nov a kol. (1976):

6326
Koo = 03%

Z tohoto vzorce vyjde kIQ. v jednotkéch MPa {m, tn je rozdil teplot mezi
- provozni teplotou tp a piechodovou teplotou '3'.50% zjisténou podle Char-
pyho rézovych zkoudek ohybem vzorku podle CSN 42 038l. Vztah (16 5) pla-
t1 pro hodnoty Krp £ 140 ¥Pa (m.

Jak jsme ji%¥ uvedli, zdvisi lomové houZevnatost nejen na teplotéd,

ale také na deformadni rychlosti, a to zejména u ocelf{ niZ3f{ pevnosti.
Uskutedni~li se gzkouBka lomové houZevnatosti pi#i vétd3{ deformaini rych-
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losti, ziské se dynamickd lomové houZevnatost Kza, (obr. 59). Za statlckou
zkoudku lze povaiovat takovou, p¥i ni% KE £ 1 MPa ﬁ/s resp.

£ < 5 100 0 s kde¥to pfi dynamické zkoudce Je Kl‘. = 105 ﬁ/e,
resp. £ 2 20 8 i. Tyto hodnoty jsou Jjen orientaénfi. K¥ivka vyznaéujici
z4vislost Kr¢na teploté se 1id{ od té%e zdvislosti pro K'fc predeviin
tim, %e je posunuta o rozd{l At (obr. 60). Podle Rabotnova a kol. (1976)
miZeme tento teplotni rozdfl [KJ] odhadnout ze vztahd

120 - 0,12 G}, pro 250 £ G, & 1000
At = | (16.6)
0 pro Gy, > 1000

Zde G'KA [MpPal Je mez kluzu (0,2 %) pPi statické zkoulce tahem za normél-
n{ teploty. Hodnota K ae tedy vztahuje k dynamickému rozbdhu stabilni
trhliny., JestliZe se trhllna u% B1#{ rychlosti df/dt , 8tévd se faktor

intenzity napéti zdviely na této rychlosti 8i¥eni trhliny a oznaduje se
KID e
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Z termodynamickych dvah vyplyvéd, Ze trhlina se nemfi¥e ¥{rit rychlos-
t1 véts{ ne¥ Jje rychlost Rayleighovych povrchovych vin v daném materidlu
(je to rychlest asi o 4 aZ 8 procent nifil{ ne¥ VZ;R? » kde G je modul
prufnosti ve @mykd a 0 hustota).

17. PEVNOSTNE HYPOTEZY A LOMOVA MECHANIKA

Pevnost nd jeké souZédsti posuzujeme vidy jen v souvislosti s pravdé-
podobnym meznim stavem, p¥i nd¥m¥ dochési{ k poruse bud velkymi trvalymi
deformacemi nebo rozlomenim ¥dsti. Toto rozlomeni nastévéd nékdy néhle
nebo po malém podtu zatéfovacich cykll, zpravidle nepFevysujicim 102.
Pak hovoiime o jednorédzovém nebo kvazistatickém poruseni, pop¥. o dyna-
mickém tefenf (jde-li o mijivé neméhéni). Nastdvd-li rozlomeni teprve
po vétdim poltu cykld ne¥ 102, Jjde o dnavovy lom. :

MiZeme-1i piredpokléddat existenci néjeké vady v materidlu, tedy exis-
tenci polétednf! trhliny, miZfeme podle zédkonl lomové mechaniky odhadnout
kritickou velikost namédhéni, pii nEm¥ trhline ztrat{ stabilitu a po¥ne
se néhle 8{¥it. Jsme tedy schopni odhadnout kritické preti¥fent, pii némi
by vznikl néhly lom. Jsme viak schopni odhadnout také Zivotnost Eédsti
(s pouZitim Parisova gzékona), bude-li se naméhén{ opakovat na ni¥s{ ne
kritické udrovni. Teprve kdyZ se Unavovd trhlina natolik rozsi¥{, Ze kri-
tické nap&ti klesne na hodnotu provogniho nap&ti, dolomi se sou¥édst né-
hle ve zbytku priFeszu,

Gasto vdak miZeme byt na rozpacich, jakou vadu bychom mé&li v materige
lu. pPedpoklédat. To zdleZf na defektoskopiclkych metoddch, jimi¥ vyroba
disponuje, na nebezpelnosti poruchy a na celkové urovni technologie. Kro=-
m& toho se musime rosghodnout, zda pro dany pPipad plati linedrn{ lomové4
mechanika (kritérium xIc’ resp. KIQB nebo musime~li pou¥it vztahd z ne-
lineérn{ lomové mecheniky (kritérium COD, Jq nebo R-k¥ivka). Vieobecnd
se piPedpoklddd, ¥e linedrni lomové mechanika plati, pokud kritické jme-
novité nap¥t{ v geslabeném priifezu nepfeséhne 0,8 Gy , resp. 0,8 G‘m_ o )
Je=li tato podminka aplqéna, nezévisi hodnota(axn na poldte&ni délce trh-
1) Poznamenejme, ¥e v literatuife, kterd se tyk4 mechanickfch zkoudek

materidlu, se mez kluzu oznaluje D-e.i mez pevnosti Ry, , taZnost A ,
kontrakce Z . V tdchte skriptech se viak pFidr¥ujeme, pokud neuvédi-
me vyslovnd jinek, normy JSN 01 1302.
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liny. Metody a kritéria nelineédrni lomové mechaniky lze aplikeovat i v li-
nedrni oblasti, v ni¥ lze pou#it k rozboru napjatosti a deformaci elas-
ticky model (pop¥. korigovany elasticky model, vznikaji{-li plastické de-
formace jen v malém rozsehu). Opa¥né tvrzen{ viak neplati.

U ddleXitych konstrukei{ (mosty, Jjaderné reaktory) jsou aplikace lo-
mové mechaniky zakotveny v p¥isludinych pifedpisech. Politéd se tam 8 refe~
rendnimi hodnotami, které maj{ zarutit poZadovanou provozn{ bezpednost.

V ostatnich p¥{padech jsme odkézdni na vliasini idsudek a na znalosti ma-
teridlovych vliastnoeti, z nichZ vyrobece zaruduje jen nékteré. U mnoha
strojnich &d4sti z jietime, Ze aplikace linedrni lomové mechaniky nepi-
chéz{ v dvahu, a pro nelineérnf lomovou mechaniku nebudeme zndt pot¥eb-
né hodnoty (R-kFivku apod.). Bude-li takové soulést bez mekroskopickych
defektl, budou se v ni rozvijet plastické deformace takovou mérou, Ze
sou¥det bude nutné vyradit z provosu jedtd d¥ive, neZ dojde k lomu. V ta-
kovém pripadé je ma misté posuzovat bezpefnost konstrukce vzhledem k plas-
tickému meznimu stavu.

Nékdy viek - z dlvodu presnosti mechenismu - mnechceme pfipustit Z4ad~-
né plastické deformace; za kritické pak povaZujeme takové naméhénf, pii
ném¥ se objevi prvni plastické deformace. To znamend, Ze v nejvice namé-
haném mist& bude prévé splnéna podminka plasticity. Tu lze u izotropniho
materidlu zapsat obecn& ve tvaru

F 05, Iy I, Ge) =0 (17.1)

Napjatost vatupuje do této podminky pouze prost¥ednietvim invariantd [ srov
s rovnicf (2.17)], nebol vznik plastickych deformaci nemi¥e z&viset na
volb# souradnicové soustavy. VBechny napjatosti, splnujici vztah (17.1),
jsou z hlediska vzniku plastickych deformaci ekvivalentnf{. Mezi nimi je
i napjatost pfi prostém tahu; kdy%¥ ji do rovnice (17.1) dosadime, dosta-
neme identitu. Tak jeme ziskali moZnost nahradit libovolnou napjatost na
mezi plastickych deformaci ekvivalentn{ jednoosou napjatosti, kterou mi-
Zeme snadno realizovat pri zkoudce tehem. Tehdy je Oy =Ou, Gg= 0 .

ﬁ§g==0 atd. Podle ste jného vztahu pro pirepofet napjatosti, tj. podle
ste jného kritéria ekvivalence, mifeme danou napjatost nehradit ekviva-
lentni jednoosou napjatosti, u ni%¥ bude 0<¢ G, = Gy ,< G ., Za miru bez-
pelnosti pak bereme pomér

Gy, ,
G epy (17.2)

ﬁ:

ProtoZe chceme, aby k plastickym deformacim nedo¥lo (leda a%¥ po R -n4sob-
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ném svitdent naméhéni), muef byt & >1{ . Tedy

Ceuy < Oy (17.3)

To je "pevnostni” podminka, kterd méd smysl u houZevnatych materidld, u
nichZ lze predpoklddat rozvijeni plestickych deformaci.

Analogicky miZeme posuzovat i pevnost u k¥fehkych soutédsti, neznéme-
1i lomovou hou¥evnatost & nemifeme-li rozumné pPedpoklédat %¥4dny mekro-
skopicky defekt. V podmince (17.2), resp. (17.3) pouze zaménime mez kluzu
za mez pevnosti, kterd se u kiehkjch materidlld jen mélo 1i3{ od koheziv=-
ni pevnosti. Dostaneme

@
= —
Coky (17.4)
resp.
Qopy < Gp (17.5)

Hodnota % podle (17.2) mife byt napi. 1,5 aZ 2,5, abychom ziskali rozum-
nou pevnostni{ rezervu. Hodnotu & podle (17.4) viek musime volit v&t3{,
protoZe kohezivni pewvnost materiélu je zetiZena v&t3im rozptylem. P¥i
plastickych deformacich se totif vlastnosti materidlu v priFezu vyrovné-
vaji, kde¥to kohezivn{ pevnost zévief vZdy ne nejslabdim &lénku materi-
dlové struktury a na vlastnim pnuti, kteréd miZe byt tim nebezpelndjii,
&im je souddst vétdf. U kiehkych meteridld proto volime miru bezpednosti
2 a% 3; uplatni-li se vétd{ mérou nshomogenita, vliastn{ pnuti nebo tva-
rové nepfesnost (pFfi vzpéru), volime radéji 3 a% 5 (vy&38{ hodnoty pro
souddsti vétdich rozmérd).

Tak jsme dospdli ke klasickym pevnostnim hypotézém. JeJjich vyznam
Jje dnes omezen na p¥ipady, kdy Jje splikace lomové mechaniky zii%ensa ne-
bo kdy nepiichdzf v dvahu z Jjingch dlvodl (kdy%Z nechceme p¥ipustit plas=-
tické deformace a kvazikiPehky lom nehrozi, popk. kdy miZeme piedpoklédat
dosa¥eni plastického meznfho stavu). Tyto hypotézy slou%i{ v podstatd ja-
ko kritéria ekvivalence mezi risnymi stavy napjetosti. Uvedeme nejzné-
md j31 pevnostni hypotészy ve strudném pFehledu. K tomu v3ak budeme potie=-
bovat pojem devidtor nepdti a de (; tyto pojmy nyni{ vy-
svétlime.

Podle zkuBenosti snese homogenni materidl téméP neomezené naméhéni
hydrostatickym tlakem (hlavn{ nap&t{ jsou zdpornd a rowvnajl se tomuto
tlaku), ani%¥ se poru#f. Proto se jevi u'lelné oddé&lit od obecné napjatosti
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jeji “hydrostatickou sloZku®, ¢j. o0ddélit od normélovych napdti jejich
aritmeticky primér A = % (G + Gy +G3). Dostenene

6y Ty Tua A 0 0 Muw  Axy  Ags
Tyw Gy Tyz | -] O Ao O l=1 hy Ay Ay

(C%)Q ’Egy G'% 0 0 A Azu A 2y A 22 {(17.6)

by

V tenzorovém zdpisu

Si - Ady = Ay (27.7)
Napjatost [,bf,a'] se nazfvé devidlor napiti. Obdobnd vypelteme

€4 @&«,@7; < Qg (17.8)

kde =3 (Eq+€41€) soubor Besti hodnot tvorfcich matici [0,4;3-] je devig~
tor pretvodeni. Jemu prfsludi nulovd zména objemu, nebot AV/V = @€ =
gw,zgw=3®*3@ = 0. ‘
Uvedenym rozddlenim se tedy vy#lenuje z pletvoFeni ¥ést, kterd plsobi
zménu objemu, od &dsti, p¥i které se objem nemdni (m¥n{ se Jjen tvar).
Hookelv zdkon pro izotropnl meteridl lze upravii do tvaru

A = 3Keg, /34;3’ = Q‘@@i@‘ (17.9)

zde K zna¥f modul objemové pruinosti, pro ktery platf{ vztah

&
Ke —— (17.10)

%L’é-ﬂ:&fﬁ)
E , 6 jsou moduly pru¥nosti v tahu - tlaku a ve smyku, M Poissonovo
8islo. Hustota deformadni energie se 44 rovnd¥ rozdélit na dvdé nezdvislé
édsti

l\. = -Ab’i + Aﬂ” (17011)
kde
3
My =g he (17.12)

znadf dilatal¥n{ emergii (pF¥feludnou zménd objemu) a

4
My =3 Ay @iy (17.13)
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distorznf emergii (pPi stdlém objemu; pFfsiudf zmén& tveru). Nynt jiz
uvedeme p¥ehled pevnostnich hypotéz.

4. Hypotézy pro posouzeni poruchy msteridlu v k¥shkém stavu

Rankinove otéza maximdiniho napsti. PIi porovnévéni prostorové a jed-
noosé napjatosti se uvaiuji pouze extrémni hodnoty hlavnich napdtf. Jsou-

1i hlavnf nap&tf{ G ¥ 6,2 G, | je ekvivalentn{ napdtf rovno bud & (je-1i
G, >0 ) nebo =Gy (je=1i G3 <0 ). V prvanim p¥ipadd se ekvivalentnf{ na-
pét{ porovnévéd s mezi pewnosti v tahu, v druhém pfipadé s mez{ pevnosti
v tlaku. Rozhoduje mén& piiznivy priped.

toatem pi*isluéi steamﬁ maxmélni prodlouéam em)‘a Predpoklddéme-1i plat-
nost Hookeova zdkona a% do porudeni, bude

G'ekv = Gal‘ “/QLG("L "‘/L(o G3 (17.14)

jestli¥e hlavn{ napdtl splnuji{ podminku @ = 06, 265, Pri zkouSce tlakem
je §=0 ,G.=0 | Gy=-F[S | tak¥e

Gory = - 1163 (17.15)
Pri zkousce tahem
G‘w\, = Gy (17.16)

Dosadime~1i G,-ka ~ =—G'pd,9 vy jde srovndédnim obou vyrazl pom¥r meze pev-
noati v tahu k mezi pevnoati v tlaku

Cpa, (17.17)
To se u mnohych k¥ehkych létek potvrszuje.
Porucha se nepPedpoklddd, vyjde~1i €ma:C{0 . V takovém p¥{padd se
doporuduje ne tuto hypotézu nesppléhat a postupovat rad¥ji podle hypo-
tézy Rankinovy. NéktePf autofi navrhujl brdt

Gekv = - Gy +/g,44, 6, T M Sy, (17.18)

a toto napétf porovndvat s mezi pevnosti v tlaku G‘m. Avigk predstava,
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e by se materidl porusoval zmenSovénim meziatomérnich vzddlenost{, od-
poruje pivodnimu duchu hypotézy. K porude dojde spife tim, %e skutelny

materidl neni zcela homogenni a rizné strukturni sloZky jsou rdzn® ne-~

méhény; pro nékteré z nich miZe byt dokonce £>0 . Vychédzime-li viak 2z

predstavy homogenniho materidlu, nemiZeme tyto podrobnosti vypodtem za-
chytit.

Mohrova hypotéza mezni ¥éry. Zakreslime-li do roviny G , T v3echny Mohro-
vy kru¥nice odpovidajici napjatostem, p¥i nich? se materidl v daném mis-

t% porusi, vytvoli se obdlka. Porucha nastane, dotkne-li se Mohrova krui-
nice této obdlky. Nahradime-li tuto obdlku dvéma p¥imkami, jeZ se doty-
kaj{ kruZnie zndzornujicich prosty tah resp. prosty tlak na mezi pevnos-
ti, dostaneme pro napjatost 615-' Gy = G5 na mezi pevnosti podminku

Mohrova hypotéza je vhodné pro materiély, u nichZ je mez pevnosti v tla-
ku vét3{ ne%¥ v tahu. g

B, Hypotézy pro posuzovéni vzniku plastickych deformaci
Misesova hypotéza (z2vend téZ Huberova-Misesova-Henckyho) bere za zéklad

srovnéni distorzni energii (17.13). Dv& napjatosti jsou ekvivalentni, ma-
Ji-1i stejnou distorzni energii. Pak mus{ platit, Ze

Geku - ‘} G)Z-"'G}jl +G%'L ~- G)(Gy - Gy 62' -gigx + 3‘5)&"'
* 3Tyz +3TH

Znéme-1i hlavni nap&ti, pak - bez zFetele k poradf jejich velikosti -
bude

(17.20)

Geww = \} Gl + Gy + @3 - §6) - 8,65 - G367 (17.21)

Vyrazy na pravych stranéch rovnic (17.20) a (17.21) se nazyvaji intenzita
napéti{ a oznaluji v této souvislosti symbolem Gy . Plastické deformace
vznikaji, rovnéd-li se G¢ey mezi kluzu v tahu.

Trescovae (Questova) hypotéza klade za zéklad srovnéni nejvdtd{ smykové
nap&ti{. Protofe Tmay = %,(G}~G§) , jsou=li G, , resp. G ne jvéts1, resp.
ne jmend{ hlavni nap&ti, je

Ceey = Gy- G, (17.22)
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Plastické deformace podle téte hypotézy venikaji, rovnd-li se Gﬂcv mezi
kluzu v tahu.

C. Univerzdlni hypotézy
Za ekvivalentni nap&t{ lze zvolit vyraz

Gp Gpe
Cekv ™ Gy, OF +(1-‘_GTP;)G,1

(17.23)

v némi ©¢ je intenzita napéti, tj. vyraz na pravé stran& rovnice (17.20)
nebo (17.21), a ©; je nejvétsf hlavni nap¥ti, o n¥m# predpoklédéme, Ze
je tahové. U kFehkych materidld je pevnost v tlaku zna&n& v&ts3{ neZ pev-
nost v tahu a podmfnka (17.23) se bli#f Rankinov& (Ggy,= G ). U hou-
Yevnatych materidld Jje G.pb = _G'Pd, a vztah (17.23) piPechédz{ v Misesovu
hypotésu ( Cpy =G5 ). '

Aby nebylo nutné urdovat hlavn{ nap&tf{, pPedpoklddé se nékdy pro
ekvivelentn{ nap&ti rovnice

1 Gy Gpy
= 4 2P\ - - =PV G £ Gy G
Cow = 2[ U1+ G‘M)G““i 6'%)( S (17.24)

Vztahy (17.23) a (17.24) nejsou rovnocenné.

P¥{klad 6

Vypodtéte mez pevnosti ve smyku Tp u 8edé litiny, pro ni% zndme
mez pevnosti v tahu Gp, = 240 MPa a mez pevnosti v tlaku Gpq, = 80O MPa.
P&

Redent

Pi emyku je G3= Tp , Qo= 0 | G3=-Tp , takfe podle Mohrovy hypo-
tézy (17.19) bude

Tp (Spy + Opy) = Gpy Cr

Odtud
Gou Gpe

%"Pd. + G‘Pt

Tp = = 184,6 MPa
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Podle (17.23) vyjde Tp = 196,8 MPa (dosazujeme 6; =Tp /IV3 ) a podle
(17.24) Tp = 213,2 MPa.

P¥{klad 7

Vyberte materidl pro tlakovou nédobu o priméru D = 760 mm, které
bude za stdlé teploty naméhéna pretlakem P = 34 MPa. Mdte k dispozieci
oceli o vlastnostech uvedenfch v tab. 8. Udaje plat{ za provoznf teploty.

Tab. 8 Materidlové hodnoty danych materidld

Ocel 'l(ez kluzu Lomové& houZevnatost
Gv [Mpa] Kz, Lupa {m ]

A 1790 88

B 1520 121

c 1240 154

D 1240 242

E . 966 286

F 79 187

Resen{

Ne jprve odhadneme velikost materidlové vady (poddtedni trhliny),
kterd by se mohla ve st¥nd vyskytnout. PFedpoklddejme, Ze nebudeme to-
lerovat vét3{ vadu ne% odpovidé trhlince hluboké & = 10 mm s pomérem

b= 0,25 (obr. 61). Je-li tato trhlina orientovéna kolmo k obvodo=-

gm‘ }
[ 2b I

OBR.61

" vému nap&ti{, bude kritické nap&t{ déno vzorcem (Rolfe,S.T. - Barsom,J.M.
1977)
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a Kee

= 14T 2o (a)
kde QO - &initel podle obr. 62,

2 Je opravny &initel pFibli¥ng vystihujici zvyseni napdti v okoll
hluboké trhliny, je# vzniké zeslabenim stdny. Zvolime odhadem

. 1,2 & + 0,4 pro 0,5¢F ¢ 1 5
LA
1l pro 7\7"’0’5
0,57
g 6 16.=0 —
2b ¢’ TRTEM
T 0,4 - 0,6 -
0,8 - \
0,3- $@‘3~7
0.2-
0.,1-
0 L l T 1

}
0,75 1 125 1,5 5 1,75

OBR. 62

Zvolime dovolené napdtfi Gp , které bude vykazovat k mezi kluzu G"K miru
bezpednosti ® = 2 (za predpokladu bezvadného materislu). Stejnou mfru
bezpednosti budeme poZadovat i vzhledem k moZnému vzniku ndhlého lomu

(za predpokladu, %e v materidlu je trhlina o maximélni hloubce 10 mm).
Dovolené napétl bude tedy
Gk G
Gy = min (7 =) (c)
Tlousfka stény pak vyjde ze znémého vzorce pro tenkost¥nné tlakové né-
doby
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4 . bD
h = 2. Gp ‘d)

Vy¥po¥et mbZeme uskutefnit jenom tak, %e nap&ti Q;c: ne jprve odhadneme,
nebot & a Z budou zéviset na této volba. Kdy#% vypo&tené kritické na-
pét{ podle (a) se bude 1iSit od nadeho odhadu, opravime tento odhad a
vypodet zopakujeme. UkéZeme to na p¥ikladu materidlu A. Zvolime G, =06Gy ,
takze X = 1,38 (obr. 62) . Ddle odhadneme Z = l. Z rovnice (a) vyjde

(pro @& = 0,01 m)
1,38 . 88

1,1 {x .21,0. \0,01

G, = = 530 MPa

Pro tuto hodnotu viak méme %c/©k = 530/1790 = 0,3, tedy mén&, ne% jeme
pivodn# piedpoklédali. Musime proto odhad opravit. Zvolime G¢c /G, = 0,3.
Vyjde Q = 1,42. Bude

{1, 42 . s8

G, = = 538 MPa

1,1V% .1,0. Vo,0L

Nyni bude Oc 16y = 0,3, Gp = 269 MPa. Pak podle (d) dostaneme
h =34 . 760/2 . 269 = 48 mm, takfe Z = 1. Daldf korekce je zbytedné.
Pro tlousfku stény 48 mm bude hmotnost 1 m dlouhé ¥ésti vélcového plésts

m=¢@TDh =7,8.1o3. T . 0,76.0,048é894kgm‘1
V¥sledky vypo&tu jsou shrnuty do tab. 9.

Tab. 9 Vysledky vypo&td z p¥ikladu 7

Materidl A B C D E F
Gc mpa]l | 538 734 921 1393 1545 1046
Gel G 0,3 0,48 0,74 1,12 1,60 1,37
Q 1,42 1,40 1,36 1,26 1,11 1,19
Z 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0
Gy =Swl2 | 895 760 620 620 483 380
Gpp=Gcl2| 269 367 ° 461 697 773 523
hy [ mm] 14 17 21 21 28 34
e Tmm ] 48 36 28 19 17 25
h [mml 48 36 28 21 28 34
Mg o1 | 894 670 521 391 521 633
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Tloudlky h1vyhovuj£ poZadavku bezpefnosti vzhledem k mezi kluzu,
tlous¥ky h. jsou vypodteny se zPetelem ke kritickému nap&tf na mezi
stability predpoklédané trhliny. Tloudike W je v&tdf z obou t&chto hod-
not. Je gzFejmé, #e nejmens{ tloudtka stdny - a tedy i nejmensf hmotnost
tlakové nédoby - vychdzi{ pro materidl D. Toto kritérium pro vybdr mate-
ridlu viak nemus{ byt rozhodujici. ZvyBend lomovda houZevnatost materig-
lu D ve srovndni s materidlem C o stejné mezi kluzu je docilena v&ts{
metalurgickou Zistotou a ndkterymi legurami, takZe cena materidlu D bude
vysokd. Z ekonomického hlediska midZe byFt ne jvyhodnéjs{ materidl E.

50+
h [mm]
T 40—
30+
20—

10

OBR. 63

Na obr. 63 Jje zakreslen pribéh hﬂ re8P. hz na mezi kluzu Gy pro
vybrané materidly podle tab. 8. Ukazuje se, Ze uZit{ materidlu s v&tsf
mezi kluzu nemusi byt vyhodné. Napi. pro materidl B dostaneme v&tsdf
tloudtku stény h neZ pro materidl C, ackoli mez kluzu je u materidlu B
v&tS8L ne¥ u materidlu C. Z hlediska lomové mechaniky se muZe bezpeé&nost
nédoby s danou tlousfkou stény uZitim p#{1is pevngfch materisdla paradox-
né snizit.

Poznamene jme jedt#, #e pomdr Oc/OL vychézf pro materidly D a% F
véts{ ne¥ 0,8, tak¥fe u%it{ vzorcli linedrni lomové mechaniky miZ%e byt
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sporné. VypoSteme-li v3ak podle vzorce (13.9) pomér Q/d charakterizujf-
ci velikost plastické oblasti u koPene trhliny, vyjde tento pomdr v me-
zich od 0,14 (pro meteridly A, B) do 0,18 (materidl E). Vzhledem k pii-
bliZnosti celé uvahy nepovaZujeme za nutné vypodet korigovat.

V8imneme~1li 8i, jak vzristd kritickd hodnota faktoru intenzity na-
p&ti 8 klesajici tloustkou stény (obr. 48), miZeme povaZovat za rozumné,
aby napf. u tlakovych nédob nepfestoupila tlousfka stény h hodnotu hy,
vypodtenou podle vztahu

hm‘( \;r: )’L (e)

Pak bude oblast plastickych deformaci prostupovat v meznim p¥{pad® prak-
ticky celou sténu, tak¥e se co nejlédpe vyuZije plastické pevnostni re-

Zervye.

Podle jiného kritéria miZeme poZadovat, aby se sténa tlakové nddoby
d¥ive prod&ravéla neZ se roztrhla. Piedpoklédd se, Ze netésnost povede
bud k podstatnému poklesu tleku nebo %e ji bude moZné podle uniku teku-
tiny v&as zpozorovat a opravit, takZe se predejde katastrofédlnimu ndhlé-
mu lomu. Prakticky to znamend, Ze trhlina na obr. 61 by m¥la byt stabil-
ni jedté p¥i délce a=h » kdy pronikne celou sté&nou. Faktor intenzity
nap&t{ se pfitom koriguje Zinitelem & se zPetelem k plastickym defor-
macim, takZe

KI ‘-'Gm/g (f)
g - (-5 )

Pro kritickou hodnotu faktoru intenzity nap&t{ se piedpoklddd platnost
vztaht (13.11) a (13.12). Jmenovité nap&tf G = pD/2h tedy must splno-
vat nerovnost
% (A Y
NP TR T
4 2 i
1- 2 (&) o WG ()

‘Zde @y, je mez kluzu a Kl’c lomové4 hou¥evnatost p¥i provozni teplotd a
odpovidajic{ deformadni rychlosti.
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