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P~edmluva

Tato skripta obsahují látku závěrečné části semináře, vanovaného mat1eo~

vým metodám v pevnostních výpočtech. Autorovou snahou bylo podat pomocnou

ruku těm, kteří eb~olvovali vysokou školu v dobách, kdy Se maticová ~lseDra

na technických vysokých školách v~bec neprobírala, nebo těm, kte~t vysokou

§kolu neabsolvovali, ale usilují o prohloubeni vlastn!no teoretického vzdělá~

ní. Dnes tvo~í maticová algebra d~lež1tou součást vý~y na vysokých školách

- a zčásti i na středních školách - a její význam se pude s rozšířením čísli

cových p'očítač~ dále zvětěovat. D1m techniky ČVTS v.Praze projevil mimořádné

pochopení pro tuto snahu; zabezpečil vzornou organizaci ~emi.nářl.l a včasné

vydáni skrlpt, a to ve lhlltách stanovených pl~vodn:ím plánem. Jen ten, kdo

někdy skripta do tisyu p~ipravoval a obstarával jejich vydán!, dovede tuto

práci oce!l1t~ Autor se domnívá, že je oprávněn poděkovat p?8covn!kúm Domu

techniky ČVTSv Praze nejen svým jménem, ale i jménem účastni~~ se~1náfe a

dalěich zájemc~, kteří se nemohli osobně seminář~ zúčastnit, avšak skripta

s i vyžádal i ~

V této posledni části semináře jsme se pokusili nastínit i problemat.iku.

slož1těj§í, nspř-. řešení úloh o kmitání pružných těles II o elastické~ stabJ:

l1těo Poslední stať j3 tedy úvodem do studia nelineárních problém~~ Zvolili

jsme věak jen jednoduché příklady aplikací, většinou jednorozměrné úlohy~

Domniváme se~ že to stačí k pochopení základních myšlenek a princip'1; zobec-

,něni na několikarozměrné úlohy je snadné (alespoň formálně) a je popsáno

v dostupné odborné literatuřs0 Úkolem naě1ch skript není za tuto literaturu

suplovat, ale ulehčit·a pop~o v~bec umožnit absolventům semináře její studium

a pf'eklenout tak vzdálenost mezi moderní teorií a praxí~

Vzhledem k ěíři probírané tématiky a ke krátkosti času nebylo možné se

vyvarovat některých duplicit v označování ve11č1n~ V textu je však vždy uve

dena poznámka, aby se p~ede§la možná nedorozuměníe Pro lepší pochopeni byla

látka doplněna četnými řešenými p~íkladY$

Pracovní~~m Domu techniky ČVTS v Praze děkuji za obětavou spolupráci a

podporue V~em dčastníkfim seminá~e pak p~eji plný úspěch ve studiu 1 v apli

kacích probírané látky~

Co Hoschl
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1. DŮSLEDKY CAYLEYCVY-HAUILTONOVy, vtTY V UATEMATtCE A VE FYZlsE
-..,., ......

V druhé části sem1náf'e jsme dokázali d,'\leiitou Cayleyho ~~am1itotu,VU

větu, podle ní! vyhovuje čtvercová matice své vlastní charakt~~~lt1cká rov~

nic!. Tuto rovnici získáce pf-i řeěení úlohy o vlastních hodnotá~h

kde A značí čtvercovou matici trl. x /)1, J

X sloupcový vektor fYl, x 1 fl

Pomine:ne-li triviální ~eěen:( X ::: 01 má rovnice (1) je§~! jiná ~e~ě~~

jen pro určité, tzv. vlastní hodnoty parametru ;\, @ Je-li matice A re~p4

a souměrná, jsou vlastní hodnoty ~ vždy reálné* Toté! plstí obecněji prq
hermitaovskou matlc10 Charakteristická rovnice, z níž tyto hodnoty mOžeme
určit 11 je

A-ill == O,

kde I je Jednotková matice 'h,. x tYl, •

Ke každé vlastní hodnoti vypočtené z rovnice (2) existuje vlastní vektor
X , který splňuje soustavu rovnic (1) eje obecně, u:rčen až na multiplikační

konstantu. Zvolíme-li tuto konstantu tak, aby se XTX :: 1, dostaneme normo--
vaný vlastní vektor~ který je ji! jednoznačně určen - jde-li o jednoduchou
vlastní hodnotu" Je-li matice reálná a soU11lěrná, Ih, vlastních hodnot,
některé vAak mohou několikanásobné; těm je pak mo!no přiřadit nekonečn~

mnoho normovaných vlastních vektorfi$ Normovaná vlastni vektory js~u obecně

vzájemně kolmé; je-li jich - v případě několikanásob~~ch vlastních hodnot 
nekonečně mnoho, lze z nich vždy vybrat Jh, vektord vzájemně ortogonálních
s nezávislých, na. nichž ostatní vektory lineárně záv1sejí& Znázornime-li si

vlastnosti reálné souměrné matice kvadratickou plochou v hl.. -rozměrném pro
storu

1 J ()

dostaneme .normovsn4 vlastní vektory, pro n~ž se XTx =1 t jako jednotková
vektory ve směrech hlavních os táto plochy. Vlastní hodnoty jsou pak reci
proké hodnotykvadrátO poloos~ Je-li poloosalmag1nárn1 (takovou je vedlej
ěi osa II hyperboly), je p~ísluěná vlastní hodnota záporná. U pozitivně def1
n1trdch matic jsou v!echny poloosy reálné a vlastni hodnoty kladné69 Nulová
vlastní hodn9tě přísluěí nekonečná poloosa, tj. kvadratická plocha je dege
nerovanátl

Rozepí~eme-li rovnici (2), dostaneme algebraickou rovnici f)V -tého stup
ni pro A, 11 tj. polynom

- 9 -



Vlastní hodnoty jsou tedy nulové body polynomu 'P (;0\,). Ceyleyove

Ham11tonoV8 v~ta ~íkát že rovnici (4) vyhovuje i sama matice A ,tak!e

A't\, Atn.-~ A I O+ a 1 + .... T a. /)\-1 + a.. t)\. =:. •

( 4)

(5)

Tato věta má pro matematiku 1 pro fyziku velmi zajímavá dOsledky, o nichl
8e nyní podrobn~ji zmíníme:

Pfedev§ím lze z rovnice (5) určit ~ -tou mocninu matice A t známe-li
mocniny do ~ - 1 stupn6

N\t 1)1,-~ A~-2. A IA = - a... A - Cl,'l - .... - (LIh,-i - alJ1, . (6)

Znásobíme-li tuto rovnici A ,dostaneme

A'h...... Ai)\. ~ ... 4 Ai A
t-\ ~ -a.. -at. A - .... - a.,~"1 - a'h, .

Dosadíme-li do prvního členu na pravé straně z rovnice (6), dostaneme
op~t polynom stupně ~ - 1. Tsk ma!eme pokračovat. Libovolnou mocninu matice
A lze vyjád~1t polynomem nejvýAe ~ - 1 stupni.To platí, je-li exponent pfi
rozená číslo; větu lze vlak zobecnit 1 pro záporné celé exponenty, je-li mati-
ce A regulární. Staěí rovnici (6) postupně násobit inverzní matic!
A-~ •

V pi'íAt! kapitole uvidíme, jak lze pomocí tohoto postupu získat definici
pro obecn~jěí "funkci matice". S její pomocí bude mo!n~ naráz napsat ~eAen!

oe14 soustavy lineárních diferenciálních rovnic.

Nyní jeěti uká!eme, jaká dOle!lté omezení plyne z Cayleyovy-Ham1ltonovy
Věty pro formulaci nikterých fyzikálních zákonO.. Je známo, že HookeOv zákon
pro jednoosou napjatost

(8)

lze zobecnit pro tfíosou napjatost. dosadíme-li do rovnice (8) vektor poměr

ných deformací {E) místo poměrntiho prodloužen! ~ 8 vektor napití [c;\
mtsto tahov4ho napAtí (O • Konstantu ~ / E pak nahradíme maticí elastických
konstant I<i] o velikosti 6 x 6. Tak dostaneme znám:! vztah {E.\·[~l {~ll

který jsme pou!íva11 ji! v první části semináfe.

HookeOv zákon vlak mdleme napsat tak' jinak, 8 to jako vztah mezi devlá
torem přetvofen:! [EJ)1 a dev1átorem napětí [<Ol) 1 .

- 10 -



Devi'tory definujeme, jak známo, takto:

t·1!l> - E.
,( ,

l~ 't"J..y 1: ~xz

tE D1
4 4::: T'tyx ~:J - é 'tYl.2-

i 1 €.;:-T rz-x 2:" IZY e

kde €o
i ( t.l(llII3

~ + Ey -t E:t) ,

(9)

~l( - G'" .1: Y..y

tG!)] = t'yx. ~y -<O

't:2.)( t" zy

(10)

kde

(ll)

Hookeňv zákon má pak velmi jednoduchý tvar; je dán t~m1to dv~ma rovni
cemi:

Zde G znač! modul pru!nosti ve smyku a K modul objemové stla~itel.

nosti. Je-li materiál nestlsčit&lný, je Kmoo 8 druhá z rovnic (:tl) 4áv4
poměrnou změnu objemu AV!V" 3E,· O. Tvar Hookeova zákona (ll) má·tu výhodu,
že obsahuje matice t~etiho fédu.

Některé pružné .:nateriály (nQp~o litina, pryž apod.) se v5ak nef!d!
Hookeovým zákonem, a to ani v mezích pru:!náho namáhán:!. Jsou sioe prU~tu~,

nikoli v!ak lineárn~ pružné[$ Pi4i zkouěce tahem bychom pro n~ mohli m~8tO(e)

psát "mocn1nový zákon-'

(12)

(13)

Tento zákon p'l'ejde v lineární vztah (S) pro malfS hodnoty ~ t kdy bude
mo!no zanedbat nelineární členy na. pravé straně rovnice (12) é V tom pft1padě

budeme mít ffV := 1 ~

Nyní se budeme ena!1t zobecnit závislost (12) 1 pro tfťosou napjatost.
Proto!e tato napjatost je ve vztahu (ll) zastoupena čtvercovou matic!» mÓ-!,me
ji umocňovat& Pf'edpokládejms, ~e materiál je nestlačitelný, tak~e postač!

zobecnit jen první z rovnic (ll). Napiěeme tedy

r tf) 1 ~ Ci I (31) 1 + Cl t <Ob 1 ~........ + C/hI. r~J) j~.

~ II -



(13 a)

!(on~t~~ty e.j až C~ chceIte určovat experlmentáln~. Ptáme se, kolik
ělen~ 118 pra~é straně (1)) bude nutno ponechat? V rovn1c1(12) to zále!elo
n4 pt~snost111 s jakou chceme vystihnout skute~né chování materiálu,. V rovnici
Cl-J} 3~ věak odpověa překvapivě jednoduchá: jen dva členy. Vzpomeneme-li
iotl! ~a Cayleyovu-Hamiltonovu větu. ihned vidíme, že polynom na pravé stra-,
ně md!e být pejvýě' druhého stupně, nebot ka~dou mocninu t <;01"" vyě!1ho stup
p! ne! drqh~n~ lze vyjád~1t pomocí polynomu nejvý~e druháho stupně (matice
t <Ob:} je t.tl~ tf'et:Cho :řádu) o llusí tedy být ~ ~ 2

[Cl):1 - e1 , [ <o l) J ... ·c,- t ~l) '] '- •

~ř~j.mtl 84i ti ~ ~ IC1G-),jak plyne ze srovnání s rovnicí (1,1). Rovn1ée
(l~' ~!$ ~~t tedy na praví! straně jen dva členy. Kdybychom to nevěděli,

fl~llláhal.i byc~om se zbytečni 9 určováním konstant Ca' e", 11 • .el)\,.

n~J4eme c~~rakte~!~t~ckourovnici

I4- ;\, 1 I=- .A., (4 - A, ) ... 3 =0,
0- A.

čili

l' ( A) ~ Al - 4 A + 3 I ;: O .

(a)

(b)

Snadno se přeavědčí~~, že skut~lčně platí

Pak v~ak také platí jl !e A P(A) e Ot odkud

A.3 2: ~ A?- - .3 A .

Protože podle (b) zároveň plstí, ~e

- 3 A .w 16 A - 11 I - 3 A 3g 13 A - 1~ I .

- 12 -
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Z poslední rovnice dostane~e opětným n&sobení~ maticl A

A4 14A'L-1~A

': 52. A - ~g I - 11 A = 40 A - 39 I.

Podobně

~ 160 A. - 12.0 I - 3ťd A = 121 A .. 120 I

(d)

(e)

Tak bycho~ ~oh11 pokračovat. Vlastní hodnoty plynou výpočtem z rovnice
(a)e Vyjde ~i =1, Á L = 3& Lze se přesv~dč1t, že rovnice (c), (d) 8 (e)
jsou rovněž splněny, dosadíme-li do nich .,Li nebo L2. místo matice A
'1'0 mť!žeme využít k v~1počtu libovolné mocniny A ,napřo AG fl Zřejmě budt:!

Ab = Co I + Cf A .

Dosadíme-li za A jednou ~i =1, podruhé ~L = 3, dostaneme
soustavu rovnic pro Co Co i

c.o + Ci = 1

to Ť 3 c" = 729 e

Odtud

(f)

Co :: - 363,

Bude tedy

Snadno se P~8BvědčimeJ že totéž plyne násobením z rovnice (e)

AG;:: 12.1 At.- 12.0 A ~ L,.8LtA - 3631 - 120 A::

=: ~G4 A - 363 I .

2(j' f{EŠENf SOUSTAV LINEÁRNíCH DIFERENCIÁLNíCH ROVNIC POMOCÍ ~tATIC

Zkusme nyní - zcela analogicky k funkcím reálné proměnné - uvažovat 1
o funkcích reálných matlc@ Platí-li napf& pro exponenciální funkciraálné
prom~nné ex. Taylorova feada Kl

*1 V tomto spec iálnim tvaru bývá té~ označována

- 1) -
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"- X 3 + ....
~ ~ (in inf ~ ) J (14 )

4ef1mujeme exponenciální funkci e,A reálné matice A jako řadu

A - T ~ í. 1. 1
fl -_+~A+-rrA-+·"··· (15)

(16)

Z pi'edchoz! kapi toly víme, že polynom na pravé straně (15) - na. rozdťl

od nekonečná ~ady ~14) - móže mit nejvýš nu nezávislých členO, je-li A·
matic! IYlJ )( % . pc"O:tó napíšeme

e. A ... Co t t c~ A -t e. 1. A1. + ..... + Čll\._, A'l1. •tar (A) .

Tato.;Taylorova t'ag.& pro funkci matice má tedy nejvýě IYlJ člend.8 pla~í

přesna (beze zbytku) '* Konstanty to až C/)\ ... ., najdeme tak, že do (16)
dosadíme místo matice A postupně Jednotlivé vlastní hodnoty ..,L.. (h, =: 1,
2, @&, ~ ). Misto jednotkové matice si přitom myslíme jednotku.

(1 7)

Zcela obdobně určíme i jiné funkce f (A) matice A ,které mají
v oboru reálné pro~ěnp~ vAechny derivace, aby je bylo možno rozvinout
v Taylorovu ~adu& Některé lze odvodit známými zpňsoby z exponenciální funkce
(funkce hyperbolické a goniometrické). Také pro ně platí rozvoj v řadu moc
nin matice s konečným počtem ělend'(srovnej se 3~ p~íkladem)~

MOhlo by se zdát, ~e jde jen o žertovné zobecňování poznatkO z oboru
reálných funkcí6 Av§ak tak tomu nenío Tyto nově definované funkce matic lze
použít mimo jiné k elegantnímu ~e!ení lineárních soustav diferenciálních
rovnic typu

..
X.. 11: Q,11 X1 +.. a., 11 X1. + _... + a. 1""" X 111

•Xi. ~ a 1.1 x1 + 0.1.1. x 1" + .... t a 2,.11" x ')'v

;.:.·••• IfIr.~'l'JIIPQ!I!.IllIfill;~ tp _ .. e ..

Tuto soustavu lze zapsat maticov~ takto:
«9

'X 1Il A X .

Tečkou zde označujeme funkci času~ Jsou-li dány počáteční podmínky
x(t=o):: X o 7 lze i'e§ení maticové rovnice (18) napsat pf'ím.o jako

At
X @r e ><'0.

.- 14 --
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1. poznámka: Je-li n~která vlastni hodnota nikolikanásobná, nedostaneme
z rovnice (17) dostatečpý počet rovnic k určeni konstant Co až CIt\-f ..
Představme si t~ebat le ~1 je trojnásobná vlastni hodnota, takže
~1 = A,~ :: Á,3 &> Polynom ? (J.) nap:Cěeme ve tvaru kof'enový~h č;pitel~

Je zf'ejmé, ~e v tomto p~ipadě vym!~í. pro Á : )\"t>:-e,jen l' ("\'),
ale 1 první a druhá derivace podle ~

'P' (Jv,) '= O J

( a)

Soustavu rovnic (17) tedy mOžeme doplnit rovnicemi

e -\., ... f (..l... f ) e. -l f .. r' t ..tf) .

2e poznámka: Je-li dána nehomogenní soustava d1ferenc1á1n1ch rovnic

~

X 1 'Q Ú,11 X1 i" t U1J\1\, X~ + 0.., (t)

a. t 1 Xi t_ + a a.'~ X 1)'\1 ... ' a 1. ( é)

.. ~ ... qo,. ClO • • -. ... .. .. .. • • • • • .. .. • ... .. _ .. .. ... .. .- • • lt _ _ O> • .. • • ........

)(~ c ct'h,i X1 t ...... + ct~1I\, x/)'\, r a.,~ Lt) I

tedy - v maticovém tvaru - soustava

X~A'X+a(1:)J

je ~e§en! dáno součtem obecného a partikulárního integrálu
t

A f· - At"
X ( t.) $ e. A t X o + e, t: J e a (,;) d t' .

t":o

Zde je A čtvercová matice, X , a jsou vektory. 1: ,1:" značí

čas, Xo je vektor počátečních podmínek •

• 2. p~íklad9 Pro matici z pfíkladu 1 postačí, ponecháme-li na pravá straně

(16) jen dva členy, totiž

Q,A =- Co I + C1 A I

nebo! matice A. je druhého f'ádue Pro vlastní hodnoty ';\'1:: 1, Á 1 ::: 3
z rovnice (s) plyne, že

e. -t ~ Co + Ci

t2.) e: Co + '3 c.,

- 15 -
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Odtud

(c)

Do sedíme-li okrouhl e

C1 = 8,6, tak~e

Q..3 I) 20, e., .. 2,72, budeme mít Co ; - 5,9,

A [-5,9
Q, ::

O

o 1
I

-5,9 J + 8,6 '[ 1 .1' ..-3 o,
..;..

,[ 28,5

, -25,8
8,6 ]

-5,9
( d)

~říklad. Pro matici

určime J.>~ A Q Z p~íslu§ná Taylorovy t-ady

1 sA - ....
S!

( s)

zbudou op~t Jen dva členy

Z charakteristické rovnice (5 ..... Á,) (2 -, ÁJ) - 4 = O Vyjde ,Li :: 1p

.ti. ::: 6 & Tedy

sin 1 ::: C.O t C 1

s in 6 :: Co ;- ~ c. 1

Dostaneme

6 sin 1 - sin 6
C.O :::

5
::: 1,0651

sin 6 - sin 1
Ci :::

5
:: - 0.2242

Proto

[1 OJ [15 42],!.l'lÍY\,A ::: 1,0651 O 1 - 0,2242 ==

( b)

(c)

:: .[Q00 0,0553

- O~2242

- 0,8968].
0,6173

- 16 -
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4. ~!klad. Je dána soustava diferenciálních rovn~~

.
X3 • X Ci

Xlf ,. Q

s počátečními hodnotami

x.o ,,; O X30
.. -1

X Soo 'lili' 1 X"O l\lJIRi' 1.

Pro matici A loustavy X w Ax t totit pro

O 1 O O

A
O O 2 O

:: (s)
O O O 1

O O O O

vypočteme exponenciální funkci t -násobku této matice Kl

ťZAi: .. I + (Ai) + 1 (A-f:)2.+ ! (At)~

8 dosazením z (a) dostaneme

1 t -t~ t 1/3

A~ O 1 2:c f,l
e, :: tO O 1

O O O 1

Pak podle (19)

Xi ] 1 t ~1 t 3/3 O -t-{2. -+ t~/3

Xl. O 1 1t -c~ + 1 - 1i + ;;7-

~3 J
:: :::

O O 1 t ",,:,,1 .... 1 ... 1;

)(..,. O O O 1 1 1

(1;> )

(c)

Snadno se p~esv~dčíme, ~e toto řeěení splňuje vAechny diferenciální
rovnice 1 počátečni podmínky•

../M8tlce A má !estinásobnou vlastní hodnotu .A. :: o@ Výpočet funkce ~At:

je proto zvlált jednoduchý (viz poznámku l)@

- 17 -



3 ~ O ÚPLNOSTI A ~EŠITELNOSTI SOUSTAV LlNEÁBNíCHALGEBRAICKÝCH ROVNIC

V druhé čá,sti sttm1náře jsme ukázali, ~e problém o vlastních hodnotách

lze pro ka~dou soum~rnou (obecněji herm1teovskou) matici A ~eA1t 8!e
v§echna řešen! lze shrnout do maticového zápisu

AV ~ UA,

kde U je modáln:ť matice (její sloupce tvo~í normované vlastní vektory)

a A je diagonální matice t její! prvky jsou vlastní hodnoty ,li D Á t t

j) $ $' ;\,"" @ U~tice U je ortogonální, takže UT ': U..... G Transformací

(20)

(21)

fl "$ U~ A U ~( 22)

p~evedeme matici A na dia.gonální tvar'{t Vzhledem k vlastnostem kvadratické
plochy */

xTAx - ~ (23)

říkéme, že (22) transformuje matici A do hlavních OS@ Náso'Qenímmaticí UT

zprava v~ak z (21) plyne také vztah

podle něhož lze každou soum~rnou matici rozložitdo tří čin!teld U, f\., UT.

V druhé části semináře jsme se zmínili o tom, !e transformace matice
do hlsvn!ch os (dia.gonalizace), popřo rozklad matice podle (24), jsou dťile~1

tým! matem9tickými obraty. Abychom ukázali teoretický význam t~chto transfor
maci, použijeme je ke klasifikaci l1neárnich soustav algebraických rovnic
z hlediska jejich úplnosti a f'eěitelnostie Naěe úvaha bude mít, 1" praktický

význam, nebot k takovým soustavám rovnic vedou i probírané numerické metody
ře~ení úloh lineární mechaniky.

Podle rovnice (24) lze ka!dou souměrnou matici vypočítat, známe-li
věechny její vlastní hodnoty -- tedy 1 matici fl - a vlastní normovaná vekto
ry - modální matici U ~ V n~kterých případech, jak ihned uká!eme, v!ak
stač! znát mnohem mén~@ Je to dáno zvláAtním postavenim nulových vlastnich
hodnot a jim příslušných vlastních vektort1. Zabývejme se p~ípademt kdy mati
c e A má pouze 1" vlastních hodnot rtlzných od nuly, kdežto 'n, -1" vlast
ních hodnot je nulových~ Ve stejném po~adí k nim připojíme 1 normovaná vlast-
ní vektory {Li t Ut.. , ~ @ '" {,(,~

Srovnej s rovnicí (), kap~ 1

- 18 -



,'" , .. "" "."

nenulové vlastni hodnoty nulové vls$tni hodnoty

." "'~

,Li A,"L .... fl ~fv )".1'*-t1 '\'1"" 1 .... J..,1lV

oU" .u,. ,...... -u.tv ~1'-'ti .(J..,~tt .... -<k'W

Vlastni vektory jsme označili zjednodušeně {Ni J <: =1, 2, ••. , /\Iv $

Nezaměňujme toto označeni, které používáme jen v této kapitole, s označením

jednotlivých posuv~ v dlohách ze statiky.

Zavedeme-li submatice

~ffvJ 1: roj oe [O]AťJ .. r J..."'+1 ..\.1"+2-

U~ ... [Ůo1 U,.i. ••••• 'Ú.r- 1

í... u~ AftJl.U~ · (25 )

Dospěli, jsme k pf'ekvapujícimu závěru:mat1c:i A lze sestavit, aniž

známe ".!"lastni vektory Ué příslu§né nulovým vlastním hodnotám, tedy aniž
známe ~nulové osy" pfaisluěné kvadrikyo :Matice A existenci nulových os
"ignoruje"@! Submatice Ua. je obecn~ s em10rtogonální, neboť

u~u: "* 1 ·

Obj8s.n~ní této skutečnosti poskytne názorně 5. pf'iklad, který uvádíme na
konci této kapltoly~

Obecná soustava lineárních algebraických rovnic nemusí mít stejný počet

rovnic jako neznámých~ Matice A tedy mO-že být obdélníková89 Ke ka~dé tako
vé soustavĚi

( 26)

- 19 -



definuJemé adjuhgoV~hou soustavu

( 27)

~oustave ''tl·4ae ~amoadjungovaná,l bude-li AT
:- ~ , což plstí pro souměr

mat1ce~ Ty pak samozřejm~ musí být čtvercovéo

Zabývejme ss nejprve vlastnostmi samoadJungované soustavy, tj. soustavy
se souměrnou matiQíe Transformaci

dostaneme z (26)

AU~ "G U~ I

či++ - po vynásobení transponovanou modální maticí UT zleva-

A ~ :: ~ (28)

Přitom jsme pou!111 vztah (22) a podmínky ortogonality UTU:I. Z rov

nice (28) ihned vidíme: není-li žádná vlastní hodnota nulová, lze soustavu
~e§it a ~ašen!m .je vektor

( 29)

1\-4 r -i"'1 ... 4 J
kde l\. :: Ai Al· .... ··.Á,tV\I je diagonální maticí p:fevrácených vlastních

hodnot@ Co se stane, vymizí-li některá vlastní hodnota (nepf. ,Li, =0)1

V tom případě bude ~ -tý řádek soustavy (28) znít

(JO)

Tato rovnice je t'řeěitelná" jen tehdy, je-li také fb~ =O. Velikost
neznám~ ~~ z6stává v tomto p~ipad~ neurčena, mdže to být jakákoli konstan
ts* Protože lbi, je <, -tou složkou vektoru (y v soustavě hlavních os p:f!
sluěné kvadriky, plati

(31 )

Abychom to poznali, stačí rozepsat po fádcích vztah ~ =UT~ •
Vlastní vektor ur je ~ -tým !'ádkem matice UT • Vzhledem k rovnici
()l) tedy musí platit tato podmínka fe!itelnosti

(J2)

- 20 --



To znamená, ·že vektor -cr je kolmý k ~ -té hlavni ose. Hlavní osy
jsou definovány rovnicemi AUj ~Ái~·' a protože pro i:; ~ je Áj c: O , musí
být Au.< • O • To musí platit pro každou nulovou hodnotu. Je to všechno, co
musí platit, takže nutná a postačující podminke ře§1telt}~sti san:oadjungované
lineární soustavy algebraických rovnic je kolmost vektoru pravých stran ke
každámu lineárn~ nezávislámu ~ešení homogenní soustavy Ax = O • Rovnice (32)

je tedy "rovnici kompatibility" dané soustavy.

Řekli jsme t ~e neznámou ~ť nelze z'rovnice (30) jednoznačně určit,

je-li "l~ :i O t ('.>1.. O Co Řeěení~..; není tedy jediné. Co to znamená pro pŮ;.t;.

vodní soustavu? Inverzní transformace je popsána rovnicemi

Pro i, -tý fádek

{33}T
~..: -= U~ X ca K J

kde K mO!e být libovolná konstanta. Rovnici (33) lze splnit~ zvolíme-li
X -= -Ku~ (nebot -u..rUi·-{ pro normovan~ vlastn;! vektory) o To .tedy znamená,
!e ke každému ~e§eni dané lineární soustavy lZěpřidat násobek nulové hlavni
~t tj. násobek vlastního vektoru přísluěného nulové vlastní hodnotě·o

Ex1stuje~11 několik ,takových vlastních hodnot, mOžeme pt1dat libovolnou li
neární kombinaci p~ísluěných nulových hlavních os a stále budeme mít p~atné

f'eAení dané soustsvyo Jsou to věak věechny "stupně volnosti" dané soustavy.

Libovolná lineární kombinace hlavních ospř:ísluěných nulovSrm. vlMtním
hodnotám znamená libovolná f'eěen! homogenni soustavy A x. =O • Pr~to platí

věta: obecné fešení kompatibilní samoadjungované soustavy se z!ská2~ičtením

libovolného řeěení homogenní soustavy A ')( =O k jakémukoli partikulárnímu
f-eěení dané soustavy Ax = (".

(34 ){-:-1t-~--1o

Vratme se nyní k obecné soustavě Jh, rovnic o fh'\I neznámých (26) $

Abychom mohli využít právě odvozené poznatky o ~eěitelnost1 samoadjungované
soustavy, použijeme zvlá!tní obrat. K dané soustav~ (26) p~1pojímo adjungo
vanou soustavu (27) p~edpisem

h\, IWV
~Ir I'

O I A----t---------
I
I

Ai:
I

Tím jsme z pOvodní· obecné soustavy vytvof'ili samoedjungovanou, nebot
čtvercová matice na levé straně (34} je soum~rná. Doplácíme na tuto výhodu
tím J !e se zv§tiil počet neznámých na ~+~ ,co! věak pro rozbor

- 21 -



vlastnost! daná soustavy není podstatnée Čtvercové matici podle ()4) p:ř:ťsluěí

Pl'oblém O vlastních hodnotách

{~--} = ~ {-~-} ( 35)

(36)

Vím.e U~t ~e tento problém lze vždy faeěit, nebot jde o souměrnou matici

(ačkoli matice A soum~rná není)@ Dostaneme tak t11J + I\1'Vvzájemně kolmýoh vek-

to:r11 pro i)tV ... ~ vla3tních hodnot 7 (jež nemusí nutně být věechny navzájem
rdzn4). dm!nka ortogonality vlastních vektoro. dává pro .iJ =t: tL

[ T T] {V~ l T T
'V'~ U..;. . .tL", J ." O '" \)"i 1rfL + ..u.. t. -(..t '" • {)1)

hoto!e ke každému řeěení (V,.(A."..t. ) existuje i i'ešení ( V'J -,.u., I -.Jv ) 1

d08taneme .pro A,...: II - A.. i,

Porovnáním ( 8 ()8) dospějeme k závěru, že platí

(j8)

Co O (39)

Jde o dvě aoustevYt z n1ch~ každá je ort~gonální sama o sobě.

Z rovnic ()6l lze vyloučit bud .u, nebo 1)' (násobením zleva první rovnice
maticí AT nebo druhé A )

Al A VL ~ ..tíU

( 40)

Rovnice {-40) definují dvě samostat,né úlohy o vlastn1ch hodnotácho Z prv
ni dostaneme I»'\. vlastn!ch vektord 4A.i ' z druhé /}1, vlastních vektoro. 11',.;.
Sestavíme z nich modální matice

u ~ [ Uf.. J ('ln x~)

V [ \r(.. 1J'M./ 1 (/)\, ')( ~)
( 41)

:::.
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B budeme mít věechna ~eěení úlohy (36) shrnuta do tvaru

AU :: V/\

ATV :: U f\T

Zde 1\ značí obélnikovou matici Il1I x. mll , v ní! na příčce vycházej:(e!
z levého horního rohu jsou kladné vlastni hodnoty ..t, , je~ dostaneme jako
odmocniny vlastních hodnot z rovnic (40) @ Není-li i -té. vlastní hodnote nu-
lová, jsou pftíslušné vlastní vektory u~ J 1Y~ vázány vztahy (36) a vyskytu-

jí se tedy vždy ve dvojicích. Pro nulové vlastní hodnoty Ať = O dávají sou
stavy rovnic AU-i == O , AT"\)'~ :1: O vzájemně nezávislé vlastní vektory -u..~, ql... 'J

jež se vyskytují samostatně ve vlastních vektorech [-~J, {-~-:·1 soustavy
( 35) o

Necht existuje tv nenulových hodnot A...; j pro něž jsou vektory u~ i

1f...; spárovány vztahy (36) ~ Protože ke každému :[\ešen! (1.ri ,"U..1.', Á-i) existuje

též řešení ('\r~, - -u..~ ,- Á.i ), máme celkem 2. tv párd vlastních vektorO 1..t,.c; f

1J"~ e Úloha ATAu -m..t,'l.;{N poskytuje /htv vzájemně nezávislých os (vlastních
vektor~)t takže počet nezávislých teěení rovnice A.f.A,=O musí být Ith-tv *'

Podobně počet nezávislých řešení soustavy AT
1/' :: O musí být ~- tJ

Pro nulové vlastní hodnoty tedy existuje

lineárně nezávislých vlastních vektoró~ Spolu s 2r vlastními vektory p~í

slušnými nenulovým vlastním hodnotám tak dostaneme ~ + ~ vlastních vektord~

tedy plný počet odpovídající úloze (35).

Doplněním dané úlohy úlohou adjungovanou podle (34) jsme p~evedl1 d~nou

úlohu j jež mO-že být i neúplná nebo přeurčená, na soustavu se souměrnou čtver

covoumaticí, která má vždy plný počet vlastních vektorO~ Podmínka f'ešitel4&W
nosti se proto formuluje stejně jako u samoadjungovaných úloh~ Sestavíme
vektory

{-K-~-)
p~íalu§né nulovým vlastním hodnotám, a nspiěema podmínky kolmosti pravých
stran (34) k těmto vektorOm (k nulovým osám)

[O! Ur] l-1-1 "O [1Y/'\Ol l~~-} :: O)

čili

[
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Druhá z rovnic (43) udává podmínku, jaké musí vyhovAt pravá strana l (,}
dan~ soustavy [A J{x1: t (,), má-li být soustava !'eěitelná. Slovy lze tuto
podmír...'ku vyjádřit ta~to ~ nutná a postačující podmínka f'eAitelnosti libovol
n,~ ~oustavy trv .l.ip.~~p.ích rovnic o tn1I neznámých je kolmost prsv' strany
~e. vše.~ l1neárně.,.n,zá.islýmf'ešením adjungovaná 'homogenní soul3tavy.

Úplné ~ešen:( soustavy Ax =: .fy pak získáme přičtením 11bovoln~ho :feAení
ho~ogenn! soustavyAx :: O k jakémukoli partikulárnímu f'eAení dan4 soustavy.
~~s10 fM - rv ' kterě udává počet lineárně nezávislých ~eAen1 homogenní sou
stavy Ax c; O , vyjadřuje tedy "stupeň neúplnosti" soustavy (počet stupňd

volnoeti). Čislo tv souhlasi s hodností matice. Konečně číslo rt\.-tv , kte
ré uoává počet lineárn~ ~ezáv1s1ých řeěení adjungované homogenní dlohy
AT~ cO, udává počet podmínek i'eš1telnosti (rovnic kompat1bili ty) ,je to
tedy «stupeň přeurčenosti" dané soustavy. Podrobnosti ozf-ejmi příklady na
konci této kapitoly.

Z rovnic (42) plyne vzhledem k ortogonalitě modální matice U

A = V 1\ UT .

Tuto rovnici mOžeme.rozepsat pon~kud podrobněji, odd~líme nenulové 8 nulov~

osy v modálních maticích

Rozepsáním pravé strany dostaneme rozklad

A - VCl. f\« U: .

( 44)

( 45)

V této rovnici jsou ~at;ce U~, V~ semiortogonální. Z poslední rov
nice plyne, že k sestaveni matice A nepot!'ebujeme znát nulové osy. U mati
ce A z příkladu 8 se na konstrukci matice aktivně podílejí jen osy u.

Ut. , ~1 t I\r,.. • Matice A tedy př:ímo komunikuje Jen s těmito oeam1,.
"osvětluje

tt jenom tyto osy, a úplně ignoruje'nulové osy Ů3 J ~If t

Us- ' '\1'3 ,'\Y"" které zo.stávají "ve tmě".

Matice A je tedy úplně určena pouhými nenulovými vlastními hodnotami
a k nim přislušnými "osvětlenými" hlavními osami. Nulová osy vObec nepotfebu
jeme znát ke konstrukci matice. Avěak tyto nulové osy, které zOstávajť ·ve
tmě", rozhodují o vlas.tnos~ech soustavy (o její řeA1telnost1, popf'ípadA o ne
úplnosti) •

Rovná-li se 1" ~ ~ =ffl1" jsou v!echny vlastní hodnotyrOzné od nuly.
V tom př:ípad~ Vd.. = ll, t. V(1. = V j tyto matice jsou ortogonální. U 8oum6rnych
matic je mimoto U:1I V • V p~ík18decht které uvádíme dále, oddělujeme "osvitlenl-
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hlavní osy od"neosvětlených"dvoj1toučarou;osv~tlenýprostor tvoř! vektory

vlevo od této čáry.

J(' ro·vníc1 (45) připoj!me nyní :rovnici obdobnou; :sestroJímematlci

(46)

(47)·

a budeme zkoumat její význam. Matici B lze vIdy sestrojit, nebot d1agonál- .
ní matice ,Aot obsahu·j.8 jen ne·nulové vlastní hodnoty a Její inverze tedy

existuje" Md!eme se p!-eevědč1t. ieplatí

AB '" Vr:J.l\tII. U~ UCl, 11--:' VCI,"r .. v~ VťAT

(48)

Necht je nyní dán libovolný vektor "td.. z prostoru Vt:I.» čímžrozU1llÍ
me lineární kombinaci vl~stn:C.ch vektoro. '\t~ pf'ísluěn!ch nenulovým vlastní.m
hodnotám. Je-li 'lf, 'libovolný vektor (slo!ený z l1bovolnfch ."fv konstant),
je

( 49)

Násobením zleva součinem A~ dostaneme

AB "JOl. = Vd. V~T ~r:J. = Yd. V:' Vcl. 1f. - Ve\. 1(" d-d.' (50)

Součin AB tedy transformuje vektor z prostoru Vol .ta~,_ ~&je·j .po
nechává beze změny. Obdobně lze dokázat, že součin BA ponechává beze ,změny

vektor z prostoru Ve<. .Tp jsou věak práv~ prostory osvětlené matic! . A
Kdyby ~= Ir\, =: .1" ' dostali bychom AB = BA.r I. Součin AB J pop~. BA by

ponechával beze změny každý· vektor a matice Bby byla k matici A inverzní.
Nynív!ak klademe na tyto ·soUč1!\Y omezenějěí požadavek, aby totl~ ponechávaly
bezezm!ny alespoň vektory z OSVětlených prostord ll Matice B pak zíSkává,
Jak jeAtě ukáieme, význam· p:f1rozené inverzní xcatlce.

Máme-li obecnou soustavu 'hl rovnic o Ih1J neznámých

Ax =.<r,

dostaneme násobením matic! B zleva rovnici

(.51)

( 52)

jen tehdy, platí-li AB (,. :r6--, tj. patf'i-11 vektor <r cele do osvětleného

prostoru Vd, • To znamená,!e <r nesmí mít žádnou projekci do .prostoru V~ I

čili !e V; ~ ::. O ;To j,e vAak soustava podmínek kompatibility' (43)$
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V matici S podle (46) tedy poznáváme pf'irozenou inverzní matici,
která dává ~e!en! libovolné soustavy (51) ve tvaru (52). Platí-li rovnice
kompatibility (4), plstí ~ešení (52) pfesně. Je-li soustava pteurčená a
podminky kompatibility nejsou splněny, je řeěen! (52) jen p~1bli!ná; Ddn1ma-

1.' t11zuje čtverec 1i''Vzdálenosti tt R $ \ A')C - ~ I .. To jsme ukázali v druhá části

8emifiáře~

Je-li soustavane~plná, dává matice B rovně! jediné "př1rozen~ft

faěení, odvozené z "osvltleného" prostoru U~ • K nimu je t~eba pf1počíst

libovolnou l1neárn! kombinaci 'IOneosv~tlených" nulových vektoro. z prostoru
V~ , do jejichž uko:cpetence" ani matice A ,ani matice B nezasahují.

Z uvedeného výkladu je z~ejmé zvlá!tní postavení nulových hlavntch 08.

S využitím transformace k hlavním osám matice jsme dospěli ke skvělámu

zobecněni d:f'ívějších poznatk~ a ke klasifikaci lineárních algebraických sou
stav podle stupňti jejich neú:;Jlnost1 a pf'eurčenosti~ Význam této transformace
vysvitne 1 z výkladu v p~íští kapitole, věnované rozboru chyb numerického
~eěeni a otázkám numerické stabi11ty~

~;(klsd. Matici A :: [ : :] př:íslu§;( vlastní hodnoty a vlastni vek-

tory podle tohoto lřehledu: .

t8k~e modální matice je

3/ \fIT
2/ \}TI

- 2/i13

)/f]J,

u :=
I

~.u~= ..(A.t1 =:

Podle (25)

[A 1 :: rl{~1[13 J ~l~ t3 21 = {~} [3 21:: [: : ] •

K výpočtu A tedy skutečn~ nepotf'ebujeme znát nulovou hlavni osu ~f:,.

Vysvětlení vyplyne z geometrického znázornin!~ Pf!sluěná kvadrika

Xt A X = t Xi xJ [: : ]{::}:: q )(1
1

t 12 Xi X,. + 4 xi ,. 1

se skládá ze dvou rovnoběžek, jak se p~esvědčíme rozkladem

9 ~/L ... 11 Xi X't t 4 x~ - 1 '::: (3 X, 4-- 2. ~1. - 1 ) ( 3)(1 + 2)( I. + 1) ~ O &
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.!e_názorněna na obr. 1. Jsou tam
zakresleqy jednotkové vlastní

vektory

Vzdálenost obou přímek od po
ěátku je 1/f[3, co! je skutečně

1/ fr... Je to vedlej~! poloosa zde....
generovaná elipsy, její! hlavní
poloosa je nekonečně dlouhá, nebot
Á~ =o. Je zfejmá, ~e tato hlavni

poloosa nepfináěí !ádnou informaci
o tvaru kvadriky, nebot obě rovno
bi!ky jsou zcela určeny hodnotou
..t1 8 vektor sm {Lot.. o

Transformací (22) vyjde Obr@ 1

6] 1

4 V13
26 ].[ 3 -2 1. =r13
O 2 3j l O

6. pf-iklad. Je dána "soustava rovnic", skládající se z jediné rovnice o dvou
neznámých 3 Xi t Lt)(1.. 1& I.t ~ V tomto p~ípadl A == [3 4 1 ID

Danou soustavu doplníme na samo~djungovanoupodle schématu (34)~ Matici

pfísluA! charakteristická rovnice

4

O :: - ~ + 2Sk == O

4 O -Á

a vlastní hodnoty ,.l,1 :: -5, A.,t.:: + 5 t A,~:: O~

Ze soustavy A x~ .. -li x...: (i, .. 1, 2, 3) vypočteme vlastni vektory {Xť1'" 1-!~)
normovaná podmínkami tt[.u~ :: 1 , 1J'4,TVi B ~ o Vy jde
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1 2 3

'V"~ Xi 1 1 O
!- - - "'" - - ~ - - - - !""O - -. - - . - - _ ....... -

)(2.. - 3/5 jl, 4 /5
~ť

X3 -4/54/5 - 3/5

Po~!táme-li z rovnic (40) 9 tedy s maticemi

ATA :: [:] tJ 41 ::: [1:
12] AAT

== [3 4) [:] = t2;)16 . t

, ·1 & ... ., ... - '
dostaneme v prvním p!'tpedlt vlastni hodnoty...Lt :: 25 J ,(,,3 =0, vdruh4m

1"
,l~ ;: 25; k nim jsoupři~azeny tyt,o vlastn! vektory:

{, 2 J
1. 25 O;\,,,

3/5 4/5
{(,~

4/5 -3/5

ť, 2

.,(,t 25

~. '111

Ob§ posledn! schémata lze shrnout dO,Jednoho:

As = 5 .A. =O

Vi

1

(Li Ut.

3/5 4/5

4/5 -3/5

Totouspo~ádán:l budeme POU~ív8ti v dalěích p~!kladech. Dvojitá svislá
odděl.uje V'osv~tlenéOt hlavní osy Vi , oU" od "neosvitlen4" osy Ůl.

Mllžema se pi4esvldčit. že rovnice (36) jsou splnl'ny. Matice v rovnicích
(42) JSou

u ==
[3/5 415 ] V :: [ 1 ]

4/5 -3/5

A :. [ 5 O }
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V daném případě 1" = 1, /Y1f\, = 2, IYV :: 1", Soustava má tedy jeden stu-

peň volnosti a žádný stupeň přeurčenosti.

U dané matice neexistuje zřejmě ládná nulová osa ~~ t nebot pro vlast~

ní hodnotu Á,~ :: O dostáváme pouze triviální ř'eěen! 1)-3 Jr O. Hovnice kompe ti~

bility 't.13T {y nemá v tomto p;r.ipadě smysl, nebot je splněna pro jakoukoli prs.

vou stranu -cr • Neexistuje tedy žádná rovnice kompab1tibili ty ,jež by omezovala
volnost ve volbě pravé stranYG Úplné řeěen~ rovnice 3X1 + 4 Xl- 4 Se skládá

z partikulárního :f-eěeni, n.apf-. X1 = O ., x.,.:: 1 , a z libovolného řešení homo~

genní úlohy .3 x" + 't xt. z O. Vy jde

Zvole~ part1kulárq~ r~~ení však není ptirozeným řeěenim odvozeným
z osvětlených hlavních os. Pomoci pfirozené inverzní matice

= [3125]
4/25

vyjde jednozn8čn~ pfirozené ~~~en~

{
12/25}

= 16/25 .•

Úplné řeěem pak získáme tak ,Je k p!'1rozenému f'e!ení pf'ičteme libovolný'
násobek nulové osy Ut

í x: l = {12/25} + 1(9{ 4/5} II

1 'I. J 16/25 -3/5

"')
Zvolíme-li ve zvláštnim ·případě K. =-3/5 J dostaneme i'ešeni, Jež l:~:::e

d~!ve zvolili za partikulární. Oba zpOsoby zápisu úplného f'eěení jsou rov'r:o
cenná.

7. p~íkladG Pro matici

A ::
o
2

dostaneme dvojnásobnou nulovou vlastní hodnotu" Př:ťsluěné hlavní oS'J' ~loby

(35) jsou
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k := 2 ;\, =: O ,l, :: O

11'., 1tf".

O 1

1 O

-Uf «1;0 "U$

O 1 O

1 O O

O O 1

Zde Ť"::: 1 t IYV ~ 2, fh1,:: 3 o Soustava Ax ~ -(" má proto dva stu.pně vol-
nosti li zároveň jeden stupeň p!-eurčenost14l1 Rovnice kompatibili ty zní -cr., :: OJ
tj. první rovn1Cé musí mít na prsv4 straně nulu, nemá-li vzniknout spor.

"Osvitlen~ je pouze prostor vlevo od dvojité sv1s1ti ěárYe

s~ .pf.'í.klad0 Zvol;!me nyní pon~kud méně "prOhlednou" soustavu

2 4 -1 O :3 )(1 (,,1

1 -2 1 3 2 JeJ. ~'L
X) c

4 O 1 6 1
XIt ~3

5 6 -1 3 8 vXs .f.,'i

Nejprve najdeme nulové osy, jei nebudeme normovat ani ortogonalizovat
(u nulových oe to není nutn4). Zkusmo najdeme tf! nezávislá felení homogenní

AUm O a dvě nezávislá ře!ien1 adjungovan' homogenní soustavy
ATv '=.0 d3 Dostaneme nsp~$ vektory» oznaaená v tabulce "tL3 , 44..., , t.(,r t

1r~ , 'lt"f.# ~ Soustava A At 1rs ..t~4f má matici čtvrtého f-áduj abychom ji nemu-
seli p~ímo f*8~it, vyu~1jeme ortogonalitu hledaných 08 Vi ft V'1,. k nalezenlm
nulovým osám 1r~ , V'", $ Tak se nám poda~:! eliminovat dvl prom.!nn4. Vznikne
soustava s matici druháho fádu g dávající kvadratickou rovnic! pro .A,1. •

Nakonec dostaneme tato teěení (hodnoty v tabulce jsou zaokrouhleny):
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A., :: 15,435 Á, :: 6,911 ;\., =O

1.r1 1}-1.. 1r~ 11"..,

0,287 -0,467 1 2

0,157 0,525 2 1

0,600 0,583 -1 O

0,730 -0,408 O -1

"U-4 . -<A,'f.,. ~3 -tt.l.f {A,c

0,439 -0,017 -2 6 14

0.338 -O, 776 J -) -1

-0,017 0,287 8 O O

0,406 Oj~57 O -4 O

0,727 0)067 O O -6

V tomto p:fípadě 1":: 2, Ih1.I =5, MJ :: 4. Proto existují hv\-1" :: 3
stupni nedplnosti a ~-1":: 2 stupně pf'st.Irčenost1, tj. dvl rovnice kompatib~~

lity. Nulov4 vlastní hodnotě pf'íslu§:( '"" + Irv .. 11'" ::; vlastních vektoro.?
linem-n! nezávislých.

Bovn1ce kompatibility jsou

člli

-v.1 + 1. <rL - ~3 .. O

2. ~1 +- -6- t - (,." .. O.

havá strana soustavy rovnic tedy nem{\~e být volena libovQ~n~J nemaj:C
B1 rovnice odporovat; poslední rovnioe tuto volbu omezuj~o Dá],.G existují
stupně volnosti, nebot ke ka.!dému part1kulárn!mu teAen~ dané soustavy
pl'1poěí_t vektor

l )C J ~ k1 { U 3 J .... kl t"U tI )... K 3 t Ut) ;

1<1 al \<:3 jsou 11bovoln4 konstanty. Výsledek bude rovně~ ře~en!m
soustavy.

ho doplniní uvád:!me je!tě tvar matice A v rovnicích (42):
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/\

15,435 O : O O O

O 6,911 f O O O------------.J------------ ::
O O : O O C

I
O O I O O O

I

l\~: O-----t- -----
O t O

I
I

Ostatní matice V téže rovnici jsou

u ( u 1 U1.
,

.(A, s J t Uot
! uf\ 1'::t ~ «s (L<t -= ,

V =: [~ 'V'~
I

'\r~ ~Lf ] t v« \ V(.) 1I

Zde js::ne oddělili. p.ulové hlavní osy obdobně jako v rsvnlci (25) fl

4$ ~OZBOR CHYB ŘESENí LINEÁRNí SOUSTAVY A NU'J1ERICKÁ STABILITA

Tuto kapitolu ZAčneme vylíčením nepříjemné příhody. Inženýr potřebuje

f-eělt lineární soustavu algebraických rovnicGi Má I)y\, rovnic o ftY1., nezné.mých

AX .. -fr (53)

II deterl1inant soustavy 1A I je r~zný od nuly. Hodnost matice soustavy i roz
ěiřené matice je stejná a rovná s~ ~ ~ Je tedy jisté, že ~e~ení existuje a
Je jediné (; Je-li determinant I A\ rtizný od nuly~ nemohou existovat žádné

nulové "{lestní hodnoty, takže 1" = "IV ::: trn." " Soustava nemá žádný stupeň

volnosti, ani není pteurčená~ Inženýr proto s ddvěrou svěří feěení výpočetn!

mu středisku a očekává výsledek~ Počítač pracuje s p~esností mnohem vět§í,

než jakou ffi~že inženýr pottebovat, výsledky p~ezkouší a dodá zpět inženýrovi,
který tilohu zadal ~ Ten však není spokojen. Shledá, že některé hodnoty, jež
musí být k13dn~, vy§ly jako záporné; hodnota, která má podle odhadu mít veli
kost né~olika desítek, vyšla pfes dvacet tlsíc~ Inženýr je velmi mrzutý,
nebDi není schopen nalézt chyb~ ani v dané soustavě, ani v jejím řešení, 8

přece je jisté, že výsledek Je zcela falešný~ Budeme nyní zkoumat, co mOta
být činou takové neshodyo

P~edpokládejme, že známe s velkou přesnosti matici A ,kdežto pravou
stranu .{r známe s pf'esnost! relativně maně!, av~ak stále jeětě z technické
ho hlediska přijatelnou, napf-. s pf'esnosti 0.5 %~ Chyby tohoto vektoru mohou

způsobeny např& nepřesnosti mě~ení, jde-li o hodnoty získané exper1me~~

té~lně nebo odměfením z výkresu& Pak ovšem místo soustavy (53) řeěime de facto
jinou soust~~vu

(54 )
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kde

Pomoc! (53) vyjde z (54)

Pfičina velké chyby je skryta v transformaci (55)G Nemáme totiž nijak
zaručeno tl 18 matice A-4 transformuje vektor malých chyb (j opět ve vektor ma-
lých chyb S' .Naopak t snadno se stává, že malému ~ odpov!dá velké ~ ~

Čim to mdže být zpdsobeno? Abychom to prozkoumali, zaveóeme transformace

jimil na!e soustava (55) p~ejde v diagonální tvar

1\ g\ .. p>' .

(56)

( 57)

Matice U lil V jsou nyní ~)( IW\, , neboi stupeň neúplno~t1 i pf-e~

určenosti je nulový.

Teoreticky je dOle!!té, !e se ~ádná vlastní hodnota ~~ nerovná nule,
tsk!e soustavu (57) lze ře!1t. Prakticky v§ak každá vlastní hodnota blízká
nUle zpOsob! velký vzrOat chyby výsledku, neboi pro ~. -tý řádek plati, !e

» .. 1

%' · Á~ ~~ (58)

a pro \Á-i,\«1 jel ~~1 >?\(b(,'I • Proto~e transformace (56) jsou ortogonální, tj.

ponechávají dálky beze zm~ny t je té! l~..: \»\P>i' • Stač! J aby jediná vlastní
hodnota byla blízká nule! a řešení mOže být 1 malou chybou vstupních dat
podstatnf! znehodnoceno. Je také jasná, !e zv~t!eníchyby předepisuje inverzní
matice A-~ , byt pf'esně vypočtená, neboť dáva na pf':ťslu§né ose tak velké
činitele, le 1 malá chyba vstupních dat zkazí cely výslédek~

Velké matice se zpravidla ne1nvertují t není-li to nutná II Misto toho se
celá soustava feA:! iterací (postupnými aproximacemi) t k-terá maji tu vlastnost,
!e d~íve zp~esňují výsledky pomoci velkých vlastních hodnot než malých, takže
f'e!ení j která mohlo být zpočátku pfijatelné, se dalším. "zpřesňovánímt' zkazí t

ztratí numerickou stabilitu.

Kr 1tár lem numer 1cká stabl1 i ty se tak stává poměr

I;\, I rno.x

\ ~'Mln

- )3 -

(59)



to být 'Vea'fk"i>$t détetmihantu IA\ ,jak by 8e mohl nikdo domní
vat, neboť tuto velikQ§t ize změnit např•. násobením matic A a (y stej
ným číalemj aniž se i"~l:lí vlastnosti souétavy.

Co se děje, n~eháme~li některou z vlastních hodnot - na~~o ~ť

lt' n~le? V tom :př:ípad~ dostává ne.~známá ti v 8oustav~. (57)
t V~hl~áem k t~~nsformaci (56) poznáváme, !e nuloVou váhu má

f'~del\: v ~Q1J~j,.:ml Ul'l »tedy

(60)

To znamená, ~~ V nQ~em řeěen! ztrácí tento součin určitost. Lineární
kombinace tt~1 ~1 t 4(.~ %~"" & 5 ••• + .ui"", ~tm nabývá bud nekonečně velká (a tedy

neurčité) hoclng~;r~ nebo :musí být ~i:: O (vtom případě dává (58) neurčitý

yýraz) 0 e z fádku (60) tak ztrácí význ&m. Tato l1neárníkomb1nace
~e soustavě p~eatane vyskytovat~ Soustava je čtvercová jen

i nebot lineární kombinace (60) z ní mizí; začne se jevit jako sou
8~aV~ ~skoro obdélníková", pokud je kombinace (60) zastoupena slebi, a jako
Qbdéln:íková I1V '4 Jh\, J % to. f'tt\J , ztratí-li se tato informace úpln~. Vektor
vlastních hodnot it~ se tak stává nulovou osou, její! prostor se postupn§
~zatemňujalt~ T~k y,zniká velká "volnost llll ve výsledcích ř'eěení, která Je p:fíě1-

~O" numerické stabl1ity~

dá.na. soustava

Matice soustavy je toto!ná s matic! z příkladu 5& Po transformaci

dostaneme soustavu 1\ § = ~

[ ~3 0]
,O O

3x1 T \ixz.
m

-2.X1 t 3 Xt,.

m

.3 (),.. + 2. 6-1

'f1t
..... 16-.. + 3~j.

ffi

vlastni hodnotou dává ~eěen!

3 ~1 .... :1 ~l
11 ffi

řádek s nulovou vlastní hodnotou dává rovnici kompatibility

-1
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vzhledem k souměrnosti matice platí, !e V

- 2.)(1 + 3 )(1-

~t. '" m

Je to rovnice 1i'tT~ ii ~i (,.,
Hcdnot,a

se z ře§ení ztrat11s$

Kdyby druhá vlastní hodnota jeětě nebyla nulová. ale v limitě se k nule
bl!!ila, a kdyby nebyla splněna podmín..lta kompatibility, rostlo bygg., v li
mitě nad v§echny meze. Př-l výpočtu se zaokrouhlenými čísly bychom "splnili"·
obě nekompatibilní rovnice libovolnou vol bou g'L::r C • ,pokud \ Cl» \ {!>"i 1.

10. př!klad& Ze soustavy A"x:: G- ES maticí z přikladu 8 se ztratí tyto li-

neární kombinace neznámých:

A..t~ x :: - 2. ~., + 3 x~ + 9 x'3

.u.~x 'll: GXf - ?>xt,- 4 x'"

'tL~ x = 14-)(" - '(to - 8 Xs

Nedostaneme je (8 ani jejich vzájemné lineární kombinace) ~ádnou kombi
nacífádkd dané soustavy.

h ROZDíL MEZI VEKTOROVÝM A ANALYTICKÝM POJETíM MECHANIKY

Obr & 2

Q

Uvedeme nejprve jednoduchý
p~!klad. Hledejme rovlloviá!nou
polohu klikového mechanismu, za
t!!enáho silou Q ft ?táme se,
jak velká musí být síla P , plti

ní! se mechanismus ustav! v rov
nová!né poloze. Hmotnost mecha
nismu lze zanedbat. Klika svírá
v rovnová!ná poloze 8 osou me-
chanismu úhel tp (obr~ 2)4'
Jsou mo!né dvě metody ~e§eni*

1. Jednotlivé členy mechanismu '·uvolníme" s. Je.jich vzájemné po.~lobe·ní

nahrad!merea.k:cemi (obre )0 Pro jednotlivé členy .napíěeme rovnice J:'o'vnováhy

?- N

N
~ Q t~ lf
-=: Q tq (1 · (61)

Z nich plyne hledaná. rovnice

( 62)
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přiče~

Q

P-N

N

Q Q
L;.....~~ lIIfIlIIIlIPz~n

Obr. 3

2e Využijeme -~agrangeovdv princip virtuálních prací. Klice udělíme

z rovnovážné polohy "virtuálnf" v,ýchylku ~~ a nap:(ěeme, že celková práce

5A , kterou vykonají sily P a Q během takové 1nflnltez1málni v1chyl-
kYl je nulová. Protoh po.sobUUs:íly Q. se posune O -1'" ( 4<M.'f ... t'j aeo~Il") S"f I

kde~to svislý posuv klikového čepu činí T ~ 'fd", do.stan.eme rovnici

(6)

z niž ihned plyne vztah (62)_

Jaký je rozdíl mezi ob~ma postupy? První postup se zakládá na NeW'tonov~

mechanice@ Síly, které jsme do výpočtu zavedli, vyhovuji zákonu o akci a
reakci a dávají na klice 1 na ojnici nulovou výslednici, nebot zrychlen!
těchto členť1 je za rovnováhy nulové. Pro každé těleso tedy musí platit tři

podmínky rovnováhy (z nichž dvě jsme respektovali ji! p~i kreslení s11 na
obr ~ 3);, V druhém pf':(pad~ jsme vystačili ti jedinou podmínkou 81\ 181 O a
dostali ,jsme týžvýaledek. Jak je to možné?

Je to tim, ·!e v prvn:!m pI\ipadě formulujeme tři rovnice rovnováhy pro
vektory sil, kde~to v druhém případEi formulujeme obecný princip pro virtuál
ni práci0 Variace jediné skalární veličiny A má v sob~ vAechny potfebné
informace k ~eěeni úlohy, k němu! bychom jinak pot~ebovaliěest rovnic rovno
váhy pro vektory s119

Newtono.v pfo:ťstup má nevýhodu této větě! pracnosti; poskytuje za to v:!ce
než kolik potfebujemee Dovíme se tfebs, jak velká je vazební síla N

na křižákové dráZS4 Výhodou tohoto postupu je, ~e 1nlenýr je zvyklý pracovat
s a zp~sob ~e!eni je blízký jeho myěleníe Newtonova metoda povaluje
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sílu za veličinu prvotn.í J práci za veličinu odvozenou. Jde tedy o v~ktorovf§

pojetí mechaniky.

Proti tomu Lagrange považuje za prvotní veličinu práci. Jeho p~1~c1p je
mnohem obecn~J!í. Výsledek získáme, aniž potřebujeme znát podmínky r~vnováhy

.ouetav sil. Pr1ncjp zcela pomíjí vazební s:!ly, po nichž se nept~mee Vede
tedy kratčej1 k 'e,!,li_ .Je však méně názorný. Vektorová uhra. s11" zl1stává

skryta v mat.el1attc.kěm "tD~.l;Il81ismu. Lagre,ngeův princip je základem analytického

po~et:! mechanl'a:, :~t.r·~ ,je ;b).:(zké zpOsobu myšleni spí~e teorétického fyzika
ne! in%ený,ra. Av~é.j( ·t;,'.Ot~'~~.eká a praktická stránka inženýrských vědních dis....

ciplin se dnes ~~.~ +l$tolik prolínaji t že rozděleni mechaniky ne teoretickou
a techn1cko~ (ap~i~pv$nou) není zdaleka tak zřetelné ani d~ležité,jako bývalo
d~íve.

Oprostíme~It s, Od Jednostranného uvyklého zpt1sobu myšlení., podal-i se
nám dospět mnohe~ 4~ep ~a levou stranu rovnice (6) lze pohlížet jako na

elementární práci f kl@;I'Qtl vy~oná síla 1 na elementární dráze ÓS
Pro takovou práci pl~tí, ~e ~ A .. l' Os o V n.s·šem případě mo.žeme za eleme:q.-

tárni "dráhu" považov~t p~ot9čení k~iky 5~ ~ Pak v§ak budeme mít

Es '!' Ól.ť (64)

r fr~'f-Qy(4t~l,( +t~(3~t{). (65)

Úhel tf není skut$ěpo'Q drahou S a redukovaný plo~ent ~~1 1> a Q

podla (55)' není skutečnou silou~Ztoto!nili jsme je pou;e ~o;rrn~pět :Mluvíme
proto spíše o zobecn~né drá~e (popř_.o zobecněném posuvu) a Q ~obecněné sil..§!.$
S nimi nabývá rovnice (63) tvaru

(66)

(67)

Užiti zobecněných posuvO a zobecněp.ý~'h sil je pro analytickou metodu
v mechan1c~ typ1ckée Rovnice (66) je proti rovnici (63) mnohem přehlednější; "
výklad věech takových rovnic je stejný: přirOstek práce =síla ~ příróstek

dráhy 1&

Proto~e zobecněná sila 1 je jednoznačnou funkci zobecněného posuvu Sr

tj. funkcí dhlu lf , md:!eme zavést potenciální energii (tjlt "zásobu" práce
vnějAích sil)

'f
V .. - i '1 (S) c(s ·

$'" 'fo

Tato "zásoba" se zmenAuje, vykonají-li síly práci EA ,proto je na
prav4straně (67) zápornf! znaménko o Rovnice (66) je pak totožná se vztahem
bV (fl O fl co~ znamená, !e potenciální energie V ,tj61 integrál (67) J má za
rovnováhy ~tac1onárn! hodnotu~ Vyěetřeni podrQ.:fnek, za nich~ integrál nabývá
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stae1onárn~ hodnoty, je ~áktad:~i. úl'o.h·ou variačního počtu. Euler ukázal, !e
tuto úlohtJ Et ře~~t eletntahtárním1prostt'edky, tedy 1 bez znalosti pf-!sluiná
t se tím zabfVat v přiětí kapitole;

STAcrONÁRNt HODNOTA Ua~I'lÉflQ INTEGRÁLU

Caa nutný k pohybu z bodu A do
bodu B dostaneme z rovnice pro
ryc'hlost

druhu je úloha o brachystochroně (o ~ivce,

po níž dospěje hmotný bod v gravitačním

poli z bodu A do bodu B v nejkrat
ěím čase). Formuloval ji poprvé Jan
Bernoulli roku. 1696~ Neznámá křivka AB

(obr~ 4), po hí! 'ěe bez t:fení pohybuje
hmotný boó', má rovnici

(68)"á '" :f Cx) .
x

B

b

Obr $ 4-

a

y

o

ve tvaru integrá~u

(69)

~J~_~~~HkÁ rovnici bycho~ mQ~li zkráceně zapsat takto:
.~

t .. J r ("á I ';t') (i{l( ·

,urč funkci ~ = lCl<) tak, aby vyhovUa okraJov;1m podmťnkám

( 70)

a zá.r nejmenší možnou hodnotu integrálu (69) $ Mii$·:( tobtt funk-

ce spojitá, musí mít derivaci podle X (spojitou tečnu). Lze 'dokázat, !e
_.~~~.~~"'- funkce, která splňuje tyto podmínky. Hodnota integrálu -(69)

nezávisí na proměnné x ,ale na tvaru funkce ~ (l(); ftíkáme proto. la t
...=...:::;~~~~~ závislým na funkci ~. (x ) ~

budeme Úlohu formulovat obecn~j1~ Je dána funkce t~í pro-
F ~ F(~8 i x)a urč 1ntegraál
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~

I ... r F (~ , "4' i x) d.x .
o.,

Tento integrál je tedy funkel"nálem. Hledáme funkci "á = f(x) a okrajo-
vými podmínkami 1(el):; oe. , f(,.)., (j, pro ni~ nabýv'á funkcionál 1 stacio-

nární (nejčastěji extrémní) hodnoty.

....... 'O. I

Vyjdeme ze známého zpOsobu řeěení stacionární hodnoty funkce několika

proměnných; parciální derivace této funkce podle jednotlivých proměnných se
'rovnaJi nule. NaAl úlohu p~evedeme na tento známý problém 4iskret1zací funk
ce ~ ,;" fCl() • ÚSečku t- (1, rozd~l:(me na stejné délky se so~adn1cemi děl1

c:[ch bodd

"(jo ~ O(. i '(11 i ";j 'L i 1 ~ "A, i ~ ~~ '1 ~ (3

Buděrne tedy mít funkci "di." f (l( "') m!sto "á = t (ll) • Pro derivaci bude
platit vztah

~i.t1 - ~ k.

X-l-ti - X""
( 72)

Integrál (71) náhrad:!me sou~tem

I'>I\J

S "" [ F (~1l. I ~ fL j X ft) Cx f!. +1 - X ob ) •
1L B Q

( 73'

Na pravé straně (73) lnUl8 funkci neznámých ~1 , ~t.- , 01' 0 ~ , ~1I\J:'

neboť Zi, je dáno podílem diferenci podlé (72) $ Mohli bychom nyní podle

nich derivovat, derivace položit rovny nule a sledovat, co se bude dit"
bude-li A)( rB X"--t1 - Xit, v lim1t~ p~echázet k nulse V tom případě - j-sk o-čeká

váme - pf-ejde součet S v integrál I lP Ne-jdfíve však vztah (7)) nepatrně

obm~níme\t Proto!e ~ i, a '\;J'li'1 se li!! libovolně málo ,mo.žeme je v součtu

S zaměnit. tak~e budeme mít

-(74)

AJ

Budeme-li nyní součet S derivovat např'. podle "ái.T-l t mus:!me pamato-
vat» !e ~i.ti ee vyskytuje ve dvou sousedních členech.toti~ ve členech ;j :: ~
tl 'i :: t + ~ vzhledem k definici (72)@ Parciální derivace podle ";ji.,41 tady
dá

( 75)
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D~líme diferenci AX: X - X a dostaneme
-fttf i..

( 76)

i.:: 0,1, 2; ~~~, 'ni - l~

Přejde-li 6X 'tf limitě k nule, plyne z rovnice (76) diferenci'lní
Eulerova-Lagrangeova rovnice

'UF
(~) = O J (77)

y

která je základní rovI'.icí variačního počtu. pti jejím odvození 'jsme dvakrát
použili limitní přechod (od spojitých funkcí k diskrétn!m a naopak), co!
nemusí být vždy přípustná~ Eulerovo odvození tedy není - na rozdíl od
Lagrangeova, které uvedeme dále - zcela rigorózní.

Lagrange řešil tutéž úlohu poněkud jinak, jak nyní ukážeme. K funkci
";1 = "j(lC.) přidáme libovolnou funkci 0"á .. O"t eX) • Lu s1 .11 pfoedstavit jako
t-násobek libovolné spojité a "rozumné" funkce ~ (x) ,tedy ó~ .. € lf(x.) •

FfírOstek 5~ označujeme jako
"variaci funkce" ~ (x ). Není to
obecni "skutečný" přir6~tek funkce
"1 ( x ) t tj. dlf'erenciál dIJ'" ~d.x ,
ačkoli jde také o infitez1mální ve-
ličinu. Součet ~ + 6~ je proto
v nekonečně blízkém okolí funkce
"<J'< )() (obr. 5) 8 nemění staclo
nárn:! hodno~ufunk:cionálu (71).

takže

o b

Obr ~ 5
~ ~ ú

S ) Fct ~ '" S F (11 t b'IJ I ";}' + ~'i i x ) ci X - SF (~ l'i i x) c.ťx .. O·
Ow t\. OL "

, (78)

Prvni člen rozvedeme podle Taylorovy ~ady a malé členy vyšě!ch ~ádO

zanedbáme~ Po úpravě bude

:: O.
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Druhý člen upravíme integrací per partes

G-1F UF . &. r~ó' (~r\J 'a"J' ~idx :. [ 11 o~ J(J" - j <1( 1"J' JS~ d.>r..

audeme p~edpokládat, !e "okrajový člen"

. 1F . ~

~ J ,. [ O~I O~]4

se rovná nule, tekla zbývá

Proto!e jsme D~ (x) zvolili libovolně (a~ na nepodstatná omezeni, kte~

rl! js~e zde ani neuváděli)", musí být výraz v hranaté závorce poslední rovniw.l
ce nulový. To je věak rovnice (77)e

Okrajový člen má tvar (79) a musí se rovnat nule, má-li mít funkcionál
skutečně stacionární hodnotu. Je zřejmé, že bud musí být Ó"tJ( a.) v ~~ (6) =O I

jakvy!adují podmínky (70), nebo by musilo být

.. O. (BO)

(81)

Podmínky (10) p~edepisuj:C fixní hodnotu funkce ~ (~) na okrajtcn
intervalu, tak!e variace v t~chto koncových bodech intervalu mU$! být nu1ov.á~

Jsou to "podstatná" či geometr1cké.podminky, kde~to (80) jsou OItpi"irozené"
okrajová podmínky, vyplÝVají samy př'lrozen~ z var1ačn! úlohy i···,.·rte'·jsou~l± .

geometrická podmínky splněny.

Obdobně bychom odvodili, že fUnkcionál
-6-

I '" J F( ~, ~' , "J /I i )() dol(
o.,

nabývá stacionární hodnotYt je-li splněna Eulerovs-Lagrangeova rovnice

{82}

8 yYm1z!-11 okrajový člen

'lF ci uF 'O f , ].("
~ J .. t (1"" - dl( lt) O"J +'D"JII O"J <:t. •
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Je jedhou z nejkrásn~jšlch vlastnosti variační dlohy, !e poskytuje sama
'ápiný počet všech geometricky či fyzikálně přijatelných ok"rajovýeh podminek.
Abychom to blí~e objasnili; uvedeme jako příklad ~eěení ohybu nosníku, zat!
~eného spojitě rozdělenou silou tl (x) t Nim 1 ~ Potenciální energie napja
tosti je

(84)

a potenciál vnějšího zatížení je

(85)

Lagrangeova principu je třeba minimalizovat integrál

(86)

~(» je věak funkcionál typu (81) ~ "Proto musí podle (82) platit, ie

(87)

Je~l1 tato rovnice (tj~ diferenciální rovnice ohybová čáry) splněna,

Ibývá ~ var~ace funkcionálu ještě okrajový člen (8)

oJ ~ ok. r -'}j'" (t) b'l1 (e) + ~ III ( O) ó"d (o) +

+~ fl (t) 0"3' (.t) - ~. rO) F;l (O) J · (88)

se rovněž m.usí rovnat nule 0 Na každém konci ( X 0 O a X:z e ) musí
být splněny tyto podmínky:

bua

buo.

=: 0, nebo

nebo

levě straně jsou podminky geometrické (pf-edepsani prOhyb, p~edepsaný

sklon), na pravé přirozené (p~edepsaná posouvající a1le t pfedepsaný ohybový
moment) ~

Kdybychom tedy p:ř'edepsal1 okrajové podmínky nap~& tak, ~e by platilo

;J'(O) ::: O I ~ (ť,) ~ O I

dostali bychom
zťtstalo

kombinaci okrajových podmínek, nebot by obecně
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v rozporu sezákl~ádn!'~ty.z·!:kál~i~~pr":Lnc~:pe1tl Ta principem virtuální.ch prací) 1

Skutečně, tyto okrajové poa rllry'požaClují, aby nos1;lÍ.k 'py;L na pravém konc+

dokonale vetknutý a na levém m6l nulový sltlop. tl nulový ohybový ~oment~

Tim1to podminkem! je věak rlO$n!k fy~1ké.lně vá~én. v':!ce než podmínky sklltečně

pf"edpisuji& Je~lj. nspf'411 q, :; konst~, lze daná podmínky sPlnit jen tak ,že
na levý konec t),14oe pOsob;tt rea~c·? <lt/3 a průhyb bude mít zcela w,"č1tou

velikost "íJ(O)·(~e.If}frl2.EJ). To však znamená, že 8'á(O):: O ,takže také bJ '" O,
Dosáhli jsme teóy souladu a Lagrangeovým principem, avšak za cenu ztráty
volnosti ve výběru pr~hybu ~ (O) na levém konci nosniku~ To je v rozporu
s ptlvodn:C.m .~něnim okrajových podmínek, které takové omezení nepředepisují4/>

Viděli jsme, že Lagrangeóv princip poskytuje nej~n diferenciální rovni
ci problému, ale té~ věechny přípustné kombinace okrajových podmínek&

8. DISKRETIZACE PRUZNÉHO ·KONTINUA A or.~ZENí POČTU STUPŇfi VOLNOSTI VE STATICE

P!'etvo:ř'ení pružného tělesa je. známo, umíme-li u každého bodu (X ,";f ,z )
tělesa určit jeho polohu po deformaci (X +u,~ +'\ť, z+W)" K tomu poti'*ebuje
me u ka~déhobodu znát tr'oj1ci .. posuv\i tL , ty, 14J' t které jsou obecnými, avšak
spojitými funkcemi souřadnice Protože v ideálním tělese je nekonečně

mnoho bodd, je tva:r deformovaného tělesa určen nekonečně mnoha údaji. Pružné
t.!lesomá tedy nekonečně ·mnoho stupňii volnostitf' Proto mžeme J~hp defor;m.ac1 .

upln!.popsat jen spojitými funkcemi t které však umíme na~é~t je~ v jednoou
chýeh p~ípadech; jinak jsme odkázáni na pfib11žná řeěení,

Nejčastěji věak ani nepotřebujeme znát všechny podroonosti; stačl, zná~

me-li posuv či průhyb jen v některém m:íst,ě 9 Ani napjatost nepotřebujeme znát
ve věeeh místech stejně podrobně~ Snažíme se tedy rozsah úlohy omezit~

Pou!íváme-li k výpočtu číslicový počítač, je rozsah možných výpočt~ limito
ván jeho paměti; nsru.užeme pracovat s nekonečně mnoha číselnými údaji~ Snaží
me se proto vědomě dčelně omezit počet stupň~ volnosti, které pojímáme do
výpočtu. Někdy za to musíme platit ztrátou dosažitelné pf'esnosti~ Ziskem je
omezeni rozsahu nutnýchvýpočtťi~

:Mdleme postupovat ro.zně~ Bylo ,by zajisté možné nahradit pružné těleso

soustavou konečného počtl;1 ideálních pružin~ Taková náhrada není. však u něko

11karozměrn4ho kontinua nikdydokonalá~ Nepodaří Se např~ najít takové uspo

fádání pružin, aby náhradní systém dokonale modeloval elastické vlastnosti

~I V teorii
~ádu včatně$

spojitost derivací poauv~ až do t~etího
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(89)

izotropního tělesa pro namáhání tahové a smykové zároveň, ledaže má pom6r
modulů pružnosti v tahu a ve smyku určitou, nikoli volitelnou velikost.

Počet stupňťt volnosti lza však omezit i jinými zpo.soby; o některých se
krátce zmíníme~ Pro stručnost se omezíme na jednorozměrnýp~ípadDOsní

t pro který platí diferenciální rovnice ohybové čáry (87), je! plyne z va
r1aěni úlohy (86)~

Tvar ohybové čáry bude určen, budeme-li znát prOhyb } v kaidám
bodě x (> Potřebujeme tedy znát nekonečně mnoho hodnot. Dosp!váme k závěru,

že nosník má nekonečně mnoho stupňd volnosti.

Je-li nosn:ťk prostě podepřený a mají-li podpory vzdálenost e ,md!eme
jeho ohybovou čáru vyjád~1t ve tvaru Fourierovy ~ady.

00 i1iX
'1.4 '" [alt..&<in..
d ?t::1

součiniteli a~ ~ CO~ odpovídá rovně! nekonečně mnoha

Přesné řeěeI1i průhybu nosníku Je snadné, má-li nosník konstantní prO~ez.

však mtiže být řeěeni nesnadné, a tu se snažíme získat alespoň pf'1b11.!
né řešeni Získáme je vědomým omezenim počtu stupňdvolnosti dané úlohy.

např~ vybrat z intervalu ce, ~ )( ~ Ó' množinu IItd1s1crátních" bodo. X~

v nichž budeme hledat funkční hodnoty ~", , jichž je omezený početo Deriva
ce mtlžeme přibližně nahradit diferencemi a dosadit bua do rovnice (87). jei

v soustavu lineárních rovnic pro ";1,- ,nebo do rovnice (86), je!
přejde v kvadratickou funkci hodnot ";Jta" kterou minimalizujeme anulováním.
derivaci podle jednotlivých neznámých ~~ ~ Tím dost8nemerovn~ž lineární
soustavu pro ?11:v (1.u:: 1,2, e •• ,f'tv). Tak jsme postupovali v kapitole 6.

lvtísto toho mOžeme pri1hyb přibližně vyjád~it jako součet f'ady zvolených
~bázovýchn funkci,vyhovujíc:ích alespoň podstatným (geometrickým) okrajovým.

(90)

Příkladem takové řady je Four1erova tada (89), pokud bychom v ní pone
chali jen omezený počet člende Volbou nv součinitel~ Gl k je funkce ~

LIr čena, takže nosník má nyní /hl stupnO volnosti. Omezením počtu stupňo

volnosti ovšem omezujeme i dosažitelnou přesnost ~ešení. Funkci (90) ~ni

do (86) a konstanty a~ volíme tak, aby funkcionál nabýval stacio-
nární hodnoty, z rovnic

:: O I (91)

Dostáváme tak lineární soustavu rovnic pro Q.~ @ Minimalizací tunkci~

nál tl I dosáhneme ne jvýhodnějěího výběru konstant CL., sl Ct/)V, tak aby

e ~ ne e správnému (přesnému) ~eěenio úplné shody~chom
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dosáhli jen tehdy, kdyby ~ada bázových funkcí (90) byla schopna popsat přes

ný prOběh ohybové čáry. Obecně však tomu tak není. To je podstata Ritzovl

metody.

q

Obr. 6

je to nejhrubší možné děleni,

0-- --~~~--t':'\-----~....._-.o
r:1

ll. p~iklad. Nosník rozdělíme na dvě poloviny;
takže nemd!eme očekávat pf'íliě přesné

výsledky, získáme je věak s nejmenší
námahou. Jako ukázka aplikace metody
to postačí. Budeme tedy hledat funkční

hodnoty v bodech Xo =0, Xi = t/2 ,

Xt,. :: t . Abychom mohli vyjádřit čtvr

tou derivaci ~~ pomoci diferenci,
potfebujeme jeětě fiktivní pomocné
body X_ i :: -- tl'l , X,3 :: 3eI 'J..

(obr. 6).

Místo rovnice (87) bude platit

~
(tlz.)'4 (1J~-4"á1J. + 6~i- 4 "<Jo + ";J-")" fl.'

Pt'1tom ~o:: "32. :: O 8 vzhledem k souměrnosti též ~-1 = ~3 ,takže

~ eLi

6'}Ji + 2. ;g-1 ,. . 1~ ~ .

Mimoto musi platit, že ohybový moment.a tedy i derivace ~II:: 1'Z. (~1 -'l."d o +~'1),
je v bodě 'Po nulová

Vyloučením hodnoty ~.i dostaneme

~e4

"t/1 ~ G4- ~

místo přesné hodnoty

Beěení' bychom mohli zpřesnit volbou jemnějšího dělení íntervalu,ovšem
za cenu větA! pracnosti. Místo toho mO~eme vyjít z rovnice (90)~ Zvolme např o

.1&x
";J c Ct f 4VJ1., -;:- .

Je to f-ada (89), v níž jsme ponechali jediný člen. Pak podle (86) je

" Xli' rt itx st 1(XI .. a/- T ""Iii J 1iM,'I, T cllt. - a, 2. 4-<M- T d'i. :::
o o
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a ppa~ínky 'a I /?Ja, ~O plyne, že

4~ e11
ctim~1 'll: Xr~ 16,r~

Chyba výsledku je tedy jen 0,4 %3 Tak vynikajíc:(. přesnosti jsme dosáhli
P~Qtp, ae zvo~ená bázová funkce - sinusovka - splňuje pejen geometrická, ale
~. pt~:rozené okrajové podmínky (na okraji intervalu vym~zí nejen prl1hyb, ale
~ J,no druhá derivace~ tj@ ohybový moment)~ Kdybychom zvo:}.i11 bázovou funkci
papl-,

"á ::: Q., >t ( ť - x) I

1;fJgi~vadrQtlckou parabolu, splnili bychom jen geometrická okrajové podmínky
~ p~espost řeěe~í by byla poněkud horší." PonechávtUle čtenáři, aby se o tom
pf'tlsvl§qčl1$

UVadenými p~!klady Jsme ~roblematiku zdaleka navyčerpali~ Nebylo to ani
naě1~ ~~slem. Stupně volnosti omezuje též metoda konečných prvkO; je možno
ji pov~i9vat za zvl'áětní spojení obou zpOsobo. zde uvedených& Deform.ační va
r1anti t.áto m~tody 11 která je nejrozě:C.foeněj§!i věnujeme celou dalěí kap! tol,u$

LAGRANGE,t)v PRINCIP V fJIETODm KONEC!NÝCH PRVKU
í; . JSQ tlL'i"., I. . 's

Začneme opět 8 p~íkladem nosníku, pro který platí variační úloha (86)G
l< jejímu feěen1. pou!1Jema ,B1tzovu metodu, tj. vyjdeme ze vztahu (90)~ Upraví
me je j v§ak tak t aby konstanty a. , 41.- ,~ $ @, Q., ')vv byly nahraz,eny p~Ohy-

bY;).. , i/3- t ~ ~ • • ) i)tV a sklony "dl '''d~ ,~ o $' ~~ na vybrané
mno~1ně uzlových bodo. x.. ; X't. t ~ ~ @j )(')V 6& Tyto prOhyby a sklony budou

nyní volnými parametry dlahy místo konstant Ct,- 0 Tento výběr funkčních;hod-

not v d1skrátn:íchboclech pfipom:íná diferenční metodu$ To je však věachno, co
mé metoda konečných,prvkb s d1ferenčn:ť metodou společ~ého. Bázové funkce

fi,(lC) ( l :: 1, e @ @ t !tl)\f) zvolíme ve tvaru polynomu t~k j aby zabezpečo-

valy spojit,cat ti hladkost ohybové čárY$ Protože nsokraj!ch ka~dého úseku
bude podle toho nutno volit prdhyb a sklon ohybová čáry j·ako . parametry, co!
JSou celkem ětyfi proměnná, musí být ohybová čára nakaždéml1seku vyjádfena
polynomem alespoň t~etího stupně,

~ G o + a,X. ~ Ctz"x.7. + Q,3 XJ

::: Q.1'" 2atx + 3a3){ 1. ~
( 92)



Tyto rovnice lze zkráceně zapsat v maticovém tvaru

{fl " IA]{al J

definujeme-li

{ f } { 'd (x) }
. /\j' (x)

LA] [ 6 X )'(1-
x3

]
4 2.x 3)(1.-

(a} Q,o

af
Q~

aj

Nyní Označíme podle obr~ 7

(93)

a zave~eme vektor l&'posuvd llt pro

interval x~ ~ X ~ )( ft-t f y

tt l 6,-i

«. ~t,

-U tl."" i

M,~,- ~ 1 o
'Obr ~ 7

Koncové body A ,B musí rovně~ vyhovovat rovnici (93), proto bude

kde

tE 1 m [S] { a 1 I ( 94)

Odtud formálně

(S 1

1

o
1

o

xl xl.
-!LX6. -o~t

i ~

X.l+ i X ~""f

.- '1. )! " ti - tJ ~ ~ l' 1
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Konstanty a ~ jsou tedy lineární kombinací posuvO Ú<: ~ S je regu
matice, proto JSou konstanty ~k jednoznačně určeny vztahem (95).

Seřadíme-wli pak člény v rovniéi pro 'i (x) podle POSU~t budeme pro 1nter-

Xft ~ X ~ Xfl-t1 mít

oU 2.4.-1 51i-if (x) 1" UH 5H, lX) +

+ «.t~+1 flt ti (x) + 4,(,2.«,+ 11. 51" ... 1 lx) . (96)

ft (x) jsou polynomy třetího stupně, vyhovují proto homogenní
, v níž položíme ~ (x) = O (jejich čtvrtá derivace totiž vy
představují ohybovou čáru nosníku bez vnějšího spojitého zati-

vznikne při jednotkovém posuvu Ut lB 1 ; ostatní posuvy pi\1tom
zůstanou nulové$ Pro nosník rozdělený ns
dvě pole ( tn, = 3 ) jsou tyto funkce
schematicky znázorněny na ~br. 8.
Na rozdíl od d~íve uvedeného pfikladu

q aplikace Ritzovy metody jsou nyní nenulová
~~-~~~~~~ x bázové funkce obecn~ jen v určitá části
~~~......r-&.....J...".!""..J.......l-":""-':""~~ _

řešené oblasti~ Součet (96) obsahuje v uve-
daném případě v každém úseku nejvýěe čtyf1

členy~

y

a
rovnioi (B

) "

Je tf'eba poznamenat, '~e (96) p~edsta

vuje pouze p1'1bli!né faěení. problému,
nebot pro Ci :f Oje ~ ex lve skutečnosti

polynomem vyšěího ne! t~etiho stupně.

Dosadíme-li nyní (96) do (86) a na
pišeme-11 podmínky pro existenci minima,
tj~ rovnice

1

(i tf: 1,2, ...... , 111,) I ( 97)

Obr~ 8

1

dostaneme spolu 8 okrajovými podminkami
právě tolik rovnic, kolik budeme mít ne
známých zobecněných p08uvň~ Výsledky se
budou přesně shodovat s těmi, je~ jsme
získali přímou deformační metodou v první
a v druhé části semnál-e. Tehdy jsme roz
dělovali zatížení q" do uzlo. "ad hoc")
nahradili jsme je staticky nebo kinema
ticky ekvivalentním zatížením v uzlech.
Z Lagrangeova principu však dostaneme bez
prostředně i p~edp1s pro toto rozd'lení.
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Shoduje se s kinematicky ekvlva!entním zatí~enim.

Vzpomeneme-li na výklad ~ druhé části sem1ná~e, kt~rý s~ ~ikal metody
konečných prvkO pro rovinnou úlohu, v1dime, že i tehdy jde o zv+á~t~í přípa4

Ritzovy metody řeěen!t u ní~ za volné parametry byly voleny posuvy q~1ťi,

Bázové funkce jsou nenulové pouze v t·ěch prvc!cn. Jt#' ~f! 3"tllcl;\Jt V g.~~~@

uzlu, jeho~ zobecněný posuv má jednotkovou nggng1;y, ~E.l~é ,@m §@ v pfJ~EJs:hu

ka!dého prvku sčítá jen omezený počet bázov$Qft fqnk~ít !Toto má matice ty~

hosti výhodný pásový tvar (jen výjimečn~ je pln'), So~vislost s Ritzovo~

metodou postavila metodu konečných prvkO na p~vni teo~etický základ.

12. p~ikladG Pro rotuJicí prizmatická
rameno podle obr. 9 dostaneme z elemen
tární teorie pru~nosti rad1álníposuv

( s)

kde )U značí hmotnost jednotkové délky
ramena~ Pokusme se odvodit rozdělení

posuvO metodou kone~ných prvků podle
obr 48 10. Zvolíme lineární náhradu ku
bické funkce

( b)

Potom však musí platit, ~e

y

( i":~II!IIIllIiIll!l--------..-.4
~

Cd

Obr, ~

1 2 .3

Obr * 10

.x

(c)

~:: 1,2..
Odtud

{::}
Speciálně dostaneme pro úsek 12

LUl. - .uf) X ( d)

a pro úsek 23

(e)
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I'pergie napjat·osti je te4y

LJ "" Et fel~i~)~a\c" E~ [( tl t - -I,4.r~ + ( -u 3 - .u,,) t ]

Q

(f)

. (

V :li' - F'f -u'f - f'l. .ul- - 1).(,(,3 - fA. w'" S){ 1.4, f.lf..x . (8)
q

'aalEldnt /!len ll\paěí pohnaill:U IfIlt!lva~ných §1l ol l' " w1.')Cr c(.x. Jl I

integraci

(h)

1 i -1 O--1--------
-1 I 2 -1

I
O I -1 1

-t :: 1, 2, )

1=1
~-.. ...... _..

:: F;.. =O

Fs :: O

( i)

( j)

(k)

Po~uvy: lf uzlech tedy vJršly p:fesně t pf'estože jsme volili v rovnici
polynom první~o ~tupni0 První ~ádek rozepsaná rovnice (J)

dává

odkud - po dosazen! , (k) -

(1)

To je v§ak reakce v Q$~ Qtáčení a vyěla rovnAž p~esněG V čem je tedy
pf'1bl1!nost fe5en:í? ~edevěí~ v tom, je posuvy uvnitř' intervalO (mezi uzlo
vými body) nejsou vyjádřeny ~f-esně(O Metodou konečných prvkO. dostáváme posuvy
( a (e) pro vnitfni body :inte~vald mezi uzly poněkud maněí než· z pf'esného

Tedy' součet



"3 50/12
nll::==:::;:>

Obr CI II

II

feěení .(8) ~ Napětí uvnitř prvkóje dáno součinem E O{J..(1Jx a je podle metody

konečných prvkO v rozsahu .jednoho prvku kon·stantn:ť.; ve skutečnosti má však
parabolický prOběh~ Srovnáni je zfejmé z obr<$ ll, kde jsou pf-esntá prtlběhy

ěárkovány&

Lagrangedv princip virtuál
ních prsei md!eme uplatnit bUQ
pro kaldý prvek zvláši - pak do- ~

staneme elementární matici tu
hosti spolu s roz~ělením vněj

lťeh sil pOsobicích na jeden pr
vek, nebo pro celá těleso - pak
dostaneme, jako v tomto příkladu,

celkovou matici tuhosti~ Matice
tuhosti je stejná, Jako byla od
vozena v první části semináře

pro prutové soustavy přímou de
formační metodou~ Odvození vzor
co.·z Lagrangeovs principu má
věak tu pfednost,že zároveň.dává

nejsprávnější zpo'sob rozděleni

spojitě rozděleného zatížení do
jednotlivých uzló 6 Proto jsme
dosáhli s pouhými dvěma prvky
tak velké p~esnosti řeěení~

Kdybychom zvolili jiný náhradní

polynom - nap~e druhého stupně -
vyšlo by ovšem i jiné rozdělení

spojlt~ho zatížení~ K tomu se
pQzději ještě vrátímee>

Na obro II je naznačeno rozdělení celkové vnajší odst~edivé síly
Q.w}lw'tť/L / 1 na jeo.notlivé uzly, jak jsme jé ve výpočtu použili. Vnější

reakce R1 eQ g vnitřní reakce R1.:: 3Q/zt ~ Reakce R2, pf'edstavují vzá-
jemné pOsobení obou prvkO v uzlu 2 ; pod:!l R2./S ,kde S značí pr\Ířez,

dává přesnou hodnotu napětí v místě X::: tl2 ~ P~dobně ~1 15 dává přesnou

hodnotu maximálního napětía

10. O.KRAJOVÉ .PODMÍNKY V METOD.'Š KONEČNÝCH PRVKŮ

Pftklad 12 z minulé kapitoly je velmi poučný~ Lze na něm názorně uká

jsou do výpočtu zahrnuty okrajové podmínky~ Ujasníme-li si to,
p,.edejdeme mnohá nedorozuměníe

Pfedev~ím si vě1mněme, že vypočtená napětí se vztahují na vnit~ek prvk~/

tedy na otev~enou oblast (bez hran1ce)~ Bývá zvykem p~1suzovat vypočtená
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n.pJt! tcJ!1~tS.m ppvkO, To věak nemá žádnýteorettclcý důvod. Naopak, na ob:f, II
Vt<Jt:m~f ~~ IJl'''1 vypočtené áptesné hodnoty napět~ nastává mimo těž1ětěprv'"

led, J'e~:t1 n'twada sku-t"čných l'rt1běhO'posuvů p:t\ib:t.itná, nemOzeposkytnout pf*es
ni Pi'O'P~h nspět!. v p:f~klaQU 3.2 jsme volili lineární polynom (b) a napětí

v~_11 PQ částech konstantn~, ~a hranicích prvkOnespoj1tá.Kóybychom i\eěili

Ú11nu přa~n~Ji a ~vo!~i po~yngm druhého stupně, mohli bychom získat napětí

,poj~tát §,~ak s n,spoJitQlI p,vnt derivací, a teprve polynom tf'etího stupněb, dal .J>~~$pé f-eěen~ (~),

Zq~~zňuje:a+~ 't@.Q.l, i@pspětí nevstupují ,do "hry sil" v uzlech soustavy
A nt;UiQ'ij9y pl'(rtQ Obtgfi~ vyJadřovat okrajové podzpjnky úlohy .. Jsou to pouze
t'~FO~~,@v~.rn~" n~4noty napětí uvnitř prvkd a obecně nesouhlasí s napětim na

J@JiQl\ tw~ni@~~

Vn~J§~ síly a reakce jsou p~1pojeny v uzlech sQustavy. K vnějším silám
V Y~l~Oh se p~1počttáv8jí i soust~eděné síly plynoucí ze spojitých zatížení.

Jtgn podíl v jisté~ uzlu.se stanoví v souladu s Lagrangeovým principem
virt~álnich praci.

Obr ~ 12

Pak mdžeme prohlásit, že na
obr. II jsou okrajové podmínky vskut
ku splněny. V bodě 1 je p~edepsán

nulový posuv t v bodě 3 nulová vněj

ěí síla. "Vnějěí silu" 5Q /12 počí

táme te~y - ve smyslu naší úmluvy 
k vnitřní části prvku; do okrajové
podmínky nevsiupuje~ POsobení sil
v uzlech 1 až .3 znázorňuje sche
maticky obr. 12.

Obdobně je nutno posuzovat okrajové podmínky 1 u něko11karozměrných

úloh@ K některým slož1tějěím pfípsddm se jeětě vrátíme v další kapitole~

Na obr. II jsou tyto 'síly, vzniklé rozdělením spojitého zatíženi obje
moyýr4i silami do 'uzlt1 soustavy, znázorněny dvojitýĎli ě1pkami. Kromě toho pO
sob:! V uzlech vnitl'ni reakce udr.!ující souvislost celé soustavy. Okrajové
podmínky jsou pfedstavovány výhradn~ posuvyuzlO a vnějšími osamělými ~silaml

~ reakcemi přenášenými v uzlech. K nim jsou připočteny 1 soustředěné síly
vzniklé pte'počtem povrchových vnějěích sil pOsobících na hranicích prvkO.

Náhradní osamělé síly r.ezultující
z objemových sil věak zahrnujeme
k silám pdsobícím uvnitř prvku, přes

to~e jsme jepř1pojili v uzlech.
Přesn~ji si p~edstavmeJ že jsou při

poJeny uvnit~prvkO v' těsné blízkosti

uzld. nikoli v uzleche To je na
obr. 12 z~etelně. vyznačeno dvojitými
ělpkam1~
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ll. ZJEVNÉ A SKRYTÉ ZOBECNĚNÉ SíLY V 11ETont KONEČNÝCH PRm.
Kdybychommisto lineárního polynomu (a) v p~ík18du 12 zvolili kvadra

t1clcy polynom

(98)

(99)

1

P9 t f-ebovali bychom k určení jeho součfn1telt\ ti"i podmínky, tj. musili bychom
. l

zavést pro jeden prvek t~i deformační parametry - zobecněné posuvy.
Stačilo by zvolit prvek se třemi uzly
podle obr. 13. Z~ejmě by musilo platit,
že

Obr. 13

Odtud
ť,'- O O -'U1

~ -3L 'ft -~ .-tL."
i,t.

(100)
1 -4 2- oU,3'

Polynom (98) platí v celém intervalu Xi ~ 'X ")(3 e Napěti má tedy v roz
sahu celáho prvku př:ímkový prdběh a elementární. matice tuhosti je třetího řáduo

Dostali bychom ji tak, !e bychom. vypočetli energii napjatosti

ES (t( dtt )1 ES (2. 'Z. '+ 1.. ť,3)
U ... T j dl( c<.x'" T alt t2.a.,a1. t + Ta..· (101)

o

Vzhledem k r-:>vn1ci (100) je U kvadratickou funkcí posuvli «1 ,-«2. ,
~J • Pro prvky elementární matice tuhosti platí podle Lagrangeova principu,
že

'O~u
k·· :- ( t ,Jo tas 1, 2., 3) o ( 102)

~J OoUi U<Lj

Der i vece 'OU I UU'; toti! dává sílu F-c; pfisob:!c! ve směru {,(,~ v pří-

eluiném uzlu~ Změna této síly, zpdsobená jednotkovým posuvem "j =1, je
'bFl, /'aUi .. "atol) /1Jut 'iJu./.. a definuje prvek k.4.j v matici tuhosti. To plyne ze
základní rovnice K /) ~ F.

(103)
v

Rozděleni odst~edivé síly na jednotlivé uzly bychom dostali opět pomoci
jejich potenciálu
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Celková odst~ed1vá sila by se rozdělila na uzly 1, 2, 3 v poměru

oV

Podrobnosti výpočtu nebudeme uvádět.

Kdybychom zvolili polynom třetího stupně

(104)

pot~ebovall bychom pro jeden prvek

Obr~ 14

čtyři zobecněné posuvy. Mohly by to být
posuvy ve čtyřech uzlech (obre 14).

llohly by to však také být posuvy a první

derivace posuvO ve dvou uzlech 1, 2
(obr$ 15)$ Matice tuhosti by měla nyní
rozměr 4 x 4 a vypočtená napět1 by měla

parabolický prňběh"

x

2

ZpOsob výpočtu podle obr. 15 má výhodu,
že respektuje eventuální spojitost napětí

na hranicích prvkd» nebot volba první de-
rivace posuvu za zobecněný posuv jezáro
vaň volbou okrajové hodnoty napětí, je~

je úměrná této první derivaci. Mají-li
dva prvky ve společném uzlu společnou

první derivaci posuvu, mají té~ s'polečnou

hodnotu napětí v tomto uzlu. Je zde věak

jedna nesnáz: posuviim u;:.:: a ' (Xi) a

«LI ::: {L '(Xf.) zjevně nepřísluěí v uzlech
1 a 2 iádné zobecněná aíly@ Jak si pak
máme vysvětlit fyzikální význam vektoru
sil v základní rovnici (105)1 Jak takové
prvky spojovat? Jak II nich vyjadřovat

Základní rovnice pro prvek podle obr. 15 je

Obr 4<

o

1

4t,ii i 12- '*13 i 'lIJ U'f F1

k ti tti. it,J k,.tt oU, z, Ft..

i 3c+
::

Fs~3i t~2. i~3 U,& (105)

.ft 'ti kyj fL,,'t Ú4 h,

Obdobnti a rovnicí (95) dostaneme součinitele II polynomu (104) pro prvek
podle obre;

O O O .uf
O O U-z.,

-1e~ ",ť}-I -u,s (106)

2- t -1 fL 4k,.,



čili ve zkratce {ar'" Ls r 1
(<S} . Polynom (104) lze pak napsat ve tvaru

[u ()()1 7 [A lX)] [<Sl I (107)

kde

[ A] ~ [ 1 x (108)

Rovnice (107) dá po rozepsáni a snadné úpravě lineární kombinaci bázových

funkcí -Ii, ()() '*/
-u. (x) -= -Uf!t (x) t <l2.ft( x.) + Uj 1J (x) ..,. 'U'" f'+ ex). (109)

První dvě z těchto funkcí (a jejich první derivace) jsou schematicky
znázorněny na obro 16 a obr & 1 70 Druhé dvě probíhaji souměrně, takže je ne
kreslíme* Představují v určitém měřítku posuvy, p~isluěné jedinému nenulové-
mu zobecněnému posuvu (na obrl) 16 ~1 a na obra 17 'Ú.1. ) .. Derivace jsou

pak úměrné napětím, jejich prOběhy jsou parabolické. Je z~ejmé, že při změně

zobecněného posuvu -Ul (nebo U" ) se uzly 1 ani 2 nepohnou, nebot
f1.(o) : 51.( (.) = O , takže síly v uzlech nekonaj:ť žádnou virtuální práci při

změně b,ut (ani, OU4) $

1 2
Obre 16 Obr~ 11

Jakým zobecněným silám tedy odpovídá toto přetvo~ení, p~edstavované

funkcí ff.,(x) (popře f'1(~) )7 Odpovídá objemovým silám, posuvy Ut a «'I
pat!'i tedy Uk vnitřní straněn uzlO, nikoli přímo do uzló, a síly F~ a Fl(

nelzepou!ít k formulaci okrajových podmínek\$ Tomu ostatně bráni i skuteč

nost,!e mají rozměr [Nm 1, nejsou to tedy fyzikální síly. ~:Usíme se smífoit

s tím, že tyto zobecn~né síly patftí k vnitřním para.metrOm soustavy a nejsou
na okrajích prvkd dostupné.

XI Poznáváme v nich Lagrangeovy polynomy, pro něž plati, že

f-t ()(j) ~ O (t * ď) I (X~) =- 1 .
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( s)

~ašte pfipad rotujícího ram~net představovaného jediným prvkem

podle obr ~ 15 s kubickým polynomem (l04) I» Z roynice (102) vyjde

1J.ťa" ;? ES Jf. ~:~) Qt~;) á>(.

Tak dOltaneme matici, tuhosti K ~ J~ po~ž~t~ 4~~~?~gV~~c; (c)~
energie vyjde

t .

V ". -r w'L ,J X «.(x.) otl( .. - ~ .u.~ ,

Odtud

( b)
'" ,,~, ;

'bV
1)UJ

oV
-"IIlIl&'

'()~

3G : 3t" - 36 3 t--- -1---------------
3t I 4 t1, - 3t - tf,

l
-3(; : -3t ~, -3e

i
3i : - tt -3t '+ ll"

(c)

Odtud dostaneme inverzí zmeněené matice tuhosti 3 x 3 ~eěení

Cf t 3 ll, {3}f-w"'l w1t.ť'"

'= t t'J, t 11 -= ~cS 1: ( d)
GoES

~ t 9 -3L

Vypočtené hodnoty souhlasi p~esně s výpočtem podle rovnice (a) p~íkladu

12~ I , jsou dána součinem Efr ... E .(,t'(X-) t vyjdou tentokrát v celém
oboru O ~ X == II p~esni~

z ~ádku rozepsané rovnice (e) vyjde

( e)

rovně~ n~~~srlM hodnota záporně vzatá reakce v uzlu 1 (vose otáěení).
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~"~ __rt:.f:1{l~d. Fo=~ocí matice tt.:hosti, odvozené v předchozím ~;řík18du. ř'e~tA

přípAd prostého tahu tyče stálého průřezu, uchycené v uzlu 1..

Ckrajov~ pod~inky zř~jmě budou

o}

Síly rt. Flt budou nulové, neboť je nelze z!těn: t l3J.l&lr:1. fj!~fjObl(~1mi

v u~lech. Bude tedy - s využitím inverzní matice z minulfho příkladu -

Je tedy, jak se dalo očekávat,

F G"
U, 1- «&1 ~ - :: =: t,ES E

Ft
prodloužení tyče.U J -- =ES

12..SPOJOVÁNíPRVKO SE SKRYTÝ1vIT ZOBECNĚNÝ1'lI SILAM1:

Příklad jednorozměrného prvku podle obro 15 s kubickým polynoL'lew. (1~i4)·

nám pO'slouží jeětě k tomu, abychom vyložili nesnáze pří spojovánl prvl!~t

u nichž· máma sice věechny uzly na hranici prvku, ale někt~ré zobecněné r;,.{:t.y
z\~stáva;j:í nedostupné. Jak máme postupovat při skládání matic "tuho'sti t. t,!:?:·~o

vých prvkO? Poznaulenejme hned, že II jednorozměrných prvkd ;l'raviCla vY~J't~tí

ma s lineárním polynomem. Je-li třeba, zvolíme vět§ípočet těc'hto prvků

(jemnější dělení). Sv~j výklad omezíme však přesto na tento prvek, abychom
šetřili místem a získali lepší přehlede Foznatky lze pak snadno zobecnit i

na případy složitější, např. desky, kde takovým zobecněným posuvem se skry
tou zobecněnou silou bývá druhá derivace J:ir~hybu (tedy křivost) plochy~ 'XI

Jak bychom tedy spojili za sebou dva prvky
jsou zakresleny na obr. 18. Síly se sudými

indexy zOstávají skryté. Posuv -l.{,J v uzlu

2 je oběma elementOm společný. Skrytá sí-
la F~ je nulová. Víme-li předem, že
v uzlu 2 je spojiti napětí, je společn$

i pfeisluěný zobecněný posuv Ull "
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1 :2 3 4 5 6 7

1 2 4 3

K11

2 4 3

Obr ~ 19

S·:íla 'F3 !:".~sí být cváe:n v tow případě nulová •

...Te-li matica jednoho prvk~ 4' x 4,. nD,žeme dvě·

n:atice adicí složi.t na ma~lc'i pouze ó· x 6:

podle schématu· na obr .. 19*

Jipý p~ípad váak nast~ne t. nebude-li' na/-'

pěti spojIté t napři! bud'eIte:-lii: sjlojOvét d~a·.

prvky různých průřezů podle obr-o' 2é~f Zd'a: už:

6becně nebudou stejná napětí, posuvy U 4

se tedy v uzlu 2 neztotožní a výsledná ma
tice bcde mít' velikost 7 x 7e Předepsat mt1

žeme pouze společ~ posuv. v uzlu 2, jemuž
p~!sluší přístupná vnější síla, kdežto deri
vace již spol·fTčná nebude. Abychom mohli ele
mentární matic.e lláležitě složit, přeskupíme

je tsk 4 aby prvky příslušné přístupným zobec
něným silám byly první a poslední v řádku

(pot'adí :1-2-4-) $

Po složeni dostaneme ~atici na obre 21.
~tice Kl~ není ověe~ stejná s matici

K12. • neboť próřez pr~tu je jiný ( Kt.] má

prvky úměrně větší)* Skryté jsou nyní síly
Ft. , F3 , Fs a F, • Indexy odpovídají

číslování prvků·Ý celkové matici tuhosti.
~eěení pak poskytne tři hodn~ty zobecněných

posuvO v uzlu 2, a to osový posuv ~~ a
derivace posuvu zleva {..tJ a zpravs-<kS" ,

jež se obecně navzájem l1š:(@ Samozřejmě, !e
bychom tuto větší matici mohli použít 1 pro
pt-ípad s~ejných próf-ezO (obr. 18). Kdyby

nebyla ~ádnou vněJší silou poru§ena spojitost
napětí, vyšlo by pak automaticky ~J = .ur-

S obdobným problémem se setkáváme, jek
jsme se již zmínili, p~1 spojování desek,
u nich~ jsou zobecněnými posuvy také druhé
derivace prOhyb~; ty se v místě náhlé změny

tlou~tky de-sky nespojitě mění. Přísluěné

skryté zobecněné sily mají pak rozměr [N m2 J
a nelze je rovněž zahrnout do okrajových poa
minek, nejsou totiž v uzlech p~ístupnéo ~/

F,

t-
J

3 li

3 4

3 81 ,S 6\ 2
1 2'

Obro 20

E~:~..-E
1 2

16. pf~k:J..t=l_. 1.~lho'm bl:!!e prozkoumali "záhadnou" povahu skryté zobecněI\~

síly Ft U tyče podle obr o 15 $ upneme tyč v uzlu 1 a za.tížíme silou
FL == Pt (z.de Pllározmir [N], je to tedy f'fyzikální om síla)"

~/ Deska je ověem představována dvourozměrným kont1nuem~ takže druhé der1~

vece jsou obecně tři ( W'd.X II WY.}t , W'J~ ) o Podrobnostmi se nebudeme
zabývatQ



Síly ~ a F...
ihned výsledek

jsou nulové. Použijeme-li matice z p~!k18du 13, dostaneme

Je tedy

P
ES

~ O Pt
{,(3 = ~(t)::: ES

-lA
C4

- -tA.' (t). 3P
ES

Reakce v místě vetknutí vyjde nulová

ES 9\> P,e 3P
R1 = - ~ =- 30t l O 't 3e ES - 3" ES + 3ť ES) • O.

V závěsu tedy nepdsobí žádná síla;
reakci. Tyč, na pravém konci volná, se
v§ak prodlouž! o U,3 ~ 'P.e. I (ES) • PrOběh

posuvO ~ (~) a poměrných prodloužení
f, = ~) <)() je zakreslen na obr. 22.

Protože nulová reakce Rt = O nevyvolá
nenulové nap~tí G- (o) :I E .(AJ (o) , musí na
vn1t~ní straně uzlu pOsobit osamělá

síla ta p , vzniklá pdsoben!m ft
(obr. 23). Není to věak síla F~

(a ani její část), nebotsíla Ft má
jiný fyzikální rozměr, F~ je toliko
parametrem bez fyzikálního významu.
Na vnitřní straně druh~ho uzlu pOsobí
obdobně síla 3 P • Rozdíl GP je
objemová síla, lineárně rozdělená po
délce tyče (na jednotku délky připadá

E Sú}' (}t) ).

zobecn~ná síla f~ nevyvolá ládnou

o
Obr. 22

() 9P 3P
O- O = S 6(1)= S

--AA:: ~-- ------ 
~ .----------~ Cfto
1- 9P 3P

Obr. 23

Zazmínkujeětě stoj! J že předpis -Ut =O, popf'. .uC+ =: O (8 a"ni před-

pis těchto podmínek Zároveň) nevylučuje možnost pohybu tyče jako tuhého celku,
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takže dostaneme vždy jen singulární matici, vynecháme-li z celkové matice tuhosti (z čtvercové matice
v rovnici (c), příklad 13) druhý nebo čtvrtý, popř. druhý i čtvrtý řádek a sloupec.

Vrátíme se ještě k náhradě prulnlho ~rutu eleQentem se čtyfmi uzly
e obr& 140 Odpovídá mu pQlynom ttetího stupně (104). V ~pravě (109) máme

i ,:; em2 ~ t ( )( i) := O pro ~ i i a f ~ (x ť ') ;:: 1,

Posuvy až ~4 nedostaneme v obecném případě přesně, budou zatíženy

nějakou chybou, takže by rovnice (l09) měla správně 'init
4

.tX,(l() " L. (-Uf +~ ... ) fi{ l/.} ~ ~ 1,2./3,4 1 (110)
-ť :1

kdf~ ~t je chyba noClDoty tL,; Ci Zpřesněnou hodnotu jsme označil! vlnovkou.

Ptáme sa nyní» jak :;$e chyby (f~ projeví ve funkci (109l' v intervalu
O == x ~ l. ~ Vzdálenostuzld označíme w , takže .{, = 3 ev o Podle Taylorovy

(111)

k e Lagrangeóv zbytek

(112)

Podle (111) polynom tf'etiho stupně poskytnout funkční hodnoty ~.,; ~ ;t{..{, (ll"l-)

S C ~i -a Rll ()Li); podle (112) vypočteme *1

~3 '" ; -u.ijC~)~1t

~lf ~ '-; .u-ji ( !) l.,lj. .

Hledanou chybu funkce A.,t, (X) vypočteme z rovnice (11:0)
~ ~

~ .. ,a,(x)-.u.(x) .... T- ({A..<+~dfi(X)- Lt<.ilc{lC)"",
-(,=1 "é?'f

lt

(ll)

(114)

Je totiž ::: O
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hh

Funkce ~ (x) Je schematicky znázorněna na obr* 24. Je afeJmé~ ~e chyba

~ (x) je relativně malá v inte~valu

~ii: X ~ 9- -ev j tjl& mezi uzly 2')$ llešeni
metodou konečných prvkO tedy mOteme zpřes

nit, použijeme-li funkce ~ (x) podle (109)
jenom pro tuto centrální část prvkue

To ovšem znamená, že prvky musí na sebe
navazovat vždy t~em1 uzly (8 že na okra
jích musíme přidat bud elementy s lineár
ním polynomem, nebo elementy speciálního
tYPu)Q Tedy za element 1~ 4 bychom
p~ipojili elementy 2 li 5, 3 li 6 .
atd~ Podtržením vyznačujeme uzly omezují-
cí centrální intervsl t v němž je polynom
p~1s1uěného prvku Illi akt1vni" 41 Komplikace

výpočtu spočívá v tom, že nyní skládáme
vice elementárních matice Celková matice tuhosti věak zOstává pfi etejnáIJl
dělení (při stejné síti uzló) stejně velká; nezmění se ani šířka pásu této
matice, vzroste však t'zaplněnost,e pásu nenulovými prvkYe

Úvahu lze zobecnit 1 pro několikarozměrné prvky~

14~ MATICE TUHOSTI, A~TICE PODDAJNOSTI! MATICE ~ENOSU

Základní rovnice pro řešení úloh z teorie pru!nost1 defor!.!tSční metodou
je

KS -c f. (ll5)

Zde K je matice tuhosti, O' vektor zobecněných posuvó s F vektor
zobac.něných sil e Např~ pro element nosI:l~:k"u při rovinn~m ohybu jsme dostali
v části seminá~e tuto rovnic~~

12 -Gt I -11. -(O .t 4k1 F,
I

EJ -bl. 4e l ( ~··t 1.t1.. <.4..2- Ff..,
I------------r---------- -= 1I$lll!IilID ........

tJ -11 Ge- f 11 6l. M.j F3 (116)
f

1e,1 I G!' \f t'l.. Ftt-- 6e I 4.A,lf
i

Má-li ohybová čára rovnici iJ ::: ":J (X), ma,ji zobecněné posuvy a síly tento
význam (viz též obr qj 7) ':

~ ~ (o)
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_~I(O')
1- M to) EJ '\;}It ( o)Ut r1.. -=

-tAJ ~ (t) tíO - V( t) c -EJ ~UI ( ~)

.{..ly _A.;jt (() "lI:í -~ M( t) ;:-EJ;jH(ť)

Čárkovanými čarami jsme ro~děl m~tice v rovnici (116) podle toho,
v~tahují-li se prvky matic k levému či k pravému konci nosníku; zkráceně

[~~-t-~~-] {-~- } ~{-~-t
Základní rovnice pro silovou metodu je

Ó : CF,

(ll 7>

(118)

kde C je maticí poddajnosti (maticí příčinkových činitelO) to Je-li kon,-

s trnkce uložena na rámu, jsou některé posuvy nulové$ Vynecháme-li v rovnici

(115) řádky a sloupce příslušné těmto posuvtim, dostaneme zmenšenou matici
tuhosti, jejíž invel'azí vzniká matice poddajnosti Úplná matice tuhosti je,

j3k známo, singulární; teprve zmenšenou matici tuhosti lze invertovat~

V rovnici (116) jsme oddělili prvky podle toho, ke kterému konci nosní
ku se vztahuj:!e Zvolíme-ll toto kritérium jako základní, mohli bychom slou
čit do jednoho vektoru věechny veličiny, vztahující Be k témuž konci~

Dostaneme tak "stavové vektor,yU

mezi nimiž plati vztah

(119)

Tato rovnice udává, jak vypočteme Ustav nosniku@f na pravém. konci, známe-I

li jeho stav, tj" prťihyb, sklop, posouvající sílu a ohybový moment nelevém
konci~ :Matice H se nazývá maticí p~enosu; udává totiž upřenosu informace
o stavu nosníku z jednoho konc~ na druhÝ·e

Rozepsáním (117) a (119) se snadno pfesvědčims, ie plati
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-- 1< ~ (J - 1 k ciA

1
kc<~ .

(120)

Bývá ve

f1,. , F'1 • pOp~>lo 443 , .{.tll , ,Fs
shod~ a tímto pofadím, dostaneme základní vztah pro

, ..tf.z, ,

ve

ve tvaru

1 -t 'tl

O 1
tEJ

(121 )
O O -1 L

O O O -1 l

Použijeme-li označení obvyklé v elementární teorii e

obr ~ 25, změní Be v matici l-l některá znaménka~, Nakonec dostaneme

"3~ t
~4

'ft O
== (1

M1. O O 1 ť ~1>f

V~ O O O ~ V4

čili

H'2.1 f:1 ,

2,

Kl Zde'V značí

kde , popf'~ značí vektor v uzlu 1~

Ht1 vyjadřuje přenos z uzlu 1 do uzlu 2&

ZpOsob i'ei3ení problémíi z teorie O
-+---~---------~----'~-pomoci matic přenosu se

mSďtoClE! ·.. I.l'Y""'!~ •••"'1iiil'V"''''do\>,#J!,& n.~1'Il~om'~:t'f'1l'1); je

Známe-ll ~ipočátečniu vektor a

p~anosu, vypočteme

$tavový vektor postupným násobením těmito ma~

ticeml\l1 Jsou-li v počátečním vektoru
neznán:t.é, počítáme s nimi,

Obr (? 25



j~ ZJ;1.s11 , a z podm~tlek platných pro prvky jinél10 (např0 koncového) vektoru

q9clata~~~ určíme .. l(eitiOlJ n~§:pgJ~.'t.ou změnu stavových veličin lze vyjá.dřit

~lt~~ př~pg~4~ ~ fOf~á1nich d~VOQů přidáváme k vektordm jed
~ 't.~k~ @~"t~@@ :přepO~4 rQ~~~řYJ~m43 Q jeden řádek a sloupec,
p~~Qglné v~jáQ~~af těchtQ §~@i~vých změn stavových hodnot~

\.n~@~~!!l,@ ta na příkladu. POsobí-li např&

:p,~ posnik osamělá sila podle obr ~ 26,
dostaneme vektor pravé strany lp pomoci
vektoru levé strany l f- a matice přenosu

ť ve tvaru

Obr ~ ?6 (124)

k těmto vektor~m jako pátý řádek jednotku s matici přenosu roz~

jeden řádek a sloupec takto:

";fp 1 O O O I O ~LI
I

tpp O 1 C O t O f./LI

Mp O O 1 O
I

O ML (125)== i,
V.lV~ O O O 1 I - F

~.~.--
--____ .._ -- - - - ---I- - - --

4 O O O O I 1 1I

Posledni ~ádek vyjad~uja identitu 1 $ 1, pf1daný sloupec v matici p~e-

~QBl;! dává v pfeedposl ednim řádku vztah

tak zahrnout vnější sílu F do výpočtu.

Připojí~e-lt jako ttvnějěí síly" tímto zpOsobem 1 setrvačné síly, popře

....... _'ll'n_~~"li" ..... podle d' Alembertova principu, mžeme matice přenosu užít i pro ~eěe-

ní úloh z dynam1ky~ ~Qčitáme-li tak vlastni kmity, vstupuje do matic přenosu

1 neznámá vlastní 'k:i7uhová frekvenc8& Zpravidla za ni dosazujeme odhadnutou
ižnou hodnotu~ ~te~Q~ ~ak zpřesňujeme tak, aby byly splněny všechny

podmínky~ J, t~ V podstatě známá Holzerova metodse

(8)

pi'enosu určete namáhání a deformace nosníku .podle
obrel 27({; Předpokládáme -l ::: 1 m,
EJ :: 1 1'1 m2~

Zřej~ě bude platit
F

2 3

U~itím

1

a tedy

Obr~

1m Ai!... (b)



Přitom podle (122)

6 6 -3 -1 : O
f

O 6 -6 -) : O

O O 6 6: O

O O O 6 1 O
, I-------------,---

O O O O I 6

(o)

Matice P31. Je ět1fětcovou maticí ve vztahu (125) 0 Vynásobením

1 4 f 1 F2 -2 -T f 6,
I 1O 1 -2 -2 I F
t 2

A I-I«t:?> P31 H'L1

,
"= "= O O O 2 f - F (d)

I
f

fO O O 1 I -
-- - ----- ---- -- -t- - ---
O O O O I 1

Vztah (b) má tedy tvar

~Lf =0

tfij :: O

Hlt :::

V."
-.. ............ _-

1

1 2 -2 4 I 1
F ~1

:: O-) t 6
I

O 1 -2 -2 I 1 F tf.,
• 2,

O O O 2 I - F Mf =O (e)
f
I

F VfO O O 1 I -
-- - ----- ----- -1- - --- ~-. ..........

O O O O
I

1 1I

Je zf'ejmé, že první a třetí sloupec v matici A. mťižame vynech.a:i t. nebot
se násobí nulou~. Vzhledem k nulám v levém sloupci rozdělíme vektory s matici
p~enosu pon~kud jinak

o

o

1

2 -+ 1 ~ F

1 -2! ~f
------- t-- ---
O 2 t .... F,
O 1: - F

I
O Ofl

matice plyna, že

(f)



..1

{::}= [: ~:] {t;}= [ :

= ~8 [~: :] {:}

Z druh~ho ~ádku - s vynecháním identity 1· 1 -

F
T ~

(g)

- -i F"

-ll.F- 16
(h)

Toto řešeni souhlasí se známými vzorci

Ft-L

lf." gEJ

M .. _ 3 Fl.
... 8

V1~-S- F
iG
. 4~

Vl.f~ -~ F .

Známe-li stavová vektory i!f li ~'t ,móJeme vypočítat 1 vektory a í!.]

podle (s). To· ponecháváme laskavému čtenáři.

15. DI5KRETIZACE PRU~HO KONTINUA A OMEZENí POCTU STUP&{} VOLNOSTI II DlNAMIC~

V dal!ím výkladu se om~zíme jen na pf'ípad jednorozměrného kontinua., tj.

na případ pružná tyče, její! namáháni je časově proměnn~. Ve strojní praxi
se nejčastěji vyskytují části zatižené periodickými silami, jež budí perio
dický pohyb (ve zvláštním pf':ípadě harmonicky pohyb). Pokud platí lineární
teorie, lze periodický pohyb získat složením harmonických pohybl1; tomu mate
maticky odpovídá rozvoj period1ck4 :funkce ve Fourlerovu ~adu. Aperiodicky
pohyb lze považovat za periodicky s nekonečnou periodou; Fourierov8 fada
pf-itom pi'tejde ve Fourierdv integrál.

Mění-li se zvolna perioda budlcíaílYJ m~ni se 1 velikost jednotlivých
harmonických složek vynuceného pohybu podle jejich "naladění" vzhledem
k vlastním frekvencím, kterézj1ětuJeme p~i volném kDdtán!G Výpočet těchto

vlastních frekvencí je tedy jednou z nejddlež1těj!ích úloh dynamiky atrojOfl
P.ru~ná těleso má vfiak nekonečně mnoho vlastníchtrekvencí, nebot má nekoneč

ně mnoho stupňd volnost14 Zpravidla má praktick! význam jen několik málo
nejn1!!ích 'Tlaetních frekvencí (to zála!:! na tllspektru99 budicích 811)$

Ty získáme dostatačn~ přesně 1 pro náhradní soustavu s omezeným počtem stup
ňt\ volnosti.
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zjednodušil~HlD.otu soustředíme

m

Obr ~ 28

m

In~enýrskému m:lělení nejlépe vyhovuje omezení volnosti
myěleným soust~eděním hmoty do několika bodů spojených nehmotnými ide&lní~i

pruj1nam1~ Nap~0 pružnou prizmatickou tyč mťJ.žeme nahradit soustavou hmo·t
podle obr 0 28~ Soustava stej
ných hmot .nn, I kg) je spoje-

na nehmotnými o tu-
hosti -h. [ N ~ Stačí t

abychom tyč rozdělili na ~
stejný~h dílO o délce fu:t 1../% .
Dily by ověsm nemusily být
atejné& Zvolili jsme tak
jen , aby se výpočet

každého dílu0

Pak
tvv ES

( 126)

Místo diferenciální rovnice pro podélné kmity

(127)

dostaneme soustavu rovnic

kterou ~eěíme substitucí
ma z rovnice 28)

M.-ť::: J6~ - 4'). Pro vektor ~ "" { ~
vlastních hodnot

{l

s pozitivně definitní maticí A
dostaneme

* pro třihmotovou náhradu ( 'YV:: J)

(131)

~1
1 =1 O

:::: -1 2 --1
M

O ~l 1

vlastní

c t1ll O
f

':3

:: 1- <ID 3

A má v tomto
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odpovídají tytfl ~uhQvé frekvence vlastn~cn lcmiti\$

kmitu) ~

(druhý tvar kmitu) ~

"'~ "!- -r
~ ~~.~ ~f

~~Jni~ě~e~ qvoU v~aatních trekv~not J'ou ~I

tedy J@~ 4~5 % v prvním případě a 2~ % ve druhém p~ípadě0 Zdá
v§e v ~Qfádku3 Chyby Ba budou zmeněovat, volíme-li větě! ~ ,

(128) p~ejde v diferenciáln! rovnici (127) (pro Iht~oo ).

A přece zde existuje nepřekonatelný_~valitativni rozdíl mezi pru~ným

~Qntinuem a soustavou hmotných bodd0 Vlastni 'kruhové frekvence II pružné tyče

dány vzorcem

(132)



Popsanou metodu diskretizace tedy nelze bez větěí chyby , II rázově

nflmáhených těleš::::,'lcde k věr~mu popisu děje potřebujeme i harmonické

vysokých řádfi; ty vyjdou zkresleně, je ztejmé z obr~ 29~

V dal§ím textu se budeme možnostmi, které pro

je metoda konečných

y , o ."#. ~ .<"
APLIKACE llETODY KONECNYCH PRVKU V ULOffACH Z EYNAMIKY

Podststoumetody konečných (přesněji její deformační var
je náhrada skutečných pro.běho. posuvťl t{, (}t ,~ ,z ), 1r ( x , ~ Jl:),

'\Ar ( )(, ~ , l. ) pf-ibli!nými funkcemi (polynomy), jež tvoři s posuvy

uzld lineární komb1naci~ Posuvy konečného počtu uzl\i tak jednoznačn~

posuvy v celá vyěetf&ovan~ oblasti& Obla.st přitom rozdělujeme (celkem libo
volně) na konečný počet podoblastí (elementO); náhradní polynomy jsou obecně

v rOzných elementech ;rťizné ~ Pro jeden takový element s Uf j

4Á~, @$@J ~~ bychom mohli symbolicky psát

-= LAJ. (133)

Prvky matice A jsou polynomy proměnných )( ,~ , & 0

V této úpravě jsme dostali - pro případ - ~ovnici (

V některých vztah (1)3) , v
Je-li napřo ( ) zatížen pouze či

'tlakem, platí pro posuv 1.(,::: ..u (X) tato rovnice (obr@

Vyjad~uje lineární posuvft& Rovnice (13

kde posuvy 'Ú,,1 1A.1" konstantní&

V ~ohách z dynamiky to obecně

nebot,tam závisejí-posuvy uzl~ na časa~

Posuvy pak nemají ani u
čs lineární prdběh~ Jsou funkcí
~ ()( ,t ) místa ača.su .a pro n~

diferenciální rovnice
mi podminkami

« (OI ~ ) ~ tiJ1 (

4AJ( tl (

Bývá .".,. ..............,....,.,.. ......""'-

-. 69 -
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.~ spočáteěn:lmi podminksa1

{.{,{)!.o) v o

~ lX. o) :z O.

~ečkdiu označ'\1.~·.e.Q}.e~ der~vaci podle času. ifeěení mt11emepsát ve tvaru

(136)

Jr4e t .. Vf značí rychlost ěíření. podélných vln (zvuku) v elementu.
~v8r (137) lze p~evést na (133)p totiž na tvar

{
. 'r ) { -0.1 (~) 1

-tL(x,t)) :: LClt(x) a.!(}{) -tlt.(t)J

jen ve dvou ~ipadech, a to V případ~ harmonického pohybu, kdy - pro
We,t :f,""-JC - plati, h

~1 ~ !.,~ t to t - 4') 4kt fa ~ tf.~ (w t - lY)

wx Wt,. IN)!
Cl,1 (x):3 ~ T - ect9 ---e; Ji'liw ť;

wf . WXa..t (x) • eo:Jte, e Á~ e J

a pro př~pad velmi pozvolné změny .«..(1;) ,U1,( i:) , např .. pro

(138)

( (, =1 t 2) J

o < f?« 1. Pro ~t~oo bude -u.," §1 , -Ut'" §2. • Pro ~(!; -,;. O bude

a.1 .. 1 - t, Gtt ....~ • V tom pHpadě dostaneme tedy v limitě rovnici (134).

Kromě dvou uvedených zvláštnich p~ípadO nem~že rovnice (133) p~e8ně

plstit@ M~že ~(jak' pi4edstavovat dobrou aproximaci řešeni óloh z dynam1ky))
je~11 počet uzl~ dostatečně velký a odvozují-li se posuvy těchto uzld
z Lagrangeova principu i se zřetelem. k setrvaeným silá.m~ Toto odvození nyní
stručric!"vysvě"tl :fme o

- 10 -



Rovnici (133) zapíěeme zkráceně ve tvaru xI

Znápl~~l~ prdb~h posuw {.(A, 1 v sou:f4dnicich )C. j ~ J 1 II mžeme z. n1cn
derivacemi odvodit složky přetvořen~ yspořédané do vektoru tel

{e1 -m t B ] [!} .

Matice I'B) . vznikne der 1vacemi prvkd z mat 1c e [A] • Z Hookeova zákona

plynou nap~tí

(140) .

Energie napjatosti U v objemu V je pak !L:;(/

cr ... ~ ~ (t]T{G"}ctV'" -t- JIQr[BJ"ftocJt'BJt!1.}o.v ... ~ (~f~I(J{tLL

kde tl( '1 ... ~ un\ 2e]tl:\]GtV značí matici tuhosti.

"Potenc1ál vnějěích povrchových sil je

.. )[~JT{1"láS:- 5[q,]í[A]T[f"1~SJ
S s

potenciál osamělých sil í Fl pOsobících v uzlech je

(141)

(142)

_[q,]T tF)

a potenc1ál objemových s11 tX} ,zmen!ených o setrvačná ~:(ly ~ {a} PQdle
d'Alembertova principu, je

Celková potenciální energie tedy" je

U+ V ... T t 9) r [I(1 tq) - t q.J í S[ A) t r )0(5 - I~ i r
tF 3

S

-[~{ S[Altx}Gtv t [qJTS~ [AJTLA'J d..V {il ·
v v

'11./ Vektor zobecněných posuv~ uzld označujeme nyni li} t abychom
pf-sdeě11 mo!nou záměnu s operačním znakem pro variaci b e

(143)

..., Potenciální energii napjatosti a potenc1ál vnějěich sil označujeme v té
to·kap1~o18 pruhem, abychom předeěli mQ!nou zám~nu s jinými veličinamii'Q



Variace této se musí rovnat nule, tj$ má být

(144)

Derivací
dostaneme

vektoru, kterou jsme vysvětlili v'druh~ části semináře, pak

( ] T ( [ "- ] {q} - 5(A { t") dS - {F) -
S

- ~ [A1r t}(JdV - 59 tAJT[A]t:itV·{ti}) :=:1 0 }
v v (145)

Proto~e \) libovolná variace, musí se výraz v oblé závorce rovnat
nuls@ Zavedeme-li matici hmotnosti

LM)" ~~tA)T[A)dV,
v

(146)

dostaneme anulováním oblé
vztah:

v rovnici (145) a úpravou tento základní

(147)

+ [kJf~) ~

'" \F) + StA]Tlt"ldSt JtA".lT{X}a<V.
$ v

ovšem i pro ze statiky p dosadíme-li f li.} :: í Oj i
Poslední dva členy udávají, jak se povrchová sily a
osamělými silami-připojenými v uzleche

pro nás pouze
e definice (146)~

který obsahuje matici hmotnosti

matici hmotnosti pro prizmatický prut podle o~* 30,
mění~li se posuv po délce tyče i!ně lineárně$

(bl

Ca)l( ).

-- 72 -
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Proto

rt x .~
j r t 1 - -r-) .otx != tl G

o

ífl
I ~ )"rJ.x .. LIJ·

o

[H 1 [
lIJ

== ~ St 1/6
1/6 ]

lIJ
_ 1htJ... [2
- 6 1

(c)

19_ ··ef!klad. Vypočt!te mat1clhmotnosti pro prizmat1ckÝf'ppt, pohybující
ft/1IIJ1,1m zrychlením v prostoru.

Také v tomto přípSQě budemepfedpo
kládat lineární prOběhy , takie podle
obr" 31

~ ()(.~ •~ )= -Uf + (- -u., 'I - ~f) ~

v- (X,',l 11:)" -t(,t + (<<s- - u,'1,) 1'" . (8)

1A.r l X1"a,t) ar .uJ t (-tA.,- 4,,(.J) ~,

kde 'fv = i l.t znač:! bezrozměrný para-
metr. Soustava rovnic (a) má tvar

[-<N3' - [A] {~) ,kde

Obr. 31 .

o

I A ]

Vzorec (146) dává

1

1M 1 .. ~Ll 1
o

1 - 1" O O .~ O O

O 1 -t" O O 1'-' O (b)

O O 1 -~ O O fv

{~(XI~I~)l -lt.1

ti1 ::
..uz,

'Ij' (I<, ";fl 1:) J tt,3
1AY (>c, '<ti J) AMt

.tl,r
~~

(1 -1") rv O O

O (1 -l") 1" O

O O (1 -]v >r
O O

t"t. O

O 1"1-
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a tedy - s označen!m h~otnost1 tyče mA, s l? St -

2 O O 1 O O

O 2 O O 1 O

fMJ O O 2 O O 1
M := , 1 O O 2 O O

O· 1 O O 2 O

O O 1 O O 2

11,.F:aEKVEN~NÍ ZÁVISLOST MATIC TUHOSTI A HMOTNOSTI
4!~m

Pro případ podélných harmonických kmitd v prizmatická tyči plat!, jak
jsme ji! uvedli, rovnice (138) v tomto tvaru:

WX lAJe wx)( wt. Wx l1 {.u11 .
-u.tx.i;) " l{~ 7 - ~ e }.,Vvve cmte T .c\VVI"e tú,.] (148)

Pf\itom

Protože t. ~f)-ulox 9 plyne derivací (148) podle x. rovnice

(tJ" L- ~ l4~ W6 t to"t9 ~t ť.c>o 1.\);) ~ (eoou~ CQj ~l()] [ ~ \ I (149)

(1;0)

co~ je rovnioe (140)& Řádková matice na pravé straně (149) je tady toto!ná
s maticí t 'B J ~ Podobně fsádková matice. ze vztahu (148) je totožná 8 matic:!
tA 1 ze vztahu (1)3) ~ Frvky těchto matic obsahují kruhovou frekvenci kmitá
ní tu ,co~ vadí p~i numerických výpočtech vlastních frekvencílt V tomp~í-

padl toti~ dostaneme z rovnic -

t M1 " 5~ t A ]T tA ] dV
v

lk] .. ) [S]TtatJ [Bl o.V I

v

kde rde- J "&" t E] (Jednoprvková matice), mstici hmotnosti 8 matici tuhosti zá
vislou na vlastní kruhové frekvenci, kterou p~edem neznáme a teprve ji chce
me počítat~ Potí! vznikla hned na začátku tím, že prvky matice LA J 11 rov
nici (14B) jsou závislé nejen na X ,ale i na W 6 Označíme-li některý

- 74 -



z těchto Pl'vk'O. t (to ,X ), budeme moci tuto funkci rozvinout v Macla-url"';'

DOVU fad9 POcU' JJ.\Qcp,1n w

r ~ §(tJ, )() -i tp1.f (O, >.< ) ~
t(W/~) ~ J(O/x) + ~W W + T . ~Lb~~ w.. + ~ ..

Pratota takoVOY tadu mO!eme napsat pro v!echny prvky matice [A]

me tuto feaduJ
dostane-

(152)

V ní matice [Ať) g}:H:J8puji pouze funkce x (8 nikoli W ) 111 Kratčeji odvQ~

díme tyto matice rovno~ z diferenciální rovnice (127), kam dosadíme

Dostaneme

tt.( {AoJ"t [A 1 111
W t )~ ~1tl AWw(Wi,-I.j1)t

+ w" ( [Ao 1 .. t Ai l (.tJ + ) t t) Mi\I\I (wt - \ll) .. o.

~árkou znač!me derivaci podle X ~

Porovnáme-li členy se stejnýmt m<'loninam'- W , 4p~ta~eme

(153)

(154)

t Aa ]Ii '" to J

[ Ai 1II • LO1

c," [ A2. 1 II =' - (A. o ]

t1. I A31 4
• m - [Af]

(155)

atd. Tyto rovnice lze ihned integrovat. Okrajové podmínky přitom jsou
..y, (O. t )=.(A." t 4..(, ( t, ~ ) ::: .(A.,t. , pzr.lčemž ~ (~, t ) je dáno rovnicí (153) $

hotole tyto podmínky .musí platit pro jakékoli W ,musí je splňovat matice

I'Ao) ~ kde!to [A']I LAt1 atd. pro x- O i 1{::: ť vymiz!.

Budeme tedy mit - a označení.in Tv:: x I t o

[ A4)] s 1l1~ IV) 1" ]
(. AiJ I O o)

~ .

tA~1 • 'E [(2.Jv-3tv'tt~)

(A~1 ~ to O ]
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atd. Matice [Ao 1 pf-itom udává statická rozdělení posuw. pfi kter4m !AJ::I O .
roto rozdělen! je lineárn!. DalAí matice kor1gp.j! toto rozdělen! pro pf-ípad
harmonického kmitání s kruhovou frekvencí W" 'O 11

Protoh t E. ~ '" ~ ~ tL} , Uroveň věakpodlé U40)

(ti" rB Ji i:! MM, (wt,-II')' dostaneme pro pom6r'M p:r'odloulení f'adu

t tl .. ce BoJ t t B1 J{jl) + [ lh. JtA)~ + ••..) { i~1~'lM, (wt - \f) I ( 157)

( -(,. O, i, 11 ..... ,.) ..

Vyjdt

r'Bo J ., ~ [- i ~ )

t B11 c [O O J
liIJ!r Jh] c tt [ (2. - b tu -I- 3 f"" ) (1 - 3~) ]

[ :6b ] C [O O]

(1'58)

atd~ Dosazením f'ady (152) pro [A] a obdobné fady pro I 8] do vztahd
(150) vyjdou l-ady pro rM ) a [ll]

[HJ "~ S( [Ac Jr ... t A..:{LOf. t ....)( r Ao') ... [A3.1 w1. t _o •• ) c/..V lB

V

'" q 5[Ao]T[AoJdV t~W1. j([Ao1
T
[A11+[At)T[AoJ) otV t

~ v

+ ~ LO't ) rAt.l ,. t A1.1 ~V -to •• , • '"
\I

(159)

kde

~St [2 12].[Mo] ... -r. 1
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atd. Pro matici tuhosti vyjde

(~1 2 (Ilo,] -+ [ILt+J WCl'+ ..... I

kde

[ 1(01 W'
ES [-: -: ]T

[ lL41
~t St 3

[7~8 7/8 ]..
e.,.r E . 1

(160)

20. pf'íklad. Určete vlastní kmity tyče na
jednom konci vetknutá t na ~uhém volné
(obr. 32). Pou!1jeme nejprve dva prvky
s lineárním prOběhem posuvd, tj. vezmeme
ft faad (159) ti (160) jen první člene Adicí
elementárních matic hmotnosti [Ho1 a
tuhosti t ~o 1 pro prvky 12 a 23 do
staneme celkové matice

L

Obr. 32

9~t [:

1 O 2 1

:]lM] ::: 4 1 =
~~L

1 4
12.

1 2 O 1

1 -1 O

[ ,~] 2. ES
-1 2 -1

':BlJ __

L
O -1 1

S nimi dostává rovnice (147) tvar

l - Wt [ M] + [ ~ ] ) t ~ ) c- f O} I

čili

...
2 1 O 1 -1 O t, O

( _ w1.~ Sl
1 4 1

lES
-1 2 -1 ) 3-., O+ - ::

11. L
O 1 2 O -1 1 ~3 O

( s)

( b)

(e)

( d)

Nyn! poulijeme okrajovou podmínku 4)., (O, ~ ) :: .(.A.,1 (t) :; ~1 ,6~ tWt - 41) :: O

(pro jakékoli ť )>> tak~e Š, m O <t Soustava (d) se tím zredukuje na rovnici
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má netriviální řešení jen tehdy, je-li determinant razný od nuly~

~ označením

Wl~ liL

14 €

~~k dostaneme

(8)

(f)

I-2 - 4JL
1 - ?'

-l-)A'

1 - 2}k
= 0, (g)

~qkud 1F - lOjA +,1 = O~ Tato rovnice má kof'eny,

5 + 3 Vi 5 - ) V2
?"

:::: p" =7 7

T·ctmu odpovidají vlastní kruhové frekvence

1!611~. E ..
L ~ J

S:p:rávn~ hodnoty jsou, jak známo,

1.571 ~ E
L . ~ ,

4, 7124
L ft·

Chyba je tedy u první frekvence 2.6%, II druhé 19,5%.

Výpočet metodou konečných prv~ (deformační variantou) poskytl hodnoty
vlastn:ích frekvencí poněkud v~t§!» .neŽ jak'é dostaneme p~esným feěením dife

renciální rovnice (127) s přísluěným1 okrajovými podmínkam1o Je to zpdsobeno
tím, že jsme předpisem lineárního prdběhu posuvt\ tyě "vyztužili" (omezili
volnost poauvO)" Každé zvýěení tuhosti pf'i stejné hmotl zpOsob1 zvý§ení
vlastních ťrekvencí*

K výpočtu připojíme·j'$5ti! tuto poznámku: u soustav s velkým počtem

~tupňo vo~l"noat1 se vyplatí pf'evést rovnici (e) na standardní tvar

(h)

Tuto úlohu lze lépe řešit na počítači, a to tím spíěe, ,je-li matice (A]
soumA:rná~ Kdybychom rovnici (a) násob111z1eva inverzní matici tuhosti, popfe

inverzní matici hmotnosti, nedostali bychom soum.ěrnou maticl&
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Dvě matice jsou tot1! komutativní jen tehdy, maji-li společné hlavní OBy,

co! matice tMl ti lkl-i obecně nemají. Proto použijeme rozklad matice
[K.] na dv~ matice trojúhelníkové: 'fl

lK]·lL1[L1~

Matlce t L1 obsahuje nad hlavní diagonálou jen nulové prvky.. K výpočtu

prvk6 matice rL 1 aloul! Choleského metoda, uváděná bě~ně v učebnicích.

numerické matematiky.

Do rovnice

[Mll~! = ..\..t~1t~1

dosadíme (1) a dostaneme

získáme tvar (h), v něm~

[ A] .. r L J'~ [ M 1 LL )-T

(j)

(k)

(1)

Cm)

je jil souměrnou mat1ci$

Zkusíme nyni použit zpřesněnou metodu konečných prvkOo ~'~"ránímlUati~

lAtol p'odle (156) získáváme pro popis pr"Oběhu posuV1l i polynomy t~et:lho

stupně, takže je vystihneme př'esnějl. Očekáváme tedy i podstatné zpřesnění

ve výpočtu vlastních frekvencie

Dosazenim ~ad (159) a (160) do rovnice (c) vyjde

Vzhltldem k okrajová podmínce ~ 1 =O's'tačí ~pou!!t,~meněen~ mat.les 2 x 2

t HoJ.., ~~t. ..[ 41 ]••
12. . 1 2

. Alternativně bychom tak mohli rozlo~lt matici hmotnost1Q To by bylo

nutná jl kdyby matic.ft [ " ] byla singulární e
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(o)

DoSadíme-li tyto ma.tice do ro~nic4e '(n) "S polo~íme determinant výsledné ětver

cové matice rovným nule t dosts·neme frekvenční rOvn1c1pro /U podle (1')

7 J... .:: O.
8 .'

(p)

čili

- 1 - fl - 0,7 JL....

-1-p -0»71'1

1 - 2f- -O, ar 1.

:: o.

To Je rovnice čtvrtého stupně

Vzhledem k definici (f).mají fyzikální význam jen kladné kořeny. Numerickým
výpočtem získáme hodnoty

fJ-'f :: 0,1031

(AJ, 1» 5730 ~ e:
:: L . ~

ft1::: 1,0569

;»0363 JE.
Wt- :: 1-. ~

( q)

J

mk

2

m

1

Chyba je tedy pouze 0,25 %, resp. 6,9 $.

Pro srovnáni uvedeme ješt.§ výpo'čet

diferenční metodou; tyč nahradíme dv~ma

hmotnými body na nehmotných pru~inách

podle obr. 33. Dostaneme

Obr\! 33
Z pohybová rovnice

[
3 -ll{.ut}=- _ '{~t}.

-1 1.(.(.1$ ('nA. 4l. 3

vyjde pro i(,-i :: g~ ~(wt-4')~ ť :: 2, 3, rovnice

[) -1] {~t} 1- fh1, {.§ }
-1 1 h '" (.V T ~:.'
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t 'hv
To je však úloha o vlastních hodnotách ,(" =w 1q, tl Jejím! ž'eAením dostaneme

Chyba těchto hodnot Je 2,6 %, pop!'. 21,5 %.Nen! příl1! velká, uváž:(ms
lit jak hrubým zjednodu!ením je náhrada tyče dvěmahmotam1, jejichž umdstění

a uložení jsme volili se zřetelem k souměrnosti a nikoli podle úvah vycháze
jících z teorie kmitání pruinýeh těles. Velkou nevýhodou této diferenční me
tody je, že nevíme p~edems jsou-li vypočtené výsledky pod nebo nad správnými
hodnotami; nelze je tedy použít k ohraničení správných výsledktl. U deformač

ní varianty metody konečných prvkl1 jsme takové ohraničeni z!skali~ neboi
tato metoda je zalo~8na na principu minima celkové potenciální energie.

180 O VLASTNOSTECH LaTICEHMOTNOSTI

NepOsobí-li na daná těleso (nebo soustavu tiles) !ádná povrchov4 ani
objemové síly, zjednoduěí se rovnice (147) na tvar

:: F . (161)

Zde 11
\(

CL
F

značí matici hmotnosti ( h'\tl( Il1I ) J

matici tuhosti ( !h,x.1YV ),

vektor zobecněných posuvO uzld (~X 1 ),

vektor zobecněných vněj!ich sil p~1pojentch v uzlech (~x4 ).

Rovnici (161) mOžeme p:fisoud1t jednoduchý fyzikální význam~ ~avedeme

vektor setrvačných sil S =- M~ a vektor elastických vratných stl
v uzlech P = 1<1 a budeme mít

p F + S (162)

To znamená, že elastické síly udržují v rovnováze součet vněj4ích a setrvač

ných sil, jež jsou všechny redukovány douzl~$ Rozepíěeme-11 '-tý ~ádek

'P-i, ::: Ft. + S~ vsoustav~ rovnic (162), dostaneme

k. i4 4 4 + ""i':ž M..4T ._•. + k4-j .(,tl t ....+kťll\lM.1l\I Ol

(163)

Tato' rovnice umožní, abychom. pochopl11význsm jednotlivých prvko. v matici
hmotnosti (POPf'0 v matici tuhosti, ten však ji! známe). V rovnovážné poloze
JSou v§echny posuvy -ú.."" nulové ( -l =1, 2, ••• ,./'N ). Levá strana (163)
tedyvymizlQ Udělíme-l~~v této poloze jedinému i -tému uzlu takový impuls,
aby získal zrychlení.(J,i :: 1 Bl 8- 2) vznikne v "'-tdm uzlu setrvačná s!la
S~ :: - f~ :: -- NtNii& Protože posuvy jsou nulové. mo.!eme si p:f.edstavit. !e
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uzly jsou na rámu zakotveny4P P$k síla F~ představuje :reakci v· i -těm

uzlu. Platí tedy: ulož'íme-l1 věechn;v uzly tělesa na rámu až. na i -ti uzel..,
jemu~ udělíme jednotkové zrychlení, vznikne v i, -tém uzlu (okamžitá)
rea.ko~ . 411.,"":1" ~ Tato reakce je vzbuzena výhradně setrvačnými, nikoli

.kýmisilam.1,nebot posuvy .j-sou v tomto okamžiku nulové'l).,Rovnice F~ :=

lPlst·:(č,;Íselně .. nikoli rozměrově, neboi jsme dOSladili ;;'i :: -1 e

<K lt.o;mu pi'.~poj!me jeětě poznámku. Kdyby vě-eehna hmot,a byls. ~ozdělena

ž·e by byla po část,ecn souatřed~.na do uzld,

bylo by 'ht"i = O }?ro všechna ~"* J' ~

tj. matice hmotnosti. by byla diap;onální0
V tom případě by totiž silový impuls

nn v i -tém uzlu vzbudil setrvačnou silu
nom v tomto uzlu, v němž by bylo i

F, I 8oustf>ed~né hmoty. Např. pro dv~

podle obr tl 34 p~i 'posuvech ~1 t

kolmých k ose tyče by platilo, že

<ll'4i'

;(.{.,i :: 1 by bylo

F; m: /htl, ~ nvv 44 ~ 'C fh1,1-1 ::: O .

Obdobn~ by to platilo pro uv:olněný uzel 2, kdybyChom na rámu zakotvili
uzel 1@ Matice hmotnosti by tedy byla

a odtud - pro 4,,~4 :: ;( -

Zato pro tuhou tyč s; hmotou ~

rozdělenou by platilo, p.Qd1e obr 0

m

f,

Obr ~ 35. (166)

"«<I

Protože zrychleni těž1ěti je <t4 /2, je
Proto
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.Vzhledem k souměrnosti máme ihned

M
_~ [2
- (; 1 :] . (168)

, Jd,-11 p pr~~~' těleso, přijímáme v me~odě konečných prvkfi předpoklad

(1~9") ,0 rozdělení ~8uvo. uvnitř každého prvku v závislosti na posuvech uzlo.~

~e8kce v uzlech, a tedy.i prvky ~~i matice hmotnosti, závisejí ověem na
tomto pfedpokladu~ Explicitně je tato záv1s+9~t ~dfjádfena rovnicí (146).r . '.
Proto~e součin A A dává souměrnou matici, je matice hmotnosti rovněž

souměrná~ Zpravidla je regulární, za určitých podmínek věak mtlže být 1 sin
gulární~ To závis! na 1daa11zaci pf'ípadu~ 'Kdybychom napřo u dvouhmotová sau-

na obre 34 zanedbali hmotu v uzlu 2, dostali bychom singulární matici
hmotnosti

(169)

Nyní se jeětě zmíníme o tom, jak se mění matice hmotnosti při transfor
maci sou~8dn1c'~ Přechod od lokální ke .globální souatsvě aou~adntc je, jak

známo, popsán rovnicemi

popř~ F 1:: TF

v nichž T značí transforma.ční matici, s kterou jsme se seznámii'~ ji!

v první části semináře. */ Pruhem je označena lokální soustava souřadnic

s veliěiny k ní vztažené~ Za základní rovnice v lokálních soufadn~etch

a z rovnic (170) plyne, že

MT q + iZ T 9.. .. TF.

(171)

(112)

Násobením maticí zleva dostaneme

T T Pi T 4. to Tl' iZ T Ci. oe F · (173)

Pfipomeňme, le transformačni matice
Z rovnice (173) získáme

T je ortogonální~ Proto

(174)

V na!! literatuf-e bývá té:t m~ně vhodně označována jako Umatice přechodu"~



Druhou z t~chto rovnic jsme odvodili již v první části semináf'e; je z~ejmá,

Je matice .hmotnosti a matice tuhosti se transfor'mují stejně&

19. O KONDENZACI MATIC ·H1.!o1'NOStI A TUHOSTI

Kondenzace matice je ponikud nezvyklý pojem.' Dosud jsme jej nepoužili,
ačkoli 8 kondenzaci matice tuhosti jsme se setkali u! dř'ive, v druhé části

8em1:ná~e. Tehdy jsme hovof'11i o "eliminaci volných uzld tll
~ Avšak touto elimi

nací jsme získali právě "kondenzovanoute .mat1ci tuhosti~ Z úlohy *;

[~~~~:~] { -~~} e {{~;ó}
jsme vylouě111 posuvy í 2. i.~ a dostel i tak rovnic i

v ní! se vyskytuje zmeněená, tj. kondenzovaná matice tuhosti

(175)

(116)

(117)

Tento postup užíváme u velkých soustav, abychom zmenšili ~ád matice tuhosti,
za,co! platíme rozAí~ením pásu matice a popf$ 1 úplnou ztrátou její -pásovost1@

Zmeněení :fádu matic tuhosti fA hmotnosti je zvláš-E d111e!ité II úloh z dy
namiky, nebo! výpočet vlastních hodnot 8 vlastních vektord u velkýchmat1c
je značně náročná operace. Z praktického hlediska bývá jenně'kolik nejniž
~ich vlastn!ch hodnot a jim. přísluěných vlastních vektorO ddležitých i tak!e
je 1 zbytečné, poč:Ctat Je viechny. Existuj! matematické metody,kte.rým1 po
čítáme vlastní hodnoty poetupni. poč!naje od nejvyěěí nebo od ~nejn1~ěi vlast
ní hodnoty 111 Kondenzace matic v·ěak má tu výhodu, ~e je založená -též na fyzi

kálních základech a že pronikavě Bni!uje pracnost výpočtd (ovšem za cenu
men!í dosažitelné p~esnost1).

Základn:! myělenkou je tedy é11minace některých málo ddležitých uzlO
z vipóětul3 Va statice to byly "volné" uzly, u nich.! nebyl předepsán. ani po
suv. anl vnější síla. El1minacítěchto uzl\1 jsme v úlohách ze statiky nijak
nezměnili pfeenos't f'eš'eni. Byli jsme dokonce schopni doplnit výpočty a
získat dodatečně posuvy i elim1nov~ných uzlO~ V dynamice je tomu j1nak&

§/ V so~ladu s rovnicí (162) jsme nyní zavedli označení



Kondenzaci matic hmotnosti a tuhosti snižuj,e:me stupeň volnosti· dlotty, a tím

1 dosažitelnou přesnost ř~ěení$'

Výběr uzlč t které chceme eliminovat ,musíme .tedy vážit 1 se z~et~leIll

k předpokládaným tvar~ vlastních kmit~ a k počtu vlastních frekvencí, které
chce:r.te získst$ *1 Lze }:ostupovat dvěma zpOsoby.

1 •. zpOsob. Pf'edpokládejlte, že vektor posuvti {q;,i rozd~l:(me na dvě subma

t1c~ {~f"] a [~t) ,pf-ičemž posuvY' í q~} , která Jsmepouži11 ve statické
úloze, chceme při výpočtu vlastních frekvencí eliminovat. Z rovnice (161}
dostaneme pro případ volného kmitání ( F = O ) základní rovnici

(178)

8 po rozepsání a s označením ~ = tot

(179)

Levá strana značí vektor elastických vratných sil, prav.á strana síly 8.~
vačnéo

Označíme-li vektor elastických vratných sil , budeme mit **/

(laOl-

Eliminace uzló' znamená, že v nich zanedbáváme setrvačné (8 tedy i elastická
vratné) síly" Proto položíme 0'1, = O a z druhé z rovnic (180) dostaneme

(181)

kde

Z první rovnice pak plyne

XI Spíěe než oe11minaci uzll~ bychom m~ll hovořit o .elim1naci.postl'vfi a sll,
nebot nemusíme nutně eliminovat věechny posuvy a síly v daném uzluo

S\l,bmat ic e

"Ps , 'li' ~ !ll ,

(i>" J 6>1. je třeba rozl1ě1t od jednotlivých sil Pi , Pi,.
1'ťVv ~
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p1'11!1m! ~it se shoduje ss (117) ~ Výsledný vektor posuvd je tedy

(182)

(18)

NY1l:t je 1:f'eba rozhodnou1:, jaký dlleledek bude mt pfoedpOklad 6'f. :: O pro

mat1c1 hmotnost1. Budeme poiadovat. aby virtuální práce úplné soustavy

bA .. [~~iT! bqi](IMl{-~;'}+ [K]{~:})

byla stejná jako u soustavy s kondenzovanými maticemi

(184)

Jedině tak dosáhneme toho t ~e 1 nadále bude splněn Lsgrangedv

p,:rincip~Avěak podle (181) platí, ~e &<J.~ =' 9f. &~tf ,takle

SA .. [á~iTJ[ I !dtT]([Mltl-]Li1l t tKJ[-~-hq.fl) · (185)

Ze srovnán! <lá;) se (184), toti! z rovnice

[ H*] .. tl! ~T J[ M) [~--]
(186)

Tyto rovnice zapí§em~ zkráceně takto:

(188)

kde

(190)

(190), dostaneme - s p~lhlédnutím

výra.z pro kondenzovanou matici tuhosti

Rozepiieme-li rovnici (189) e __ ~'~~'M_~

k souměrnosti matice tuhosti -
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jako ve statice. tatil (167)e Problém vlastních hodnot soustavy (168) nyn~

pfejde na problém redukovaný

s kondenzovanými maticemi podle (188) a (189)e

?~Ed80be> K tému~ výsledku dospějeme též oklikod"tQrP.1ulaci problému vlast,:,:
n!chhodnot nikoli pro vektor pOsuv~ [q.) , ale p:rQ vektor sil í ~ ~ o

Dokonce se nám podafoí dospět k cíli rychleji a bez. Přeskupování vokt·oru po~

.uvd [i 1 (s libovolným poi"adím prvlro) do uspoi"ádspého vektoru. tt 1
Toto p~eskupení nahradíme transformací pomocí incidenční matice., *1
Z ,." s1l Pf t P2,. , "l!t ft, 1>1kJ vybereme IhV sil, které ponecháme iv ú1.o~

ze z dynamiky a která tvo~i vektor t ď-f} ~ Výběr uskut~čpíme předpiaexu

{pl.. [N J{ ťd .

Vekto~ {~} se liší od vektoru f 1>} jen tím, že ob~ahuJe nuly Pfi

1l1,-~ místech pf'ísluAných vektoru f ďJ2.} lb Incidenční matlce [N J j~ pb-

dálníková o velikosti fh.,1( rn,., ~ Kdybychom napft" chtěli ze tří $~J._ [1'1 "Pl- P:$ Jr
el1minollst sílu 1'1. J byla by rovnice (192) tato:

1

O

O

Jak Jsme J uvedli, incidenční matice dává vektor (Pl ,.tNH.e~1, snU
musíme prvky vektoru {I''L 1 ~adi t zvláět~ Zaf-sdíme-l1 je věsk zvlá§t, bude

mít matice [N) speciální tvar

(193)

V tom pfípadě bude rovnice '192)

se setkali v druhé části aemin~elJ1

z teorie
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V uvedeném p~íkladu by bylo

::

1

o

o

Zanedbáme.li nyní v rovnici k~:: P prvky příslušné eliminovaným si-
lám, dostaneme rovnici I<q .. P. @ Ve statice tato rovnice platila pi'esně,
nebo~ na eliminované uzly nepOsobila žádná vnějěí síla~ V dynamice to vlast
ně znamená t ~e Jsme v tě'chto uzlech vyloučili také podíl setrvačných sil,
které se obecně nule nerovnajíe

Budeme tedy mít

(195)

é odtud

(196)

kde

(191)

Matice poddajnosti C Je definována jen pro konstrukci uloženou tak~

aby byl vyloučen pohyb konstrukce jako tuhého celku (jinak by byla matice
tuhosti singulární) t9

Ve zvláětním p~!padě u8po~ádaných vektorO podle .(184) by platilo

(198)

co! lze pomocí defin1'C (181~ 8 (177) zapsat jako

(198) odvodíme. tak, ~e nap!ěeme

(199)

Submatice c..
""J vypočteme tak~ ~e rozepíěeme identitu
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'[_!,-~.:,- ~.'--].'o 1 I .

spn do (198)

Nynť - li pou~itím obdélníkové matice rC] , která má stejno~ velikost
.( N] @ totl! rn,)C ~ - budeme transformovat p:roblém z m, wJ?ozmi§;rného

Dr~~a~~Jru do ~ -rozměrného prostoru. Nejprve dO$sdíme (196) do (~7B) a
dostaneme

( 2(0)

Tuto rovn.ici znásobíme zleva maticí CT

( 201)

( 202)

Matice v oblých závorkách mají velikost (Jh1, ')( In.,) (%)t /)"'.1) (/Y''' ')f ~) a dávají

výslednou matici ~'tlm$ S označením

ku-~ ~ CTkC

M*:!f. ml CTMC

tak dostaneme standardní problém vlastních hodnot Tf prostoru 1h1J)t f)'\eV

( 203)

D18kuae~ dokážeme} iéoba popsané zpOsoby dají stejné výsledky&
Jde-li o uapo~ádaný vektor sil podle (194) , platí pro C rovnice (199) t

takle

(204 )

a podobně

(205 )
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Do~~~zitn~.m do (193) dostaneme

l' aa..,i 4\ t: ~ 1< lJlo -4 M )t 1-< * ... 4 <Pi . (206)

2., c A, k * ~i M * Cl .. ,

1/ *'VV118.S0DE:řInJ. maticí '" zleva -- dá právě romici

(

k *q,1 :: A. MOl- q, 1 .. W 1 M *q 1 · (

(20) dá tedy stejné hodnoty jako (191)~

Nakonec jeětě poznamenejme, ~e z fyzikálního hlediska je matice K)i~

matic:! poddajnosti; rovnice (20) vyjadfauje rovnost.dvou vektord
Podl fIt (20 4) a (1 76) poznáváme, :ta jde () vlastní vektor

21 * pf'iklad@ U tyče podle obr @ 36 máme matici tuhosti (ll pofadí prvkd

1 <m .2 - 3 - 4)

ObFti& 36

2 -1 O O

4E~
-1 2 tMl O

1~ 11:1:

O -1 2 -1

O O -1 1

a matici hmotnosti

4- 1

M ~ SL 1 4
:tl

1.Lt O 1

O O

o O

1 O

4 1

1 2

eliminovat posuvy ~ , U J i tzn~, že anulujeme 'Pi a
~~~ownn~~n~ matice tuhosti bude mít pořadí 2 - 4 - 1 - )

2 O -1 -1

k 4ES O 1 O -1 [----~~~:-:::: ---~~~-. ...... ~cWI'lt~~--''''''''''''OlIdI'lo ::

-1 O .2 O k: ~:1' )(11-
I

-1 -1 O 2
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bude

4 O

O 2

1 O

1 1.

: 1 1
I
f O 1

, 40

f O 4

-i K ::: =o [. Op 5
11 O

o ] [ -1 O]::
5 -1 -1

a matice L

1 O

O 1

Kondenzované mstiCEť

L :: ..,.~....~~~ ... ~~
0,5 O

0,5 °t5

""'" podla (189) ...,.

2 O --1 .-1 1

K~ [~
O O 0.5] O 1 O -1 O

::

1 O 0,5 -1 O 2 O 0,5

-1 -1 O 2 0,5

o
1

O

4ES

L

.. 1ES [ 2
L -1

z rovnice (



-'5 + 312
1

1.611 ff
L ~

$teJn4 jako v prvnt altern8t1v~ feěení pfikladu 20~

Nyní ukQJeme jeětě druhý zpOsob kondenzace. Incidenční matice bude

5 O O

If O 1

( N] ::

o
1

o

O

8 inverzní matic~ tuhosti (8 pOvodntm uepo~ádán1m prvtO 1 - 2 - J - 4)

1, 1 1 1

K-i L 1 2 2 2
1IIl1I' --

LtES 1 2 3 .3

1 2 ) 4

Matice

1 1

L
1lIIIlr_

'tES

2

2

2

3

a kondenzo~8n~ matic~ (202)

2 4

2 -1 O O 1 1

L[1 2 2 :] -1 2 -1 O 2 2
K~*

$l ~ES '1 j O -1 2 -1 2 )2

O O -1 1 2 4

- 92 -



l- l: ~]'W

1ES

4- 1 O O 1 1

.2 2 :] 1 4- 1 O 2 2
:::

2 J O 1 4 1 2 3

~ tO 1 2 2 4-

dostaneme (

[8 ~~] {::} .

Zkueime
vhodné~ TJ tom

5 +3 fl
7

eliminovat z výpočtu uzly J a 4" což je jistě méně

dostaneme první metodou

1< * z: 4ES [ 2
L -1



a z obou metod

$j

~ že v souladu s (

~~~~~V'~ formu matice tuhosti k @

Cl dostaneme

(

enc1ální

Doká~ame~ la kvadI4 st1cká forma matice hmotnosti s vektorem
_u~~~~~nM~c~ kinetické LV • le

Ta.to kinet totiž dána

W í SSS (
e

)~ dV2: .t- f

V

em

Podle ( ) v~ak

A

takže ( 211) (1

což chtěli dokázat~

A ctV ti " r

rovnic
snadno odvodit taká ze



dosazeni z (209)

ze vztahd

Pak mu.sí matice hmotnosti že

Určíme matici hmotnosti pr'o element nosníku obr J

statickém zat11eni
DoJ.yniometID třet!ho

Jeho derivace

4

1

Obr@
(x) ~

) a

( ]

Si (x ) .. li - ( 1 -to i t" )
( ~ -Jv (1- tť

(it) ~ (3-::L



~p~e~l~ní~ (~ljl destaneml

W,. ~ť;SJ\irAT)(A4)dl( ..
o .

.. ~ ~ s 5\ <l, jl Ť 4~!~ t 431~ t 4l~ 14?otx
o

1

~ťi' ~ $ l 1 f.; (1") 1i (1") (i{1".
1':0

(

)

~n~egrac! ~yjde - pro {, celkem

:\.56 -22 t 54 l

lli -221., 4 ll, -13 t ..!t
( M1 411I' [/)\\.%1 :;::

Lt2.ů 54 -13 t 156 22l

13 L -) ft 22L 4

(

Při odvození táto matice js~e vycházeli pouze z prdhybO pro
statická namáhání. Neuva.!ujeme tedy korekci (159) pro w,. O~ s ovšem ani
setrvačné síly vzniklé rotací ~r~řezO& Naěe matice je tedy []
'f' :rovnici (159)"

21~ NELINEÁRNí Paíp~ - ELA&l':I,CKÁ Sl'ABILITA KONS'fRuxcí
ti 4

V posledn! kapitol:.e. věnuj,~~e; pozornost otázkám elastické ke-
vo~~chkonstrukcí. Na. j.ednoduch.}tch pi"íkledech ukážeme, jak lze v těchto

pad:f:l,ch vyu~ít deformační metodu konečných prvkO. (pop:f@ deformační

me1;Q,Q") •

~ez elastická stability se vyznačuje tím, !e ~eěení

nost1; ~omě rovnoválné polohy tiles8 (nebo soustavy těles) v 'DU'OrOOl'l1m

geometrt~kém tvaru je možná i rovnováha v tvaru infin1tezimálně pOj&m.E1~něné!D.@

Chceme-l~ tento druhý p~!pad vyěet~it, musíme sledovat změnu vn1t~n!ch sta=
t1ckých účlnkd při p~edpokládaná změně geometrického tvaru, musíme po
u~ít tzv@ teorii druhého řádu. V tom pfípadě záv1~í tuhost konstrukce taká
na deformaci, tak~e závislost deformace na zatížen! ee stává ~~~~$h~~~~
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a to 1

1

2

namáhání v mezích úměrnost1& zá~

na , co~ budeme ~ na4áJ-;a

ve vzdálenosti

Ho ( K) ~ ~ l ~) + X + F.j'

6=~(o)

'Ii;;il~.l.l... oillo~~,s.,• .&. rovnice nh"irht''\''O''ó

( 2~3)

"tU + { (& t x +

f 8 +

Mo (

)

Rx + s .

(225 )

( 226)

:' O .(

silou F

(

V této rovnici znači

=: -- Ať::: zkrácení

I Co) .

závise na
itat vektor sil

= 97 =>

na sila
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i tato inverzní matice bude záviset na ~
~tice poddajnosti vyjdou takto:

1-~(J~

f;;1, CO:1 ~

vstupuje do matice poddajnosti jediný prvek ~ sil!
síla F, ~ Na té bude i

~14

J.( :: C-1 ~ ~1,1

~~1

(

:m O

EJ
'C ----

EJ (J (4-t~~ - ~ Co<J (!J) &

2 - ('J~(!J -- 2 eoo (Z

algebry,u složitých konstrukcí
matice tuhosti v ~adu mocnin ~ ,v níž nakonec DOZlecn~~e

druhého stupně $ Tak dostaneme

[3lt- ~
fl.'-1..--+---:.rr:-:""':":"~,*-_--]!:'7r,......-.... -!l-+-=-It-f,._-f!!:~f.t--.....--(J-'--- :=

1># JI) 1~O r~ 4~ 36o



a obdobni

za
budeme mít

F; tf.."
:: -

EJ

11EJ G P
~3 -+ T T

'EJ P

, kde P značí tahovou sílu v nos~

LfE1

Tyto vztahy ověem jen přibližně, ale jsou velmi v~nodné že
obsahuj! sílu P =- v první mocn1ně~ Matici tuhosti budeme moci
nyní rozepsat jako součet dvou matic

ES/i
O

O

+

o

o

o

o

- 1/10

o

-- 1/10 p

( 231)

Matice ll; závis! jen na elastických vlastnostech nosníku~ Je to ob-
matice tuhosti, kterou známe z lineárních úloh, a odpovídá teorii" prv--

n!ho J<, na geometrii nosn:(ku~ (na jeho délce, nikoli

vaak na jeho modulech prufnosti) a je úměrná síle P e

oalrOZlentJ~u z :fáduf$
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( t I( E ] + t ~G ) ) i &J ~ t Ft J .

li ~ieme pova.~ovat za parametr úlohy 8 dosadit

)

( 234)

stability bude dosa~enOt kdy! matic1 tuhosti nebude možno inverto-
~ tJ~ kdy~ se tato matice stane s1ngulárn1. V tom p~ípadě se bude determi

tuhosti rovnat nule

(

V ~~p~~ě dává tato podmínka

(236)

I!Jl"~LlI'I"t~iIl''&'''r. rov:t;l:\'c1 pro p ~ Z oberu kofeno. má

~bsolutní hodnota JQ men~!. vYJa~ ~1b11!ně

EJ
p~ "" - 2,39 otto

~t,sná hodnoty Eulerovy ~1tické síly

Chypa předchozího výpočtu je tedy )t1 %$ Bylo by ji možno zmenšit rozdě

nosntku na n~ko11k prvkd. Výpočet by pak byl pracnějěíe Připomeňme

, ~e ú~lná matice tuhosti pro nosníkový prvek p~i rovinném je
~áduolS

Uvedené odvozen! geometrické matice tUhost1Je pf!liě zdlouhavé~ Lze
kratčej1 z energie napjatosti. v níž ponecháme p~i 1 malé
vyě!!ch ~ádd$ Podrobnosti zde nebudeme uvádět~ vypočteme

zpdsobem: geom~t:rickou matici tuhosti prutu v dalěím příkladu\0

Pdsobi.-l1
= 0, mftJame mat1

mít tvar

Rovnici (~J5) lze pojímat jako úlohu o vlastn!ch ~AA~_~.~

pouze F; := - P j kdelto r1,. ::
ce k! a "" na 2 tak!e (232)
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+ Jv [-;-+-~~-J ){-t} = {:~-}. ( 238)

První řádek dává st18č~~í prutu účinkem síly -? t druh1 ~ává prQ~lé~

Vlastní vektor

( 239)

popisuje tvar konstrukce p~1 ztrátě stabi11ty~

S geometrickými maticemi tuhosti zacházíme stejně jako s el.astick$1Ai~

md~eme je adicí skládat do výsledná matice, platné pro celou konstrukoi~

Ukážeme to v příkladu 24~

y

Určíme geometrickou matici tuhosti u prutu podle obr~ 39~

Prut přená§í pouze osovou sílu@
P.ro posuvy U , 1Ý v libovolném
bodě

A x

bude zřejmě platit

{L = (1-rvJ -'vl1 t tv~3

I\J" : (1-1"') M1. +- tv ,(,t'1 ft

( a)

( b)

Obr~ 39

Z Pythagorovy věty plyne délka
přetvo~eného prutu

a poměrná prodloužení

Pomoc! (b) md~eme také psát

,r ( ;# 'Oi.t)t. ( 4 '01r)~
f. .. V . 1+ T '01'" + \. { '01". - 1 .
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(f)

'Utl,
straně Illl1.hme proti prvnímu zanedbat t neboi I 'O 1" 1« L •

1V8ce v absolutní hodnotě malá ve srovnáni 8 dálkou t , mdleme
o poč~tání 8 malými čísly (tj. md~eme ulit vzorec

+ O,~ ~ ) a dostaneme

+

+

4 ('i)1.J* ) t
1t1- ?ff ~

( Utf - Uz.)t

!tll

(g)

UOfiaZanJ,m do p~o napjatosti dostaneme
1.

U '" 1: E$ Jec(x ..
(')

2. ES
.. .1t (Új2.-2.«-1{..tj +-«'03)t 1t'l.(-U3-~)(~·.1~iA,'{iU~). Ch)

Budeme pttedpokládat,.!e osová síla, ani. rozdíl posuw tL..1 - 4(,1 t se
na počátku prutu ůezmění~ Do druhého členu v rovnici (hl proto

( l)

a dostaneme

( j)

kde

(k)

(1)

:::

matice tuhosti jsou

'UUE

'btLoi í)~i
(m)
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a prvky geometrická matice tuhosti jsou

1U&
utt,,:()Uj

( n)

Tak dostaneme

ES
~T

~

O

""",1

O

o
O

O

O

-1

O

1

O

o

O

O

O

(p)

o
O

O

O

o
1

O

-1

o
O

O

O

o

-1

O

1

( q)

Slo!enim elementárn:!ch matic tuhosti

1 1 3

'"
O O O O

k
iC ES O 1 O -1 A

:ll

E 1 O O O O

O -1 O 1 Qbf~ 40

i 6 i 2.-

1 1 -1 -1

1 1 -1 -1

~l -1 1 1

-1 -1 1 1

'1. 3 &f-

l O -1 O

'Be. l> O O O Ok, 'iIIIIl'

J.,
-1 O 1 O

O O O O

24. pfaíklad. U t:l4íkloubová konstrukce podle obr9 40 najděte kritickou
v.11kost síly rl. := + P e Pruty mají tý! pro.fez
lmodulprulnostio Délka prutu 'Bc je t. & sklon

AC .1845 o@



dostSínaine
ná~e~ matici
( k J)~E~QIDP~9tn.."rm

2 x 2

D01DBl:iI1YlIl Y\,R"~~ll"'III"'".o.' ve k první semi-

Vynechání~ ~louped a řádka J si 6
'lI""lo_II."..'lf':l'll'r.In''tn tj \.\zlech) dostaneme matice

'li ES
[~

1

2f2 J1 +

'P [~
O ]ou'

O

rovnice naší

\ 12 ES

[ ~
1 2f2] +

1-[1 ~]) {tL, } {;}4 l O
::

1 +

Inverzí součtu matic v oblé
jsou nelineární funkci
matic 'tf oblé závorce 'stane

slze odtud u.rčit posuvy {Ai , -Ut..

l' "MEltlt's'stab111ty se dosáhne t kdy! se

tj tompf'i,padě vymiz! determi--
nant Vi' ES

li
ff

+
p (1:E:S

4

ff ES (1 +11f1.)

kritickou sílu

:.
___-_i ES.

7

tvarovou určitost, ačkoli jsme nep~ipusti11 !ádný
v~~~~v~ deformaci~

že bychomzahrnout jan
pro nosnikovéticemi tuhosti
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Obsah sem:lnáf'á, který prá.vě končí» byl sestaven tak, aby poSkytl srQ"z:tl~

mlte}nou formou základní potnatky o máticích a jejich aplikacích v mechaň1ce~

~vl~ět~ p~~ pavnpstn1~~lPpčtu kovových konstrukci, v teorii pružnosti a

'oč4:st-eěně it. V ~~~mtce lt Autor se zároveň snažil poskytnout podně ty i těm IP k,ta-

<$áttcOl1j' poče~ .~·najf II pr<$"kticky pou!ívajíto Zvláštn! pozornost byla Jf~~O

vana.iJ1etoQěkón.ftčrt#cf!~ pi.-vKO~

Ob;J.asnlním některýéh "p.rlncl~ a matsmstick9ch v~·t se autor. anežil vyt/vo~

:fit pfedpokledy k "tQJnu, 8DN .abQolventi s~mináf'e ~obli s Y'ětšimp.s.p1!~ěním

číst i náročnou odbornou l'itBrsturu, ~eSména př!spěvky? 4:)dborni~il" ~as:gpt

sechlll

. Plné vyulití maticových metc;>d v praxi je mo!né jen ve spojení 5 velkým

počitačemo Tuto mo~nost·mOže dnes přímo vyu!ívat jan poměrně mála praecn1ilát o

Těm ostatním poskytlo studium v semináři alespoň názor na zpOscbfe~en! a

na rdzné aplikacse Avšak k tomu, abychom se sami naučili těmito metodami

pracovat, je jen jedna cesta: začít jimi pracovati!!
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