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Abstract. We prove, among other results, that min(u, v) is plurisubharmonic (psh) when
u, v belong to a family of functions in psh(D) ∩ Λα(D), where Λα(D) is the α-Lipchitz
functional space with 1 < α < 2. Then we establish a new characterization of holomorphic
functions defined on open sets of Cn.
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1. Introduction

Dans ce papier nous cherchons à déterminer des conditions sur deux fonctions u et

v continues et psh sur un ouvert U de CN , pour que leur minimum soit psh sur U. Il

apparait que le sous-ensemble E = {z ∈ U/u(z) = v(z)} est obstruant. L’importance

du fait que min(u, v) puisse être psh est révélée par les propositions suivantes ainsi

que par d’autres conséquences indiquées dans la suite. Aussi on s’interesse à carac-

tériser les fonctions holomorphes par les fonctions plurisousharmoniques. Soit U ou-

vert de Rd, (d > 2), h(U) et sh(U) désignent respectivement l’ensemble des fonctions

harmoniques et sousharmoniques sur U. Sur les fonctions harmoniques et soushar-

moniques on pourra consulter les ouvrages [6], [11], [23] et [25]. Pour θ : U → C,

supp(θ) est le support de θ. Si k ∈ N∪{∞}, Ck(U) = {θ : U → C/θ est de classe Ck

dans U}, C(U) = {ϕ : U → C/ϕ est continue sur U} et C∞
c (U) = {θ ∈ C∞(U)/θ est

à support compact dans U}. Hα(α > 0) est la mesure α-dimensionnelle de Hausdorff

(cf. [7], [28]). Pour E ⊂ U, E◦ est l’intérieur de E, md est la mesure de Lebesgue

sur Rd. Si f : U → R de classe C1, grad(f) est le gradiant de f. Pour h ∈ R
n, ‖h‖

est la norme euclidienne de h.
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Soit D un ouvert de C
n, prh(D) et psh(D) sont respectivement l’ensemble des

fonctions pluriharmoniques et plurisousharmoniques dans D et H(D) est l’ensemble

des fonctions holomorphes dans D.

Sur les fonctions plurisousharmoniques et holomorphes on pourra consulter [8],

[12], [13], [14], [15], [16], [17], [19], [22], [25], [27], [30], [31]. Des résultats sur le

prolongement des fonctions sousharmoniques et n-sousharmoniques (cf. [26]) ont été

obtenus dans [1], [3], [15] et [24]. Sur l’extension des fonctions plurisousharmoniques

et holomorphes on pourra consulter [4], [5], [9], [10], [15], [19], [21] [24] et [28].

2. Résultats et préliminaires

Proposition 2.1. Soient u, v ∈ psh(U) ∩ C(U) (U ouvert de C
n). Alors

min(u, v) = 1
2 [u + v − |u − v|] = u + v − max(u, v). D’autre part min(u, v) est

psh si et seulement si ddcu+ ddcv > ddc max(u, v).

P r e u v e. Les identités sont facilement vérifiables. Si min(u, v) est psh,

ddc min(u, v) > 0; ce qui impliquera ddcu + ddcv = ddc(u + v) > ddc max(u, v).

Réciproquement, si ddcu + ddcv > ddc max(u, v), alors ddc min(u, v) > 0; ce qui

impliquera aussi d’aprés le lemme de Weyl que min(u, v) est psh.

Corollaire 2.1. Soient U un ouvert de C
n, u, v ∈ psh(U) ∩ C(U) telles que

ddc max(u, v) ne charge pas E = {z ∈ U/u(z) = v(z)}. Alors min(u, v) ∈ psh(U).

P r e u v e. Par hypothèse ddc max(u, v) = χU\Edd
c max(u, v) (χU\E est la fonc-

tion caractéristique de U \ E). Mais sur U \ E, on a ddc max(u, v) 6 ddcu + ddcv.

Donc ddc max(u, v) 6 χ(U−E)(dd
cu + ddcv) 6 ddcu + ddcv, sur U. On déduit que

min(u, v) est psh sur U.

Théorème 2.1. Soient u et v ∈ sh(D) ∩ C(D), où D est un domaine de Rn.

On suppose que D \ E est connexe (E = {x ∈ D/u(x) = v(x)}).

Alors, min(u, v) est sousharmonique sur D.

P r e u v e. Soit x0 ∈ E. Montrons que x0 est un extrêmum absolu de (u− v) sur

D. On a u(x0) = v(x0), donc (u − v)(x0) = 0.

Posons w = u− v, w est continue sur D.

D \ E = D1 ∪D2 où D1 = {x ∈ D/u(x) > v(x)}, D2 = {x ∈ D/u(x) < v(x)}. D1

et D2 sont deux ouverts disjoints de D et D1 ∪D2 = D \E.

Comme D \ E est connexe alors D1 = ∅ ou D2 = ∅.

Si D2 = ∅. Alors w > 0 sur D \ E et w = 0 sur E.

Donc w > 0 = w(x0) sur D. Il résulte que u− v > 0 sur D.

Donc min(u, v) = v sur D et par suite min(u, v) ∈ sh(D).
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Corollaire 2.2. Soient u et v ∈ psh(D) ∩C(D), D domaine dans Cn.

Supposons que D \ E est connexe (E = {x ∈ D/u(x) = v(x)}).

Alors, min(u, v) est plurisousharmonique sur D.

P r e u v e. Evidente.

L’exemple des fonctions u1(z) = log |z| et v1(z) = − log |z| (z ∈ C
∗) suggèrent le

problème suivant.

Soient u, v ∈ psh(D) ∩ C(D), D ouvert de Cn.

Si E◦ = ∅ (E = {z ∈ D/u(z) = v(z)}) et si D \ E n’est pas connexe, trouvez des

conditions suffisantes pour que min(u, v) soit psh dans D?

Pour la réponse à ce problème, sous une condition raisonable, il faudrait montrer

qu’il est même possible de controler la croissance de min(u, v) en fonction de celles

de u et v.

Maintenant on introduit les espaces fonctionnels de Lipschitz et de Zygmund.

3. Les espaces Λα(U) et Zα(U)

Un important article relatif à ce sujet étant celui de Krantz [18]. Confère aussi

Abidi [1].

Soit U un ouvert de Rn, n > 1 et f : U → C.

Définition 3.1. (a) Soit α ∈ ]0, 1[. On dira que f ∈ Λα(U) (espace de Lipschitz

d’indice α) si ‖f‖Λα(U) = ‖f‖L∞(U) + sup
x,(x+h)∈U

|f(x+ h) − f(x)|/‖h‖α < +∞. On

notera que f est alors continue sur U.

(b) Soit β ∈ ]0, 1]. f ∈ Lipβ(U) si sup
x,(x+h)∈U

|f(x+ h) − f(x)|/‖h‖β < +∞.

On a une différence claire entre Λα(U) et Lipβ(U).

Définition 3.2. (a) f ∈ Λ1(U) si

‖f‖Λ1(U) = ‖f‖L∞(U) + sup
x,(x±h)∈U

∣

∣

∣

f(x+ h) + f(x− h) − 2f(x)

‖h‖

∣

∣

∣
< +∞

et si f est continue.

(b) Soient k ∈ N
⋆ et α ∈ ]k, k + 1[. f ∈ Λα(U) si f ∈ Ck(U) et si ‖f‖Λα

=

‖f‖Λ(α−1)
+

∑

16j6n

‖∂f/∂xj‖Λ(α−1)
< +∞.

On notera que si α 6 β alors Λβ(U) ⊂ Λα(U).

L’enoncé suivant est établi dans l’article de Krantz ([18]). Soit D un domaine

borné à frontière de classe C2 dans Rn. Soient α ∈ ]0, k[, k ∈ N et f ∈ Ck(D).

S’il existe une constante c > 0 avec ‖∇kf(x)‖ 6 c[δD(x)]α−k, ∀x ∈ D (∇kf(x) =
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∇k−1(∇f)(x);∇(f) = grad(f) étant le gradiant de f et δD(x) = d(x,Dc)), alors

f ∈ Λα(D).

On peut prolonger aux sous-ensembles fermés la définition des espaces de Lipschitz,

de la façon suivante.

Définition 3.3. Soient E un sous-ensemble fermé de Rn et α ∈ ]k, k+1[, k ∈ N
∗,

f : E → R bornée. f ∈ Λα(E) s’il existe des fonctions bornées fγ : E → R (pour

tout multi-indice γ de longueur |γ| inférieur à k) vérifiant (1)f0 = f, (2) fγ(x) =
∑

|γ+δ|6k

fγ+δ(y)(x − y)δ/δ! +Rγ(x, y) avec |Rγ(x, y)| 6 c‖x − y‖α−|γ|, ∀x, y ∈ E,

c = c(f) ne dépend que de f et α.

Si f ∈ Λα(U), α ∈ [k, k+1[ et E = U alors f se prolonge en une fonction f̃ ∈ Λα(E)

avec ‖f̃‖Λα(E) 6 ‖f‖Λα(U).

Les espaces de Lipschitz d’indice α ont des propriétés remarquables, à savoir une

propriété d’extension. Soient α ∈ ]0, k[ et f ∈ Λα(D), D étant un domaine borné

de Rn à frontière de classe Ck. Alors, il existe f̃ ∈ Λα(Rn) avec f̃ = f sur D et

‖f̃‖Λα(Rn) 6 c‖f‖Λα(D), c est une constante indépendante de f . Aussi la caractéri-

sation suivante.

Soit f : R
n → R une fonction bornée continue sur Rn. f ∈ Λα(Rn) pour α ∈

]0, k[(k ∈ N) si et seulement si, il existe c > 0 avec |∆k
hf(x)| 6 c‖h‖α, ∀x, h ∈ R

n

et ∆k
hf(x) est la k-différence symétrique classique définie comme suit. ∆1

hf(x) =

f(x + h) − f(x − h); ∆2
hf(x) = f(x + 2h) + f(x − 2h) − 2f(x) et ainsi de suite. Il

résulte que si f ∈ Λα(D), D domaine borné à frontière de classe Ck(par exemple

une boule ouverte) et si 0 < α < k, alors |∆k
hf(x)| 6 c‖h‖α, ∀x, (x ± h) ∈ D. (En

effet il existe f̃ ∈ Λα(Rn) avec f̃ = f sur D et |∆k
hf(x)| = |∆k

hf̃(x)| 6 c‖h‖α si

x, (x ± h) ∈ D (D ⊂ D)).

Notons que si |f(x+ h)− f(x− h)| 6 c‖h‖α pour 0 < α < 1, lorsque (x± h) ∈ D,

alors (∀x, (x+h) ∈ D, il vient que |f(x+h)−f(x)| = |f(x+ 1
2h+

1
2h)−f(x+ 1

2h−
1
2h)| 6

c‖h‖α/2α) de sorte que f est α-höldérienne sur D.

Nous définissons maintenant les espaces de Zygmund d’indice α.

Definition 3.4. Soient U un ouvert de Rn, E un sous-ensemble fermé de U et

α > 0.

(1) u : U → R appartient à Zα(U) si u est continue et |∆2
hu(x)| 6 c‖h‖α, ∀x,

(x± h) ∈ U avec c > 0 (c ne dépend pas de x).

(2) u ∈ Z loc
α (U) si pour tout x0 ∈ U , il existe un ouvert U0 ⊂ U avec x0 ∈ U0 et

u ∈ Zα(U0).

(3) Soit u : U \ E → R continue. u ∈ Z loc
α (U,E) si pour tout x0 ∈ U, il existe un

ouvert U0 inclus dans U avec x0 ∈ U0 et u ∈ Zα(U0 \E).
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Notons que les espaces de Lipschitz et de Zygmund sont en relation. On a en

particulier le résultat suivant.

Proposition 3.1. Soient α ∈ ]0, 2[ et u : D → R une fonction continue et bornée

(D ouvert de Rn). Alors on a les assertions suivantes.

(1) Si D = R
n; u ∈ Zα(Rn) si et seulement si u ∈ Λα(Rn).

(2) Si D est borné à frontière de classe C2 et u ∈ Λα(D) alors, u ∈ Zα(D).

4. Prolongement de fonctions psh

Le résultat suivant énoncé dans le cadre des fonctions hamoniques par Carleson

[3], Verdera [30] et O’Farrel [20] a été étendu aux fonctions sousharmoniques et

plurisousharmoniques par Abidi [1] (cf. aussi Ullrich [29]).

Théorème 4.1. Soient U un ouvert de Rn (respectivement de Cn) et E un fermé

dans U. Si α ∈ ]0, 2[ et si Hn−2+α(E) = 0 (repectivement H2n−2+α(E) = 0), alors

toute u ∈ sh(U\E)∩Z loc
α (U,E) (respectivement u ∈ psh(U\E)∩Z loc

α (U,E)), u admet

un unique prolongement ũ ∈ sh(U)∩Z loc
α (U) (respectivement ũ ∈ psh(U)∩Z loc

α (U)).

R em a r q u e 4.1. (a) Soit α = 1, u(z) = log |z| (z ∈ C
∗). Notons que u ∈

h(C∗) ∩ Λ1(C
∗) mais u n’est pas constante.

(b) Soit E un sous-ensemble compact de C avec Hα(E) > 0, α ∈ ]1, 2[. Il existe

une mesure positive µ à support dans E, de masse 0 < ‖µ‖ < +∞, telle que u(z) =
∫

log |z−w| dµ(w) ∈ h(C \E)∩Zα(C) d’après Abidi [1]. Notons que u ∈ sh(C). Soit

D = C \D(0, R) avec R > 0 vérifiant E ⊂ D(0, R). u ∈ h(D) ∩ Zα(D). Si u = c est

constante sur D, on a

c = lim
|z|→+∞

u(z) = lim
|z|→+∞

[
∫

log |z| dµ(w) +

∫

log
∣

∣

∣
1 −

w

z

∣

∣

∣
dµ(w)

]

= lim
|z|→+∞

log |z|

∫

dµ(w) = +∞;

ce qui est impossible.

Ceci établit une différence fondamentale entre C(D)∩L∞(D)∩Zα(D) et Λα(D).

Proposition 4.1. Soient D un domaine de Rn (respectivement de Cn) et u, v ∈

C(D) ∩ sh(D) (respectivement u, v ∈ C(D) ∩ psh(D)) avec α ∈ ]1, 2[.

On note E = {z ∈ D/u(z) = v(z)} et on suppose que

(1) Hn−2+α(E) = 0 (respectivement H2n−2+α(E) = 0).

(2) min(u, v) ∈ Z loc
α (D) = Z loc

α (D \ E) (carE◦ = ∅).
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Alors, min(u, v) est sh (respectivement psh) sur D et appartient à Z loc
α (D).

P r e u v e. min(u, v) se prolonge en une fonction w ∈ sh(D) ∩ Z loc
α (D) qui est

continue sur D; comme E◦ = ∅ alors min(u, v) = w sur D.

R em a r q u e 4.2. Si u, v ∈ sh(U) ∩ C(U) ∩ Λα(U), 1 < α < 2. Alors min(u, v) ∈

Z loc
(α−1)(U). En général, min(u, v) /∈ Zα(U).

5. Caractérisation des fonctions holomorphes

Définition 5.1. Soit u : C → [−∞,+∞[ une fonction. On dit que u «produit»

les fonctions holomorphes si pour tout domaineD de Cn, pour toute fonction f : D →

C continue, la condition u(w − f(z)) est psh sur D × C implique f est holomorphe

sur D.

On a le résultat suivant.

Théorème 5.1. Soit g : C → C holomorphe, g 6= 0.

Alors, log |g| produit les fonctions holomorphes si et seulement si g 6= eg1 , ∀g1
affine sur C et holomorphe.

P r e u v e. L’hypothèse log |g| produit les fonctions holomorphes implique log |g|

n’est pas affine sur C (évident). Dans ce cas log |g| 6= Ré(g1), ∀g1 affine et holomorphe

sur C. Donc |g| 6= |eg1 | sur C. Soit alors |g/eg1 | 6= 1 (ou encore g/eg1 6= c, ∀c ∈ C,

|c| = 1). Donc g 6= ceg1 , ∀c ∈ C, |c| = 1. Soit alors g 6= eg2 , ∀g2 fonction holomorphe

et affine sur C.

Pour la réciproque on traite les deux étapes suivantes.

E t a p e 1. h = log |g| est harmonique sur C. Montrons que log |g| n’est pas

affine sur C pour en déduire que h produit les fonctions holomorphes (d’après

Abidi [2]). Comme log |g| 6= Ré(g1), ∀g1 fonction holomorphe et affine sur C, alors

log |g| n’est pas affine sur C. D’après Abidi [2], h produit les fonctions holomor-

phes.

E t a p e 2. u = log |g| n’est pas harmonique sur C. Il résulte que g s’annulle sur C.

On a u ∈ sh(C). Soit f : C → C continue avec v est psh sur C2 (v(z, w) = u(w−f(z))

pour (z, w) ∈ C
2).

Soit ϕ, θ ∈ C∞
c (C), ϕ > 0, θ > 0 et posons ψ(z, w) = ϕ(z)θ(w) pour z, w ∈ C.

Remarquons que ψ ∈ C∞
c (C2), ψ > 0.
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∀ b1, b2 ∈ C, on a

∫

θ(w)
∂2ϕ

∂z∂z
(z) log |g(w − f(z))| dm2(z) dm2(w)b1b1

+ 2Ré

[
∫

∂θ

∂w
(w)

∂ϕ

∂z
(z) log |g(w − f(z))| dm2(z) dm2(w)b2b1

]

+

∫

ϕ(z)
∂2θ

∂w∂w
(w) log |g(w − f(z))| dm2(z) dm2(w)b2b2 > 0.

Soit z0 ∈ C. Montrons que f est holomorphe au voisinage de z0.

Soit w0 ∈ C et (w0 − f(z0)) /∈ E où E = {ξ ∈ C/g(ξ) = 0} (E est fermé

polaire dans C).

Fixons r > 0 avec ∀w ∈ D(w0, r), ∀z ∈ D(z0, r), l’expression (w − f(z)) /∈ E.

On suppose que supp(θ) ⊂ D(w0, r) et supp(ϕ) ⊂ D(z0, r).

∀z ∈ supp(ϕ), z fixé, la fonction

w ∈ D(w0, r) 7→ log |g(w − f(z))|

est harmonique. Donc

∫

ϕ(z)
∂2θ

∂w∂w
(w) log |g(w − f(z))| dm2(z) dm2(w) = 0.

Remplaçons b1 par 1 (dans l’inégalité précédente) on a alors
∫

θ(w)(∂2ϕ/∂z∂z)(z)×

log |g(w − f(z))| dm2(z) dm2(w) + 2Ré[
∫

(∂θ/∂w)(w)(∂ϕ/∂z)(z) log |g(w − f(z))| ×

dm2(z) dm2(w)b2] > 0 (∀b2 ∈ C). On déduit que
∫

(∂θ/∂w)(w)(∂ϕ/∂z)(z)×

log |g(w − f(z))| dm2(z) dm2(w) = 0.

Donc
∫

(∂ϕ/∂z)(z)[
∫

(∂θ/∂w)(w) log |g(w − f(z))| dm2(w)] dm2(z) = 0.

Considérons alors

∫

∂θ

∂w
(w) log |g(w − f(z))| dm2(w)

=

∫

∂

∂w
[θ(w) log |g(w − f(z))|] dm2(w) −

∫

θ(w)
∂

∂w
[log |g(w − f(z))|] dm2(w)

= −

∫

θ(w)
∂

∂w
[log |g(w − f(z))|] dm2(w) (∀z ∈ D(z0, r)).

Donc
∫

(∂ϕ/∂z)(z)[
∫

θ(w)(∂/∂w)(log |g(w − f(z))|) dm2(w)] dm2(z) = 0.

Utilisons Fubini, il arrive que

∫

θ(w)

[
∫

∂ϕ

∂z
(z)

∂

∂w
(log |g(w − f(z))|) dm2(z)

]

dm2(w) = 0.
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On vérifie sans peine que

∫

∂ϕ

∂z
(z)

g′(w − f(z))

g(w − f(z))
dm2(z) = 0, ∀w ∈ D(w0, r), ∀ϕ ∈ C∞

c (D(z0, r), ϕ > 0

(on raisonne par l’absurde). Donc

z ∈ D(z0, r) 7→
g′(w − f(z))

g(w − f(z))

est holomorphe, pour tout w ∈ D(w0, r).

Posons k = g′/g et notons que sur C \ E, k est holomorphe. Alors k n’est pas

constante sur l’ouvert connexe C \ E. En effet, si k est constante sur C \ E, on doit

avoir k(w) = g′(w)/g(w) = c, c ∈ C (w ∈ C \ E). Donc g′(w) = cg(w), ∀w ∈ C \ E.

g(w) = Aecw = eg1(w), A ∈ C \ {0} (∀w ∈ C même). Donc g1 est affine sur C.

Impossible d’aprés l’hypothèse.

Il résulte que k n’est pas constante sur C\E. (z, w) 7→ k(w−f(z)) est holomorphe

non constante sur D(z0, r) × D(w0, r). Donc ∃w1 ∈ D(w0, r), avec (∂k/∂w)(w1 −

f(z0)) 6= 0. k est inversible au voisinage de (w1−f(z0)) ∈ C\E. Donc (∂k/∂w)(w1−

f(z)) 6= 0, ∀(z, w) ∈ D(z0, t) ×D(w0, t), avec 0 < t 6 r.

Donc (∂k/∂w)(w1 − f(z)) 6= 0, ∀z ∈ D(z0, t).

Or z ∈ D(z0, r) 7→ k(w − f(z)) est holomorphe, pour tout w ∈ D(w0, r).

De même w ∈ D(w0, r) 7→ k(w − f(z)) est holomorphe sur D(w0, r), pour tout

z ∈ D(z0, r). D’aprés le théorème de Hartogs (cf. [14]),

(z, w) ∈ D(z0, r) ×D(w0, r) 7→ k(w − f(z))

est holomorphe. Il résulte que (w1 − f) est holomorphe sur D(z0, t). Donc f est

holomorphe sur D(z0, t).

Lorsque f : D → C, f continue, D domaine de Cn, les raisonnements qu’on a fait

sont locaux et en utilisant la fibration on se ramène au cas n = 1.

Ap p l i c a t i o n s. (a) Soient g1, g2 et g3 : C → C, holomorphes, g1g2g3 6= 0. On

suppose que log |g1| 6 log |g2| 6 log |g3| sur C. Alors log |gj | produit les fonctions

holomorphes(analytiques) si et seulement si log |gk| aussi, j, k ∈ {1, 2, 3}, j 6= k. De

plus on a la propriété suivante.

Si [log |g1| + log |g2|] produit les fonctions holomorphes, alors log |g1| ou log |g2|

produit les fonctions analytiques.

(b) D’une façon générale, pour u et v : C → [0,+∞[ avec log(u) et log(v)

produisant les fonctions analytiques, alors log(u + v) produit les fonctions analy-

tiques. (En particulier, si log |g1| et log |g2| produisent les fonctions analytiques alors

log(|g1| + |g2|) l’est aussi.)
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(c) Soient g1 et g2 deux fonctions analytiques sur C. On suppose que log |g1| et

log |g2| caractérisent les fonctions holomorphes. Alors max(log |g1|, log |g2|) carac-

térise (produit) les fonctions analytiques.

(d) Soit k une fonction analytique non constante et s’annulant sur C. Alors pour

toute h : C → R harmonique, la fonction u = (log |k| + h) produit les fonctions

analytiques.

P r o b l è m e s o u v e r t s. Soit k : C → R continue, ε > 0.

(a) Existe-t-il l : C → R continue sousharmonique qui produit les fonctions holo-

morphes avec |k − l| < ε?

On pourra en réalité étudier les différents approximations à gauche et à droite.

Lorsque k est convexe sur C. Que se passe-t-il alors?

(b) Peut on remplacer ε par une fonction s : C → R
∗
+?

(c) Soit E un sous-ensemble fermé polaire dans C. Existe t-il l : C → R continue

sousharmonique qui produit les fonctions holomorphes, |k − l| < ε et k = l sur E?
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