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Š́ı̌reńı elastický vln v 1D kontinuu

Achenbach, J.D. Wave propagation in Elastic Solids. North-Holland Publishing Comp.,
American Elsevier Publishing Comp., Inc., New York, 1973.

Pohybová rovnice - vlnová rovnice

E
∂2u

∂x2
= ρ

∂2u

∂t2
, x ∈ (−∞,∞), t ∈ 〈0,∞)

E je Youngův modul pružnosti, ρ je hustota.

Rychlost vln v tyči

c0 =
√
E/ρ

Vlnové řešeńı – monochromatická vlna

u(x, t) = U exp[i(k x± ω t)]

Vlnová délka, vlnové č́ıslo

k =
2π

λ



Š́ı̌reńı elastický vln v 1D kontinuu

Achenbach, J.D. Wave propagation in Elastic Solids. North-Holland Publishing Comp.,
American Elsevier Publishing Comp., Inc., New York, 1973.

Fázová rychlost

c =
ω

k
Grupová rychlost

cg =
dω

dk
Disperzńı zákon

ω = ω(k)

Konstantńım E, ρ odpov́ıdá bezdisperzńı kontinuum ⇒ lineárńı disperzńı zákon

c = cg = c0 = const ⇒ ω = c0 k

Diskretizovaný systém, disperzńı zákon je nelineárńı a obecně plat́ı

c =
ω(kh)

kh
6= c0 a cg =

dω(kh)

dkh
6= c0



Metoda konečných prvk̊u - 1D

Spojitá Galerkinova aproximačńı metoda.

Prostorová diskretizace

ue(ξ) = H(ξ)ue, ue − vektor uzlových, pop̌r. ř́ıd́ıćıch hodnot

kde H je matice tvarových funkćı a B je matice derivaćı tvarových funkćı.

Pohybová rovnice pro diskretizovaný systém

Müh + Kuh = 0, M =

∫
h

%HTH dx, K =

∫
h

EBTB dx

Matice hmotnosti M:

• konzistentńı

• diagonálńı (lumped mass matrix)

– metoda řádkových součt̊u (row-sum method)

– škálovaćı metoda (HRZ method)



Klasická MKP - 1D úloha

Lagrangeovy polynomy

hi (ξ) =
∏
j 6=i

ξ − ξi
ξj − ξi

, ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , p + 1} , ξi−poloha uzlu, rovnoměrné děleńı

Vlastnost Lagrangeových polynomů

hi(ξj) = δij

Gauss̊uv-Legendr̊uv kvadraturńı vzorec∫ 1

−1

f (ξ) dξ =

n∑
i=1

wif (ξ̃i), ξ̃i−integračńı body = kǒreny Legendrových polynomů Pn

ξ̃i 6= ξi,∀ i ∈ {1, 2, . . . , p + 1} , p− stupeň polynomu



B-spline ǩrivka

B-spline ǩrivka - parametricky popsána po částech spojitá polynomiálńı ǩrivka

stupně p. V uzlových bodech (v ḿıstech napojeńı segment̊u) vykazuje Cp−1 spoji-

tost. Násobnost́ı uzl̊u je možné ovlivňovat stupeň spojitosti.

stupeň p = 3, ř́ıd́ıćıch bodů n = 10, rovnoměrný uzlový vektor

Zobecněńım B-spline ǩrivek jsou NURBS ǩrivky - zavedeńım vah ř́ıd́ıćıch bodů.



B-spline ǩrivka

B-spline ǩrivka je dána vektorovou rovnićı

C(ξ) =

n∑
i=1

Ni,p (ξ)Pi,

kde Pi, i = 1, . . . , n jsou soǔrad. ř́ıd́ıćıch bodů a Ni,p jsou bázové fce stupně p.

Možnosti ovlivňováńı tvaru ǩrivky:

• polohami ř́ıd́ıćıch bodů Pi

• stupněm ǩrivky p

• uzlovým vektorem Ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξn+p+1}

Druhy B-spline ǩrivek:

• otev̌rená, ukotvená, uzav̌rená

• uniformńı (rovnoměrná), neuniformńı (rozd́ıl p̌ŕır̊ustk̊u parametr̊u)

• aproximačńı, interpolačńı



B-spline varianta MKP - 1D p̌ŕıpad

Piegl, L., Tiller, W. The NURBS Book, 2nd Edition. Springer-Verlag, 1997.

Pro daný uzlový vektor Ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξn+p+1} jsou B-spline bázové funkce defi-

novány rekurzivě.

Pro nultý stupeň (p = 0) jsou po částech konstantńı funkce dány

Ni,0 (ξ) =

{
1

0

jestliže ξi ≤ ξ ≤ ξi+1

jinak

Pro vyš̌śı stupně p = 1, 2, 3, ... plat́ı

Ni,p (ξ) =
ξ − ξi
ξi+p − ξi

Ni,p−1 (ξ) +
ξi+p+1 − ξ

ξi+p+1 − ξi+1
Ni+1,p−1 (ξ)

Aproximace pole posuv̊u uh pomoćı B-spline bazových funkćı je dáno

uh(ξ) =

n∑
i=1

Ni,p (ξ)uBi ,

kde uBi , i = 1, 2, . . . , n jsou hodnoty v ř́ıd́ıćıch bodech.



Př́ıklad B-spline bázových funkćı

stupeň p = 3, ř́ıd́ıćıch bodů n = 10, rovnoměrný uzlový vektor
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Základńı vlastnosti:

• Rozklad jedničky, plat́ı:
∑n

i=1Ni,p(ξ) = 1

• Malá podpora Ni,p a nenulové pouze na intervalu [ξi, ξi+p+1]

• B-spline bázové funkce jsou nazáporné: Ni,p(ξ) ≥ 0∀ξ

• Cp−k po částech spojité polynomy, k je stupeň násobnosti ř́ıd́ıćıho bodu



B-spline varianta MKP - 1D p̌ŕıpad

Aproximované pole posuv̊u pomoćı B-spline může být ovlivněno:

• délkou B-spline segmentu (h-refinement)

• stupněm splinů (p-refinement)

• počtem ř́ıd́ıćıch bodů (k-refinement)

• polohou ř́ıd́ıćıch bodů (linearńı versus nelinearńı parametrizace)

• násobnost́ı uzlu v uzlovém vektoru Ξ

• Cm spojitost́ı mezi B-spline segmenty, m < p − 1 stupeň spojitosti mezi

segmenty



Př́ıklad matice tuhosti

Lagrange - p = 2, NELEM = 5, NNOD = 11

B-spline - p = 2, n = 11



Prostorová disperze

Brillouin, L.: Wave Propagation in Periodic Structures.
Dover Publications, Inc., New York 1953.

Pohybová rovnice

üj = ω2
0(uj−1 − 2uj + uj+1)

Řešeńı

uj(t) = U0e
ijψeiωt

kde ψ = K + ib, K ∈< −π, π >

Pro ω/ω0 < 2 - vlnové řešeńı

K 6= 0 a b = 0

disperzńı vztah ω = 2ω0 |sin(K/2)|

Pro ω/ω0 > 2 - attenuating řešeńı

K = π a b 6= 0



Disperzńı analýza

Thompson, L.L., Pinsky, P.M. Complex wavenumber Fourier analysis of the p-version finite
element method. Computational Mechanics, 13(4), 255-275, 1994.

Disperzńı vztah

ω = ω(kh)

Předpokládané řešeńı - Fourierova analýza

uhi = Aie
i(ψhxi−ωt)

Diskrétńı vlnové č́ıslo

kh = Reψh

Intenzita zeslabováńı (attenuation)

b = Imψh

Disperzńı chyba
ch = ω(kh)/kh, mě̌rena pomoćı ch/co



Disperzńı diagramy - klasická MKP

Thompson, L.L., Pinsky, P.M.: Complex wavenumber Fourier analysis of the p-version finite
element method. Computational Mechanics, Vol. 13(4), 255-275, 1994.
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Maximálńı disperzńı chyba roste se stupněm polynomu p.

Existuj́ı optické větve - v́ıcehmotové soustavy.

Pro vyš̌śı hodnoty p nastává prodloužeńı oblasti dovolených vlnových délek a frekvenćı

s dobrou disperźı.

h je vzdálenost uzl̊u, pop̌r. ř́ıd́ıćıch bodů.



B-spline MKP -
homogenńı bázové funkce

Hughes T.J.R., Reali A., Sangalli G. Duality and Unified Analysis of Discrete Approximations
in Structural Dynamics and Wave Propagation: Comparison of p-method Finite Elements with
k-method NURBS. Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 197, 4104-4124, 2008.
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B-spline varianta MKP s homogenńımi bázovými funkcemi - disperzńı chyby klesaj́ı

se stupněm splinů oproti klasické MKP.



B-spline MKP
C0 spojitost mezi B-spline segmenty

Disperzńı chyby pro r̊uzný počet rovnoměrně rozložených ř́ıd́ıćıch bodů

a pro uniformńı uzlový vektor
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Disperzńı chyby s počet ř́ıd́ıćıch bodů klesaj́ı a konverguj́ı k řešeńı pro homogenńı bázové funkce.

Disperze Lagrangeových konečných prvk̊u odpov́ıdá B-spline prvku s n = p+1 počtem rovnoměrně

rozložených ř́ıd́ıćıch bodů (Bézier̊uv segment).



B-spline MKP
C0 spojitost mezi B-spline segmenty

Normalizované disperzńı ǩrivky
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B-spline varianta MKP - disperzńı chyby pro vysoký počet ř́ıd́ıćıch bodů konverguj́ı k řešeńı
pro homogenńı bázové funkce.



B-spline MKP - C0 spojitost
lineárńı parametrizace

Disperzńı chyby pro r̊uzný počet ř́ıd́ıćıch bodů, kvadratický B-spline,

lineárńı parametrizace - Jacobian J(ξ) =
∣∣∣ dx(ξ)

dξ

∣∣∣ = const., Greville abscissae
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Nejvyš̌śı disperzńı větev vykazuje p̌ribližně konstatnt́ı pr̊uběh disperzńıho zákona, odpov́ıdaj́ıćı
grupové rychlosti jsou tedy p̌ribližně rovny nule.



B-spline MKP - C0 spojitost
linear parametrization

Disperzńı chyby pro r̊uzný počet ř́ıd́ıćıch bodů, kubický B-spline,

lineárńı parametrizace - Jacobian J(ξ) =
∣∣∣ dx(ξ)

dξ

∣∣∣ = const., Greville abscissaee

0 1 2 3

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

 kh ⋅ h / (n−1)

ch  / 
c 0

cubic B−spline based FE − lin. param.

n = 4
n = 5
n = 6
n = 7
n = 8
n = 16
n = 32
homogeneous sh. f

π 0 1 2 3
1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

 kh ⋅ h / (n−1)

ch / c
0

cubic B−spline based FE − lin. param.
n = 4
n = 5
n = 6
n = 7
n = 8
n = 16
n = 32
homogeneous sh. f

π 

Vyskytuj́ı se dvě nejvyš̌śı disperzńı větve s p̌ribližně konstatnt́ım pr̊uběhem disperzńıho zákona,
odpov́ıdaj́ıćı grupové rychlosti jsou tedy p̌ribližně rovny nule.



B-spline MKP -
optimalizace parametrizace

Stanoveńı poloh ř́ıd́ıćıch bodů lze p̌reformulovat na optimalizačńı úlohu s ćılem

minimalizovat disperzńı chyby v celém rozsahu dovolených vlnových č́ısel

kh =< 0, khmax >.

Optimalizačńı úloha: nalézt xoptP = arg (minF (xP )), kde F (xP ) je ćılová funkce.

Nap̌r. F (xP ) =
∫ khmax
0 |ch(xP )−co|dkh

khmax
.

Výpočet ćılové funkce F (xP ) je proveden numerickou integraćı - lichoběžńıkové

pravidlo.

Optimalizačńı metoda - funkce fminsearch v prosťred́ı Matlab.

Počátečńı odhad poloh ř́ıd́ıćıch bodů xp je zvolen pro lineárńı parametrizaci.



B-spline MKP - C0 spojitost
optimalizovaná parametrizace

Disperzńı diagramy pro n = 21 ř́ıd́ıćıch bodů, kubický B-spline
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B-spline MKP
C0 spojitost mezi B-spline segmenty

Disperzńı diagramy pro n = 21 ř́ıd́ıćıch bodů, kubický B-spline,

porovnáńı parametrizaćı
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 uniformly−spaced
 linear paremetrization
 dispersion optimal param.
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Dovolená numerická vlnové č́ısla
∣∣khh∣∣ < (n−2)π. Maximálńı disperzńı chyba fázové rychlosti je

nižš́ı než 4% v celém dovoleném frekvenčńım pásmu. Nejvyš̌śı disperzńı větev vykazuje p̌ribližně

konstantńı pr̊uběh. Z toho vyplývá nulová grupová rychlost - rozruch se již prosťred́ım neš́ı̌ŕı.



Conclusions and summary

• Klasické Lagrangeovy konečné prvky produkuj́ı optické módy a falešné oscilace,

vyskytuj́ı se oblasti mtrvých frekvenčńıch pásem (band gaps).

• Disperzńı chyby MKP pro B-spline bázové funkce s rostoućım stupněm kle-

saj́ı. Výhodněǰśı je vkládat nové ř́ıd́ıćı body než segmenty s C0 spojitost́ı.

Zlepšeńı disperze lze doćılit optimalizovanou nelineárńı parametrizaćı. Lze

nalézt takovou parametrizaci, že vliv C0 spojitosti na rozhrańı jednotlivých

B-spline segment̊u lze z hlediska disperze eliminovat.

• MKP založená na spline reprezentaci má velký potenciál k úspěšnému použit́ı

pro numerické řešeńı úloh kmitáńı,̌śı̌reńı vln napě̌ŕı a rázových vln v tělesech.

• Daľśı práce: vhodná časová schémata pro B-spline variantu MKP a diago-

nalizace matice hmotnosti. Po částech spojité trigonometrické spliny.

• R. Kolman, J. Plešek, M. Okrouhĺık, D. Gabriel, Spatial dispersion and attenuation anal-

ysis of B-spline based finite element method in one-dimensional elastic wave propagation.

In preparation.

Děkuji za pozornost.


