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e Siteni elastickych vin v 1D kontinuu
e Pojem disperze

e Metoda koneénych prvki
- Lagrangeovy polynomy - klasicka varianta
- B-spline bazové funkce
e \/ysledky disperzni analyzy
- Vliv stupné splinii
- Vliv poctu Fidicich bodi
- Vliv parametrizace (linearni versus nelinearni)

e Porovnani vysledki disperzni analyzy pro B-spline a klasickou variantu MKP
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Achenbach, J.D. Wave propagation in Elastic Solids. North-Holland Publishing Comp.,
American Elsevier Publishing Comp., Inc., New York, 1973.

Pohybova rovnice - vinova rovnice
Pu  Ou
oz2 "o

E je Youngiiv modul pruznosti, p je hustota.

T € (—00,00), t€(0,00)

Rychlost vin v tyci
Co = V E/p

VInové ¥eSeni — monochromaticka vina
u(z,t) =U expli(kr £ wt)]

Vinova délka, vinové &islo

E=2"
A



INSTITUTE OF THERMOMECHANICS AS CR, v. v.i.

Achenbach, J.D. Wave propagation in Elastic Solids. North-Holland Publishing Comp.,
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Fazova rychlost

W
C = —
k
Grupova rychlost
dw
Cqg = —
7 dk
Disperzni zakon
w = w(k)

Konstantnim E, p odpovida bezdisperzni kontinuum = linearni disperzni zakon
Cc = ¢y = ¢y = const = w=cyk

Diskretizovany systém, disperzni zakon je nelinedrni a obecné plati

w(k") dw (k")
o #+cy) a CQZW#CO

CcC =




Il g

Metoda konec¢nych prvki - 1D
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Spojita Galerkinova aproxima&ni metoda.

Prostorova diskretizace
u(€) = H(§)u®, u®— vektor uzlovych, pop¥. Fidicich hodnot

kde H je matice tvarovych funkci a B je matice derivaci tvarovych funkci.

Pohybova rovnice pro diskretizovany systém

Mi" + Ku" = 0, M:/QHTHdaZ, K:/EBTBdaz
h h

Matice hmotnosti M:
e konzistentni

e diagonalni (lumped mass matrix)
— metoda ¥adkovych souttl (row-sum method)
— kalovaci metoda (HRZ method)
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Klasicka MKP - 1D uloha

Lagrangeovy polynomy

hi (&) = H Sl Vi,jg € {1,2,...,p+ 1}, &—poloha uzlu, rovnom&rné déleni

J7i S~ 33
Vlastnost Lagrangeovych polynomi
hi(&;) = 0ij
Gaussliv-Legendriv kvadraturni vzorec
/ £)d¢ = sz fl £ —integragni body = koteny Legendrovych polynomii P,

& A6Vl €{1,2,...,p+1}, p— stupeii polynomu
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B-spline kfivka

B-spline k¥ivka - parametricky popsdna po &astech spojitd polynomidlni kfivka
stupné p. V uzlovych bodech (v mistech napojeni segmentii) vykazuje C?~! spoji-
tost. Nasobnosti uzlli je mozné ovliviiovat stupen spojitosti.

stupen p = 3, Fidicich bodd n = 10, rovhomérny uzlovy vektor

Zobecnénim B-spline k¥ivek jsou NURBS kFivky - zavedenim vah Fidicich bodi.
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B-spline kfivka

B-spline kfivka je dana vektorovou rovnici
n
C) =) Nip(©)P;
i=1
kde P;, 2 =1,...,n jsou soufad. Ffidicich bodii a [V, jsou bazové fce stupné p.
MozZnosti ovliviiovani tvaru kFivky:
e polohami ¥idicich bodl P;
e stupném k¥ivky p
e uzlovym vektorem = = {1, &, ..., Enipi1 )
Druhy B-spline kfivek:
e otevfend, ukotvena, uzavfena

e uniformni (rovnomérna), neuniformni (rozdil p¥irGstkd parametri)

e aproximacni, interpolaéni
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B-spline varianta MKP - 1D p¥ipad

Piegl, L., Tiller, W. The NURBS Book, 2nd Edition. Springer-Verlag, 1997.

Pro dany uzlovy vektor = = {&1, o, ..., &utpr1} jsou B-spline bazové funkce defi-
novany rekurzivé.

Pro nulty stupeii (p = 0) jsou po &astech konstantni funkce dany
1 jestlize & <& <&

N; = .
0(&) {O jinak
Pro vyssi stupné p = 1,2, 3, ... plati

Ni,p (5) — 5 & @p 1 (5) -+ §i+p+1 _5 Ni—H,p—l (g)

Sy — Eivp— & Sl — G

Aproximace pole posuvii u”" pomoci B—spline bazovych funkci je dano

ZN”’ u?,

kde u?, i =1,2,...,n jsou hodnoty v r|d|C|ch bodech.
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Priklad B-spline bazovych funkci

stupen p = 3, ¥idicich bodi n = 10, rovnomérny uzlovy vektor

1

0.8}

0.6f:
o H

pd

04l i

02f 1§

0 . ;
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zakladni vlastnosti:
e Rozklad jednitky, plati: > " | N; (&) =1
e Mald podpora NN, , a nenulové pouze na intervalu [&;, &1 p+1]
e B-spline bazové funkce jsou nazdporné: N, (&) > 0V¢

o CP7F po ¥astech spojité polynomy, k je stupefi ndsobnosti ¥idiciho bodu
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B-spline varianta MKP - 1D p¥ipad

Aproximované pole posuvli pomoci B-spline miiZze byt ovlivnéno:
e délkou B-spline segmentu (h-refinement)
e stupném splind (p-refinement)
e poctem fidicich bodi (k-refinement)
e polohou Fidicich bodi (linearni versus nelinearni parametrizace)

e nasobnosti uzlu v uzlovém vektoru =

e (" spojitosti mezi B-spline segmenty, m < p — 1 stupeil spojitosti mezi
segmenty

o - control point

m

h C i h
Pi(p.n,U) o PieinU)
T—Q O—0—0O vhiv o—0—© hj o000
(

f
/(X)
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P¥iklad matice tuhosti

Lagrange - p = 2, NELEM = 5, NNOD =11

1 G 3 4 5 6 7 g 9 10 11
i 35343 -40/3 543 ] 0 0 ] 0 1 0 1]
2 -40/3 80/3 -40/3 1] 0 0 1] 1] 0 0 a
3 5/3 -40/3 70/3 -40/3 /3 0 1] 1] 0 0 a
4 I 1] —-40,/3 g80/3 -40/3 0 ] 0 I 0 1]
5 1] 1] 543 -40/3 70/3 -40/3 543 0 0 0 a
6 I 1] 0 ] -40/3 80/3 —-40,/3 0 0 0 1]
7 1] 1] 0 ] 543 -40/3 7073 -40/3 543 0 a
g I 0 ] 0 I 0 -40/3 8073 -40/3 0 a
9 1] 1] 0 0 0 0 543 -40/3 70/3 -40/3 543
10 1] 1] 0 0 1] 1] a 0 -40/3 80/3 -d0/3
11 0 1] 0 0 0 0 0 0 343 -d40/s3 3543

B-spline-p=2,n=11

i 2 3 4 5 6 7 g 9 10 11
1| 14607159 -1030/18% -430/189 0 0 1] 1] 1] 1] 1] 1]
Z| -1030/189| 17457189 -400/189 -5/3 0 0 1] 1] 1] 1] u}
3| -430/18% -400/18% 1775/189 -10/3 -5/3 1] 1] 1] 1] 1] 0
4 0 -5/3 -10/3 10 -10/3 -5/3 0 1 0 0 1}
3 0 0 =573 -10/3 10 -10/3 -5/3 1 0 0 0
5 0 0 0 -3/3 -10/3 10 -10/3 -3/3 0 0 0
7 0 0 0 0 -3/3 -10/3 10 -10/3 -3/3 0 0
g 1] 1] 1] 0 0 -5/3 -10/3 10 -10/3 -5/3 1]
9 1] 1] 0 0 0 0 -5/3 -10/3) 17757189 -400/189| -430/189
10 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] -5/3] -400/189) 17457189 -1030/189
11 0 0 0 0 0 0 I 0 -430/189 -1030/1589%) 1460/189
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Prostorova disperze

Brillouin, L.: Wave Propagation in Periodic Structures.
Dover Publications, Inc., New York 1953.

Pohybova rovnice Loamy ) m pmoy
) 2 \\//\_ﬁ/\ \ﬁ/w/\ N/\ \ﬁ/\
U; = Wy (uj—l — QUj aF ’LLJ'_H)
Regen(

ui(t) = Upe¥ et \// 2

kde v = K +ib, K e< —m,m >

Pro w/wy < 2 - vinové fedeni

K#0ab=0

0 1 2 3 4 0 1 2 3
olo, ol o,

(d)

disperzni vztah w = 2wy [sin(K/2)|

Pro w/wy > 2 - attenuating ¥eZeni

K=mab#0

0 1 2 3
olw,

0 1
Re (y)



INSTITUTE OF THERMOMECHANICS AS CR, v. v.i.

Disperzni analyza

Thompson, L.L., Pinsky, P.M. Complex wavenumber Fourier analysis of the p-version finite
element method. Computational Mechanics, 13(4), 255-275, 1994.

Disperzni vztah
w = w(k")

Predpokladané Yeseni - Fourierova analyza

ui?, _ Aiei(whxi—wt)

Diskrétni vinové &islo
k" = Re )"
Intenzita zeslabovani (attenuation)

b=Imy"

Disperzni chyba
" =w(k") /K", m&tena pomoci ¢"/c,
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Disperzni diagramy - klasicka MKP

Thompson, L.L., Pinsky, P.M.: Complex wavenumber Fourier analysis of the p-version finite
element method. Computational Mechanics, Vol. 13(4), 255-275, 1994.

Linear FE Quadratic FE Cubic FE

4 8 : : | 14
12
3 6 10
& & 8
2 3 s 6f
1 2 4r
2,

% N s % ST son % s man e 5 3

kN h k. h T 0 2 4k-h 62T 8 T

Maximalni disperzni chyba roste se stupném polynomu p.

Existuji optické vétve - vicechmotové soustavy.

Pro vy$si hodnoty p nastava prodlouzeni oblasti dovolenych vinovych délek a frekvenci
s dobrou disperzi.

h je vzdalenost uzli, pop¥. Fidicich bodd.
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B-spline MKP -
homogenni bazové funkce

Hughes T.J.R., Reali A., Sangalli G. Duality and Unified Analysis of Discrete Approximations
in Structural Dynamics and Wave Propagation: Comparison of p-method Finite Elements with
k-method NURBS. Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 197, 4104-4124, 2008.

i 8 classical FE 18 B-spline based FE — homogeneous sh. f.
— p=2 — p=2
1.6 — p=3 1 161 — p=3
p=4 p=4
o — p=5 — p=5
214 ~N 14
co //\ _CO
1.2} /4\ 1.2/
J— i ﬂ — ——
— B 17 i
0.9 : : ‘ ‘ : :
T 1 2 T
0 1 kh~h/p 2 3 0 kh-h/p 3

B-spline varianta MKP s homogennimi bazovymi funkcemi - disperzni chyby klesaji
se stupném splintd oproti klasické MKP.
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B-spline MKP
CY spojitost mezi B-spline segmenty

Disperzni chyby pro rlizny poéet rovnomérné rozloZzenych F¥idicich bodd

a pro uniformni uzlovy vektor

quadratic B-spline based FE cubic B-spline based FE

15 —n=3l — n=4
— n=4 — n=6
1.4+ — n=6 — n=8
n=28 n=10
— n=10 — n=12
1.3r n=12 n=14
Oo n=14 n=16
=12 —n=te
(&)
1.1+
\
1 77__/—}__~__P-—-5M
. ‘ ‘ ‘ ‘ 0.9 ‘ ‘ ‘ ‘
090 10 20kh . h30 40 50 0 10 20kh . h30 40 50

Disperzni chyby s pocet Fidicich bodi klesaji a konverguji k ¥eSeni pro homogenni bazové funkce.
Disperze Lagrangeovych kone&nych prvkii odpovida B-spline prvku s n = p+1 po¢tem rovnomérné

rozloZenych F¥idicich bodl (Bézierliv segment).
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B-spline MKP
CY spojitost mezi B-spline segmenty

Normalizované disperzni k¥ivky

quadratic B-Spline based FE cubic B-Spline based FE

1.5 = 1.5 .
— 3 control points — 4 control points
—— 4 control points — 5 control points
1.47 — 5 control points ~ . 1.4{{ — 6 control points
6 control points 7 control points
—— 7 control points — 8 control points
1.3} 21 control points ‘ 1 1.31 24 control points
o — homogeneous sh. f. o — homogeneous sh. f.
)
=~ 1.2 2450
“o o
1.1 117
1 1 =
0.9 ! L L 0.9 1 | i
0 14 2 3T 0 1 n 2 3T
k- h/(n-1) k- h/(n-1)

B-spline varianta MKP - disperzni chyby pro vysoky pocet ¥idicich bodl konverguji k feSeni
pro homogenni bazové funkce.
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B-spline MKP - C spojitost
linearni parametrizace

Disperzni chyby pro rlizny poéet ¥idicich bodl, kvadraticky B-spline,

linedrni parametrizace - Jacobian J(§) = dg(f) = const., Greville abscissae

quadratic B—spline based FE - lin. param.

1.07

’ 5quadratic B-—spline based FE - lin. param.

R n=3 —n=2
o
| — n=4 ) 1.06[ — n= '
4 0T \ 06 — n-5 Vi
3 — n=6 N | 105 i |
. — n=12 T o — homogeneous sh. f. /
<, '“|l— homogeneous sh. f. / °. ol /
al 102
N
| 1.01+ /
0.9 ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘
0 K" h/(n-1)2 3T 0 " h/(n-1)2 3T

Nejvyssi disperzni vétev vykazuje priblizné konstatnti prib&h disperzniho zdkona, odpovidajici
grupové rychlosti jsou tedy pfiblizné rovny nule.
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B-spline MKP - C spojitost
linear parametrization

Disperzni chyby pro rlizny poéet ¥idicich bodl, kubicky B-spline,

o / / - . d . .
linedrni parametrizace - Jacobian J(§) = g(f) = const., Greville abscissaee
0o cubic B-spline based FE - lin. param. 1 cubic B-spline based FE - lin. param.
. — n=4 : ! ! 05 —— T T ‘ T
| — n=5 —n=5
R 1.04 125
1.8 n=7 | — n=8
=16
o |~ n=8 \\ 108 — n-a2 .
S 1.67 n=16 N Ch /C — homogeneous sh. f
< n =32 L 0 /‘\
(@] ~N
1.47 — homogeneous sh. f LAZTN 1.02]
1.2r 1.01
1‘
I I I 1 I I

Vyskytuji se dvé nejvyssi disperzni vétve s priblizné konstatntim priibéhem disperzniho zakona,
odpovidajici grupové rychlosti jsou tedy pfiblizné rovny nule.
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B-spline MKP -
optimalizace parametrizace

Stanoveni poloh F¥idicich bodi Ize pfeformulovat na optimalizaéni dlohu s cilem
minimalizovat disperzni chyby v celém rozsahu dovolenych vinovych &isel
kM =<0,k >.

> 'max

Optimalizagni dloha: nalézt x%" = arg (min F(xp)), kde F(xp) je cilova funkce.
h
fokma:c ‘Ch(Xp)—CO‘ d/{h
— k/h .

max

Napf. F(xp)

Vypocet cilové funkce F'(xp) je proveden numerickou integraci - lichob&Znikové
pravidlo.

Optimalizaéni metoda - funkce fminsearch v prostfedi Matlab.

Potate¢ni odhad poloh Fidicich bodii x,, je zvolen pro linedrni parametrizaci.
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B-spline MKP - C spojitost
optimalizovana parametrizace

Disperzni diagramy pro n = 21 ¥idicich bodd, kubicky B-spline

0 20

40

60

) 0.5

1
kh

15 2

th/(n-1)

25

12

1,05

1,04

o 1.03

e

1,02

1,01

1,00

0.5

1
kh

15 2 25

th/(n-1)

dx / dg

J=

0.08

0.06

0.04

— dispersion optimal parametrization
— equally spaced control points
— linear parametrization

0.02

1.4

1.2r

/c0
-

Ch

0.8-

0.61

0.4r

0.21

0.2

0.4
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2
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B-spline MKP
CY spojitost mezi B-spline segmenty

Disperzni diagramy pro n = 21 ¥idicich bodi, kubicky B-spline,
porovnani parametrizaci

cubic B—spline based FE - optimal parametrization cubic B-spline based FE — optimal parametrization
2.2 : w 1.05 ‘ \ ‘
— uniformly—spaced — uniformly-spaced
— linear paremetrization — linear paremetrization
21— dispersion optimal param. N — dispersion optimal param.
1.04¢
1.8, B g 4
1.03¢
o~ 1.6¢ 1 )
J:\ _C\
© (3)
1.4- , 1.02r
1.2r
1.01f
N
1 pares_ SN
i i i 1 ‘ i
0 1 2 31T 0 1 2 3 T
K" h/ (n-1) k' Ch/(n-1)

Dovolena numerickd vinové &isla |khh| < (n—2)7. Maximalni disperzni chyba fazové rychlosti je

v

nizsi nez 4% v celém dovoleném frekvenénim pasmu. Nejvyssi disperzni vétev vykazuje p¥iblizn&

~s

konstantni pribéh. Z toho vyplyva nulovd grupova rychlost - rozruch se jiz prostfedim nesifi.
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Conclusions and summary

e Klasické Lagrangeovy koneéné prvky produkuji optické mdédy a faleSné oscilace,
vyskytuji se oblasti mtrvych frekven&nich pasem (band gaps).

e Disperzni chyby MKP pro B-spline bazové funkce s rostoucim stupném kle-
saji. Vyhodn&jdi je vkladat nové ¥idici body nez segmenty s C' spojitosti.
Llepseni disperze lze docilit optimalizovanou nelinearni parametrizaci. Lze
nalézt takovou parametrizaci, 7e vliv C* spojitosti na rozhrani jednotlivych
B-spline segmenti Ize z hlediska disperze eliminovat.

e MKP zaloZend na spline reprezentaci ma velky potencial k Usp&Snému pouZiti
pro numerické feSeni uloh kmitani,Sifeni vin napéfi a razovych vin v télesech.

e Dalsi prace: vhodna &asova schémata pro B-spline variantu MKP a diago-
nalizace matice hmotnosti. Po ¢astech spojité trigonometrické spliny.

® R. Kolman, J. Plesek, M. Okrouhlik, D. Gabriel, Spatial dispersion and attenuation anal-
ysis of B-spline based finite element method in one-dimensional elastic wave propagation.

In preparation.

Dékuji za pozornost.



