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Na někelika elementárních úlohách • vzáJemn4m d.tyku nosníkO 8 • nosnťku

na pružném podkladu se ukazují zvláštnosti ~elení kontaktních Ú18h e uvádí se
z metodickáho hlediska jejich tfídění. Základem feAení obecnfch úloh o kontaktu
pru~ných těles je Papkovičov8 - Neuberova metoda, úspěěně eplikovan' zejmána
v prostorových dlohách teorie prulnosti. Ukazuje se, le prostorová Hertzova
úloha o dotyku těles je paradoxně jednodušěí nei obdobná úloha rovinná. ~eAení

rovinný~h úloh vych'zť z rovnic Kolosovových - Muscheliěvi11ho. Obi metody se
podrobně odvozují. Kromě klasická Hertsovy teorie se probír~ taká Štajermanov8
teorie o dotyku těles vyěAího ne! druA'ho ~ádu.

V další části se probírá vliv smykováho tření. Na jednoduchém příkladu se
vysvětluje variační formulace kontaktních úloh 8 taká vyulit1 metody'konečných

prvkO k řeěení obecného dotyku těles se t~ením.

Uvádijí se příklady kontaktníc~ úloh o deskách a skofep1nách 8 o vzájemnám
pdsobení !ebra 8 desky. Podrobně se probírá teorie lisovaných, resp_ za tepla
sestavených spojd s přesahem poloměrd dotykových ploch, vliv nerovDQstí povrchO
Da pfedpětí těchto spojd a rdzn' p~íč1ny neshod 8 Lamáho elementární teorií.
Vysvětlují se příčiny neline~rity deformační charakteristiky těchto spoJd
a vznik vnitfního útlumu v nich při dynamickám nemáh'ní. Probírá se i vliv
plastických deformací ne jejich napjatost ~ př~tvoření.

Text je doplněn řeěenými příklady 8 více nei ěedeeáti odkazy na odbornou
literaturu.
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"Prosím, kde mám začít, Vaěe Veličen­

stvo?" zeptal se. "Začni na začátku",

~ekl Král velmi vážně, "a pokračuj,

až dojdeě na konec. Pak přestaň."

(Lewis Carroll, Alenka v říAi divQ)

Tímto roztomilým citátem začíná G. M. L. Gladwel1 svá pojednání o kontakt­
ních úlohách v klasická teorii pružnosti. Naznačuje tím, !e poví čt~nát1 věech­

no, co potřebuje vědět, aby mohl číst text s plným porozuměníms Není to věak

žádné snadné čtení, zejména ne pro toho, kdo nemá dostatečné znalosti teorie
komplexní proměnné a teorie 1ntegrá~ních transformací.

Kontaktní úlohy jsou bohu!el matematicky velmi náročná. Mnoho z nich patří

mezi tzv-. nekorektní úlohy, II n1chl stačí malá změna zadání k tomu, aby se ře­

ěení podstatně změnilo. Oblast dotyku nebývá vždy stálá ani předem známá a v ně­

kterých případech se dokonce během zatěžování nespojitě mění. Situace se jeětě

více zkomplikuje, uvalujeme-li tření. Okrajová podmínky pro řešení soustav
parciálních diferenciálních rovnic pak často závisí nejen ne výsledku feěení,

ale i na prOběhu zatěiování. Přitom jde o úlohy velmi důležité, bez nich! nelze
plně pochopit vzájemná silové pdsobení těles a posoudit mo~nost vzniku než dou­
cích poruch v povrchových vrstvách těles.

Zatlačujeme-li např. kuličku do pružného tělesa, dot~kaji se tělesa jen
v jednom bodě (za předpokladu dokonale hladkých ploch o rOzných křivostech),

pak se však vytvoří malá dotyková plocha, jejíž velikost je závislá na velikosti
pdsobíci síly. Případ se dále zkomplikuje, uvažujeme-li t~ení mezi tělesy. Pak
na ěásti dotykové plochy vznikne dokonalá adheze, na jiné části relativní smyk.
P~edst8vme si třeba zalisovemw čep namáhaný ohybem. Kromě uvedených dvou částí

dotykové plochy mO!e vzniknout jeětě část třetí, v níž se dotyk úplně uvolní.
Mění-li se zatíženi čepu, mění se 1 velikost těchto tří částí. Měni se obecně

i velikost a smysl smykových napětí vzniklých třenim, nebot- se změní rozdělení

tlaku v dotykové ploše a mňže se změnit i smysl relativního pohybu obou povrchň

(v té části, kde není dokonalá adheze). Již z těchto několika poznámek je zřejmé,

v čem spočívá obtížnost úlohy.

Vnucuje se otázka, jaký význam má teto teorie pro technickou praxi. V oboru
stavebnictví jde především o zakládání stavebe Otázka vzájemného působení zákla­
dd a horninového podloží je jednou z typických úloh o dotyku těles a o silovém
pOsobení mezi nimi. Ve strojnictví jde předevěím o lisované spoje a o dotyk
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těles s rdzně zak~ivenými povrchy. P~ipomeňme např. dotyk kola s kolejnicí,
valivá i kluzná ložiska. Často se mezi kontaktní úlohy ~~dí i nosník ne pružném
podkladu, dotyk mezi kalandrovými a jinými válci pracovních strojd atd.

Klasická řešení kontaktních úlon vycházejí z předpokladu, že tělesa mají
dokonale hladký povrch. Skutečný povrch těles je však vždy více nebo máně drsný.
Tělesa se dotýkají ne drobných ploškách mikroskopických nerovností; vyvýšená
místa se přitom omačkávají, plasticky deformují nebo ulamují. V některých úlo­
hách nelze tyto jevy zanedbat. Například přesah poloměrd ve spojích vytvořených

sevřením (lisováním nebo sestavením zatepla) se omačkáním, popř. otěrem zmenšu­
je. Efektivní velikost tohoto p~eaahu je tedy vždy meněí než ta, kterou zjistí­
me před montáží spoje měřením obou spojovaných částí. ~nosnost tohoto sevření

závisí - pokud není silový přenos zabezpečen jinak - na tlaku a na součiniteli

adheze v dotyková ploše. Je zřejmá, že kontaktní úlohy tohoto typu jsou hra­
ničním vědním oborem mezi teorií elasticity, popř. plasticity, a tribologií.

V tomto semináři se pokusíme odvodit, nebo alespoň citovat výsledky dóle­
žitá pro aplikace ve stavbě strojd. Některá odvození uvedeme podrobně, v ji­
ných případech odkážeme na literaturu. Budeme se snažit, a~y obtížnější text
byl vystřídán snadno pochopitelnými elementárními příklady. Snad tím vyhovíme
róznorodým požadavkóm čtenářó, a tak snáze udržíme jejich pozornost.
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1. Nf:K:OLD: ELEMENTJťRNtCH P}itKLADŮ
lN

F

o kontaktních úlohách mdžeme hovořit i u některých problémd z teorie nosní­
kd, které nyní uvedeme. Ukáží se na nich charakteristické vlastnosti kontaktních
úloh, ačkoli matematické prostředky k jejich řeěení jsou velmi jednoduché.

Uvažujme nejprve o nosníku délky l , který je prizmatický, homogenní, do­
konale elastický a který spočívá na Winklerově pružném podkladu. Je ~atížen

uprostřed osamělou silou podle obr. 1. Předpokládáme, že prdřez nosníku je sou­
měrný k rovině nákresny (x ,1.. ),

takže vzniká rovinný ohyb. Diferen­
ciální rovnice ohybové čáry nosníku
na pružném podkladu je

-(l"
W(1() ~e (C~CQ.)~X~C14~~"')r (1.3)

+e~x tC3 C():j~;< +C46ěM.- ~)()

První dvě vyplývají ze symetrie. Tře­

tí podmínka vyjadřuje vymizení ohybo­
vého momentu a čtvrtá vymizení posou­
vající síly na volném konci nosníku.
Řeěení rovnice (1.1) má, jak známo,
tvar

(1.2 )

(1.1)

W'(O) -: 0,

l
W11 ( T} = OI

Zde EJ je ohybová tuhost, k: modul
podkladu. Síla F pdsobí v bodě

1" = O~ Definiční obor je - II '1. ; )( :S::­

.lIZ. Vzhledem k souměrnosti stačí

řeěit jen pravou polovinu nosníku
(obr. 2) zatíženou silou F/z a dvojicí

MlO). Okrajové podmínky jsou

F
W'It(o) -= 2.EJ

Wltl( i 1 :: O

x
/

z

OBR.1

.E
MIO)(

2
X

/

l/2

Z

OBR. 2

kde

(1.4)
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je charakteristická konstanta diferenciálni rovnice (1.1). Po delěim výpočtu

dostan'eme tyto prdhyby v bodech )( = O, resp. )( =ll'1-

fA Co3 h(!> t + ~J1,l +2-
kilO) :; .:J::. (1.5)

2~ ,dtft1.-n 13e+li/l'V/!>t

Výraz (1.5) je v~dy kladný, ale výraz (1.6) mění při ~t. ~

Ohybový moment uprostřed nosníku vyjde
znaménko. JI

)

(1.6)

M(o) .~

auh{!J l-cm(Jt
,ilht.hj!t ".~~ l

Představme si nyni, že nosnik ne podkladu volně spočivá, takže se mezi podkladem
a nosníkem md~e přenést pouze tlaková (měrná) síla. To znamená, že nosnik mdže
od podkladu odlehnout; v tom případě je nutná na. příslušném intervalu dosadit do
diferenciální rovnice (1.1) k = O. Je-li nosník kratší než t ~ 1t:I ť-J ,pak
k odlehnuti nedojde a platí dosavadni řeěení. Jé-li však e > K/~ ,pak nosník
odlehne na obou koncích v délce (lI'l. -X}'l.fi' ) (obr. ). Velikost tohoto odleh-

/

x

r/2~
~--

l/2

z

OBR.3

1T12

l/2

JI Pro velká ~):. by se měnilo znaménko při každém lichém násobku X' •
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nutí závisí jen na veličinách p> , t , nikoli na zatížení F" • PH jakémkoli r
tedy nosník odlehne stejně. Odlehnuté části nosníku nejsou zatíženy a zůstanou

přímé. Dotyková plocha(v daném případ~ úsečka)ee mění skokem z délky ť na dél­
ku ~/~ < t . Protože se zmeněuje, když zatížení začne působit, jde o kontaktní
úlohu s ustupujícím dotykem. Je-li t ~ rci fJJ a k odlehnutí nedochází, je do­
tyková plocha stejná jako na počátku (délka t ), takže jde o úlohu se stacionár­
ním dotykem.

Zvolme nyní jinou úlohu. Na rovnou absolutně tuhou podložku budeme silami
F přitlačovat štíhlý prut B malou prvotní křivof!tí 1/,.. • To znamená, že
r ~>.e ,kde 2l je délka prutu (obr. 4). Prut se bude působením silFpostup­

ně narovnávat.

x

Je zřejmé, že dokud jsou
síly F nulové, dotýká se
prut podložky teoreticky jen
v bodě x = O. Pro F > O
bude interval dotyku -c ~X~C,

přičemž O< C, < t . Na tomto
intervalu bude křivost nulová.
Prot9že ohybový moment je
úměrný změně křivosti nosníku,
bude

F

z
F

(1.8)

R c

z

c R

x ne intervalu -c. ~ X -: C
Je-li ohybový moment konstantní,
vymizí posouvající síla T
i reakce q. přenášená z pod­
ložky, neboi

DBR.4
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dM
T:= a.1.. (1.9)

Tyto vztahy vyplývejí z po!edavku rovnováhy elementu nosníku o dálce dx •
Ne uvedenám intervalu vznik' tedy čistý ohyb s ohybovým momentem (1.8).

Aby mohl nastat, musí se do prutu přen~st v bodě X:: C ,resp. X -= - e ,

osamělá reakce R ~ P směfující vzhOru. Tyto dvě osaměl' reakce vytvoří spo­
lu ee silami F silové dvojice.

Je jisti zvláštní, že se reakce z podlofky soustře~uje do pouhých dvou bo-
dO, ačkoli se prut dotýk' podlolky Da délce !lc > O • Je to zpOsobeno ideali-
zaci. Pfedpokládáme ohebný prut, u něhož se prOřezy posouvají 8 otáčejí, ale
nedeformu.jí se. O podlolce předpokládáme, že je absolutně tuhá. Kdybychom tyto
předpoklady zmírnili, ukázalo by se, le se siloV1 přenos děje na konečném inter­
valu, avšak s velkou koncentrací napjatosti v okolí uvedených dvou bodo. ( X :- tC ).
Výpočet by se však stal značně 81olitým.

Vzhledem k souměrnosti stačí, budeme-li se nadále zabývat jen pravou polo­
vinou prutu. Ohybový moment v intervalu C ~ X :S e, je

8 diferenciální rovnice ohybov~ čáry je

= f- (i-xl - ~EJ r

Poslední člen v této rovnici představuje počáteaní křivost prutu. X
)

(1.10)

(1.11)

Z podmíDky spojitosti ohybov~ho momentu v bodě

M (e) :: - F(l-c.) : - E::t ~

8 tedy

dostaneme

(1.12 )

(1.13)

Je zřejmá, že k úpln~mu narovnání celáho prutu nemOže dojít, proto~e podm1nka
C =- e dává F -+ DO • Musila by tedy pOsobit nekonečně ve k' si 8. Pro-

to bude vždy C < rl • To ověem platí jen za uvedených předpokladO pro pruln$
prut. Ve skutečnosti nemdle být ~ádný prut "donekonečna" pru!iV. II

)

x) Kdyl F = 0, je cJ1WIt:ix2-:::-1/r • Je to linearizovaný výraz pro kfivost kte­
rý platí, pokud IdWjdxl1.«(,1.

H) A ověem ani elementární teorie ohybu, tj. rovnice (1.11), nebude pfi velkém P
platit.
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musí síla F vyhov~t nerovnosti

(1.14)

Není-li tato nerovnost splněna, dotýká se prut pod1o!ky pouze v bodě X=O
dotyk je stacionární. Jakmile je podmínka (1.14) splněna, bude se interval do­
tyku s rostoucí silou zvětěovat.

Platí-li nerovnost (1.14), dostaneme na intervalu C"::; X ~ t
ci rovnice (1.11) postupně

F -f -' "W' (X) : EJ l eX - li." x'-; - 7' x + C1

Okrajové podmínky jsou

integra-

(1.15)

(1.16)

Odtud vypočteme

,,vI(c) ..... O) W(c) =-0 (1.17)

{1.18)

( 1.19)

Tyto konstanty dosadíme do rovnice (1.16). Zároveň dosadíme i za křivost 1/r
z rovnice (1.12) výraz

1
r

F( e-c)
E3

(1.20)

Pro C S x. ~ l , F> E::J/tr vyjde popsaným zpllsobem

F
W • - (; E' (X- c)3

- II -
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Pr6hyb je sáporn$, nebot smě~uje proti kladná
konce prutu od P<>Clo!ty [ , tj. dosedíme-li
tuto det'orlllační cherekterietiku:

oee Z • OznačÍllle-li

.-,wle)' (obr. 4),
vzdálenost
budeme m:tt

(l) pro F ~ EJI (~ , ~. O

r (' Fl', - --
'1~ OEJ

(2) pro F:> E J Il~ , O<~<e

& F f 3 F EJ 3
= ,.,1 c\. 'EJ l F~ )

(1.Z2)

(1.2)

8 tedy

ó=
(1.24)

Deformační charakteristika Je zakreslena echemsUcky na obr. 5. Část (1) Je 11-

~ .+-----"~
<D-"L

EJ/lr

I2)
F

OBR. 5

neární. POllUV konce prutu je dměr1\1 e1le F 8 dotyk je et8cionirní ( (, = O).
Část (2) Je nelineární e dotyk postupující (e rostoucím F roete 1 C ). Jde tedy

o kontsktn! dlohu, u ní! lze zatěžování rozdělit na dvě táze. První féze se ete­
cionllrn1.m dotykem p!'eJde 8 rOBtoucí 8110u F do druh~ téze 8 postupujícím dotykem.
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II
."
~C /

l

Uvedeme nyní dalěí ólohu. P~jde o dva nosníky z téhož materiálu, s týmž
prl1řElzem, které spočívají na sobě bez v~e a bez tření; Horn:ť nosník je o něco

delěí než spodní ( l > C , obr. 6). Na volném konci je zatHen silou F • Pravé
konce obou nosník~ jsou dokonale
vetknuté. Ptáme se, jaké bude jejich

X v~ájemné p~sobení, jak se budou de­
formovat a jak budou namáhány.

Jsou dvě možnosti. Bu~ bude
přenos síly mezi nimi spojitý, pak se
budou oba nosníky dotýkat na konečném

intervalu. Nebo se od sebe oddělí

bdk
a přenos síly se uskuteční jen mezi

F . R ~ hranou spodního nosníku a horním nos-
--=: . níkem. Kdyby platil prvý předpoklad,

tj. kdyby se nosníky dotýkaly lícní­
mi povrchy, měly by v daném míat6 X

OBR.6 stejný pr~yb i stejnou křivost

ll-c ~x ~ ť). Protože křivost je
áměrná ohybovému momentu a konstanta
óměrnosti se rovná 1/EJ
(je stejná u obou nOBník~), musily by

mít oba nosníky také stejný ohybový moment. Avěak v bodě )( = l-c bude v hor­
ním nosníku M::.- F( t-c.) ,kdežto v dolním bude t1 = O. První předpoklad tedy
nem~že platit. Oba nosníky se budou v tomt~ mfstě dotýkat pouze hranou; přenese

s e tam reakce R • Z podmínky, že pr~yb obou nosník\l musí být v bodě X::. .f.- C
společný, dostaneme (obr. 7)

f ,... 11,).oj 3 " 3
[F(-c).C T +- ~ Fc.c..""'5" - 3 R.c = "3 Rc.

Člen v hranaté závorce představuje EJ -násobek pr~ybu, který v bodě X-= l-c.
vyvolá v horním nosníku pouhá síla F • Druhý člen představuje nadlehčení si­
lou ~ • Na levé straně (1.25) tedy máme celkový pr~yb horního nosníku v bodě

'Á :lil l- c ,násobený ohybovou tuhostí. Je to statický moment vyěrafované části

momentové plochy k svislici o ósečce l- Co •x) Pr~yb spodn:ťho nosn:ťku je
v tomto místě stejný jako pr~b horního nosníku. Z rovnice (1.25) vypočteme

reakci R • Vyjde

)

.-i t·R.=--F(S--1)4- c,.

x) Jde o trojóhelník a lichoběžník navzájem opačných znamének.

- 13 -
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OBR. 7

F

-tl
R ..........

tl .1.
... .........

o::: ll.......~

~~
.........

tl
............ ll.. -

.....

l- c c

Kontrolou správnosti zde m~že být,
že pro -f.=c, mul!li vyjit R -=F/'l.
V tom př1padě jsou totiž oba nosn1­
ky stejně dlouhé, takže mUB1 být
namáhény stejně. Pro -l >' C je
však vždy R,. F('1. •

Průhyb volného konce horn1ho
nosn:!ku je

Ft3 ~ 1 ~
~ -:: 3EJ - EJ T Rc.c (t-J"C) '"

(1.27)

Když sem dosad1me z rovnice (1.26),
vyjde po úpravě

(1.28)

Pro t 1:. C mus:! vyj1t 6:, Fť'3l , foJ • To skutečně vycház:!.

Je zřejmé, že se v tomto př:!padě oba nosn:!ky dotýkaj~ po celé délce jen
při nulovém zat:!žen1 (obr. 6 nahoře). Jakmile začn~ s1la F p~sobit, nosn:íky se
v celé délce odděl:! a dotýkaj:! se už jen v bodech )(. = t-c, , popř. X = t.
Prakticky jde tedy o úlohu se stacionárn:!m dotykem, při n:!ž je podle (1.28) prů­

hyb př1mo úměrný s1le F .H) Zahrneme-li do svých úvah i počátečn:! stav, kdy se
oba nosn:!ky dotýkaj:! v délce ( , m~žeme považovat daný problém za úlohu s ustu­
puj:!c:!m dotykem. Oblast dotyku se přitom na počátku zatěžován:! nespojitě změn:!

a pak z~stává stálá. Mezi deformac:!, popř. namáhán:!m, a zatěžuj1c:! silou F
plat:! př:!má úměrnost. V kontaktních úlohách s postupujíc:!m dotykem tato věta

neplat:!.

Uvažujme nyn1 o př:!pedu dlouhé a ětíhlé pružné tyče, která spoč:!vá na tuhé
vodorovné podložce e je zatižena vlastní t:!hou. Do jej:!ho levého konce polož:!me
počátek pravotočivého systému kartézských souřadnic tak, že OSa X směřuje

vose tyče vpravo a Osa 2 dolů. Osa y tedy směřuje vodorovně před nákresnu.
Levý konec tyče nyn:! pozvedneme silou F do malé výšky ~ nad úroveň podložky

H) Dotyk v bodě X -::: t -(j by vymizel, kdyby se změnil smysl síly F • To však
nepředpokládáme.

- 14 -



(obr. 8). Ptáme se, jaká bude deformace a jaká bude nem~ání tyče. Budeme před-

F

x

z

c l-c

OBR.8

pokládat, že tyč se ohne v rovině (X, Z ) a že se přitom nebude zkrucovat.
Je-li tyč homogenní a izotropní, což budeme předpokládat, pak stačí, aby rovina
( )(, z. ) byla rovinou souměrnosti.

Proto~e próhyb b levého konce je velmi malý, budeme moci použít elemen­
tární teorie nosníkd a linearizovaný výraz pro.křivost ohybové čáry

Protole r -= EJ I Mlx)

1
r

je diferenciální rovnice ohybová čáry

l'" (l()
-= ---

EJ

(1.29)

(1.30)

Zde Ml~) je ohybový moment v místě X (kladný, pósobí-li tah ve spodním vlákni),
EJ ohybová tuhost, J kvadratický moment (moment setrvačnoeti) prdřezové plochy

k centrální ose rovnoběžné s oeou y a r je poloměr kfivosti (kladný, lelí-li
střed křivosti nad osou úseček).

Definiční oblast O-.:= X ~ e. musíme rozdělit na dvě části. V první části
O == X <. O odlehne nosník (tyč) od podložky a zakřiví se. V druhé části

C < X s t bude nosník přímý ( lIr = O), takže v něm nebude pósobit Udný
ohybový'moment. Podle (1.9) tam nebude pdsobit ani posouvající síla a také výsled­
né délkové (měrné) zatížení tf tam bude nŮlově. Reakc~ podložky 'IR tedy mus:í
být právě rovna opačné hodnotě délkového zatížení Cf, -= f' S vlastní tíhou. Zde

~ je huetota, 'J- tíhové zrychlení a S prdřez tyče. V druhé části nosníku

- 15 -



tedy bude

(1.31)

Jak ee prohne a jak bude namáh'na prvni část nosniku? Ohybov! moment pro

O < X <. C zřejmě bude

(1.32 )

Tento ohybový moment musi v bodě X ~ C vymizet. Protože tam nepósobi !ádný
osamělý moment (žádná silová dvojice), musi být funkce ~1(~) na celém defi­

ničnim intervalu spojitá. Bude proto

(1.33)

Protože L + O, móžeme rovnici (1.33) krátit. Vyjde

(1.34)

Poeouvajici sila vyjde z rovnic (1.9) a (1.32) takto

(1.35)

Jeji stejnou velikost dostaneme i metodou myěleného řezu. Pro )(.::: Co vyjde
z rovnice (1.35)

T (cl (1.36)

Protože se v uvažovaném intervalu nosnik podložky nedotýká, je ~ ll. = O

a <tF:::- 'f . Próběh T(x) , popř. M(x), je zakreslen na obr. 9. Je zřejmé, že
se v bodě X =C posouvaj:!ci sila T nespojitě měni o hodnotu

V tomto bodě se tedy muei na nosn:!k přenáěet z podložky osamělá sila R~ q.c/2. :=

::: CýF C /2.. • Rovnice (1.35) proto plati jen v otevřeném intervalu 0<: X< c .
V bodech 'l<.. = O, resp. )( =e , se posouva#ci sila měni skokem o hodnotu 'fc/t.
Próběh namáháni nosniku je tedy tento:

- 16 -



o < X <. C C < X ~l

q, ::qt=~~~.s

T -= i ~F (C-2.X)
1

f1 ,. ~ qF ll. (/:-)(.)

Cf-::: qF ~C?R. -= O

T ~ O

M=o

F

T

R

x

Známe-li namáhání Mlx), mOžeme
z rovnice (1.30) vypočítat i de­
formace. Zdálo by se, že je tím
~loh8 vy~eěen8. Zapomínáme, že
dosud neznáme úsečku C. Víme
o ní jen, !e je vázána se silou F
rovnicí (1.34). Sílu F věak tak~

neznáme.

Budeme úlohu řeěit tak,
jako bychom úsečku C znali. Do­

sazením (1.32) do (1.30) dosta­
neme

Integrací vyjde

(1.38)

(1.39)
_ _ '1-F (.!..-. 1.. 1 3 "
- 2EJ Q. Cll. - T x. t ( 1 )

') dwW (x = -d -=
X

x

l- c

OBR. 9

c

M

(1.40)

Okrajová podmínky jsou

W(o) ~ - ~ (1.41)

W'(c) ~ O, W(c) :: O (1.42 )
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Z podmínek (1.42) dostaneme

1C - - tY-/. 1'1. (1.43 )

Bude tedy

w(X) - (1.44 )

Z podmínky (1.41) vyjde konečně

c. (1.45)

Řešení platí, pokud je C< ť • Proto musi být

b < (1.46)

Není-li podmínka (1.46) splněna, zvedne se celá tyč a zóstane opřena jen
o pravý konec.

Všimněme si některých avl'štností této úlohy. Dokud je r =O, dotýká se
tyč podlo~ky v celé délce a neoh$bá se. Reakce přenášená z podlo~ky je rovnoměr­

n'. Jakmile konec tyče zvedneme tak, aby O< 6 <. b1 , omezí se kontakt s pod­
lo~kou na d~lku ~-c • Ta bude tím kratší, čím bude t ,resp. F , větší. Mezi
posuvem ~ a silou F neni přímá Ú1D41!rnost, přesťože pro materiál platí Hookeóv
zákon a posuvy jeou malé. Podle (1.34) a (1.45) soudíme, h

F -= kon~t-. Vf (1.47)

takže charakteristika F = F(b) je silně nelineární (obr. 10). S rostoucím F
se interval dotyku zmenšuje. Zdálo by se
tedy logické, kdybychom tuto fázi zatě­

~ování ( O< S' <. 01 ) zai"adili mezi kon-
F taktní úlohy s ustupujícím dotykem. Avšak

toto rozdělení kontaktních úloh má smysl
jen tehdy, mění-li se v~echny síly úměr­

ně tému~ parametru. Kdyby se síla tíle
C1-F měnila úměrně se 3 ilou F , byl. by

podíl Fl q,F konstantní a podle (1.34)
by byla konstantní i úsečka C • Šlo by
pak skutečně o úlohu s ustupujícím doty­
kem, pro kterou Je charakteristické, že
se oblast dotyku mění se zatížením neepo-

OBR. 10 jitě a pak zóstává konstantní.
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Uvedeme jeětě jednu podobnou úlohu. Na obr. II je znázorněn ohyb nosníku,

-Il/2

F

l/2

r«.
r-
I

Nt"iit.7l1.i~~
"'"ij ~~:::::=:~

'-

OBR. 11

který je polo~en přes dva sudy (válce o poloměru r ) 8 uprostřed zatí~en si­
lou f • JestlUe se síla F zvětěuje, zkracuje se pole nosníku o délku 2rt:i •
To platí za předpokladu, ~e úhel cl... je malý•.Najdeme jej z podmínky, !e sklon
nosníku v bodech dotyku je právě roven ti-. Vyjde

F ( e- 'l.~)'1.

rJ.... .. 1Ci EJ (1. 48 )

To je kvadratická rovnice pro úhel ~ , její! řeěení je

2.l EJ

Fr 3
(1.49)

Kladné znaménko odmocniny nevyhovuje, nebo{ pro eLmF~o musí vyjít
.ťi.rnd.. - Fi'l/i' EJ • Rovnice (1.49) se k numerickému výpočtu moc nehodí,
je-li F malé (odečítají se velká čísla a pf'esnost se zhorěuje). S pouUtím bi­
nomické věty dostaneme vhodnější tvar (stále za předpokladu, !e ~ je malé)

F.(1. Flr
o/. ~ .. 1t EJ (1 -' '-tfJ) (1.50)
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(1. 51)2..
5 -= F( l-2ro')3 fo

ItB EJ

dostaneme pro prOhyb uproBt~ed nosníku rovnici

rol...'l.

Máme-li úhel o(.

Je z~ejmé, ~e závislost b: b(F) je nelineární a že próhyb roste pomaleji
než síla F .

Jak máme tuto úlohu podle obr. II za~adit mezi kontaktní úlohy? Dotyková
oblast se omezuje na pouhé dva body (což je dfisledek idealizace, ve skutečnosti

pójde o malě ploěky). Poloha těchto bodfi se věak se zatížením mění. Jestliže
oblast dotyku p~i rostoucím zatížení p~stane být podmno~inou póvodní oblasti
dotyku. ~adíme takový p~ípad v~dy mezi úlohy a postupujícím dotykem. Tak je tomu
i v tomto pHpadě. Závislost b (F) je nelineární.

Diskuse

Rozdělení úloh o dotyku těles na úlohy s ustupujícím, stacionárním nebo
postupujícím dotykem je dóležité z metodickěho hlediska. Zavedli je Dundurs
a Stippes /10/. Uvedli p~íklady, které jsou znázorněny na obr. 12. ~ípad (a)

/

(a J ( b J ( c )

-- -- ..- -- ---- 4- -- -- --- - -oC- ---... - -4- -- - - ---- - --- -- -- --- -- -- --- -- --
(d ) (e) ( f )

OBR.12

- 20 -



p~edstavuje nosník spočívající na pru~né polorovině. Je analogický s p~ípadem

znázorněn!m na obr. 1. Rozdíl je v tom, že na obr. 1 byl nosník na Winklerově

pružn~m podkladu, u něhož je prdhyb úměrn$ reakci podkladu v daném mistě; na
deformaci v ostatních místech p~itom nezáleží a napjatost podkladu se nezkoumá.
Na obr. 12 (a) jde o pružnou polorovinu, která je pak ve stavu rovinné napjatosti.
V obou případech dojde - je-li nosník dost ětíhlý a dlouhý - ke stejnému jevu:
ve střední části se nosník prohne směrem dolO, na koncích se věak nosník od pod­
lo~ky oddělí a jeho konce se zvednou. Oblast dotyku se zmeněí, a to nespojitě

(srov. s obr. 3). Jde tedy o úlohu s ustupujícím dotykem. Je-li do pružné polo­
roviny zatlačován tuhý nebo pružni blok [obr. 12 (b)], je dotyk stacionární.
V případě podle obr. 12 (c) je dolní plocha takového bloku (razníku) válcová.
Je to případ kontaktní úlohy e postupujícím dotykem. Obr. 12 (d) představuje

hladkou kruhovou inkluzi v kruhovém otvoru pružné roviny namáhané tahem. M~žeme

si představit, že do otvoru ve stěně je bez vdle a bez tření vložen čep. Má p~es­

ně stejn! poloměr jako otvor. Při zatížení stěny tahem se dotyk omezí jen na
blízk~ okolí bod~, v nichž je tečna rovnoběžná s vektorem napětí pdsobícím ve
vzdáleDtch místech roviny. V ostatních místech se vytvo~í srpovitá mezera. Jde
o kontaktní úlohu s ustupujícím dotykem. Jestliže odejmeme z inkluze, popř.

z čepu, materiál ve tvaru úseče tak, aQychom odňali část, kde se dotyk uvolňuje

~obr. 12 (e)J, bude dotyk stacionární. Na obr. 12 (f) ·je do otvoru ve stěně vlo­
žen eliptický čep, který se otvoru dotýká jen ve dvou bodech (přesněji řečeno

v úsečkách kolmých k nákresně, kter~ se promítají do dvou bod~). Při zatěžování

se dotyková oblast zvětšuje, je to tedy kontak~ní úloha s postupujícím dotykem.

Ve všech dosud probran!ch p~padech se ukázalo, že při proporcionálním za­
těžování je mezi deformacemi, popř. napětím, a zatížením přímá úměrnost jen
tehdy, jde-li o úlohy s ustupujícím nebo se stacionárním dotYkem.·) Jde-li
o ustupující dotyk, změní se dotyková oblast nespojitě, z~stane podmnožinou p~­

vodní dotykové oblasti a dál se nemění.

OBR.13

F>~

.-.-,.-"----X

O postupujícím dotyku hovoříme tehdy,
zvětšuje-li se oblast dotyku nebo přemísti-li

se tak, že překročí hranice pdvodní oblasti
dotyku (obr. 13). Pro úlohy a postupujícím
dotykem dostáváme vždy nelineární závislost
mezi deformacemi, pop~. napětím, a p~sobícím

zatížením. Proto nelze použít princip super­
pozice (dvakrát větší zatížení nevyvolá
dvakrát větší posuvy).

Tyto poznatky jsme získali zobecněním

zkušeností nabytých řešením několika jedno­
duchých přík1ad~. DOkazy se najdou v lit.
/10/, /15/.------------------.) Tato přímá úměrnost jeětě neznamená, že platí princip superpozice. K tomu

by bylo nutné, aby oblast dotyku byla stejná pro věechny superponované stavy.
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2. NAVIEROVY-LA.mHO ROVNICE

K feěení kontaktních úloh je tfeba znát metody feěení prostorových úloh
teorie pru~nosti; s rovinnými úlohami nevystačíme. Pro ideálně pru~né těleso

máme k dispozici tfi diferenciální rovnice rovnováhy, ěeet Cauchyho kinematic­
kých vztahd mezi posuvy a poměrnými deformacemi a ěeet konstitutivních rovnic
pfedstavujících zobecněný Hookedv zákon. Je to celkem patnáct simultánních rov­
nic pro patnáct neznámých funkcí (tfi slo~ky posuvd, ěest složek poměrných de­
formací a ěest složek napjatosti).

Zvolíme kartézskou soustavu souřadnic 'X, , X'2. , X'\ a z tělesa uvolníme ne­
konečně malý kvádr o hranách dx~ , dx2 , aA3 (obr. 14). Sečteme věechny složky

X2

a6Z16
21

+ dX1axz

8611N
dX

1611
x 611 + a-"O X1

a03f
fjJ1 + -a- dXJ X1x3

621
x.3

OBR. 14

sil pdsobících ve směru osy X1 • Na levou stěnu o p10ěe dx~dx3 pdsobí v uvede­
ném směru napětí 6"11 a síla 6'11 d.x.2,d.xJ • Na pravou stěnu o t4~e ploše pósobi sí­
la [G"'11 t(~6'1110)l.1)dxlld~d)(3a rozdíl obou je (~611/~"1)d)(1d)('Ldx3' Podobně
na zadní stěnu o p10ěe dX1 dx,!- pOsobí vlevo síla 10.31 dX1 d>l.L a na pfední etěnu

vpravo síla [<oJ1t(16'31/"I)(31dX.3]dx1dx1.. Rozdíl obou je (8(1:J1/1x3)dx1cJx'!.dx3'
Obdobně vypočteme i rozdíl sil pósobících vpravo a vlevo na spodní, resp. na hor­
ní stěnu elementu. Vyjde (06'2daXl)dX1tÚ"dx3 • Kromě toho bude vpravo pósobit
objemová síla X1 dXf dJ(2. dJ(3 • Celkem tedy bude - po krácení činitelem

( c(X1 d)('1. d -\'.,3) - rovnice rovnováhy
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(2.1)

Zám~nou indexd v pO~8dí 1-2-3-1 (tzv. cyklickou záměnou) dostaneme i další dvě

rovnice pro síly pdsobící ve směru )(2-, popf'. )(3

(2.3)

Tyto rovnice lze zapsat stručněji, ~u!ijeme-li pravidel tenzorov~ algebry
a Einsteinova součtováho pravidla /20/. Podle indexd, která se v danám členu

opakuj! právě dvakrát, sčítá se od 1 do 3. Místo (2.1) a! (2.3) budeme pak mít
jedinou rovnici

Zde jsme označili

Rovnice (2.4) p~edstavuje t~i rovnice (2.1) a~ (2.3), dosadíme-li
~ = 1, 2 t 3.

Jsou-li posuvy a derivace pOBUVO mal~, odvodíme z obr. 15 snadno poměrné

prodlou~ení úsečky dX1

a zk~s, tj. změnu úhlu úseček d~ , &i~~

Abychom mohli tyto výsledky jednotně zapsat, zavedeme poloviční zkosy

(2.8)
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au
N X2 U1 + ~dX2)(

"C 3xz

~X'
(O co

~-Ta
+-...,
:3

--)(
"C

~xco co

:31 +
N:3

Xi

O aUi
U1 U1+ aXt dx,
~

d Xi

N
)(

"C

OBR. 15

Pak rovnice (2.6), (2.7) a další rovnice odvozen~ z nich cyklickou záměnou

indexd mdžeme zapsat jedin1m vztahem

kde -U;"'j '=' .~'U4, ľtx, . Indexy za čárkou tedy představují parciální derivaci.
Vzhledem k souměrnosti v indexech představuje rovnice (2.9) šest Cauchyho vztahd.

Hookedv zákon vyjadřuje lineární závislost složek Eij'
na složkách ~i tenzoru napjatosti. Pro izotropický materiál
ve tvaru /20/, /15/

tenzoru deformace
jej lze zapsat

(2.10)

resp.

(2.11)
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Vztah (2.11) je inverzní ke vztahu (2.10). Pfitom

G =
E

(2.12)

(2.13)

E je modul prulnosti v tahu- tlaku, G - modul prulnosti ve smyku, ,t - Lam~ho

konstanta, jA. - Po.issonovo číslo, Ó~j - Kroneckerovo delta ( S.,;i = 1 pro :",=j ;
bij = O pro {- 4:} ).

Rovnice (2.10), resp. (2.11), p~edstavuje ěest konstitutivních rovnic. Ta­
to rovnice tvo~í spolu s rovnicemi (2.4) a (2.9) základ matematick~ teorie prul­
nosti. -PO.sobí-li na plochu /) S povrchu tělesa síla .1 F , označujeme

Je to vektor napětí(pop~. napětov! vektor). Z rovnic rovnováhy trojbok~ho hrano­
lu na obr. 16 dostaneme vztah pro slolky Ji napěiov~ho vektoru

Inl= 1

n ={nt, nZ,nJ )

~OAC = AABC . n1

AOBA = AABC . n2
AOCB = AABC . nJ

f,

~22

OBR. 16
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roji ni '" Gii n;, (2.15)

(Gii '" G';"i) vyplývá z momentových podmínek rovno-

f~ =

Souměrnost tenzoru napjatosti
váhy hranolku na obr. 14.

Okrajové podmínky p~edepisujeme zpravidla
-.. -;o.

p~edepsáno f a na jiné části S']. posuv U

51 1\ ~'l. = O,

tak, ~e na části Sl povrchu je
ft) Pi"itom S1 U S'l.. -= SJ

Nejjednoduěěí metodu ~eěen! uvedených rovnic dostaneme, kdy~ ptedem elimi­
nujeme dvanáct z patnácti hledaných funkcí. To se skutečně podaří, když napěti

vyjádříme pomoc! poměrných deformací, ty p6k jeětě pomocí poauvd a věe dosadíme
do rovnic rovnováhy. Zóstanou t~i simultánní parciální diferenciální rovnice pro
tH neznámé složky posuvd Ut: ( Xi, X2., )(3) I {, = 1, 2, 3. Nejprve tedy dosedíme
z rovnicé (2.10) do (2.4). Vyjde

Vzhledem k vlastnostem Kroneckerova symbolu se mu někdy ř1ká "substituční symbol".
Je totiž

(2.17)

"Slepé" indexy "k" m-o.žeme zaměnit za kterékoli jiné, pokud se v daném členu ne­
vyskytují, protože se podle nich sčítá. Je tedy ~apř.

3

E!<:K, ( ::= f.Ú''';' '" I f J·j ·, ~ '" UEli/ 'O)(~ r ?J 'C 2.~ / UJ<{"I- Ot: 3) ta x;. (2.18)
a=1 ď

1,.. =1, 2, 3). Místo (2.16) mó~eme tedy napsat

Podle (2.9) máme

o (2.19)

tJ'· ,1,,1
4

lL IU/' "i t U {, I Ji ) (2.20)

(2.21)

.) To není jediný mo~ný zp-o.sob. Na nějaké části 53 povrchu mdže být např. pte­
depsána složka Ut posuvu a složky f2.' f:3 vektoru napětí. Složky UL ,

Uj , t1 nejsou ptedepeány 8 získají se řeěením úlohy.
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takh bude

(2.22)

Vzhledem k spojitosti poeuvO lze po~adí derivací zaměnit, tak~e dostaneme

GtJ.. C, ji -r (,l +G) Uj,ji + x~ ~ O (2.23)

Proto~e ~ =1, 2, 3, p~edstavuje vztah (2.23) t~i NavieroyY (Lam~ho) diferen­
ciální rovnice pro slolky posuvO U,;.

T~i skalární funkce {,lť ( x: 1 , X2.. , XJ ) t vo~í dohromady jednu vektorovou
funkci tL ~ 11 (r) .•) Podobně tH složky Xi objemových sil tvo~í vektor X •
Vnucuje se otázka, zda by t~i skalární rovnice (2.23) nebylo vhodn~ zapsat jako
jednu vektorovou rovnici. za tím účelem si p~ipomeneme význam vektorového dife­
renciálního operátoru "nabla" (Hamiltonova operátoru)

-
~ - -kde <21 <2'l.. ,resp. e3 jsou jednotkov~ vektory ve směrech os sou~adnic )(1 ,

XI. , resp. X,1 • Zřejmě

Tečkou označujeme skalární součin vektord.
S p~ihlédnutím k pravidlu (2.25), kter~ vyplý~á z ortogonality jednotkových
vektorO, dostaneme vztah pro Laplacedv operátor

2- - --+- '02 ~2- íp·
V 'V.\! -:: --t- 'O X 2-

+- 'Oxz.~xl 2- .3

Bude nap~.

2-..-jO r,P'il '}"l-{[ 'tt! '71~i1
'V u, '" 1)x.? +- ~xi t- ro 1-x.a '7Jx ·7Jx'J J

a ve slo~kách

~

II Ui. -= U ..,J)

1; (~) - ( )Vztah (2.27) platí pro vektorovou funkci ~, ' U X'IX~'~3

a je ekvivalentní se t~emi slo~kovými rovnicemi (2.28).

Pro divergenci vektoru posuvu dostaneme

-;10

]I) Vektor r má slolky )(1 ,)(20 ,X 3 •

- 27 -

(2.26)

(2.28)



D. CXV

dV

(2.29)

Je to poměrná změna objemu dV :< C(X1 dx1.. CÓ<3 • Označme tuto změnu symbolem ~

(bez indexd). Bude tedy·) ,

z rovnic (2.12) a (2.13) vypočteme

(2.30)

~+ G .",
G

1- 'Lp.

Počítání s rdzntmi elastickými veličinami pro izotropní materiál usnadni
tab. 1. Rovnici (2.23) nyní m6žeme upravit s použitím (2.28), (2.30) a (2.31)

Tab. 1. Vztahy mezi elastickými veličinami pro pružný izotropický materiál

-
Veličina f, )J- E, G -l,/ G

.;v (LamlS) E}N G( E- 'lG)
A..,

l1tf')( 1- 1f') 3G-Ě

G (modul E
pružnosti ve

'2 (1·tl-)
G G

smyku)

E. (Young6v G (3-L. t 2.G)
E Emodul) -l,+-G

k (modul E GE Q
objemov~

3( 1- 2p.) 3!3G-E) -t + 3" G
pružnosti)

j.A. (Poissonovo [-16 .(,

{lťslo) )J- IJ..G 'L( ,(,+G-)

Poznámka: v teoretické 1iteratu~e se modul 'pružnosti ve smyku značí čast0)L

a Poissonovo číslo V •

• ) V technickém značení t ~ El( + t'j l' € 2:
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do tvaru

(2.)2)

Je to vektorovÝ tvar Navieroyých (Lam~ho) rovnic.

Rovnici (2.32) bychom mohli krátit dvěma, avěak pro lepě! návaznost na
Papkovičovu-Neuberovumetodu tak neučiníme (viz 3. kapitolu). Vztah l2.32)
představuje soustavu t~í rovnic ( ~ =1, 2, 3), kter~ jsou ekvivalentní s jedi­
nou vektorovou rovnicí (2.32), v nH f, ~ význam (2.30).-Aplikujeme-li Hamiltondv operátor V na skalární funkci tA.. (X1 /J(I./ )(3) ,

dostaneme gradient
....
í/ U = qra.oL tl (2.33)

~ -+
Je to vektor. Aplikujeme-li tý! operátor na vektorovou funkci V V l x1, )(2., x3)

dostaneme divergenci

což je skalár. Tyto p~jmy jsme už objasnili jinde /20/.

•

3. PAPKOVIČOVA-Ř'EUBEROVAMETODA

Prostorov~ úlohy z teorie elasticity bude mo~n~ ~eěit, budeme-li vědět, jak
zacházet s vektorovou parciální diferenciální rovnic! (2.32). Geniální nápad,
který měli ve t~icátých l~tech nezávisle Papkovič /45/ a Neuber /41/, spočívá

v tom, že ~eěení by mohlo mít stejný tvar jako rovnice (2.32). Položíme tedy

'2 Gtl -= Lt ( 1- p.) tf -~~
~

vektorovou funkci ~ ()(1 I X'l.- / X3) a skalární funkci
tak, aby byla rovnice (2.32) splněna. Kdy~ (3.1) dosadíme do

-Funkci lji vybereme tak, aby platilo

a zkusíme najít
:t (x" )(tl X.J)

(2.32), dostaneme

~

:: - 2x

- 29 -
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Pak se prvé členy na obou stranách rovnice ().2) zruěí a funkce X bude vyho­
vovat rovnici

S poulitím (2.)0) a ().1) dostaneme

-+'~ -- 'L1 Gt : 2. G\/. U ::: 4 (1-p,) V I.JI - 'VJ(. (J.5)

--Zavedeme polohový vektor Y' o slo!kéch r, "" X1

Pak zajisU bude

{
.

?q 1 pro t " J
1"- - --

1JXj D" = (3.6)t,J fJJ
fA :fiO pro 1.-

Identitu

2. -'- - - - -+iJ (r'lf) = r.\72. r + Q \J. 'f

dokáleme snadno, rozepíěeme-li ji ve e1o!kách. Bude

'JL( r·Cf) (ri 4"i),jJ::: {r~filfi" rtl/"{"i),i =

= (6\i ln t r.l{i,j ),1" '" (~J 1"" ft tťif~ ), i

== lfi,i t DCj lit/i T ri lfr:,ji ~

-~ - 'l..~
- '1. tfďr i T (1.' Lť l' r li .. 2 \J.l( +- r. V lť

col jsme chtěli dokázat. Do rovnice ().5) nyní dosadíme za

(J.8)

a budeme mít

2 Gt : 2 (1 - fL ) [ v'1. (1: 4~) - r ,"\7 2 4i] - \7~ () .9)
. 2. __ - - "2-

"" 1 ( 1- fI') 'V (r. lť )+ r, X - \lx,

Pfi úpravě pravé strany poslední rovnice jsme vyulili vztahu ().). Kdy! ().9)
dosedíme do (3.4), vyjde

~~ ~-
'l. ( 1- fA-) \]1 [ .x. - (r. lť)] " ( r. X) (J • 10)

- )0 -



Zvolme skalárni funkci cP'" cp t X1, '/.1,1 Xj ) tako'You, aby

~-2.L1-fl-)tl'2.ép ." ir.x)

Pak se v rovnici o.IO) činitel 2-( 1-;<-) zkráti a bude

il [ X. - (?lť)] '" V'-ťp

Rovnice bude zřejmě splněna, bude-li platit vztah
-'>-~ rF;X ~(r'lfI)+'ť

Když tuto funkci dosadime do (3.1), bude

:t Gu -; ~ l1-fL) LP - V[ (1. LV) + ~ J

Toto je hled8n~ ře~ení, které připisujeme Papkovičovi-Neuberovi.

(J.ll)

().12 )

O.13)

-Funkce lf
objemov~ sily X

, resp. ~ , vyhovuji rovnici (3.3), resp. (3.11). Jsou-li
nulové, je

O.15)

--?'
Potom složky lfl,:, vektorové funkce tf i skalární funkce tf! jsou harmonické
funkce.

Diskuse
-'>

Jsou-li dány objemové síly X (Xl,XZ/XJ ),
~ ~

a O.ll) funkce lť ' rp jednoznačně. Z rovnice...,. ....:;. .+.
i{, ()(1, X!, X.3 ) odvozené z funkci Lp, 'ť

díme z funkci

nedostaneme z ·rovnic 0.3)
(3.l4) je zřejmé, že pole
je stejn~ jako pole, které odvo-

(3.l6)

CP* = cf? ~ H 1;U) ~ - 1: V~

jestliže skalární funkce ~ bude harmonická, tj. bude-li

0.11)

Abychom to poznali, stačí z rovnic ().16) a (3.17) do vztahu (3.14) dosadit;
odpadnou v~echnY členy obsahující funkci g • Vzhledem k platnosti (3.18) budou
rovnice (3.3) a (3.11) i nedále splněny. .

Proto je vždy možné (ele ne vždy výhodné) vybrat jednu ze složek
lťi l X1 , )(s./ ~3) identicky nulovou. Pek máme tři neznám~ funkce u.j ( X, ,X2 ,x3 )
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( L = 1, 2, 3) v,yjád~en~ pomocí t~í harmonických funkcí. P~itom jsme splnili
věechný rovnice matematioké teoriepru!nosti, tak~e se o'ně nemusíme starat. Je­
diné, co s uvedenlmi funkcemi musíme splnit, jsou okrajové podmínky.

P~íklad 1

Dokalte, h funkce !(x,y,z) '=:

sou~adnic.

1
je harmonická věude mimo počátek

fieěení

Označíme r =Vx1.-f y'L--r z'l.. • Pak f '= .1/r • Bude

~1 1Jr 1 rur
~ r ""7"fX -= - --rr- ~

Diferencováním rovnice

dostaneme

a odtud - p~i konstantním y , Z

x
r

Proto z rovnice (a) vyjde

rof X
1)(. =-~

Dalěí derivací dostaneme

(a)

(c)

(d)

(e)

Celkem bude

(f)

(g)

Je tedy funkce f harmonická, co! jsme měli dokázat. Počátek sou~8dnic vyjímáme,
proto~e tam má funkce f singularitu.
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4. DEFORMACE A NAPJATOST LOÚLNf: ZATtž:ENmo PRU~tHO POLOPROSTORU

'<í e)(. tx,\j; o) = O

G" ilj ( J" \j I O) -= O

B'n L'x','J,O) O

P~dpok1ádejme, !e máme tak ve1k~ pru!n~ těleso, že je md~eme nahradit
pružným poloprostorem :l~ O • Nech! rovina z = O (tj. povrch poloprostoru)
není zatHena s výjimkou oblasti S , na nH pdsobi tlak P(X,y) , (.><',.1) 6 5 •
Okrajov~ podmínky tedy budou

G"tX (x,Y/O) ::: O }

G"~~ lxly/o) : O

bll, lX,'ji Q) ;s -P(x,':t>

}
Objemové síly neuvažujeme. Uká~e se, že okrajové podmínky lze splnit 8 jedinou
harmonickou funkcí. Nejprve zvolíme ~1 = O, ~=O, ~3 ~~ • Funkci ~ prozatím
ponecháme. Dosazením těchto funkcí do Papkovičovy-Neuberovy rovnice (3.14), kte­
rou předtím rozepíěeme do 8lo~ek, dostaneme

'1 G« - - l. ~ - rup
• f()x. 'U)(.

'1. G V -= _ l tUr _ 1Jif2
I() 11 '7)y (4 3)

j '"o 'Vip . •
ij Gw ::: ~ ( 1- ft) 'f - (i- ~~ t ty 1- 'F)

Přitom dosazujeme .u ,V , W za Ul ,«2. , 'Ú.3 ; X ,Y ,t za X1 , Xz. ,

X~ , abychom označování převedli na zpdsob, který je technikdm bližěí.

S použitím Cauchyho kinematických vztahd (2.9) vypočteme složky tenzoru
přetvoření a z Hookeova zákona (2.10) také slo~ky tenzoru napjatosti. Vyjde

_ _ ~.. ~ _ r;)1.~
(Qu -(11ft) 'Ull l 'Ox'i>l 'íJX1)l

. ~ 'í)'l- 'flfÉ
~?;'J""(1-'2.f) 111} -l 7)Y)L - 1Jy7Jt; (4.4)

'Ul( ~ u~ť
G'n =< '2.l1;U) 'Vi -l 'Ol'l- - 1Jl2.

Za předpokladu, že
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budou nap~t:í IQ tol(. G'lIJ n~ povrchu "l = O nulová, jestlUe poloUme

1Jrj
(1- '1fhr ~ ~ (4.6)

Tato rovnice p~dstavuje vazbu mezi oběma harmonickými funkcemi. Volně lze vy­
brat tedy u~ jen jednu z nich. Dosadíme-li z rovnice (4.6) do třetí z rovnic
(4.4), dostaneme

Hledáme tedy už jen harmonickou funkci r .
Zkusmo zavedeme integrál

lf (x,y,t:) = (4.8)

kde ~ ,~ jsou souřadnice bodu uvnitř oblasti S a

"1< :: ~ ti - ~)'t + ( Y_y/)l.+ 21.

představuje vzdálenost bodu ( .~ ''l ' O) od bodu (X 'J ,c). Vypočteme (formál­
ním derivováním)

~.~ ~ - :rr Jf f (~, ~~;i ~ cl'!.
>

(4.10)

___1 Jr f(Š,lf)dšcAt +1- rJ' tx:-~)lJ(~Il[)oI~dt
.2~ sJ RJ 2-lt Js 1<.5

Z posledního vztahu je ihned zfejm~, ~e .)

íj~4J 'ť~lf rul. (4.11)+- ~ '= O
to)(.2- + 'Oyt. '() l1.

Je tedy integrál (4.8) harmonická funkce, p~inejmeněím věude tam, kde R t O•

• ) Je to zřejm~ předevěím tomu, kdo samostatně feěil příklad 1 na konci 3. kapi­
toly.
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Prozkoumáme nyní vztah, který má funkce l.J' podle (4.8) k dan~ dloze. Zvo­
líme na povrchu poloprostoru bod l' (x, y , O).' Bude-íi tento bod mimo oblast
S , bude 'R. i= O a podle (4.7) a (4.10) bude G"ze(P): O. O tom, h pro ~ = O
vymizí i lOu., G"?':J , jsme se u~ zmínili. Mimo oblast S vymizí na povrchu
l I: O věechna napětí.

Jak to bud., jestlUe 'P(X'~/O)b S ? Uvalme jeětě bod ?*(X'YI"l). Kolem
bodu P opíšeme v rovině r.. = O kru!nici o poloměru t , která uzavf'e kruh Se:.
(obr. 17). Tento kruh z oblasti S vyjmeme; zbude oblast vyznačená ěrafováním.

x0+.- __

y

(4.13)

z
OBR.17

Protože bod 'fl do ní nepatf'í, bude pf'íspěvek integrálu (4,.8) k napětí podle
(4.7) z t~to oblasti nulový. Proto postačí uvažovat pouze integraci nad ploškou
SI; • V rovině l = O zvolíme válcová souf'adnice r , ~ , 2 s počátkem v bodě l' .

Vypočteme napf'. podle (4.10)

'i) 'f'
.:l1t 'in

PouUU jsme přitom větu o střední hodnotě, tj. funkci f ( ~ ,1[.) jsme nahradili
hodnotou v reprezentativním bodě (i( lY ) é SE • Poloměr €. je sice velmi malý,
avěak větěí než nula. Proto, kdy! 'P~_? , vy jde

P: f ~ 1 J'\A/tYl l - -- 1
z ~ O 1. J t'l- + 1.'1. -
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a tedy

Protob druhý člen na pravé straně (4.7) podle (4.5) v rovině .l = O vymizí,
bude

G'n =:--:f (x1Y) pro (X, y ) E. S (4.15)

Když tento výsledek porovnáme 8 okrajovou podmínkou (4.1), pak vidíme, že

(4.16)

Jestliže tuto hodnotu dosadíme do integrálu (4.8), dostaneme řeěení d~né

Posuvy i napětí vyjdou pomocí těchto harmonických funkcí (II potenciálll")

p(~I'l.)o{~cÚI

'Q.

úlohy.

(4.18)

Funkci (4.17) jsme dostali dosazením (4.16) do (4.8), funkci (4.18) integrací
rovnice (4.6). Stačí, abychom tyto funkce dosadili do (4.3) a (4.4).

Příklad 2

Vyřeěíme posuvy a napjatost pružného poloprostoru Z ~, O, v jehož počátku

pllsobí osamělá síla F ve směru osy l •

~ešení

Použijeme Diracovy "delta funkce" b&) definované takto

pro x =t O

(a)

E > O
• E
J DLX) c;,tx ,,1 pro

-é
Přísně vzato nejde o funkci proměnné X , ale o zobecněnou "funkci" ve smyslu
teorie distribucí 152/.-) Zvolíme-li pak kolem počátku oblast S ve tvaru čtverce
()( '" ± €, 'j.:: t €) , bude osamělé síle F odpovídat tlak (distribuce tlaku)

~) Přesněji bychom měli hovořit o Diracově distribuci.
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Kdyl tento výraz dosadíme do {4.l7} e {4.l8}, dostaneme vzhled m k {a}

1
2.1t"

F
R. (c)

S těmito funkcemi vyjdou z rovnic (4.3) posuvy

1- 2fi' Fx 1 Fxi!.-U "" - +ykG 12 L2-';' R) --
4.J[G R3

V ::.
1- 'l)AJ Fy 1 !lL
4frG + --

R(2:-tR) 4J[G R3

W
2.(1-fi) F 1 Fl.'2.... .-+4iG R. 4JrG ~

PHtom

{d}

(e)

(f)

v počátku souřadnic vzniká singularita. Počát~k tedy musíme z řeěení vyjmout.

5. PROSTOROVÁ HERTZOVA úLOHA

POsobí-li osamělá síla f ve směru osy Z v počátku souřadnic, vy jdou posu­
vy bodO na povrchu & = O pru~n~ho poloprostoru l > O, jak jsme právě ukázali,
takto

kde

1-2.p Fx 1-2).<. Fy
j V =-

4rr.G p.'2.. i-UU; R.t-

(1-A) F
··W .,.

'1[ G A-

R. ~ )(1..+ '::}'/..
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Vratme se k dloze o pru!n~m poloprostoru, na jeho~ povrchu pdsobí v oblasti
S tIsk Plx,y) • Posuvy bodd na povrchu takto zaií~en~no tělesa (poloprostoru)

mdhme dostat z rovnic (5.1) vyuiUtím principu superpozice. V bodě (~lt)€S

bude po.sobit elementární síla pl!.,'lt)dg Cll (ve směru osy l ). Tuto hodnotu
dosadíme místo síly F do vzorcd (5.1). Posuvy au ,av, dw v bodu P(x,y,O)
z nich dostaneme, kdy! za X , Y , R. dosadíme X- ~ , y -"1. , r = I(x-!y. t (y- >tf •
Integrací př'es oblast S vy jdou posuvy U , V , W takto

u. (X, ~ I O)

VlX,Y,O)

w (X, y, O) -;

o

kde

Ponecháváme čtenář'i, aby se př'eevědčil, !e stejné vzorce vyjdou ze vzorco.
(4.3), dosadíme-li do nich funkce (4.17) a (4.18).

Necht se dvě ideálně hladká oblá
těles~ dotýkají v jednom bodě (obr. 18),
který zvolíme za počátek souř'adnicovti

soustavy. V tečné rovině zvolíme osy
X , Y • Osy tl , ~2. spadají do spo­
lečné normály obou těles, př'ičemž osa

Zl směř'uje dovnitř' tělesa I a obdobné
tvrzení platí i o tělese 2. Povrch prv­
ního tělesa bude popsán rovnicí l,:;
:: f, (Xl y) , povrch druhého lz. :: h. ["x., Y)
Funkci fl ( xJ y) rozvineme do Maclaurino­
vy ř'ady kolem počátku. Dostaneme

DBR.18
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První t~i členy na prevé straně rovnice (5.5) odpadnou, protože v počát­

ku souřadnic je l, = 0, ~2,/~X = 0, ~ef/~y ~ O (poČátek souřadnic je
dotykovým bodem a rovina X,j je tečnou rovinou). Indexy O u oblých
závorek naznačují, !e pfísluěné derivace vyhodnocujeme v poč~tku souřad­

nic.

Omezíme-li se na malé okolí počátku souřadnic, m~~eme vyšěí nel
kvadratické členy v rovnici (5.5) zanedbat. Pek budeme mít

kdyl označíme

Podobně

Cca"'" ('tff/~X~)o/2 I a1 = ('V'/..f1/'ax'dy),
a2, '" ('7l}, /~y1.) /9..

(5.6)

Takto věak móžeme postupovat jen tehdy, nejsou-li činitele ao , a,
••• , b~ samy zanedbatelně malé. Pak bychom musili z Maclaurinových fad
přibrat dalěí členy. V rovnicích (5.6) a (5.7) by se pak objevily vyěěí

mocniny proměnných X. , Y • Protože v okolí bodu O muSí být Zl t 2z.. >' O ,
uplatnily by se v součtu :tl + Iz. vMy .jen pozitivně definitní formy.
Součet představuje vóli mezi těleey v bod~ (X J y) .. Omezíme-li ee na
druhé mocniny, dostaneme pro ni výraz H) .

Vyneseme-li tento součet jako funkci X , Y , dostaneme oskulační elip­
tický paraboloid. Je oskulační vzhledem k obecné ploěe

(5.9)

Obě plochy (5.8) a (5.9) mají tedy společný bod, společnou tečnu a spo­
lečné křivosti.

Jak později uké~eme, móžeme otočením soustavy souřadnic kolem osy
tl , resp. ll., vMy dosáhnout toho, že smíšený kvadratický člen

v rovnici (5.8) vymizí. Pak bude

(5.10)

Konstanty A , B znl6me, vyplývejí z geometrie povrchó obou tUee
v okoli bodu dotyku.

w) V jiném pfípadě by mohlo napf. být
C1 +!2. "" (C(~-rb.:;) xLtt lL4'ttblt)x2.y'l..+(Gl.r+bs) ylf

To Těak prozetim neuv8~ujeme. O úlohách tohoto typu pOjedn'v'
štejerman /56/. Viz té~ kapo 9.
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Nyní k sobě tělesa p~itlačíme silou F pdeobící ve vzdálen$ch bo­
dech (0, 0, lt ), resp. (O, 0, ~z.) ve společRé no·rmále.' Oba povrchy se
zdeformují a vytvo~í se dotyková plocha S •

Použijeme těchto p~edpokladd:

(1) Zanedbáváme tf-ení
(2) Ka!dé B těles nahradíme pru!ným poloprostorem
(3) Tělesa se k sobě p~iblílí o hodnotu 8 ,měf'enou med vzdálen;fmi

body tělesa

P~edpoklad (1) zjednodušuje výpočet, ale neodpovídá fyzikální
realitě. Skutečný povrch je vždy drsný a Tětěí nebo menší tf-sní vstoupí
do hry. Předpokládáme však, le jeho vliv nebude velký a ~e jej lze za­
nedbat.

P~edpoklady (2) a (3) budou udr!itelné jedině tehdy, prokáJe-li se
dalším výpočtem, Je se deformace a napětí koncentrují do malého okolí
dotykového bodu a Je vzdálená místa v· tělese nejsou namáhána.

P~edstavme si nejprve, že tělesa jsou prostupná a absolutně tuhá.
Bod .~ (x' I ':J, l,) pronikne do těle8a 2 a bod 'P2. ( X, Y, lL) pronikne do
tělesa 1. Jejich pdvodní vzdálenost byla r, + r2,.. , nyni 'bude D- Ltl t lz.)
O prdnlk pdjde ověem jen tehdy, bude-li D > l, t tz.. ,tj. bude-li bod

'Po (x, YI o) blízko počátku v nějaké oblasti S • Ve skutečnosti

prdnik nenastane, protože hmota obou těles je neprostupná a pruJn'.
Bod ~ ,resp. p~ , se proto posune směrem dov~itř tělesa 1, resp. 2,
o posuv W1 , resp. Wz. tak, Je se tim přesah úp1ně vyrovná. Bude tedy

IV 1 + W;:. := b- (~1 t 'l~)

\V, +- W~·~ S- (t, -t l~)

pro

pro

(5.11)

(5.12 )

Zvláštnosti je, Je okrajové podmínky obsahuji nerovnost (5.12) a Je
oblast dotyku S dOBUd neznáme. Kdy! do podminek (5.11) a (5.12) dosadi­
me z rovnice (5.10), dostaneme

\'1/1 + W,- '::: D- Ax'1._ B/'

'AI, + W/. > S- Ax'l-- By'L

pro

pro

(5.13)

(5.14)

Prdhyby W, , Wz- vypočteme ze vzorcd (5.3). Podle ti"eUho z těchto

vzorcd bude

(5.15)
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(5.16)

Zde dS představuje ploěný element.,. bodě, v něm! póeobi tlak fl
a jeho! vzdálenost od míst~, kde určujeme prOhyb, je r •

Jde nyní o to, najít takové rozdělení P(f ,?Z) tlaku na ploěe S ,
aby jim zptlsobený prtlhyb měl tvar paraboloidu l~: AiX'L t Bi y2 (i: 1,'2..) •
Hertz ukázal, že této podmince vyhovuje funkce

:: s- A-x?-B,/, (5.18)

(X1Y) E S

pro ( g11l) ES. Doaazen:ím (5.17) do podminky (5.13) dostaneme

k. ~ +~)\1,1 -*-li 'a!d~
2.1t l G1 G'l- ~ ~ (x-Š)7..+(y-'Zf

(5.17)

Protože povrch těles zOstane i po deformaci hladký, bude jeho zatiženi
spojité a vyJde p = O na hranici $ •H) Hranice o'blaeti dotyku ~ má
proto rovnici

, (5.19)

Je to tedy elipsa o poloosách t:I. , b • Nyni JH mOžeme int-Elgrál v rovni­
ci (5.18) vypočítat. Dostaneme

f l~~) - . '/..,7. yl 1 5 A 1. 2.2" G/ + G'l- Pob Ll«lel-D(e) Q'L- H(e) bl. = - X-By (5.20)

kde

(5.21)

znači numerickou (bezrozměrovou) excentricitu elipsy a dále
k (e) znač:! úplný eliptický integrál prvn:!ho druhu,
E le) úplnt eliptický integrál druhého druhu argumentu e ,

.) A. I. Lurje uv~í v knize /38/ na str. 322, že na okraji oblasti S
je Wf T W2. =konet. Tato podm:!nke však plati jen pro kruhovou
oblaet I
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H(e) -

KCe) - ECe)
e}-

E (e,) - (1- eZ-) I«e,)

e,2-

(5.22 )

(5.23)

Porovnáme-li koeficienty u X~, resp. y~ , dostaneme

kde jsme označili

1
CJ) (12) Q1. -= A )

1
CHle,)ll "" B ( 5.24)

Kdyl obě rovnice (5.24) podělíme, zkrátí se konstanta C a zOstanou pouze
funkce e podle (5.21). Bude

(1-,z!) Dte)
HCe)

A
B

(5.26)

To je rovnice, z níl lze numericky vypočítat numerickou excentricitu e ,
a tím i poměr poloos dotykové elipsy

Celková síla přenášená mezi oběma tělesy vyjde

F -:: Hpl ~,1 )C(~ vťll.
~

Je to polovina elipsoidu o poloosách Q, b , pc , takže

F
21[,

:: :3 ab p<l

(5.28)

(5.29)

Protože známe numerickou excentricitu e z rovnice (5.26), dostaneme
z rovnic (5.24) i poloosy a ,b • Rovnice (5.29) pak dává největší hod­
notu tlaku pc pro danou sílu F nebo naopak. Z porovn'ni absolutních
č1enO v rovnici (5.20) vyplyne i relativní posuv vzdálených bodO těles

(sblíženi těles) f. • Výsledné 'vzorce mOžeme upravit a poulitím bezrozmě­

rových parametrO

(5.30)
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do tvaru

d. 6 = k Ce.) 3~ B~ (e.) .

\' o/. Il~+~) Ff2A 12./3
O : Ó 61 G'Z.. 2. 1&

(5.31)

(5.32)

(5.33)

Hodnoty numerick~ excentricity e a parametrO ct~ I d.. ó odečteme pro da­
ný poměr AlB z tab. 2. Viz té! /15/. Je zřejmé, že relativní přib1íie­

ní S obou těles není úměrné síle F , ale mocnině F '2./3 • Ačkoli jsou
posuvy malé a materiál je podle předpokladu lineárně pru!n$, "dotyková"
deformační charakteristika 6 (F) je nelineární a princip superpozice
neplatí.

Tab. 2 Bezrozměrové parametry pro Hertzovu úlohu

AlB e (X a. ci ó

0,1 0,9749 1,8017 2,4252
0,2 0,9382 1,6726 2,2362
0,3 0,8928 1,5911 2,1218
0,4 0,8390 1,5309 2,0392
0,5 0,7761 1,4831 1,9744
0,6 0,7025 1,4434 1,9211
0,7 0,6150 1,4096 1,8758
0,8 0,5072 1,3801 1,8365
0,9 0,3620 1,3540 1,8018

Příklad 3

Kvadratickou formu t = (.lx 2.+ b)(y + c.y7.. upravte otočením souřadnico­

vého ~yetému na tvar l -: A)(7. + By'l-,

Řešení

POvodní osy označíme 'čárkami. Bude tedy

(a)
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Osy x' , yl otočíme do polohy X , Y Q dhe1 <X (obr. 19). Transfor­
mační·vztahy budou

y'

y

A(x,Y I

-~- \-- \
\

OBR.19·

XI :: )( ~d.. - Y .dťM-ex:.

'j I ~ x:. MM. ex. t 'i to:> ()(.

Xl

( b)

Dosazením (a) do (b) dostaneme

C :: ť1 1: )('2. COJ1,~ - .2 x)' .11Í11LOL COO()l. 1" ':/ti./v(;'1.oJ.. 1 +

+ b I Xl AiM.cl COJC( + xy (C(XJ'()I. -MIvt,'lx) - y'LJ.rlI1Ac;I.. C1Xld. ]-+

+ C I )(t .óitlfo(. + fl. x'y MMe(,~ Ol.. + l cm1,(j.. 1
(e)

Anulováním činitele u součinu xy dostaneme podmínku

(d)

Odtud vypočteme

b
a,-c

( e)
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a dosadíme do (c). Vyu~ijeme p~itom yztahd
1

M/u.'Lol. -= T l1 - em 2oL)

Coo~(j.."" t L1-t to:l 2.ct)

MMe( rmol. "" -!... f1Ů\A kl-'--
Nakonec dostaneme rovnici vztaženou k hlavním osám

(s)

(h)

kde
A 1 [ . f') t. . 'l- .~ 1 1= 2(.'( cLc{-a)+aLcť-c +a+ b -+ c...l::: ~(a.-tC+cl)

tJ> : --hl lc(cť+tt)+a(d+c)-a?-b~ c,1.J -= 1 (a.+c -a)

et= ~ Lc- a)'2. + b'l.-

( 8)

Hlavní osy nejsou určeny jednoznačně, k úhlu ex. lze přičíst celý n'so­
bek 1C /2. Pfi lich~m násobku Jl: /2 si koeficienty A, B vymění misto.

Příklad 4

Nechi těleso 1 má v bodě dotyku hlavni poloměry křivosti R1 , R1'

a těleso 2 obdobně R~, ~i . dbel mezi rovinami obaahujicimi křivosti

1/ R1 , 1/ Q2 je ~ • Dokažte, že v tom případě

A + B "" ~ (S1 + St)

B - f1 -: ~ (D/+D(+2- ])1 Dl. cm 2.4' ) 1(z.

kam pro v =1, 2 dosadime

Řešení

Zvolíme osy X' , y' tak, aby rovina ()I.',?;) spadala do řezu s kři­

vostí 1/ R1 • Povrch tělesa 1 bude možn~ v tom případě popsat rovnicí

Lx ')1. ly ')2
l~: ~Q1 +. 2.R,'

Je to rovnice oskulačniho paraboloidu, pro který

/dl 11'\ '2 1/R. ":'l2 7 ,/7Jy/Z, = 11R- l 'ff CI (;X '" 1 I V ~
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Obdobně zvolíme osy X", Yq pro druh!! těleso, tekla

(x ")1. ()I'I)'I.
lc:a--+-

2R1. 2R2.
(b)

(d)

Rovina ( Xl , l ) svírá s rovinou ( X" , t ) úhel ll' • Bude proto

X" = '/.., cm lť + yI JI1ŮV\, tt' (o)

yil.,. -X'MJv.,'f+Y'eQJif

Kdyl rovnice (o) dosadíme do (b) a spolu s (e) vytvo~íme souěet

l ::: t.l + c'l,. , dostaneme

e = a., (x,)'2.+ b()('y') + c( y')7.

kde
" 1 ~ 1 . '1.

~ : 'lQ1 + 2. ~7. Cod 'ť + !2 Q.~ ,Ó(Mj ty

b = L~1. - ;t ~ MM.4' Co'J 'f ( e)

Tyto hodnoty dosadíme do vzoroO odvozených v příkladu 3. Přitom si
všimneme, ~e platí

( f)

Avšak podle (e)

(g)

(h)

Dosadime-li ze vztahO (g) a (h) do (f), dostaneme tvrzeni, které jsme
měli dokázat, s tou výjimkou, !e si A , B vyměnily místa. Vzhledem
k poslední větě v příkladu 3 však na tom nezáleží. Rovnice dokazované
v tomto příkladu vybírají hlavní osy tak, aby 'P> > A

Diskuse

Jistou nedOvěru mOže budit p~edpoklad, že každé z obou dotýkajícíeh
se těles je možné nahradit pr~ným poloprostorem. Oprávněnost tohoto kro-
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ku vyplývá ~ouze ze zkuěenosti, le ~etormaee 1 napětí jsou silně kon­
cantrovány v blízk~m okolí dotykov'ho bodu. Pfesný oOkaz podal teprTe
roku 1967 Torvfk /59/. Ukázal, le chyba nahrazen! těles poloprostory Je
menší nei ta, kter' vzniká předpokladem, le posuvy jsou mal~.

Čtenář se jistě podiví, ie jsme začali s výkladem prostorová napja­
tosti a obecného dotyku těles v bodě a nikoli s výkladem rovinn~ úlomy

.e aplikací na dotyk válcd v povrchové přímce. Ač se to bude zdát para­
doxní, volili jsme tuto cestu proto, ie prostorov~ kontaktní úlohy jsou
svým zp~obem jednodušší nei úlohy rovinn4.

Z neěeho řešení mdleme k rovinné' úloze přejít tak,. !e zvolíme jednu
z hlavních křivostí u kald~ho tělesa nulovou. Dostaneme tak případ dvou
válcd. Bude-li např.

ty =: O

budou se oba válce dotýkat podái epolečn~ povrchové přímky. Pak vyjde
A = O, nebo! S, -= D1 , St::: Dl. (viz zadání 4. příkladu). Dále budeme

mít a/.b ~ 00' (eliptická dotyková ploška přejde v dlouhý obd élník).
Protože I2t = 1 a E (1) = 1, vyjde pro poloviční 'šířku h dotykové plo­
chy rovniee

( 5.34)

Dostali jsme ji z druhé z rovnic (5.24) s· poulitím (5.25), a (5.23).
Přitom

značí sílu připadající na jednotku délky válcd. Ai potud se zdá být vše
v pořádku. Jakmile se však pokusíme vypočítat sblížení těles Ó porovná­
ním absolutních člend v rovnici (5.20), zjistíme, le D·~ 00 (nebot

k (1) =00 ).

Tyto výsledky odvodil Dinnik ul roku 1909 /8/. Našel, že sblížení
dvou válcd s rovnoběžnými osami, jež jsou k sobě přitlačovány silou F ,
vyjde nekonečn~. To se zdálo Běljajevovi nemožné /3/. Avšak Krolevets ro­
ku 1966 dokázal, že nikoli Běljajev, ale Dinnfk měl pravdu /33/. Příčina

paradoxu tkví v tom, že do~yková ploc~a mezi dvěma nekonečnfmi válci
e rovnoběŽnými osami je nekonečně dlouhý obdélník, je tedy "nekonečně­

krát" větší než dotyková plocha mezi tělesy, jež se v nezatíženém stavu
dotýkají pouze v jednom bodě.
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Hertzova teorie platí, jak jsme se jil zminili, pro tě1eea, jejich!
křivosti v místě dotyku nejsou zanedbate1n~. Nesměji byt ani nekonečné,

nebo~ dotyk těles hranou nebo rohem se vymyk' rozboru v mezich teorie
elasticity.

Poznámka

rtp1né eliptické integrály prvního, popř. druhého druhu jsou defi­
nov'ny vzorci

r/2.

E(x) ~ J ~'-'1-_-X-2J.ť,1.t-.-'l.--'l.f' cÚ!
o

Lze je vyjádřit hypergeometrickými řadami takto

'6. ROVNICE KOLOSOVOVA-~SCHELI~VILIHO

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39.)

POjde-li o rovinné přetvořeni, budou posuvy i{3 've směru souřadni­

cové osy )(3 nulové. To znamen', Ie nemá smysl třeti index (~ =3) do
~ --- -výpočtu zahrnovat. Vektory .u.. , lY ' popř. l' v rovnici ().14) budou

spadat do roviny X1 , Xz.. •

Přejdeme-li k proměnným )( , ':J ,tL , V (misto X1 , Xz. , Ú 1 , 'UL ),

dostaneme ze vztahu (3.14) tyto dvě ska1árni rovnice
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í)
2G{.(, = Lt (1-f )Ly1 - 7j7 (x 4', + JI 4'2- t ~ )

1 Gv : Lt ( 1-f) lť't - ~y (X4"1 +Y411. + ~ )
( 6.1)

Dvě neznÚ1~ funkce tA. (x lY) , V( XI Y) mmne vyjádi"eny pomocí ti"í harmo­
nických funkcí 4', ( )(, y) ,4'2 (x, y) a p (){,y) • Bez újmy na obecnosti
bychom tedy mohli vybrat jednu ze slolek 4"1' 4"2 nulovou. Místo toao
zvolíme tyto funkce tak, aby mezi nimi platila vazba

Protole jde o harmonická funkce, bude také

(6.2)

Ul.l'1
7Jy ,

(6.3)

Rovnice (6.2) a (6.JJ jsou Cauchyho-Riemannovy podmínky. To znamená,
~e funkce ~ ,~~ mohou být vybrány jako reálná a imaginární část ně­

jaké holomorfní funkce Cf (1;) proměnná l = Xt (y. Pak tedy

lf', ()( ,y) +t lť2 (x' lY) -= tf 1c) ( 6•4 )

Snadno se pi"esvědčíme, le také (~~/~x ), (-U~/UY ) splňují Cauchyho­
-Riemannovy podmínky. Je toti~

Rovnice (6.5) je splněna, nebot ~ je harmonická funkce. Je to vlastně

Laplaceova rovnice

Rovnice (6.6) je zi"ejmou identitou. protole platí (6.5) a (6.6), mohou
být i uveden~ parciální derivace odvozeny z jediné holomorfní funkce
lť ('t) • Napíšeme tedy , .

(6.8)
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Kdyl druhou z rovnic (6.1) vyn'sobíme imaginární jednotkou a sečteme

s první rovnicí, dostaneme

l ( )( ') ~ 4'1 "J 'ť'2-
~G -Ut ~v) -= '3- 4p \f1 + 1; 41'1. -X 'i)x - y 1»( -

. '04'1 . ru lf'7. 'O~ . 'U @
- tx 'Dy - ty~ - 'Ox - t ~y

(6.9)

Nyní trochu odbočťme. Je d'na nějaká funkce f ('i.,y) • Napíěeme Ji
jako funkoi nových proměnných "l '" 'X -t i'Y , I = X - ty • Bude

rof 'Uf 1»)( !f)f ~y

1)l -= ~ ~2 + fO':} ~?

'Of = 1)f ~ + 'Vf ~y (6.10)
I() 2" 1)x 1)2" "dy 'Ua

Avěak

Proto

)(= ~ (~+~) I Y = ~ (2"-z) ( 6.11)

Je tedy

1))( 1)( 1

rO"l -= '"bl -= T '
7Jy 'Vy t

'i)2 -:. -. '"bl =: - "2 (6.12 )

(6.13)

Vzorce (6.13) nyní aplikujeme na funkci ~(~), která závisí pouze na ~

(a nikoli snad na f ), a pak i na funkci q ('i.) • Budeme mít

(6.14)
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Obdobně

(6.15)

( 6.16)

s použitím (6.2), (6.3) a (6.15) mdžeme část pravé strany rovnioe
uspořádat 8 zapsat takto: ~

'O 411 'O Cft . tU 411 • 'ťQ.
)( 'D~ + y ~)( + tl( r-oy t ty 'fY '"

'VlJI, 'Vlťz. . '7J4!'J. . í}4J,
-=-)( 1)( +y 'Ul( - {,X~ + 1" Y 1T ..

( ') ~ . ( .) '() 1(2-
-:. Xt-fy ~x. - t Xtl,Y 'VT ""

. ) ( 'V 41, . 'U 1./-'1. ) - I ( - )-:: (X + t':} l"7f}Y: - tJ 7'fX '" l Lf l

Podle (6.4) a (6.8) upravíme zbývající část. Celkem bude

(6.9)

2. Gl -u. +t" V) - dUp (l) - e CP' (i) - 4J (i) (6.17)

Rovnice (6.17) představuje řeěení rovinné úlohy, připisované Kolosovovi­
-Muscheliěvi1imu /40/.
Pro rovinné přetvoření je

~:: 3-!.tfL· (6.18)

Rovnioe (6.17) pletí i pro zobecněnou rovinnou napjatost. Pro ni v~ak

musíme dosadit

Plati-1i (6.17) pro posuvy, dostaneme napětí ze vztahó

~l( + C?i~ ~ 2. I lf'(2) +Cf'(?:) ] '" 4 Re Lf'{Z:)

<a ';) - 6)( + 2-l 'T:x,,y ::= '1. I i: 1..(" Lz.) + If' Ll) ]

(6.19)

(6.20)

Vzoroe (6.20) nebudeme odvozovat, odkazujeme na literaturu /1/, /40/.
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7. ROVINN.( DEFORMACE PRU~~O POLOF,ROST<EU

Zmínili jsme se o tom, !il bylo moln~ vybrat jednu z funkcí 41, ,
~~ v rovnici ch (6.1) nulovou. Zkusíme, kam takovj postup povede. Bez
zřetele k dřívějěimu značení zvolíme v rovnicích (6.1)

411 ': O , (7.1)

Dostaneme

'Ov
t:J -= "P Y

~U 1Jv
:. - +-

1) \j '(lx

Z Cauchyho vztahd (2.9) vyjde pro t =1, 2 v obvyklám techn1ok~m ozna­
čení

jde o rovinn' pře-

Odtud dosadíme do Hookeova zákone (2.10) a dostaneme
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Tato rovnice pletí pro rovinné pf'etvof'ení. Protoh lf , ~ jsou hermo­
nick' funkce, je

(7.6)

Kdy! (7.6) dosadíme do (7.5), vyjde

1lť tg1- 1lfĚ
G": - '1).). - - u ~ - -

Jl. - I 'O Y "J '1lx.'L ~ x'L

Obdobn~ vypočteme

(7.7)

(7.S)

Na povrchu poloprostoru y =O vyjde

'041
G'!1 '" 2. (1-fJ lJlj (7.10)

Poslední dvě rovnice platí za předpokladu, !e

~ 'i)1.r-Um (Y 7Jx1Jy I y ~y'/,) ""- O
"1- 0

Vybereme-li funkce ~ , ~ tak, aby platilo

·~iP
- '" (1-2u)ljJ1Jy I

bude

(7.11)

(7.12)

t'xy • O pro Y -.0 (7.14)

Tečné napětí nebude na povrchu pdsobit. Kromě toho vyjde posuv V 8 na­
pětí r;;~ De povrchu Y = O

- 53 -



v(x,o) """ .~ lf (X, O) (7.15)

V obecném bodě vyjdou napětí

(7.16)

(7.17)

Rovnice (7.17) jsme získali dosazením (7.13) do (7.7) až (7.9).

Zvolme nyní funkoi

(7.18)

Snadno se přesvědčíme, že funkce tf podle (7.18) je harmonick' věude

kromě počátku; blízké okolí počátku ze 8vjch dvah vyjmeme. Pak vyjde

'1. Fxy '1 Fy3
G"x. ... - , G: .: ---

rrr4 'j jj;r'1

(7.19)

Máme na mysli poloprostor, jehož deformace ani napjatost nezávisí na
souřadnici l • Proto stači, zabýv'me-11 se rovinou ()( , y ). Z tvaru
rovnic (7.19) tuěime, že by mohlo být výhodné zavést pol4rní soufadnice

(7.20)

Inverzní vztahy jsou

(7.21)

Z Mohrových vztah~

'J, ... 2
~r '" (0)<. c.m Lf -t G"~ ~ tf + r;~y .wn lf ecYJ lf

(Ol{ "2 <O)l. !.l~lf t ~lj em'LLf - ? 7:)(,'1 M/rv<f WJ lf
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G'.., "" O

8 Z rovnic (7.19), (7.21) vyjde po \1pr8V~

.2. FMivt,J'
1l:(' (7.2)

Tento výsledek je p~ekv8p1vě jednoduchý 8 platí pro zatílení okraje po­
loroviny osamělou silou F v počátku, eměfující do osy y (obr. 20).
Platí totU, že

(7.24)

(7.26)

Sila F je měrná (délkov4) zatíhni. PO-sobí podél osy l rovnoměrně.

Kromě této osy není povrch poloprostoru zatížen.w)

Chceme-li získat z rovnic (7.2) posuvy, musíme vypočítat funkci
K tomu budeme pothbovat integrál

J
x1.+ l )<.'I.-:f 'il. J 2. y2 .

ťh ~ dy -::. y ťh ~ - )(.1.!- y-L dy

ci •

Použili jsme metody integrace po částech. Do čitatele integrálu na pra­
vé straně rovnice (7.26) p~idáme 2x~- 2~L ,co~ j$ ověem nula. Dosta­
neme

(7.27)

Posledni integrál vede na C1,rc t~ (y lx.) • Celkem vyjde

(7.28)

Na integrační konstantě nezálelí, protože pti derivování odpadne.

w) Nezaměňuj souhdnicovou osu l e komplexn:ím číslem č -: )(.,. tj'

Komplexní proměnné jsme poulili v 6. kapitole.
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Funkce ~"cn'Ctq f je inverlll1:( k tunkci . f '" tq lf a je defino­
vána'·v intervalu -lC/'2.<.aY"tt~f<X/2. • V rovnici (7.28) 'věak má· (Aretl] ('j/x)
význam úhlu ~ (obr. 20) a pro ten mée interval O <. "" < Je • Za-
vedeme proto funkci AI""Ct~ (y/x) podle obr. 21.·) Pak dostaneme

y

F

OBR. 20

Arctg 1..
X

~ rd~r

x

Jr

r
2

o y/x

OBR. 21

.) Obě definice se liě! jen pro záporn~ hodnoty argumentu, 8 to o dhel1r.
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a posuvy vyjdou

F(1 tl ) x'l.-+a.'1. 'f
- J-f'- [ t -;;;r- - 2y' +1.1. A:r"c ta x]2. rc~ y 11 V\ -, (7.29)

kde

(7.30)

(7.31)

(7.32)

Vztahy (7.30) d (7.32) mají smysl, pokud i .. , Y +O (počátek souřadnic

je singulárním bodem).

Kdy! se od počátku vzdalujeme po přimce y '" ,'I- tqOl ,bude v neko­
nečnu

(7.33)

(7.34)

Posuvy jeou v nekonečnu neohraničená, col ukazuje vztah (7.34). Právi
to je p~íčinou nesn'zi při řeěení rovinných úloh o dotyku těles.

Je-li okraj poloroviny (povrch poloprostoru) zatílen tlakem ~(~

budou okrajová podmínky

(7.35)

(7.36)

~eěení mdleme dostat z rovnic (7.30) s pou!itim principu superpozioe.
stačí, abyohom v místě )( -= ~ zavedli element~ní osamělou silu elF::
::p ( ~ ) o< ~ a určili odpovídajíoí prdhyb oť.-u- , resp. cl.v , ve vzdálenosti

l }....- ~) od pl1sobíci elementární síly (obr. 22). Sečtením(integraoí)
účinkd věeoh elementárních s11 dostaneme

t<.(x,\j) ..~ J~1(x..-%I,y)P(~)v{~
-O<>

00

V ()(,y) ., Jqllx-~ 1':1) p(~)o(~
-00
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· y

dF. pdJ
·x

v~

Jl-I/vr---- ~.//p(x) -
~ ~f

x

OBR. 22

Diskus!

Posuvy {L, v z rovnic (7.30) dávají deformaci tělesa, ale nikoli
jeho přemístění jako absolutně tuhého tělesa, při něm! se deformace ne­
mění. Řeěení (7.30) mO!eme proto doplnit 11bovolD!m poeunutím a otoče­

ním tělesa jako absolutně tuhého celku. V§imneme-li s1 např. posuvO na
povrchu y = O, bude q1(X,O) = O pro X >- O .a q1 (X,o) = (1- 2)L)/!2.G
pro X < O • Tuto zřejmou nesymetrii odstraníme tím, le celý poloprostor
(polorovinu) posuneme jako tuhý celek o 1.~o -:. - F ( 1ju-) / 4 G • Pak se
ověem body pravé poloosy X. > O budou posouvat vlevo a body levé polo­
osy X. « O vpravo. Přitom jde o konstantní posuv, při něm~ Ex. = O,

E":J = O. To souhlasí s napětími podle (7.19), nebot pro y = O je také
~J( =O, ~~ =o. Je to zdánlivě nesmyslné, protože v počátku se střetnou

hmotné body, které se sem budou posouvat z obou stran. Av§ak počátek jsme
ze svých úvah vyloučili, nebot jde o singulární bod.

Další nepříjemné zjištění je, že posuvy v nekonečnu jsou vždy neko­
nečné [srov. s rovnicí (7.34)]. Vyhledáme na ose X = O fixní bod, který
se ve směru osy y neposune. Pro X = O bude

(7.38)

Má-li být tato hodnota nulová, musí být

(7.39)
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Pro p =0,3 je to 'Y ~ 2,0427 a. • Bod o táto soufoadnici se tedy ve
směru osy y neposune a věechny posuvy V (XI Y) se vstahuJí k němu. Avěak

tento bod mOleme zvolit jakkoli, nebo{ ~ je libovoln~ integrační kon­
stanta. To souhlasí s tvrzením, že k ~eěení (7.30) mO~eme připočíst jaká­
koli konstanty. Deformace mOleme tedy určit jen \reletivně k nějakámu

fixnímu bodu, který nemO!e být v nekonečnu.

Příklad 5

Vypočítejte rozdělení tlaku mezi absolutně tuhým hranolem a prulntm
poloprostorem, je-li tento hranol rovnoměrně vtlačován do poloprostoru
na intervalu - C ~ x ~ C. (obr. 23). Předpokládejte, h mezi hre-
nolem a povrchem poloprostoru není !ádná t~ení a že poloprostor je ve
stAVU rovinné deformace.

F

I

-+-
c c

OBR. 23

1(eěení

Z rovnic (7.30) a (7.36), (7.37) vyplývá, že posuvy na povrchu
y = O poloprostoru zat:Ueného tlakem tJ l><-) na intervalu- C. ( x. < c

lze napsat ve tvaru

( b)
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Posuvy ~(x) jsme upravili na základě p~edchozí diskuse tak, aby byly
symetrická k ose X = O. ~loza bude vyhovovat takov~'feěení P(~) ,
které dá V =konat na intervalu - C <. x. < C • Lze ukázat, že této
podmínce vyhovuje funkce .)

F
plS) ""

]I; ~ C'l.- ~?.

St~ední hodnota tlaku je

po F.,. --
1.c

a poměr

l'(ll.) 2..
::.po Ir ~ 1-( x/c)'J..

je znázorněn na obr. 24 jako funkce poměru X Ic

( c)

(d)

( e)

•

2

1

o
-1 o

OBR.24

x/c

Je zřejmé, že tlak není
rovnoměrný, ale že je sil­
ně koncentrován u hran

x: -= i C • Tyto body jsou
singulární, nebot v nich
roete tlak ~ (x) bez ome­
zeni, blížime-li se k těm­

to bodóm od počátku sou­
~adn1c, a, pak nespojitě

klesá k nule. Hloubku za­
tlačení hranolu lze přitom

určit jen relativně k něja­

kámu jinému, libovolnému
bodu. Absolutní velikost
této hloubky určit nelze.

Přiklad 6

Dokažte, že rozdělení tlaku Pll():: F / Jl: \ c}"- x'l.. pósobic:ího ne neko­
nečný pás - C < X < C na povrchu 'J =. O pružného poloprostoru dává
v tomto pásu ve směru osy y skutečně konstantní posuv.

H) Viz p~íklad 6.
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fte!e!!í

Jde o rovinn~ pfetvo~ení, tak~e stač! zabývat se jen poloroTinou
X I ~r ~ O. Z pfíkladu 5, rovnice (b) a (c), usuzujeme, le je tfeba dokázat
platnost vztahu

C-f~n \ x~~ \ pt ~)c,1{ ~ ... k01ít
-c..

(a)

pro nějak~ pevn~ zvolen~ X G. (-CIC). Bez l1jD13 na obecnosti mOleme zvolit c
za d~lkovou jednotku, tak~e budeme dokazovat vztah

1j -tni >(- ~ \ <'i~ :: konbt ,,1 (x,ú)
-1 ~ ~1-~~

Označením I lx,a., naznačujelle , !e ~eěení bude záviset nejen na X , ale také
na d~lce a. , kterou mOhme povalovat za parametr. K výpočtu integrálu I (XI a)
poulijeme obratu, který nás ihned dovede k cíli. Budeme rovnici (b) derivovat
podle parametru. Vyjde

1
1 j dg= -- ..
Cl. -1 ~ 1-g2.

1 -1
~ -- ro.rc J>1Í'V\, c- ] ;:

a ~ -1

(c)

Integrací vztahu (c) dostaneme

I lx,a.) : - Jl: -ťna.. + C (d)

mohla být funkcí X • AvěakIntegrační konstanta C by

-1
'O I Cl( ,a) "'" f_1_ _ __oť-,,~,--

~X -1 )(-~ ~
= O -1<)«-1-1 (e)

Vztah (e) se najde nepf. v literatufe /56/ na str. 101. Proto je C skutečnou

konstantou nezávislou na X • Její hodnotu určíme, kdy! zvolíme t:t = 1, X = O.
Bude r1 cl g

1(0,1) =) ťVlI~1 V1-~2 (f)

Metodou integrace per partes dostaneme hlavní hodnotu integrálu
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(ť,<>mt. -O)

(g)

Členy v hranatých závorkách se po dosazení mezí zčásti anulují, zčásti zruěí.

Zbývající člen obsahuje integrál, který lze vypočítat tak, !e čitatel rozvine­
me v řadu a pak integrujeme člen po členu. Vyjde

1.3. S

lt.G. 1."1

1.,3,5.=1­

4.<0.8.9.9
1.3,S.7.B
~. G. B.1o, 11, 11

1.3,S.~.9.11 AJ

-------- ;: - 2/ 1'18
It. G. B. 10,11..121.13

Srovnáním se vztahem (d) dostaneme C ~ - 2,178.

Platnost vztahu (e) jsme nedokazovali. Integrand lze rozěířit do komplexní
roviny a pou!ít věty o reziduích. Existuje pak,jeden pól v bodě (X, O) a dva
body rozvětvení (! 1, O). Dókaz ponecháváme čtenáři.

Právě tak by bylo třeba se přesvědčit o tom, !e řada (h) konverguje. Ani
to nebudeme dokazovat, odká!eme věak na literaturu /501, kde .je tento integrál
uveden.

-B. ROVINNÁ HERTZOVA dLOHA

Podél společné povrchové přímky se dotýkají dva pru!né válce o křivostech

1/ R1 , popř. 1/ R.l • Jsou k sobě přitlačovány silou F • Zvolíme souřadnicové

systémy )(, Y1 pro těleso 1 a )(1 Y2. pro těleso 2 (obr. 25). Normála k společné

tečně v bodě X protne povrchy válcO ve vzdálenostech
~z x~

Yl ::o 2.121 ';h. = l.Qz.,. (8.1)
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x

b
"­

\t- x \

L~

b

Y1

I

I /

\ I

"-
ol"- .......... --- -,.,- .........

OBR. 25

Tyto rovnice Jsme získali tím, že jsme povrchy válc~ nahradili oskulačními pa­
rabolickými válcovými plochami. Bude tedy"

(8.2)

Budou-li válce k sobě přitlačovány, přetvoří se tak, jak je znázorněno na obr.
25. Tělesa se budou dotýkat na intervalu - b < X < + b • Na tomto intervalu
bude pdsobit tlak Plx) a bude splněna deformační podmínka

(8.3)

Na rozdíl od prostorov~ Hertzovy úlohy nelze tuto konstantu určit. S použitím
(8.2) dostaneme

pro - b ~ l( ~ + b • Pro V1 ,resp. V2.

Ukáže se, že podmínce (8.4) vyhovuje funkce
platí vzorec (b) z pfíkladu 5.

- 63 -



a ~e vyjd~

C1
1-f<-1

F
x:2.

V1
~ - i

~~ G~

1-jJ.1 x'l.
V'L .- C'Z.. - i F b7.

Jr; G2.

(S.6)

Kdy~ (S.6), (8.7) a (S.2) dosadíme do podmínky (s.4), vyjde porovnáním koefi­
cientO- u X2. vztah

+ _1_
2.R.'l.

(S. S)

Odtud mO-~eme vypočítat ěí~ku b poloviny dotykov~ho pásu. Vidíme, le jsme
dostali rovnici (5.34), co~ potvrzuje správnost naěeho ~eěení. Sblí!en1 těles

nelze určit.

Podrobn! v$klad lze nalézt v práci H. Poritskáho /48/. Óloha je tam zobec­
něna o p~edpoklad, že povrch není hladk$, tak~e se v ~í8tě dotyku přenáší i teč­

ná reakce. Tak je tomu u ozubených kol, železničních kol apod.~)

Otázka sblížení těles, která se dot!kají za podmínek rovinné deformace, je
v některých p~ípadech ~eěitelná. Jde o soustavy tuhých a pružných těles, p~i­

čem~ posuv tuh!ch těles je p~edepsán. Nap~. n~ obr. 26 je elastický válec stla­
čován mezi dvěma absolutně tuhými čelistmi. ~e~ení podali Sternberg a Turteltaub
/55/. ~ítlačnou sílu označíme F , vzájemné sblížení čelistí Ó • Nejprve vypočte­

me bezrozměrový parametr

_ ,I 2(1-ť)F
'}I - ~ JCI(;R

Pak pro maximální tlak po v dotykové ploěe dostaneme vztah

(S.9)

(8.10)

Poslední člen naznačuje, !e vztah (S.lO) platí, pokud zbytek ~ádové velikostil~

mO-žeme zanedbat. Sblížení čelistí vyjde ze vztahu

1 1 t ťh l ~ )- ~ J + ;1 Ji 't +- O ( d' ' ťn y )

~) V práci /48/ je p~ítlačná síla označena 2F
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I /-1--' I
I I
I \ I1/ .tl

1/ I \\
F

I-
F.. •

~
1\ .tl

I "-
I
I -

OBR. 26

D~lka dotykov~ oblasti je dána poměrem

b 1 1 - 2~ 7. :}
P: = 'Y - If 2.(1~ Y + OlY)

(8.12 )

Vezmeme-li v rovnicích (8.10) a (8.12) na prav~ straně jen první člen, dosta­
neme tot~ž, co ze vzorcO (8.5), (8.8) (Hertzovo feěení).

Jde-li o pru!ný válec o poloměru R , který je stlačován dvěma absolutně

tuhými stejnými válci o poloměrech Rl , (obr. 27), b~dou platit vzorce

:= ~ 1(1-1<') F
Y Jr G R j( 1 t Rl R')

(8.13)

a

1.- (lf) i)'l Lťn tf-i (8.14)
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,
TUHY,
VALEC

PRUŽNÝ,
VALEC

TUHÝ
VÁLEC

F

OBR. 27

F

Příklad 7

Přesvědčte se, !e rozdělení tlaku (8.5) odpovídá skutečně výsledné sí­
le F •

ňeěení

Máme dokázat, !e

bf pl~)c(~ -;:F I

-b

Podle (8.5) má tedy platit, !e

b

.J ~ p(~) d ~ ? O
-b

(a)

Se substitucí

dostaneme

(e)

Druhý ze vztahd (a) musí evidentně platit, nebot (8.5) je sudá runkce.
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9. ŠTAJERMANOVA TEORIE

Stejně jako u proetorov' dlohy mdžeme i nyní poznamenat, že vzorce uvede­
n~ v 8. kapitole plat! za předpokladu, že povrchy dotýkajících se těl lze na­
hradit oskulačními kvadratickými plochami. Je-li dotyk vyěě!ho řádu, pak rov­
nici (8.2) je třeba nahradit jinou, výetižnějěí. Bude např.

. 1 I ('ln) (~I'Jl' J .211y= ':) 1 + Y2-: in! Y1 (O) + yz . (O) X

Zde t'] je přirozené Č1slo, výraz Y;,(2.,.,j znamená 2n-tou d~rivaci funkce y.,; l;<)

~ =1, 2. Podle Štajermana /56/ je pak poloviční ě!řka dotykov~ho pásu rovna

) '2.ny ('J'1 +1J'd F
b - 'l.. y-. .... (2.n -1 . 2. rl '1. [ ''1.) (2...,)]

rl Y1 n (O) +Y2. lO)

kde

~ ._ _'1._ l1 _ jl'!.)
v TI, E{. I -i/

a tlak je rozdělen na intervalu - b< x c I:J

( t> 1.'1..)

podle vztahu

+- - - - + 'ln l2.h - 'L) - - - 'l..

( 'l.n - 1) ( 2.t1 - 3) - -- 3. 1

Prdběh funkce y(x.) podle (9.1) a tlaku 'p(x.) podle (9.4) je znázorněn na obr.
28. Funkce Y(J() byla normalizována tak, aby pro X. = 0,5 mm vyě10 y = 0,025 mm.
Síla F = 1 N mm-I, tť = 2 • 10 MPa, }Lt = C,3. Je zřejm~, že se s rostoucím ()
prdběh tlaku čim dál tím více blíží prdběhu znázorněn~mu ne obr. 24. Ten bychom
věek dostali jen ze předpokladu absolutně tuhého razníku ( ~1 = O) a pro
n~ co

Snadno se mdžeme přesvědčit, že vzorec (9.2) přejde pro n =1 do tvaru
(8.8). Stačí si uvědomit, že

-.!..::E- 2 (1-ť})
G E'

YII ( O) '" 1- I y," (O)
1 R.

1
..
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p(x)

100 MPa

x

Je zajímavá porovnat tyto vý­
sledky platná pro rovinná přetvo­

ření s případem vtlačování rotačně

symetrickáho pru!náho tělesa (raz­
níku) do pružného poloprostoru. Za­
vedeme-li válcové souřadnice r, Lf ,
~t s počátkem v bodě dotyku tak, aby

osa l{, spadala do směru normály
a směřovala dovnitř i-tého tělesa

( ~ =1, 2), bude mezera mezi oběma

tělesy popsána rovnicí

DBR.Z8

-o 5,

n =1
2
3

4
5

o

y(x)

0,02 mm

x .

0,5 mm

1 (2n)
l;: l1 + c2.;: 2.n! [2, (o) t

+ elZII) (O) ] r 'Ln

Označme

(9.7)

Pak rovnice (9.6) nabývá tvaru c=Ar2n

a deformační podmínka je

(9.8)

pro r eS· , kde S je dotyková oblast (v tomto případě kruh). Je to obdoba
rovnice (5.13). Poloměr hranice dotykové oblasti vyjde /56/

a sblížení těles

2.. !t. C; ••• ' ('ln- 4)('2r)-'l.JZV} Aa?Yl

'3 ..5. t . .. ('Ln - 3) ('ln - 1)

Pro rczdělení tlaku máme vztah poněkud komplikovanějěí, a to

(9.10)

)
'1..4. CÍ '" (1.n-4)(1.n-i)Pl r =-------c;-----­
3. :J. 1 ... (?'n - 3)( 'l.n-1)

'l.nt1

i
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i.. I .!..)'l.n -lt .3 l !:) 'ln -G
+ 'l. l Ol t"""'lL"t:l lít / +

.. + .3 o .f. =I ' .. ('Ln - JH 2n-5) (.!:-)'l.. +-
2..If. G· . ('1.I1-G)(2t)~'f) C1.

3. 5. ~ ... (2h~5")l'l.n-3) ] g2 F
+ 1-- --'L lto G••. (2.1) -Lf)(~f) -2.) a~ ré

(9.11)

Vztah (9.11) platí jen pro 06 r < Cl. • Vně tohoto kruhu je p = O.

PrOběhy tlakO pro rOzná n se podobají těm, které jsme znázor~ili na
obr. 28. Rozdíl mezi rovinným a rotačně symetrickým případem je ten, ~e u ro­
tačně symetrického razníku mO~eme vypočítat jeho sblížení s pru~ným poloprosto­
rem, což je v rovinné úloze vyloučeno. Z rovnic (9.9) a (9.10) v.idíme, !~

'ln

b" F ~nT1 ( 9 .12 )

Pro n = 1 je sblížení b úměrné tfoetí odmocnině z kvadrátu síly F

r '1./3
o 'V F pro Y) c1

Roete-li h nade všechny meze, blíží se (9.12) přímé úměře

pro tím Yl - 00

Cl.

Tato přímá úměra

ho poloprostoru.
vtlačovaný válec

skutečně platí pro případ vtlačování tuhého válce do pružné­
V tom případě je dotyk stacionární, ~ = poloměr válce. Je-li
absolutně tuhý, vyjde

1_!,-1l F
6 -= 4~

K zajímavému výsledku došli Polya a Szego /47/. H) Je-li do pruJného poloprostoru
vtlačován absolutně tuhý razník s plochým čelem nekruhového prOřezu, pak jeho
sblížení s pružným poloprostorem (jeho posuv) není nikdy větěí ne! posuv ro­
tačně symetrického absolutně tuhého válce o stejném prOřezu a při stejné pří­

tlačné síle.

~) Autoři se v citované práci zabývají kapacitou kondenzátoru. Nerovnosti,
které odvozují, vedou u kontaktních úloh k závěru, který uvádíme.
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10. KONTAKTNt dLOHY SE T~EN:tM

A~ dosud jsme se zabývali "normálními úlohami", ve kterých se předpo­

kládalo, ~e povrch těles je dokonale hladký. V dotyková oblasti se mezi
tělesy přenášela s~la jen jako tlak kolmý k povrchu. Skutečná tělesa

jsou však drsná. Mezi dvěma body v dotykové oblasti, z nichž jeden patř~
---;. ("-+

k tělesu 1 a druhý k tělesu 2, m\Ue dojít k relativnímu posuvu V x) •-Přitom X je polohový vektor jednoho z obou bodO. Takový posuv provází
smykové tření. Je-li relativní posuv nulový, mluvíme o adhezi. Tření

umožňuje, aby se dotykovou oblastí přenášely s~ly i jinak než kolmo pd­
sob~c:ím tlakem. Napěiový vektor p (X) bude mít obecně složku normálo­
vou pn (X) a tečnou P-b (1) • U klasických problémó, jimiž jsme se
a~ dosud zabývali, bylo Pt eX) = O.

Aby se výpočty přespříliš nekomplikovaly, předpokládá se zpravidla
platnost nejjednoduššího Amontonsova-Coulombova zákona tření, podle něho!

(10.1)
~ ,

Z povahy dotyku vyplývá, že Pn lx) ~ O, tj. normálová složka silového
pOsobení móže být jen tlaková, nikoli tahová. Móže být ovšem i nulová.
Označili jsme t součinitel smykového třeni.H ) Považujeme jej za kon­
stantní.

POsobí-li tření, rozdělí se dotyková oblast obecně na dvě části,

na část adheze a relativního skluzu. Jedna nebo druhá část mOže chybět.

Přitlačujeme-li k sobě tělesa symetrická ke společné tečné rovině, bude
v celé oblasti dotyku dokonalá adheze. Smýkáme-li jedno těleso po dru­
hém, pójde pouze o skluz. Zvláštní případ je valení těles. Tu je část

dotykové oblasti ve stavu adheze, část ve skluzu (příklady viz obr. 29).

Na příkladu valení železničního kola uká~eme, jak složité poměry

v dotyku kola s kolejnicí nastávají. Souřadnicový systém vztáhneme ke- - ~kolejnici. Jednotkové, vzájemně ortogonální vektory Y) , r , ~ zvolí-
-;;.

me tak, že vektor n bude kolmý k dotykové ploše a bude směřovat k ose- ..."kola, vektory r a S budou oba v rovině dotykové oblasti (ve společné-tečné rovině kola a kolejnice), přičemž r bude směřovat podél kolej-
nice ve směru valení kola. Jsou zřejmé z obr. 30 a 31.

Nevšímáme-li si deformaci soustředěných do malého okolí dotykové
plochy, lze pohyb kola popsat tak, jak by kolo bylo absolutně tuhé. Ko­
lo rotuje kolem své osy úhlovou rychlostí LV '" [ WI) , OI Ws J a ještě
se obecně posouvá tak, že body na ose kola konají translační pohyb

H) Součinitel adheze a součinitel smykového tření se tedy v Amontonsově­

- Coulombově zákonu (10.1) nerozlišuji.
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A - ADHEZE s - SKLUZ,

. ,
SMER VALENI

OBR. 29

OBR. 30 OBR. 31

s posuvem U -:. lUn I Url,us J• Místo posuvu ~ ml1žeme pohyb popsat té~
rychlostí ft -= ! <l11/ .Ůr I -Ůs } • lThlovou rychlost W móžeme naopak na-

--:;.. -. ~

hradit úhlem otočení kola lf' ,př1čem~ W: ~ • Tečkou označujeme ča-

sovou derivaci.

Proto~e obvodová rychlost v bodě B je menší než v bodě A (obr.
30), vytvoří se nutně skluzová oblast. Za jakých okolností lze hovořit

o valení kola? To je zřejmě třeba nějak definovat, nebo{ velikost sklu­
zové oblasti móže být relativně velmi rózná. ~íkáme, ~e se kolo odvaluje
nebo valí, když zároveň platí:
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.
-Uf ::/= o

jakékoli

(10.2 )

Přitom R značí poloměr kola,
ve skluzové oblasti. Symbolem
funkce f (Jd takové, že

E je reprezentativní poměrná deformace
Oexil) označujeme řádový odhad nějaké

,: \ tex.) \
'\Nm X"l' \ <. 00
x --;l>0

(10.3)

Při ustáleném pohybu lze rovnice popisující pohyb uvést do takového
tvaru, že se v nich nevyskytuje ani čas, ani vzdálenost tělesa od výcho­
zí polohy. K tomu bývá nutné zvolit systém souřadnic spjatý s pohybem
dotykové oblasti spíše než s nehybnou kolejnicí. V opačném případě je
pohyb neustálený.

Při valení kola po kolejnici jsou splněny podmínky (10.2) a existu­
je oblast adheze. Stlačujeme-li kolo tak, že

-'>

lf "'" O I
{.tYJ <. O (10.4)

(10.5)

jde o Hertzovu kontaktní úlohu. Dopadne-li kolp na kolejnici v okamžiku
t = O kolmo a opět se odrazí, je

W=O I tAs; Ů r = O.

. {< O pro t <. O
tln

~ O pro t '> O

Takto řešil Hertz úlohu o rázu dvou těles. Předpokládal dokonale hladký
povrch a kinetostatické namáhání (kvazistatický případ).

Při posuvném smyku je

-Us -:; O , (10.6)

To odpovídá pohybu zablokovanáho kola. O vrtném pohybu hovoříme tehdy,
je-li

Většinou však nejde o žádné takto definované pohybové stavy, ale o zce­
la obecný neustálený pohyb. Jeho rozborem-se nebudeme zabývatj odkazuje­
me na literaturu /26/, /27/, popř. /28/. Vliv mazání na rozdělení tlaku
v kontaktní oblasti se probírá v lit. /9/. O vlivu tření na lisované,
popř. zatepla sestavené spoje s přesahem poloměr~ pojednáme později.
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11. VARIAČN! FORMULACE KONTAKTNtCH m.OH

Představme si závaU o hmotnosti rn (obr. 32), které se mOže po-
hybovat pouze svisle na dráze .c ~ O. Rovina z.. = O představuje tuhou

nepohyblivou pod1olku.
Je-li oz > O, mOže být
variace D2 volena jakkoli
(kladná i záporná). Le!í­
-li těleso na podložce,
je c = O a variace mO-

mg h být jenom nezápornll
( 6l ~ O). Akční silou

N je zde síla t:Ue r", - Yn«} •
Záporné znaménko značí,

že síla směřuje proti
kladné ose 2. • Virtuál­
ní práce tedy je

(11.1 )

mg

OBR. 32

a mOže být kladná i zápor­
ná, je-li 2 > O (stav ne­
rovnováhy). Spočívá-li tě-

leso na podložce, je
= O). V tom případě móh 'být jen SW ~ O pro všechna

• Při tom
v rovnováze ( l:.

přípustná bz.

W -:o - m~l (11.2)

představuje potenciá10vou funkci. Potenciální energie je

v -= - W '" mq.l (11.3)

takže za rovnováhy DV ~ O. To je však podmínka minima funkce V(~)

/24/ pro stabilní rovnovážný stav. Princip minima celkové potenciální
energie tedy plati, ale místo obvyklé podmínky Sv = O pro stacionární
hodnotu funkcionálu V máme nyní nerovnost DV ~ O.

Začali jsme hovořit o funkcionálu místo o funkci. Tekovým nepří­

pustným zpOsobem jsme povýňili poznetek o soustavě na obr. 32 s jedním
stupněm volnosti na obecný princip mechaniky. Nemohli bychom to učinit,

kdyby nebylo známo jiné, rigorózní odvození téhož principu /36/.

Ukážeme, že ke stejné "variační nerovnosti" vede i úloha o mecha­
nické soustavě se smykovým třením. Na obr. 33 je znázorněno těleso při­

tlačované silou N k drsné podložce ( ~ = O). Tečná reakce je za pO­
sobení horizontální síly T nenulová.
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z

s

OBR. 33

T

Uvá!íme, jaká síly působí na
těleso za'rovnováhy. Je-li síla
pozitivní, může existovat rovnová­
ha jen při ~ = O. P1ati-1i Amon­
tonsův-Cou1ombův zákon tření, ne­
může horizontální síla T převý­

ěit hodnotu fN • Za pohybu bude
přiro.stek LlS dráhy S nenulový
a T::: -± f N (znamánko s e volí
podle smyslu AS. ). Tyto po znatky ,
platné pro rovnováž~ stav, může­

me shrnout takto:

Je-li N). O , musí být l" O (11.4)

(11.5)

(11.6)

Jak je to s energiemi? Práce, kterou vykoná vertikální akční síla, je
- N z. • Práce horizontální síly je TAS • Práce disipativní třecí sily

je - f NlAsl. Princip virtuá1nich prací dává pro ~:= O podmínku rovno­
váhy

81AJ "'-NÓl+TD(I1S)-{NÓlAS\~O (11.7)

Rozebereme nyní tuto nerovnost. Je-li t '> O, b(C.. ~) = O, je bW -== - N Dt. •
Protože bl můžeme volit kladné i záporné, nemůže nerovnost (11.7) obec­
ně platit. Nemůže být proto ani rovnováha; výjimkou je případ nezatižené­
ho tělesa ( N = O), které by dalo ~'vJ = O. To je triviální případ rovno­
váhy. Zvolme nyní l = O. Pak musi být bl ~ O, takže podmínka rovnováhy

OW ':; - N Sl ~ O dá N ~ O ve shodě s (11.4).

Ponechme i:. = O, Ol = O. Pak za rovnováhy bude

bVV

Zvolíme-li 6. S :f O, bude H)

Tl)(AS)-fN0 16.sI~o (11.8)

AS
ól~$\ '" lA~\5(I.lS) (11.9)

a 8l11S) bude libovolná (av~ak nekonečn~ malé). Dosadime-1i (11.9) do
(11.8), dostaneme

H) Vztah (ll. 9) odvodime diferenciaci identity I C1S.I~ '" (.As)~
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(11.l0)

Vzhledem k libovolnosti S(~~) m~že tato nerovnost platit.jen tehdy,
bude-li se oblá závorka rovnat nule. To je v~ak toto!n~ s podminkou
(ll.6).

Zvolme nyni AS. = O. Pak OIAS \ : I 5(A~) \ • Zvolime D(115)= kT,
k > o, což je méně příznivý připad, jak usoudíme podle znamének čle­

n~ v nerovnosti (11.8). Když tuto hodnotu dosadime do (11.8), bude

(11.11 )

Mohou nastat dva případy. Bua T = O, pak samozřejmě platí, h. T < 5N.
( N > O). Je-li T +O, pak - protoh Tl. -= \T1'l. - z (11. ll} dostaneme

ITl CSfN (11.12 )

To je věak podmínka (11.5). Tím jsme věechny tři podmínky (11.4) a!
(11.6) odvodili z jediného variačního principu (ll.7). To je jistě po­
zoruhodný úspěch. Zavedeme-li konečně místo poten~iálové funkce W po-
tenciální energii V -= - W bude za rovnov~

v(z, t.S) = "Jl. - TAS.1- f N \t.S\ (ll. I)}

minimální, ověem s omezuj:ící podmínkou l ~

jádřena nerovnosti
O. Podmínka minima Je vy-

b V( ;; I AS) ~ O I l ~ O (1l.14)

Je třeba si uvědomit, že potenciální energii V podle (ll. I)} nem~žeme

derivovat podle As , je-li 6.~ = O. To je pochopitelné, nebot sila T
móže v tomto případě nabývat jakákoli hodnoty z intervalu - f N ~T ~ f N •
Za pohybu věak derivovat mňleme, dostaneme

'VV ll, AS) dS
::: -T t fN -

?JAS lASl
(11.15 )

Jde-li o pružné těleso, m~žeme variační princip (ll.14) ponechat,
vyjádříme-li

za vedlejěích podmínek

v = E+AtR. (11.16)

d ~ O (11.17)
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Pf-i tom

E je elastická de:tormačníenergie (objemový integrál)
A je potenciál vnějších sil (u povrchových sil jde o povrchový

integrál)
Q je tf-ecí energie (povrchový integrál, jeho~ integrand nelze

obecně derivovat)
1 =O je podmínka pf-edepsaných poauv~ (na části povrchu)
d .~ O je podmínka neprostupnosti těles.

Vztahy (11.17) představují okrajov4 podmínky.

Protoh vari,ačn:í princip i okrajová· podmínky obsahují nerovnosti,
vede snaha po vyu~ití variačních principó k numerickým metodám známým
z teorie matematického programování. Výsledky však nejsou dosud příliš

atraktivní, tak~e se jimi nebudeme zabývat. Uvedeme pouze krátký výklad
o aplikaci metody konečo$ch prvkó.

12. VYUŽIT:! METODY KONEČN'tCH PRVKŮ l( iú:ŠEN:! KONTAKTN:!CH dLOH

Metody konečných prvkó užili k řeěení dotykových úloh rózní autoři;

nejčastěji se však omezili na případy s dokonale hladkými povrchy, nebo
naopak s dokonalou adhezí. Obecnějěí metodu odvodili pro ,rotačně sy­
metrická tělesa Wilson a Paraona /61/. Dotyk rovinných těles řešili

Chan a Tuba /4/. Ačkoli zahrnuli do svých úvah i smykové tření, apliko­
vali svou metodu na řeělBní napjatosti v zámku turbínové lopatky (ve
"stromečku") bez tření. Wright a O'Connor /62/ řeěili rovinnou úlohu
o dlouhé obdélníkové desce sevf-ené ve stf-ední části dvěma pru!nými blo­
ky. Kdy! se deska zatíií dostatečně velkým tahem, dojde na okrajích do­
tykových ploch k uvolnění dotyku, a to i v případě, že se zanedbá příčná

kontrakce (Poissonovo číslo ~ = O). Zde se uplatňuje vliv třecích sil
I

na deformaci rohó pru~ných blokO, mezi nimi! je deska sevřena. Ohte /43/
podsl řeěení dotykové úlohy jednak rovinné, jednak rotačně symetrické.
Šlo o vtlačov,ání pružného rszníku s plochým čelem do pružn4 poloroviny,
resp. poloprostoru. Stacionární dotyková oblast se dělí na adhezní a na
skluzovou část. Z delších ~ýinamných praéí citujeme ještě /37/, /44/.

Zvláštnosti postupu řešen:( úloh metodou konečných prvkó vysvětlíme

jen na jednoduché rovinné úloz4a. Na povrchu obou těles odhadneme mnoUnu
uzló, které přijdou během zatělování do kontaktu. V úlohách se stacionár-
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ním dotykem je to snadné. V ostatních p~ípadech oblast dotyku ~~ od­
nadneme (nevadí, je-li odhadnutá oblast větě! než skutečná, rozdíl by
však neměl být velký). Abychom se vyhnuli interpolaci, volíme uzly tak,
aby byly p~i dotyku koincidentní (s p~esností rovnou řádov~ velikosti
posuvO, kter~ předpokládáme tak mal~, aby platila lineární teorie pruž­
nosti pro každé z obou těles). Do jiné množiny S~ budou spadat uzly
zatížené vnějšími silami. Pro jednoduchost budeme pfedpokládat propor­
cionální (prosté) zatělování, takže se vektor sil t F~1 bude měnit

dměrně k parametru A., E. < 011 >.•)

(12.1)

OBR. 34

P~edpokládéme, že matice tuhosti byly ji! regularizovány p~edepsáním

okrajových podmínek. Tzv. volné uzly, jež nepatři do oblasti kontaktu
a v nichJ není p~edepsán ani posuv, ani sila, eliminujeme předem sta­
tickou kondenzací (viz příklad 8). Tím se vytvoří "superelementy", je­
jichž hranice obsahují uzly pouze v oblasteoh S~ , S~ • Posuvy, reep.
síly, v uzlech v kontaktní oblasti rozložíme na složky ve směru společné

tečny a kolmo k němu (obr. 34). Na obr. 34 jsme zakreslili pouze složky

sil. Posuvy bychom
mohli zakreslit zcela
obdobně; stačí si před­

stavit, že znak ., F"
zaměníme za "{L". Uzly
vyznačené kroužkem bu­
dou koincidentní, pójde­
-li o adhezi nebo skluz.
V tom případě musí mít
společný normálový po­
suv (.{LAn + «f>t1 = O),
kdežto tečné posuvy se
mohou nepatrně lišit
(o vzdálenost řádově

menší, než je charak­
teristický rozměr prv­
kO). Uzly se však mohou
také oddálit ( ~An +

+ U Bo <:. O), jestlUe
se v daném místě dotyk
uvolní. Proto oba uzly
číslujeme samostatně,

každému z nich ponechá­
váme oba stupně volnosti.

H) Podrobnější výklad obsahuje pr~ce /22/.
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V každém uzlu z oblasti S~ mOže nastat jeden z těchto t~i stavO:
(1) adheze, (2) skluz, (3) uvolněný dotyk. Abychom správně vystihli vliv
historie zatěžováni (nezapomeňme, že t~eni vnáěí do soustavy nevratnou
disipaci mechanické energie), ~eěime dlohu po p~írOstcích (krok za kro­
kem). P~í~Ostky označíme symbolem Ó • Matematické vyjád~e:n:( podm:(nek
styku je z~ejmé z tab. 3. P~itom jsme označili

f1 pro X "> O

-óú~}") lx.) ~ O pro x = O

-1 pro -l(. < O

f je součinitel tření (stejný pro adhezi i skluz).

Tab. 3 Podmínky dotyku tělea (srov. a obr. 34)

(12.2)

Oblast

( 1)

adheze

(2 )

skluz

(J)

uvolněný

dotyk

Síly

FAO - Fen -::: O

FAt - Fp,l; -= O

I FAt \ fo f FAn ~ O

f AI1 <. O

F~V) - r Bn o; O

f="At - FBt -: O

FM = f ~n f.lliJn ('bup} bu.At)

F1\1'1 <. Ú

VI\V\ -: O

í=" fit ::. O

Fgl') -= O

f M '" O

Posuvy

u ..... tu, -= Sll\.
".. Et'\

OUAttDUBttO

UAY\ + 'U Bn < dfT\

Sll\. je vzdálenost
uzlO A, B v neza­
tíženém stavu

Pro celou soustavu, která nyní obsahuje pouze dva superelementy,
máme vztah
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(12.3)

Kdy! ji rozepišeme, dostaneme tyto dvě maticové rovnice (závorky u metic
a vektoró budeme pro stručnost vynechávat)

Protože nás posuvy uz11l v oblasti Sp, prozatim nezajimaji, eliminujeme
je tak~ že vypočteme

(12.6)

a doaadime do (12.4). Dostaneme

kde

(12.8)

-1 (12.9)
Q. -.: k()(.(b° k M F

Matici tuhosti J.G i vektor Q.. můžeme vypočitet př.edem, nebot matici
tuhosti v rovnici (12.3) známe a subvektor F rovně~ [srov. s (12.1)J.
Rovnice (12.7) je pro da1ši výpočet, v němž se berou do dvahy podminky
dotyku těles, výchozim vztahem. V inkrementá1nim tvaru budeme mit

(12.10)

Mllžeme si položit otázku, jaký je fyzikální význem vektoru ~ ?
Z rovnice (12.7) vidime, že bude FcA. = Q. , jestlUe zvolime ťA.()l.. = O,
~ =1. Jestliže bychom tedy znemožnili posuvy uzlll v dotykové oblasti
Soc: , vznikly by v nich při plném zatHeni silemi F reakce Q. •

Jsou to sily, které by se do uzlll přenášely z rámu, na který bychom uzly
připevnili.

Posuvy U oL a sily Fe<. seřadime podle kvality dotyku, jak je za­
chycuje tebe 1. Bude
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(12.11 )

Index v oblé závorce znači, zda jde o adhezi (1), o skluz (2) nebo
o uvolněný dotyk (oddáleni) (3). Každý ze subvektorO ve vztazích (12.11)

dále rozdělíme tak, abychom měli za
tělesa A a potom ještě tělesa B
neme

-t<. ll:.)
Ao

« l~)
At

..u. ll)
BfI

lld
« fl,t

sebou normálové a pak tečné složky
• Takže pro k.. = 1, 2 nebo 3 dosta­

(l)
FAn

F, ll)

t,(t1" At
'" - ll:) (12.12)

I-Bn

I="lll
Bt

Protože musi být splněny vztahy mezi pOBuvy podle posl'edního sloupce
tab. 1, budou všechny přírůstky posuvO DU známy, podaří-li se najít

r~ ~
prvky vektoru oU~ definovaného takto

\' (3\ í JT .
OU Bt .

(12.13)

Symbolem T vyznačujeme transpozici. S přihlédnutím k tab. 1 soudí­
me, že pro p:,řírOstlq posuvO bude platit vztah

(12.14 )

v němž
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10: O O O O O O O

O IlO O O O O O O
I
I-I O I O O O I O O O O

O -I I O O O: O O O O____1 _

O O: I O O: O O O O

O O I O I O I O O O O
I I

O O :-1 O O: O O O O

O O I O O IlO O O O
-- --1- -- --- -J-- - - - ----

O O: O O O: I O O O

O O I O O O I O I O OI I

O O I O O O I O O I OI I
O O: O O O I O O O T

(12.15)

Symbol I znamená jednotkovou submatici, symbol O nulovou submatici.

Využijeme-li fyzikálních podmínek v dotyková oblasti podle druhého
sloupce tab. 1, dostaneme vztah

v němž

M O Fe<.. ... O (12.16)

M

r-I I O -I O I O O O O I O O O O

O I O -I: O O O O: O O O O
-----------------1--------
O O O O: I O ~1 O I O O O O

I

O O O O I O I O -I I O O O O
I

O O O O 1+ f' I O O I O O O O
--------~-------~--------

O O O O I O O O O I I O O O
I I

O O O O I O O O O I O I O O
I I

O O O O I O O O O I O O I O
I I

O O O O I O O O O I O O O I

Připomeňme, že v pravém dolním poli matice M je jednotková, a nikoli
nulová matice, přestože máme pro uvolně~ dotyk nulové síly Fp.n až Fp,c •

Rovnice (12.16) totiž platí pro přirdstky sil, e ty by jinak mohly být
libovolné.
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Dal!í postup je ji! snadný. Z rovnic (12.14) a (12.16) dosad1me do
(12;10). Za tím dčelem znásobíme rovnici (12.10) maticí M (zleva).
Vzhledem k platnosti (12.16) odpadne na prav4 straně první člen. Dosta­
neme

(12.17)

a po dosazení z rovnice (12.14) vypočteme

Tím jsme získali pro pf'írOstek 5f ~ F DÁ, zatělujících sil
dající p~ír08tek o~~ posuvO. Výsledek mOleme dosadit do
do inkrementálního tvaru rovnice (12.6), totiž do vztahu

\ -~ 1
O U(1 :: 1<'1l>~ F DA, - k;~ K~oc. 8Uo<.

(12.18)

F~ odpoví­
(12.14) a pak

Tím dostaneme p~írOstky posuvO ve věech uzlech. To platí za p~edpokladu,

že se rozdělení uzlO do t~íd (1) al (3) podle tab. 1 během daného výpoč­

tového kroku nezměnilo. V okamliku, kdy se tak stane, .musíme krok ukon­
čit a pokračovat s novým rozdělením vektorO na subvektory. V tomto "hlí­
dání" výpočtového procesu tkví hlavní programátorská nesnáz. Jiná nesnáz
je ve ěpatné podmíněnosti matice (M)<,N). Obě nesnáze věak lze překonat,

jak ukazují úspěěně vy~eěené úlohy, které jsme na počátku kapitoly ci­
tovali.

13. KONTAKTNí ÚLOHY O DESKÁCH A SKO~PINJťCH

Těchto dloh, v nichž se s jinými tělesy nebo mezi sebou dotýkají
tenkostěnné desky či sko~epin,y, bylo ~eěeno velmi mnoho. Jejich p~eh1ed

podává - do jisté míry - monografie Grigoljuka a Tolkačeva 116/. Velmi
často bývá ~eěení zaloleno na Kirchhoffově teorii desek, pop~. sko~epin.

P~itom se nebere v úvahu změna tlouětky stěny vlivem pfíčné kontrakce.
To by mohlo nep~íznivě ovlivňovat ~eěení dloh, u nichl vzniká sev~ení

jako dOsledek malého p~esahu po1oměrO, nebot tento p~8sah mdle být srov­
natelný s velikostí posuvO pOsobených pfíčnou kontrakcí. V jiných p~ípa­

dech jsou pfedpoklady Kirchhoffovy teorie zcela p~ijatelné.
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V táto kapitole uvedeme jen některé příklady. Např. do vetknuté
tenké kruhové desky bude vtlačován rotačně symetrický razník, jeho! me­
ridiální křivost lze vyjádřit řadou (obr. 35)

F

OBR. 35

()O

"'" '){- '\ C l-.C..)Y\o L n C(.
1')~1

Razník je absolutně tuhý, deska
pru!ná. Přítlačná síla je F •
Podle teorie tenkých pru!ných de­
sek, v ní! ee předpokládá, !e si
úsečky kolmé k ohybové ploě~ při

deformaci zachovávají tuto kolmost
nezávisle na velikosti prOhybu a !e

zdetávají přímé, vyjde radiální,
resp. obvodový měrný ohybový mo­
ment /58/

Pi"itom

(1).3)

značí ohybovou tuhost desky a Wlr) její prdhyb. Pro tento prdhyb dává
Kirchhoffova teorie desek rovnici (/58/, str. 69)

Zde p je tlak pdeobící na desku. Tlak nemusí být konstantní, je věak

rozdělen rotačně symetricky.

Dotýká-li se daný razn:ťk desky v kruhové oblasti O < r < r o

musí na tomto intervalu platit, !e
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- ať (I")

Funkce ~Cr) m~ tvar (13.1). Integraci dostaneme

cl..w
c{r

r 00

-JdeLt") ctI" =- 'Jeor t L 11+1 Cn
o n =1

Tuto hodnotu mdžeme dosadit do rovnice (13.5). Dostaneme prdběh dotyko­
v~ho tlaku rovněž ve tvaru fady, a to

(1).8)

Rovnice (13.8) platí pro O c::: I" <: ro , avěak jen tehdy, vyjde-li na
cel~m intervalu plr) ~ O. Vně dotykov~ oblasti ládný tlak nepdeobí.
Hranici r = r c musíme zatím ze svých dvah vynechat, nebot tam nemusí
rovnice (1).6) platit. Pro r > (o se bude kfivost meridiánd desky
a razníku liěit.

Pozoruhodná na feěení (13.8) je to, ~e pro razrtík s kulovým po­
vrchem 'aC.Lr) = ')(0 = konst máme podle (1).1) Cn· = O pro věechna n ,
a tedy p = O. To znamená, že se silové pdsobení v tom pfípadě soustředí

pouze na liniové zatížení kružnice o poloměru' ro

F

Zajímavé je, le k feěení (13.8) jsme nepotfebovali
kdežto feěení (13.9) je na tomto poloměru závislé.
vá, jak zn~mo, meridiá1ní kHvost3ťo v intervalu
stantní )fl

F CA
-: gJr tl ['1. ťn r;;- +

znát poloměr G ,
Zatížení (13.9) dá-
O <. r < fo kon-

(13.10)

Kfivost 1eo známe; vztah (13.10) umožňuje získat "'-0 , je-li dťo dáno
(nebo naopak). Z rovnice (13.9) pak vypočteme ~o.

Prdběh tlaku per) ,a.tedy i namáhání desky v dotykové oblasti
O <: r <:: "'-0 jsme získali snadno, ale o namáhání a prdhybu desky vně

této oblasti nevíme dosud nic.

)fl Získáme ji dvojí derivací rovnice (80) z knihy /58/, str. 81. Srovnej
též s obr. 36 a s rovnicí (1).14).
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Existuje jeětě jin1 zpOsob feěení, který dá odpověa zároveň i na
tuto otázku; poskytne toti! výsledky pro celou desku. Aeěení vyu!ívá
princfp superpozice.

Nejprve vyfeěíme d10hu o desce zatí!ené silou F rovnoměrně roz­
dělenou na kru!nici o poloměru b (obr. 36). Podle /58/, str. 81,
dostaneme prOhyb

a I b

OSR.36

. pro r> b

pro r <. b

(13.11)

(13.12)

vyjde

F b7.. r' tJl
'Jť.lr) -=. - - (1- - + !Lťn - t 1 - -)8Jr!) I... a,1. o. r1. pro r';>- b

pro r < b

(13.13)

(13.14)

Nyní nahradíme sílu F elementární silou 2:1t bplb) ctb , která vzniká
pOeobením tlaku P( r) na dzké mezikruU o poloměru r 2: .b a ěífce Cib •
Pak integrujeme, a to tak, h na intervalu O < b <:: r použijeme vztah
(13.13) a na intervalu r.~ b c ~ . vztah (13.14). Oba vztahy pfitom
poněkud podrobněji rozepíěeme [dosadíme .en Lb/a.) = fn b- ťh tl atd. ]
Vyjde
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r
1 S ~ ~~ (I") ". - LiD L2.(nr - Hna +1+ Hn.b - 2ťnb +1 ,- o,'l. - ('1) pbdb -

o

~ ~ ~
- 'tO ~ l2enb - 2 ťna +1 - OJ) pbolb

('

(13.15)

Podtržené členy se opakují v obou integrálech, tak!e je mdžeme zahrnout
do jediného integrálu na intervalu (O, f'o ). Dostaneme

~"(o b b'2.
- 4D J (2 ťn a t 1 - ~1. ) Pb~ b

o (13.16)

(1).11)

Pozoruhodné je, že vzorec (13.16) platí nejen na intervalu O ~ ý' <:::. (o

ale také na intervalu YO <. r <::. a . V tomto druhém pf'ípadě mOžeme vzít
horní mez prvého integrálu ""0 ,nebot p(b) -::: O pro b > 1"0 •

Pf'edpokládáme-li, že se deska a razník dot!kají v oblasti O~ ('~ ~ ,
bude kf'ivost ~lr) na tomto intervalu známá a shodná s kf'ivostí razní­
ku. w) Rovnice (13.16) je pak Volterrovou integrální rovnicí (prvého dru-
hu) pro neznámou funkci Pl r) , I" < Iv • Vaz'bu mezi silou F a polo-
měrem ro pf'edstavuje rovnice statické ekvivalence

\- -:: !L l'( rr~ lb) b d b
o

~eěením integrální rovnice (13.16) dostaneme funkci p(r) • Z Uh rovni­
ce pak vypočteme i funkci delr) pro fo < I" < a (pro interval O ~ r < ('o

je známa).
Z rovnic

(1).18)

dosadíme do (13.2) a (13.) a dostaneme namáhání desky (v oblasti dotyku
i ve vnějAí části). Dalěí integrací druhá z rovnic (1).18) dostaneme prd-
hyb.

]f) Je-li kf'ivost meridiánu razníku v některám místě Je (r) -::: 11 R ,je kf'i­
vost desky v tém!e místě 1/ ( R+h/2.) • Tento rozdíl zanedbáváme, nebat
h <:< 1(,
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Pf'íklad 8

Pro rezník 8 kulovtm čelem máme ~lr) =~o =konat. Rovnice (13.16)
dává pro O G. r < ro

rf' r b'l.
j ('2ťn b ... 1 - ~ ) P(b) b ct0 ::: - A - 4.D ~o (a)
o

kde

Pro derivování integrálu podle parametru máme vzorec

V naěem případě bude mít tento vzorec tvar

(d)

kde

Zf'ejmě Hli 1") = O. Derivací rovnice (a) podle parametru r tedy dostane­
me (pro Y' >- O)

a dalA! derivací (pro r > O)

4Pk). (' (g)

Označme b?l Plb)

b • Vyjde
lil ( b) • Tento výraz dosedíme do (g) a derivujeme podle

a dll!
lf LI") -:; dr (Ly r) := r .cH" + r
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Protože 0/ se na obou stranách rovnice (h) rulí a ~ > 0, musí být
c{~, fd(' = O. Pak ale I.( = C = konst, takh P((-).", cl y.3 • Kdyby C +0,

nedala by rovnice (13.17) konečnou sílu F • Proto je C = o. To ověem

znamená, že také t-:>(r) =° pro I" <. ('o.

Silové p\lsobení je tedy nulové pro r < 1"0 i pro r > ro . Síla
se zi"ejmě m\lže přenáěet jenom na kružnici r = ro • Položíme tedy

(i)

(j)

1"0

~ f(x) O( x- Y-o ) c{;( ., f (Y-o)
o

kde OCr) je Diracova zobecněná funkce a Cfo je délkov4 zatížení; p\l­
sobí rovnoměrně na kružnici r = r'o • Funkci Ó(r) budeme definovat tak,

aby

Jinými slovy, počítáme s limitou (pro €. > O)

1"01" e.

~ fCi) 5 (x- YO) (í{x .", f tra)
o

(k)

Definici (j) jsme zavedli intuitivně. Tak totiž dosáhneme toho, že
z rovnice (13.17) dostaneme celou výslednici F elementárních sil
'1rrb'plb) d.b ,bude-li -plb) dáno rovnicí (i) •. Zf'ejmě musí vyjít F =
= 1~~~o. Skutečně, dosadíme-li výraz (i) do rovnice (13.17), dostane­
me - za pŽ'edpokladu platnosti (j) - vztah (13;9)

Protože ve vztahu (a) je y- <: \"0 , bude levá strana nulová,·) Musí
být proto nulová i pravá strana, takh A=:- 4- D 'Je o · Z rovnice (b)
a (i) máme

(l)

takže nakonec vyjde

F
8 D'Jeo

(m)

shodně se vztahem (13.10).

Příklad 9

Nyní budeme p~edpokládat, že razník má meridián ve tvaru paraboly
čtvrt~ho stupně takový, že jeho ~ivoet lze popsat rovnicí

• ) Pro y- <: ('o je 0 (('- Y'o) = 0, a tedy i per) = o•
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(8)

(c)

Z rovnice (13.16) tentokrát dostaneme

r'" r b'2.
J lHn b *1- ~) P (b) bcAb '" - A -lt.D:leo t 4DC'l. l ~ )'2. (b)

o

Význam konstanty A je stejný jako v pfík1adu 8.

~eěení rovnice (b) dostaneme jako součet dvou člend. První člen

odpovídá konstantní křivosti ~o • Tehdy vy jde A~ 4 "D 'Jeo = 0, plr) =
= q...o 1)(1'""-('0). Druhý člen bude feěením rovnice

J
,r (' bL (')1-
l1ťn ~t1- rz:)p(b)bolb ~ ltDCllt\

o

Pfedpokládejme, že p = p'J = konst. Pak

(d)

Integrál v rovnici (d) lze feěit metodou per partes. Dostaneme

Rovnice (d) proto dává

(f)

Výsledný tlak mezi razníkem a deskou tedy je

(g)

Z rovnice (g) a (13.17) vyjde

Kdy! (g) dosadíme do vzorce pro výpočet konstanty A Lpfík1ad 8, rovni­
ce (b)] a výsledek porov~áme e výrazem - t+ D';)tl)' dostaneme rovnici vazby

- 89 -



mezi silou F a poloměrem rl) ve tvaru

(i)

Pro zvolený poměr rol o., <. 1 lze z rovnice (1) snadno vypočítat sílu F •

ňeěení má smysl, pokud ql) ~ O, P ~ O. Mezi deskou a razníkem
se totiž nemd~e p~enáěet tahová sila, nebot obě tělesa se o sebe pouze
opírají a nejsou nijak spojena.

Poznamenejme, že volbou

(j)

mOžeme soust~eděn~ liniové zatížení ~o na hranici dotykové oblasti anu­
lovat. To je z~ejmé z rovnice (h).

P~íklad 10

Na konec polonekonečné tenkostěnné trubky je naviečen tenký prste­
nec s p~es8hem poloměrO 6 (obr. 37). Určete napjatost a deformaci trub­
ky i prstence.

b

L..

.&.--+-- - -- - -- - -- -

OBR. 37

Q M Q<- .._------......--......-_....-.~..,
- ------------

( ~------------~

OBR. 38

ňe~

Budeme p~edpokládat, že rozměry a ,O ,h jsou velmi malé ve srov­
nání e poloměrem ~ e že meteriál obou částí je stejný. Jejich vzájemné
pOsobení je znázorněno na obr. 38. Na prstenec, resp. na trubku, kterou
mOžeme považovat za tenkostěnnou rotačně souměrnou skofepinu, pfenáěí se
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příčná (radiální) síla G.lN/m J a ohybový mome~t M (Nm/m = N1. Jejich
účinkem ee prstenec roztáhne o posuv

Qr'L

abE

a jeho pr~řezY se otočí kolem etřednice o úhel

( a)

Radiální posuv W(x) ve vzdálenosti 'X. od okraje' skořepiny vyjde
(/58/, str. 518)

kde

b -=: Eh:\/12.l1-ft~) je ohybová tuhost skořepiny a

~ = ~3l1-fL~)/rLh~ je charakteristická konstanta

(má rozměr m- l , tak~e ~x je bezrozměrová h9dnota).

Z rovnice (c) vypočteme zmeněení poloměru skořepiny na okraji X = 0,
jakož i úhel jeho otočení. Vyjde

(d)

Z deformačních podmínek

(e)

vyjdou staticky neurčit~ veličiny

M -=:
'1.02 Db
2./VB -1

tl
4 ~'l: 8 D5

IJ. AB -1

(f)

(g)

kde A ,'B značí výrazY
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Poznámka

Kdyby měl nalisovaný krou!ek na obr. 37 poněkud větěí rozměry, mu­
sila by se anal$za tohoto p~ípadu pozměnit. Kdyby nap~. bYlo b sice ma­
l~, ale a. velk~, mohli bychom teorii prstence nahradit teorií mezikru­
hov~ tenk~ desky. Kdyby bylo naopak a. maU, ale b velk~, Uo by o spo­
jení dvou tenkostěnn$ch skořepin. To by byla poněkud obtí!nějěí dloha /34/.

14. VÁLCE PRACOVNtCH STROJŮ, KALANDRY A VÁLCOVACt STOLICE

Jde o značně speciální tematiku, takže se omezíme jen na citování
některých pramena. Podrobnostmi se nebudeme zabývat.

P~ítlak mezi dvěma tenkostěnnými válci s pryžovým povlakem a s rov­
nobě!nými osami je ~eěen v práci /21/. Proto!e konce válca jsou vyztu­
ženy vestavěnými čely, nastává u čel koncentrace tohoto p~ítlaku. Mezi
povlakem a pracovním válcem ma!e nastat v dotykov~ ploěe skluz, který
má za následek vznik trvalého prahybu. O tom pojednává práce E.J. Patuly
/46/.

Kontaktní úlohu o válci s tuhým jádrem a s elastickým povlakem, do
kterého je podél společn~ povrchové přímky rovnoměrně zatlačován jiný tu­
hý válec, řeěili Hahn a Levinson /17/. Obdobnou úlohu o povlaku z poly­
meru ~eěili Star!inskij, Možarovskij a Osipenko /54/.

O'Connor a Weinstein pojednali v práci /42/ o válcování tenkých pá­
ea z hlediska vzniku geometrick$ch dchylek (poruěení tvaru a rovinnosti).
O přítlaku a deformacích válca ve válcovací stolici "kvarto" psali Krzyě,

Skrzypek a Szuwalski /35/.

Existuje mnoho literatury, která o válcích pracovních stroja pojed­
nává spíěe z technologickáho hlediska. Zde jsme citovali jen výběr prací,
které daný probl~m pojímají alespoň zčásti jako kontaktní dlohu.
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15. VÚJEW PŮSOBl!iN:t.~EBRA A DESKY

Mezi kontaktní dlohy se někdy ~adí i rozbory vzájemn'ho pdsobení
~ebra a desky, popf. penelu. Md~e jít i o soustavu žeber zat!~ených na
konci osamělými silami. Otázkou je, jek se tyto sily pfenáěeji do desky,
kterou žebra vyztu~uji. Uvedeme zde pouze zjednodu!en' ~eěeni jedné ta­
kové dlohy. Nekonečná tenké pru~ná deska je opat~ena jedním polonekoneč­

ným žebrem, symetrickým ke st~edni rovině desky. Počátek so~adnic zvo­
líme v počátečním prd~ezu žebra a osu X ve směru žebra. Rovina X , Y
bude st~edni rovinou desky, v níž budeme pfedpokládat rovinnou napjatost.
Posuvy desky v nekonečnu budou nulové. V počátečním prd~ezu žebra bude
pt1sobit osamělá síla F (obr. 39).

y

x

h

OBR. 39

Vzhledem k souhlasné orientaci žebra a síly lze soudit, že posuvy
li lÁlY) ve směru osy )( budou mnohem významnější než posuvy V(J<,y)

ve směru osy y • Totéž lze pfedpokládat o napětích. Neučiníme tedy pod­
statnou chybu, když posuvy a napětí ptiaobíci ve směru osy Y zanedbáme.
Fyzikálně to znamená, že skutečnou izotropní desku nahradíme ortotropní
deskou pružnou ve směru osy X , ale absolutně tuhou ve směru osy y •
Do výpočtu deformací. a napjatosti desk.y pak vstoupí pouze posuvy -uL x..y)
a napětí S-",l x,yl ,~l( lx,y)
Pro ně bude platit rovnice rovnováhy

(15.1)

a Hooketiv zákon
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V hbru bude posuv ..u (x,oH X> o) a napětí v tahu

(15.3)

Zde E , pop!'. G =: E/2.l1tfl} jsou moduly pružnosti desky, E1 je
modul pru!nosti v tahu či tlaku !ebra. PrO!'ez !ebra je ~1 • Z rovnová­
hy elementu žebra o délce ctx. dostaneme podmínku

v na q, LNm- 1] je měrná síla pf'enáěená
X • K rovnicím (15.1) až (15.4) sedruU
funkci 8 1 (x)

z desky do !ebra ve směru osy
jeětA okrajov~ podmínky pro

a rovnice vzeělá ze zákona o akci a reakci

(15.6)

pro ~ > O. Tato rovnice popisuje vzájemné pOeobení !ebra a desky. Na
element !ebra o délce ~x pdsobí deska silou ~(x)~x • Opačně pOsobící
reakce se pi'en8s8 podél f'ezu X > O, ':J = O do desky, ato z jedné po­
loviny do části Y > O, z druhé poloviny do části Y <.. o. V i'ezu y = O
vzniká proto nespojitá změna Lyll. • Rozdíl limit shora a zdola je právě

q /h •

Rovnice (15.1) a! (15.6) by měly stačit k i'eěení álohy. Kdy! vztahy
(15.2) dosadíme do (15.1), vyjde

?i~-u. 'í)1..{.(,

'1(1+.u-' - 1- - =0
I ~'X.t. 'i)y~

Zavedeme bezrozměrové proměnné

I tt=1i- (15.8)

a dostaneme místo .u (X "Y) funkci ((, l ~ i ll,) , pro nU bude platit Laplaceova
rovnice
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Funkce ~l~I~) bude zřej_ě harmonická. MO!eme ji proto považovat za reál­
nou část nějaké holomorfní funkce

(15.10)

komplexní proměnné .)

Rovnice (15.2) a (15.8) dají

E

Zavedeme funkce x)

E 'Ot<.

hi ~( 1 tf) 7) g

'Ou
'D'Y[

(15.12 )

S
H ~~f) h h

,,; Ly 'X. -= ~ 1"yXE

T :::
h V9.(1~f9

<;'x.
E.

Pak bude

(15.16)

Je-li Lfl"t)-e u,+{,v ,kdeÁLa V jsou reálné funkce, pak pro derivaci
máme

)f) Není tedy l::: X+ty • Změnu označení si vynutila transformace (15.8).
Funkce Lp (l) bude holomorfní v celé rovině ~ ,t , snad s výjimkou po­
loosy ~ ~ 0, "YL = O.

x) Symboly S a T naznačují, že jde o napětí smykové a tahové (tlakové).
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Funkce {L , V splňují toti! Cauchyho-Riemannovy podmínky

Kdy! z rovnice (15.16) dosadíme do (15.17), budeme mít

Ze symetrie vyplývá, !e

(15.20)

a z rovnice (15.6), !e pro IC. > O

-Wwv S(~IE)-10vt- Sl~i-E.)
't. ~o tt:~o

Zapiěme ~uto rovnici stručněji ve tvaru

(15.22)

Vzhledem k platnosti (15.20) se poslední vztah nezmění, pfidáme-1i na
levou stranu t.TTl~) - ~T-(~). S pfihUdnut{m k rovnici (15.19) dosta-
neme

(15.23)

Podle (15.6) a (15.14) je ST(~)+ &'-(~) = O. Kdy! tento výsledek spolu
s (15.19) dosadíme do rovnice

bude tato rovnice splněna. Dostali jsme tak vztahy pro rozdíl i součet

limitních hodnot funkce ~ (~, O) počítaných jednak zleva, jednak zprava.
Toto označení se vztahuje k pozorovateli, který se pohybuje po ose dee­
ček ve směru rostoucího § •

Vztahy (15.23) a (15.24) nás inspirují k tomu, abychom funkci ~(l)

napsali ve tvaru integrálu Cauchyho typu (/40/, str. 236)

":Jl: (
j~

o

U) (t) ~t
t-~
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Funkci ú.J lt) neznáme. Funkce (15.25) bude holomorfní dude s výjim­
'kou poloosy ~ ~ O, fVl = O. Ne ní dostaneme limity zleva a zpreva
("hraniční" hodnoty) ze vzorcd P1eme1jových-Sochockého (/40/, str. 245)

(15.26)

\]1 lx)

Porovnáme-li vzorce (15.23) a (15.24) se vzorci (15.26) a (15.27),
dojdeme k závěru, že na poloose ~ ~ O, ~ = O musí platit vztehy

, cr (~)
W (~) '" - {, G- (15.28)

( 1 t vy (tl
T ~IO) ::: - 2.nG oj t _~ olt

Integrací rovnice (15.4) s p~ih1~dnutím k druh~ okrejov~ podmínce (15.5)
dostaneme.

()Q

~1 0'1 Ll() '" - SCf l~) dt
)(

Podle (15.2) a (15.3) musí platit, le

~ S'J(. (x, O)
E

z rovnice (15.15) věak máme

Když tento výraz dosadíme do (15.31) e odtud do (15.30), dostaneme in­
tegrální rovnici pro neznámou funkci cr Cx) ve tvaru

c:IJ

_1 (3JQ. ott ~
ln:) t-l(

Stejnou dlohu, av§ak pro izotropní desku ve stavu rovinné napjatosti,
~eěil Koiter /30/. Dostel rovně! integrální rovnici (15.33), avAak B tím
rozdílem, že místo činitele 1 /~ !l.(1 tf) na pravé straně rovnice dostal
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činitel .2./[(?J-;U1l1t fl-)] • Proto!e )J-f:. (O; 0,5), je poměr obou čini­

te1d v mezích 1,06 a! 1,09. Podle toho lze p080udiť chybu vzniklou p~ed­

pokladem, že deska je ve směru kolm~m k žebru absolutně tuhá. ~eaení

rovnic (15.30) 8 (15.33) je znázorněno Da obr. 40 8 porovnáno 8 p~e8ným

~e!ením Koiterovým, které je značně slolitějěí. Je z~ejmé, le i za před­

pokladu, le je deska ortotropní, dostaneme prakticky upot~ebitelný výsle­
dek. Na tomto p~íkladu jsme chtěli ukázat, že vhodná, byt poněkud odvá!­
ná zjednoduěení dlohy mOhou dát u!itečná ~ ~ení. Ověem o tom, která zjed­
nodu!ení jsou vhodná 8 jeětě p~ijatelná, mdle rozhodnout jen zkuěenoet.

1
0,6

0,4

0,2

KOtTER

o 1 2 3 4 -_..... ~X

OBR. 40

• •
16. VLIV NEROVNOSTÍ POVRCHU NA PĎDPfTt SPOJU

Zabývejme se případem mezikruhového kotouče o poloměrech ~ , b
do kterého je zalisován (nebo po pfedchoz!m oh~evu kotouče vsazen) plný
čep, jehož poloměr je Cl-+ 5 . Rozdíl poloměro. D představuje přesah,

jeho! vlivem vznikne ve spoji čepu a kotouče (po eventuálním vyrovnání
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teplot) p~edpětí. Toto p~edpětí ee zpravidla počítá z Lam4ho vzorcd od­
'vozených pro rovinnou napjatost. Výsledek výpočtu mdže být proto věro­

hodný Jen za p~edpokladu, že osov, napětí je skutečně nulov~, že čep je
právě tak dlouhý, jak je kotouč tlustý, tak~e z kotouče nevyčnívá, a ~.

geometrie obou částí je dokonalá. Tím míníme i to, ~e povrch je ideálně

hladký. V praxi vět!inou ani jeden z těchto p~edpokladd dostatečně p~es­

ně neplatí. S tím se kon8trukt'~i vyrovnávají tak, le počítají s jakousi
efektivní velikostí p~esahu; berou do výpočtu meněí p~esah, ne! jaký se
zjistí mě~ením. Také tehdy, počítá-li se 8 tím, le ee čep v kotouči ne­
sm! pfi zatížení silou nebo silovou dvojicí ani posunout, ani pootočit,

vychází konstruktér z jakési prakticky ově~en', ale fYzikálně neopod­
statněné hodnoty součinitele adheze, resp. součinitele smykového t~ení.

O skutečné velikosti tohoto součinitele neví pfitom nic. Neví ověem nic
ani o skutečn'm rozdělení tlaku v daném svěrném spojení. Experiment mu
mdže pomoci jen částečně. Md~eme nap~. změfit prdběh síly potřebné k za­
lisování čepu nebo sílu potřebnou k jeho vylisování. Pomocí vestavěných

tenzometrických čidel nebo u~itlm Sachsovy metody odvrtávání mal' díry
/51/ se mdleme pokusit zjistit tlak v dan'm místě dotykové plochy. Potíž
je však v tom, že tato díra i čidlo naruěují ul svou existencí prdběh na­
pjatosti ve svém okolí a le čidlo nelze spolehlivě cejchovat. Síla pot~eb­

ná k zalisování, resp. k uvolnění čepu se dá změ~it poměrně pfesně, ale
podle ní nemdžeme usoudit, jaký podíl pfipadá na tlak v kontaktní ploAe
a jaký na t~ení. Hodnoty, které vstupují do výpočtd, jsou tedy značně ne­
jisté. Ostatně ani tehdy, kdybychom pfeen~ znali prdběh tlaku a tfen! ve
spoji, nebudeme jeětě znát jeho napjatost. A i kdyb,ychom ji znali - col
už není zásadní nesnáz - sotva bychom dovedli bez da1ě!ch zkuěeností

a zkouěek správně odhadnout to, co konstruktéra zpravidla nejvíce zají­
má, totiž mez dnavy, popř. životnost spoje. Zkušenost nás poučuje, že
nikoli tato napjatost, ale třecí koroze má pro životnost rozhodující vý­
znam. Jen výjimečně, u zcela chybně navrlených apojd tomu bývá naopak.

Složité jevy v lisovaných spojích (a ve spojích s přesahem sestave­
ných zatepla) mdžeme částečně separovat a 14pe prozkoumat spíěe teoretic­
ky než prakticky. Jediné, co k tomu potřebujeme, je volba elo!itějěího

matematického modelu, do kterého zahrneme jen některý z předpokládaných

vlivd. Ten ovšem musíme realisticky odhadnout. MOleme např. ponechat
v platnosti věechny zjednoduěující předpoklady Lam'ho teorie s tou vý­
jimkou, že dotyková plocha bude drsná, že na ní budou četné mikroskopic­
ké nerovnosti, výstupky a prohlubeniny. Pfi mAfení prOměru mikrometric­
kým Aroubem zjistíme prOm~r kružnice qpsan' přes vrcholky věech nerov­
ností. Takto zjiětěný přesah bude nutně vitě! ne! ten, který se praktic­
ky projeví vytvářením pfedpětí. Při dotyku totiž nerovnosti do sebe čás­

tečně zapadnou, ani! se deformují. Pak se však začnou plasticky přetvé­

fet (nebo i ulamovat, jsou-li kfehké), nebot na vrcholcích nerovností
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vznikají velk~ lokální koncentrace kontaktních napětí. Tím s. ztrácí
dalěi čáat přesahu. Na vytváření předpětí se podílí u! jen jeho zbytek.
Profil nerovnosti povrchu mO!eme detailně proměřovat. Zvolíme-li určitý

model nerovností povrchO, daný prakticky výlkou povrchových nerovností
~ (v mikrometrech), col je radiální vzdálenost mezi nejvyěěími vrchol­

ky a nejni!ěími prohlubněmi, mOleme pro daný materiál, jeho! mechanick~

hodnoty známe, výpočtem předpovědět ztrátu přesahu, která vzniká popsa­
ným zpOeobem. Tak postupovali Yoshimoto, TSukizoe a W~tanabe /63/. Počí­

tali měrný tlak tJ ve styku ocelováho čepu s poloměrem a = 5 mm, resp.
ct- = 25 mm, a s pouzdrem o vnějěím poloměru b = 2.a. Geometrický (měh­

ný) přesah poloměrO D přitom přepočítávali na efektivní přesah za před-

pokladu, le se vrcholky nerovností plasticky přetvářejí a le se nakonec
plasticky přetváří i materiál cel~ho pouzdra. Zvolili ocel s mezí kluzu

C5l!- = 270 MPa. Výsledky jejich výpočtO jsou zakresleny na obr. 41
a obr. 42.

50
.5mm

(-lm 200

40 (-lm =25mn

=50mm

d 150

1
30 S

co

1
100CO X

:J

20 co
co II)

coL. 50a.

10

O

O
H7 O 100 200 MPa

O 100 200 MPa - p- P
OBR. 42

OBR.41

PHpad R = o odpovídá dokonale hladk~mu povrchu, kdy se uplatní
celý přesah poloměrO 6 . Pro elastickou oblast namáhání se přesah O
rozdělí na stlačení b1 čepu a na rozta!ení D~ díry v pouzdře (obr. 43).
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p,u...Lr-;:::;"'O~-t;;é:~===+
p

OBR. 43

Tedy

(16.1)

Lam~ho vzorce pro tento případ dají

(16.2)

(16.3)

Z rovnic (16.2) a (16.3) dosadíme do (16.1) a dostaneme w)

Odtud vypočteme tlak v dotykov~ ploěe

.) Přeeah prOměrO je tedy 2 5 . Konstrukt~ři počítají raději s prOměry

ne! s poloměry. Obě hodnoty nelze zaměňovat. Proto je někdy l~pe udá­
vat poměrný přesah bla. 1000 promile, co~ je hodnota nezávislá na tom,
počítáme-li s poloměry nebo s prOměry.

- 101 -

..



Pro dan4 hodnoty máme (v jednotkách pm, mm, MPa)

(16.6)

Je-li Q. = 5 mm, 1):: 10 pm, vyjde p = 150 MPa. Je-li (,l :: 25 mm,
O" = 50 pm, je rovn~! p = 150 MPa. Tyto teoretické hodnoty platné pro
elastický materiál určují 8m~rnici tečny v počátku k!'ivky R :: O na obr.
41, pop!'. na obr. 42. Mezní p!'et1ak p!'i totálně plastickém stavu pouzdra
je [podle rovnice (20.8)J

<16.7)

Vy jde Pm = 270 • ťn 2 ; 187 MPa. Tlak tJ nemlUe být vyěěí než tato hod­
nota. Na obr. 41 a obr. 42 jsou zakreslena také toleranční pásma pro
uložení H7/p6 a! H7/x6. Je zhjmé, ..!e pro danou toleranci u1o!ení mOže­
me dostat velmi rOzné hodnoty tlaku v dotykové p10ěe a !e vliv povrcho­
vých nerovností je významný zejména u epojO s malým prOměrem čepu (h!'í­
de1e).

Náhrada teoretického p!'esahu D jeho efektivní hodnotou znamená to­
té! co nahrazení skutečné, nelineární deformační charakteristilcy povrcho­
vých vrstev charakteristikou lomenou. Vysvětlíme to na p!'ík1adu dvou hra­
no10, které k sobě rovnoměrně pfoit1ačujeme. Vzdálenost 1., bodO A , AI

(obr. 44) se vlivem tlaku p zmeněí o ae , pf.ičemž vlivem povrchových
nerovností je tato změna nelineární (obr. 45). Teprve p!'i větěích hodno-

p

p
-r-t----o A

OBR.44
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tách tlaku p se pr~běh deformační křivky jeví jako lineární (přímé

'část v okolí bodu t ). Nahradíme-li křivku O'c. úseČkou OB a polopřím­

kou BC, pak úsečka OB představuje "ztrátu" na přesahu Ae• Místo
abychom počítali s teoretickým lineárním pr~během OD , posuneme počátek

souřadnic do bodu ~ odečtením ztráty O~ vzniklá "omačkáním" povrchových
nerovností a počítáme s lineárním pr~během BC. Tímto zpdsobem věak ne­
podchytíme nelineeri tu, která vzniká při malých tlacích tJ a která je
patrná na obr. 41 e 42 při R. > O.

Lam~ho teorie platí pro rotačně symetrická válcová tělesa. Obdob­
nou rovinnou úlohu pro tělesa nerotačních tvard řeěil Tarabasov /57/.

17. JItá pfi1ČINY NESHOD S LA~HO TEORI1

Je-li náboj nalisován na hřídel, nebývá napjatost náboje - tímmáně

ověem hřídele - rovinná. Odchylka vzniká jednak třením, tak~e v dotykové
ploěe pdsobí smykové napětí ve směru osy, jednak tím, ~e hřídel z náboje
vyčnívá. Dal!í příčinou nesouhlasu Lamého teorie se skutečností mohou
být geometrick~ odchylky od rotačně symetrického válcového tvaru (o ji­
ných geometrických odchylkách jsme již pojednali v předchozí kapitole)
e odchylky od Hookeova zákona.

Rankin /49/ počítal radiální posuvy na povrchu nekonečného hřídele

(elastického rotačně symetrického válce s plným prdřezem) o poloměru a ,
zatíženého v pásu o dálce2l rovnoměrným tlakem p • Ve válcových sou­
řadnicích r , lf ,'i. vznikají posuvy «, l 'í, 'l), V = O, W( r, i) • Prd­
měrná stlačení

je nezávislé na souřadnici ~ a lze je porovnat a Lemého vzorcem (16.2).
Vyjde

(17.2 )

Ve skutečnám spoji náboje e hřídelem nebude tlak p rovnoměrný, nicméně

korekce (17.2) by mohla být dost přesná k odhadu vlivu vyčnívajících kon­
cd hřídele na jeho poddajnost. Spíěe než s přesahem ~ podle vzorce
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(16.2) bychom tedy měli počítat (u h~ídele s vyčnívajícími konci) se
st~édní hodnotou p~eeahu 01 vypočtenou ze vzorce

(17.)
{lela)

0,50,40,30,20,1

\
\
~

" ........-.

o

2

o

3

1

4
fU/a)

Funkce f (.tla) je phvzata z práce /49/ a znázorněna na obr. 46.

Obdobnou úlohu pro
polonekonečný h~ídel, za­
tížený na povrchovám pásu
u konce h~ídele rovnoměr­

ným tlakem, te~ili Tranter
a Craggs /60/. Jejich prá­
ce poskytuje - ov~em jen
do jistá míry - ptedstavu
o tom, jaký je rozdíl
v napjatosti a deforma­
cích, vyčnívá-li h~ídel

z náboje jen na jedn~

straně' nebo na obou stra­
nách.

OBR. 46

-- l/a
Vliv adheze hodnoti­

li Conwey a Farnham /5/.
Dotykovou plochu rozděli-

li na úzk~ pásy, v nichž
p~edpokládali rovnoměrn~ rozdělení tlaku. Spojitý prdběh tlaku tedy na­
hradili stupňovitým. Pro posuvy ve st~edních kružnicích těchto pásd od­
vodili analyticky p~íčinkov~ činitele a s jejich pomocí ~eěili úlohu dál
numericky. P~edpokládali, že náboj je absolutně tuhý a dotyková plocha
bu~ dokonale hladká (nulová smyková napětí), nebo v ní naopak nastává do­
konalá adheze (nulov'ý osový posuv). Efektivní p~esah je tentokrát počítán

z prOměrn~ hodnoty tlaku p , která p~ipadá na daný radiální posuv .~ •
Jestliže se do Lemáho vzorce (16.2) dosadí za p hodnota tJ , vy jde ph­
sah 01 • Prn efektivní p~esah ~ bude opět platit vzorec (16.2), kam
věak nyní za funkci f(.tla.) dosadíme z obr. 47 funkci f*(ť/a)
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OBR. 47

bez trenl

0,5 1
t/a

5

18. ÚTLUM V TOR~ NAMÁHAN1cH LISOVAN1cH SPOJtCH

Ukážeme, že tření v dotykov~ ploěe mezi hřídelem a nábojem, který
je na hřídel nasazen s přesahem poloměró, zpósobuje nelinearitu v defor­
mační charakteristice spoje a s tím související útlum při možn~m torzním
kmitání. Tento útlum je prakticky nezávislý na frekvenci.

Existuje-li u obou částí - u hřídele i u náboje - rotační symetrie,
pak nenulov~ jsou pouze obvodov~ posuvy. Žádná veličina nezávisí na obvo­
dov~ souřadnici, takže úlohu lze řeěit v rovině r , l jako dvojrozměr­

nou ( r je radiální, t osová souřadnice). Podrobnosti obsahuje litera­
tura /19/, /25/.

V t~to kapitole uvedeme značně zjednoduěené řeěení, které sice nemá
potřebnou přesnost, ale lze je snadno sledovat. Buaeme řeěit případ hří­

dele (1) s nábojem (2) podle obr. 48. Obě části budou na levém konci do­
konale vetknuty; na pravém konci hřídele, který z náboje vpravo vyčnívá,

pOsobí krouticí moment, Úlohu budeme feěit za těchto předpokladó:

(a) Pro hřídel i náboj platí Coulombova hYpotéza zachování přímosti ra­
diálních paprskó. To znamená, že se každý próřez při kroucení pooto­
čí jako celek. U obou uvolněných částí je tato hypotéza v souladu se
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2

z

Saint- Venantovou teorií
krutu, ~ebot jde o prizma­
tická části kruhováho, resp.
mezikruhováho prd~ezu.

V sestavě věak nebude ta­
to teorie platit, nebot
není splněna podmínka ne­
zatí~enosti bočních pláětd

těles (v dotykové ploěe s.
budou přenáěet smyková na­
pětí) •

(b) V dotykové ploěe platí
Amontonsdv-Coulombdv zá­
kon smykového t~ení.

(c) V dotykové ploěe je rovno­
měrný tlak vzniklý účinkem

p~esahu poloměrd h~ídele

a náboje.

Ani j~den z těchto předpo­
kladd nebude přesně platit.
V h~ídeli a v náboji nebude
pdsobi t jen napětí T1:~ =
= T~e' jak předpokládá

Saint-Venantova teorie, ale
také napětí r TV' ': 'L~ r
(obr. 49). Součinitel adhe-
ze se bude liěit od součini-

tele s~kového tření a ten se bude mě­

nit mi~o jiné e počtem zatě~ovacích

cykld. Ani rovnoměrný tlak se nepoda­
ří ve spoji vyvodit, nebot by to zna­
menalo, že by se p~e8ah poloměrd musil
v osovám směru měnit a musil by být
velmi přesně vyroben. Přesto věak se
lze domnívat, že řeěení získaná za
uvedených zjednoduěení dají alaspoň

kvalitativně věrný popis vlastností

OBR.48

cl-c
o

OBR.49

Podle Amontonsova-Coulombova zákona

spoje.

SÍDykové napětí 'rT~ v dotykové
ploA. označíme jednoduěe L (bez
indexu) a tlak v téže ploě. p •
musí být
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<fa. I)

kde f je součinitel t!'ení a 'fm mezní hodnota smykováho napětí 1'"
Deformace h~ídele bude podle p~edpokladu (a) dokonale popsána funkcí

~1 l~) ,tj. otočením prd~ezu ~ídele v závislosti na vzdálenosti od
místa vetknutí. Podobně funkce tf'l.l c) postačí k popisu deformace ná­
boje. ~edpok1ádaný prdběh těchto funkcí je zakreslen na obr. 48. Vychá-
zíme z p~edstavy, ~e v nezatHeném spoji ( MI<:.. = O) je lfl = O, lf'l.. =
= O a že krouticí moment M~ monotónně vzrdstá a~ do své konečná hodno­
ty. Obr. 48 odpovídá tomuto konečnému stavu.

Je z~ejmé, že na okraji náboje vznikne "prokluzová pásmo", pás
o ěířce C , v němž se oba povrchy navzájem pootočí. Ve zbytku dotyková
plochy bude dokonalá adheze, což znamená, že se prd~ezy hřídele i náboje
budou otáčet společně jako celek. Skluz tedy nastane na intervalu

a bude tam

(18.3)

Pro oblast adheze máme

(18.4)

Bude-li materiál obou částí stejný, bude
v oblasti adheze deformovat tak, jako by
krouticím momentem MI( , takh

se soustava h~ídele s nábojem
byla vyrobena vcelku a namáhána

(18.6)

Otočení prdřezu rozdělujícího oblast adheze od oblasti skluzu bude

Lfc. -= 'f l c ~ t - c ) ,tedy

Od t~hoto prdřezu směrem vpravo musíme posuzovat deformace h~ídele a ná­
boje samostatně. Tam se mezi nábojem a hřídelem přenáěí měrný moment

(18.8 )
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vlivem emykov4ho t~ení. V ~ezu ~ ~ ť-C byl v h~íd.1i krouticí moment

M~1c

(18.10)

a bude se e rostoucí sou~adnicí ~ zvětěovat a! do hodnoty H~ pro
Co ~ t . V náboji bude v Um!e hzu krouticí moment

r. lf _ r;lt
Mk1c .... M~ 1 11;

a bude s rostoucí sou~adnicí l klesat k nule (pro ~ = t bude H I:.'l. =
= O).

Pro tť - c) <. 2. ~ ť tedy bude krouticí moment v h~íde1i

a v náboji

(18.11)

(18.12)

Ověemže musí být M,,- = M\<:.1 + M"-2. , což vyplývá z me tody m,yěleného f'e zu.
Z podmínky vymizení krouticího momentu v náboji na jeho konci, toti!
z rovnice Mt'l.. ( t: = Q., ) = O, dostaneme

c (18.13 )

Zkru.t hHde1e ollfl I ch = Mll-i lG Jp , kde Jr> '" 1(('04{2.. je polární kvadra­
tický moment prdřezu. Z rovnice (18.11) tak odvodíme

(18.14)

Obdobně odvodíme z rovnice (18.12)

Když l- = .t- c. , musí být lfl -::: l.h:: l.h • Tyto dvě podmínky budou zřejmě

splněny, bude-li Cl = O, C'1..: = O. Abychom se o tom přesvědčili, stačí

dosadit z rovnic (18.7), (18.9) a (18.10) do (18.14) a (18.15). S pou!i­
tím (18.7), (18.13) lze rovnice (18.14) a (18.15) upravit do tvaru
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\.fl ( e)

11 4 .
1t1.+(~ -1)(c-.e+C)

~ lfc, l.c [e-c)
(18.16)

cU.e-c)-({-c)'2.
'f'l.l~) ""!.fc lc ({-c) (18.17)

Obě tyto rovnice plat:! jen pro ť- e, < ~ ~ Q ,tedy pro oblast skluzu.
Pro C ~ ť bude

(18.18 )

Také tuto rovnici m~!eme s pou!itím (18.7) jeětě poněkud zjednoduěit. Bu­
de (pro 2: ~ t )

. r;4
21-C +~('L1:-2ť tC)

2.( (- c)

Pro větěí názornost zavedeme do vzorce (18.13) jmenovité napětí v h~ídeli

(18.20)

a za Lm dosadíme fp. Dostaneme

Tato závislost je graficky znázorněna na obr. 50. Vzorec (18.21) nedává
věrohodné hodnoty, protože deformační model spoje vycházející z Coulombo­
vy hypotézy (a) nevystihuje správně poddajnost částí, zejména náboje.
P~esnějěí teorie, která realističtěji popisuje napjatost, dává pro ěí~­

ku L skluzové oblasti hodnoty asi o 20 % až 50 %meněí. Chyba je rela­
tivně malá p~i malém poměru fp I t'n • Kvalitativní závěry věak platí:
ě!~ka skluzové oblasti je tím meněí, čím větěí je sev~~í h~ídel. nábo­
jem a smyko~t~ení (tj. tlak v dotykové ploěe a součinitel t~en!), čím

meně! je namáhání (jmenovfU napětí) á čím tenčí je náboj (poměr r1 / ro
meněí).

Vypočteme práci, jaká se rozptýlí t~ením ve skluzové oblasti, vzroste­
-li namáhání z nuly na hodnotu M~ • P~edpokládáme, !e v nezat!!eném
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1,0

0,5
1,25

0,4 0,5
fp
t'n

0,3
O-+---..,....---,...------r

0,2

OBR. 50

stavu bylo zkroucení nulová. Z~ejmě bude

e
Ao ;: ml!. J (lf1 ( t) - \fJtl1:) ] d 't

l-c
(18.22 )

Dosadíme-li sem z rovnic (18.8), (18.16) a (18.17), dostaneme

mIL t~<fc, r;1f
H{-c) ro'+

(18.23)

s pou~itím rovnic (18.7), (18.8), (18.1) a (18.20) md!eme rovnici
(18.23) upravit takto

(18.24)

P~i Bt~ídavám namáhání krouticím momentem Mk. se za jeden cyklus rozptý­
lí práce A = 41\0, nebot ke změně smyl!l1u relativního posuvu povrchu ná­
boje a hřídele dojde vždJ po pdl per1.o4i.a celkový relativní úhel má roz­
lanit 1.llfr 'ft.) ln"", • Bude tedy za jednu periodu ztracena práce A
pro ni! máme vztah podle (18.24)

GA
r,~.,.. 'I..
o vn

- 110 -



o
0,2 0,3 0,4 0,5

fp

'f:'n

oeR. 51

1,0

Tento vztah je znázo:'něn na obr.
51. Taká tyto hodnot:' jsou příliě

velká, skutečná ztrá";y tfením bu-
dou men~í. Avěak rozdíl proti
podrobnějěímu feěení není tak
velký jako u obr. 50. Zejmána
pH malám poměru tp I t"", neči­

ni tento rozdíl vice než asi
15 %, avšak s rostoucím poměrem

fp I Ln vzrdstá. Potvrzuje
se, že útlum pfi stfjdavám torz-
ním namáhání klesá s rostoucí
mezní hodnotou slI\Ykov"ého ti"ení
( '[111 -= fp ), s klesajícím namá­
háním (s klesající amplitudou
jmenovitého napětí T, ) a je men­
ěí u tenkých nábojd (při malém
poměru r1 I ro ) •

Rozptyl energie smykovým
třením nutně souvisí s vytvofením hysterezní 811\YČky v pracovním diagra­
mu. Tím ~slíme deformační charakteristiku, v níž na osu úseček vynáší­
me deformační veiičinu (v daném případě úh~l 1.('1 v některém prdfezu
vyčnívajícího konce hfídele) a na osu pořadnic silovou veličinu (krouti­
cí moment). Pro jednoduchost se zaměfíme na sledování úhlu r1 v fezu
ť = t . Z rovnic (18.14), (18.8) a (18.9) vypočteme

GA
cr2 r3n O

0,5

(18.26)

Ihned je zřejmá, že vztah mezi \.Pi (() a Mjt. je nelineární. Kromě li­
neárního členu je na pravé straně ještě kvadratický člen. Když tuto zá­
vislost znázorníme na obr. 52, dostaneme parabolu Ol. Bod 1 odpovídá ma­
ximálnímu namáhání, při němž se relativní skluz v dotykové ploěe zastaví.
Pak se začne namáhání zmenšovat. Zmeněováni začne za podmínek obnovené
adheze, záhy se však opět od okraje náboje rozšíří nové prokluzová pásmo.
Relativní pohyb obou povrchO má však nyní opačný slI\Ysl. Když namáhání
klesne k nule, zOstane ve spoji vlastní pnutí a trvalá deform~ce odpoví­
dající bodu 2 na obr. 52. Pak namáhání klesá do záporných hodnot, až na-
bývá minima Ml(.lYIifl '" - M~ m~x • Tehdy se relativní pohyb povrchO ve
skluzová oblasti opět zastaví, obnoví se tedy znovu na okamží/c adheze
(bod 3 na obr. 52). Pak se celý proces opakuje v opačném smyslu (křivka

341). Vytvoří se uzavfená 8~čka, jejíž obsah se rOTná energii A rozptý­
lená za jeden cyklus (sll\Yčka 1 2 3 4 1).
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~(l)

OBR. 52

Diskuse

V t~to kapitole jsme si nekladli za cíl odvodit vzorce popisující
v~rn~ fYzikální realitu, ale ukázat podstatn' rysy t~to reality co nej­
jednodu§!ím zpdsobem. Pfedpokladem o zachováv~ní pfímosti radiálních
paprskO, který je základem Coulombov,y (nesprávné) teorie krutu, jsme ze
hry vyloučili smykov~ napE§t:! 't'rt7' • Zdstalo ·jen napětí t"t"" .• Coulombo­
va teorie v!ak platí jen pro krut prizmatických hf!deld kruhového a mezi­
kruhového prd:i"ezu. Pro obecné prdfezy ji opravil Saint-·Veriant. V daném
případě neplatí ani tato Saint-Venantova teorie. Je tfeba ji dále zobec­
nit tak, aby platila i pro hf!dele proměnného prdfezu (neprizmatické hfí­
dele). Pak ověem nelze deformaci popsat pouhými dv~ma funkcemi lf1(~)'

Lf'l("l:.) , jak jsme to mohli učinit my. Je I)utné ji popsat obvodov!mi po­
suvy ,{).,.{1' s.u'C' (r, t) • ~eěení pak nelze získat v uzavfeném tvaru, jako se
to podafilo nám. Je uvedeno v lit. /19/ a /25/.
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19. ftESEN:t RorAČd SYMETRIC.rdCH LISOVAl!tCH SPÓJŮ METODOU
KONEČN1cH PRVKŮ .

Pou!ijeme metodu vypracovanou pro rotačně symetrická těleea. Ólohu
řeAíme v osov'm řezu v rovině r , l jako dvourozměrnou. Nenulov4 posuvy
jsou pouze radiální posuv .f.Lr a osový posuv u. a • Ptáme se, jaká napja­
tost vznikne po sestavení náboje a hřídele vlivem přesahu polomlrd.

Zvolíme-li v nejjednodu!Aím pfípadě trojúhelníková konečn' prvky
(obr. 53), budou tvarov4 (interpolační) fUnkce lineární

r

CD
o

OBR. 53

Tuto soustavu rovnic zapíěeme maticově.ve tvaru

z

kde l!)

o O
1 r ~]

.) Symbolem "T" vpravo naho!'e vyznačujeme transpozici.
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Nenu1ov~ po.ěrn~ deformace jsou

'OU rt ~ -- tr 1) r (19.) )

Kdy! vztahy (19.1) dosadíme do (19.3), dostaneme

kde {fo J -: I Er
T

é'fJ' €~ :rr~ )
O 1 O O O Q

1[r ~ ~/r O O O

LF J ~

O 1O O O O

O O 1 O 1 O

Matici {Q1 konstant po1ynomd (19.1) vypočteme tak, aby posuvy uzlových
bodd 1 a! 3 na obr. 53 souhlasily s interpolační form~lí. Bude tedy

C}1 1 rl 2. 1 O O Q ao

q,~ 1 r'l. t.L O o. O a1

q,~ 1 r3 '=3 O o. O Ctt-

= O O O 1 ·r1 ~1 ~3C}~

<}s- O O O 1 (1- lL Q,&.f

q,~ O O O 1 r; C3 Q.r

čili

Odtud vypočteme

8 Z rovnice (19.4) dostaneme

kde
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Zavedeme vektor napětí

svázaný s vektorem t E.) Hookeovým zákonem

kde
1-,A-l

)J­

jJv

O

o
O

O

~2.

(19.12)

je matice elastických moduld pro izotropní materiál.

Deformační energie v trojúhelníkovám prvku na obr. 53 je

přičemž

~ 1tE}\G"} dV '"
V

~ t<trj[B]TtE1LB]c{Vfq,1
V

(19.13)

je objem elementárního prstence o prdi"ezu ·0(5 • Je-li S plocha trojúhel­
níku na obr. 53, bude

i ~ tt:{f.<?ldV ~ ~ fq.fCk] {'l}

"
kde se matice tuhosti lk1 vypočte ze vzorce

Ik] ~ 11tjr["B]í[E](~JdS (19.16)
!

integrací pi"es plochu S • Je to elementární matice tuhosti pro, prvek,
který má tvar rotačního tělesa vznikl~ho rotací trojúhelníku na obr. 53
kolem osy Z. • Protože se v matici LF] vyskytuje poloměr (' ve jmenova-
teli, nesmí !ádný z uzld le!et na oee rotační symetrie. Kdyby tomu tak
bylo, musil by se takovámu uzlu pi"edem pi"ieoudit nulový radiální posuv
a výpočet podle toho upravit. PodrobnOstmi se nebudeme zabývat.

Celková potenciální energie je součtem deformační energie a poten­
ciální energie vnějěích sil, tekle
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Tato energie nabývá za stabilní rovnováhy minimální hodnoty. Zde
~ f ) :: l f, ft .. - ~" 1" je vektor zobecněných sil po.sobících v uzlech.
Změníme-li nyní vektor posuTd t qJ o virtuální pf'íro'stek {&q. \ , změní

se deformaění energie o \ tG} 1T t ~ 1 [li} a práce vnějUch sil
o l oq, ~ , tf}
Z principu virtuálních prací óU: O , tj. z rovnice

(19.18)

ihned vyplývá, !e

(19.19)

nebot virtuální změna vektoru posuvo. byla libovolná.

P~edpokládali jsme, že vněj!í síly po'sobí pouze v uzlech. Není-li
tomu tak, jde-li nap~. o síly objemov~ nebo povrchová, pf'epočteme je na
zobecněn~ síly v uzlech tak, aby virtuální práce objemových a povrchových
sil byla stejná jako práce zobecněných sil v uzlech.

Rovnice (19.19) platí pro jeden element. Budeme-li podobně postupo­
vat i v pf'ípadě celá soustavy, dostaneme rovně! výslednou rovnici ve tva­
ru (19.19), avěak matice a vektory se budou tÝ,kat cel~ soustavy. V podrob­
nosteoh odkazujeme na literaturu, nap~. /6/, /64/.

Na obr. 54 je naznaěena triangulace v rovině r , l dut~ho hf'ídele

r

z

OBR. 54

a náboje. P~edpokládáme, že jde o rotačně. symetrická tělesa s obecným
tvarem meridiánu. Nemusí jít tedy jen o válce jako na obr. 54, ale o do­
tyková plo!e budeme pf'edpokládat, !e je válcová a má poloměr ~ u nábo­
je a ro + &' u hřídele. Veličina Ó představuje pŽ'esah obou poloměrd.
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Uzlov~ body volíme tak, aby se po spojení obou částí vytvofila jed­
notná sít, tedy aqy černě vyzftačen~ uzly splynulY. 'Pro hfídel bude pla­
tit. ravpice (19.19) ve tvaru

(19.20)

Do eubvektoru q-ec. zahrneme věechny posuvy, ktfirá si i po spojení obou
částí zachovají samostatnost. Do subv.ektoru ~b zafadíme posuvy, ktér4
budou po spojení s nábojem pro obě části společná. Bude-li dotyková plo­
cha hladká (bez tfení), budou to pouze radiální posuvy v uzlech vyzna­
čených černě. Lze-li pfedpokládat dokonalou adhezi, budou to věechny

posuvy těchto uzlO.

Případ, kdy pOsobí ma14 tfení a dotyková plocha se rózdllí na oblas­
ti se skluzem a s adhezí, vy!aduje postup, který jame naznačili ve
12. kapitole. Zde se omezíme na dotyk v hladk4 ploěe.

Subvektory fa., f b pfedstavují vnějěí zobecněn4 síly. Sub'Vektor
f~ pfedstavuje vnitfní zobecněnou reakci pfenáěenou z náboje na hfídel.

Pro náboj dostaneme obdobně matic.ovou rovnici

(19~2l)

Do subvektoru qc jsme zahrnuli posuvy, které budou po spojení těles

společn4. Počet fádkO tohoto subvektoru je stejný jako u subvektoru 4b •
Je to také Md submatic k bb a ~cc.. •

Je-li dotyková plocha hladká, budou subvektory qb' qc obsahovat
pouze radiální posuvy. Deformační podmínka je

Nezávisí-li pfesah na soufadnici C , jsou věechny prvky vektor~ té)
stejné 8 rovny 6 •

Vytvofíme vektor posuvd pro celou 80ustavu

Subvektor l ílc.1 do vektoru ~ q,\ nevstupuje, nebot podle (19.22) je závislý
na subvektoru {qb1. Rovnice (19.20) a (19.21) rozUfíme takto
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O 1 O I O

(19.26)

Na levá stran~ je nyní matice tuhosti platná pro soustavu obou těles po
jejich spojení. Na pravá straně je vektor zobecněných sil, v něm! se ny­
ní vyskytuj:! ul jen známá prvky ( fCA. al Id. i· přesah 5' známe). Z rovni­
ce (19.26) mO!eme proto vypočítat věechny posuvy hřídele a také věechny

(

posuvy náboje s výjimkou radiálních posuvO t q,c' v dotykové ploše (osové
posuvy jsou zahrnuty do subvektoru t ~~\ ). Ty dopočít~m~ dodatečně

z rovnice (19.22). Známe-li posuvy, známe i poměrné deťormace a napětí.

Kromě toho jsme schopni - výpočtem ze vztahO (19.19) rozepsaných pro jed­
notlivé konečné elementy - určit i všechny vnitřní reakce přenášené v uzlo­
vých bodech.

J Ulzajímají-li nás pouze vnitřní reakce Ld J
počteme je ze vztahu (19.20). Vyjde

v dotykové ploše, vy-

ňeěení má smysl, pokud všechny prvky tohoto vektoru vyjdou nezáporné.

Fredriksson /11/, /12/ řešil metodou konečných prvkO některé zají­
mavá d10hy o spojích s přesahem. Pro ilustraci uvedeme výsledky jeho vý­
počtu, které se týkají hřídele 8 naeazenjm nábojem podle obr. 55. Uvažo­
val při tom i vliv tření, jeho! eoučinitel bral bua f = O, nebo f = 0,2.
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·05 O 0,5,

OBR. 56

OBR. 55

r

Jeho řeěení platí pro tyto poměry a hodnoty .)

2. 2- e .'1 O
-= - ="3 -: 0,0001-r1 3 7'1 10

E = 2 • 105 MPa, jL= 0,3

Na obr. 56 je zakreslen prOběh radiálního tlakov~ho napě~í v dotykov~

ploěe v poměru k jmenovit~mu tlaku

2..10~O,0002 (1- i),; 11,1 MPa
. '2. l3

a to pro hladký spoj i spoj se třením. V tomto druhám případě se před­

pokládá souměrnost k rovině l =0, která vzniká např. při sestavení
spoje zatepla (8 rozdílem teplot náboje a hřídele). Přesah se plně uplat­
ní al po ápln~m vyrovnání teplot. Autor dále zkoumal vliv "odlehčení"

koncO náboje dpravou přesahu podle schámat na obr. 57. V prv~m případě

jde o rovnoměrný přesah, ~o = 5/ro = 0,0002 (konce neodlehčeny).

V druh~m případě jde o parabolický prdběh poměrného přesahu ~(~) =
= o(~)/~ takový,!e poměrný přesah je nulový na koncích náboje a ma-
ximální hodnoty ~ = ~~' dosahuje právě uprostřed v řezu Z = O. Ve

.) Poměrný přesah nelze citovat s jistotou, proto!e v originální práci
/11/ se tato hodnota uvádí na třech místech textu a v!~ jinak (dvakrát
jde o tiskovou chybu).
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0,931

OBR. 57

napětí. x) V pf'ípadech BaC

P 2,5-
. Po

C
2,0

1,5

1,0

0,5

t~etím p~ípadě je p~e8ah konstantní
s výjimkou kon~, kde- je kulelov~ sra­
žení, při němž p~esah klesá a1 na polo­
vinu své pdvodní hodnoty. Změna tlaku
v dotyková ploěe pdsobená těmito úpra­
vami je znázorněna na obr. 58. Je z~ejmé,

že p~i parabolickém prdběhu přesahu by­
la koncentrace tlaku na obou koncích
náboje eliminována, avěak kónické sra­
!ení p~eeahu tuto tlakovou ěpičku neod­
straňuje, jen ji posouvá dál od okraje
náboje. Absolutní velikost této ěpičk:y

je dokonce větěí než u neodlehčeného

náboje. Tomuto rozdílu věak nelze při­

kládat velkou váhu, nebot metoda koneč­

ných prvkd, přestože těchto prvkd bylo
vdané úloze 410 (v jednom kvadrantu),
nedává p~íliě spolehlivé hodnoty pro
lokálně úzce omezenou vysokou ěpičku

(odlehčené náboje) lze na obr. 58 pozoro­
vat, že tlak poklesne
k nule jeětě dříve než
na okraji I ~/ť I = 0,5.
Dotyková oblast je tedy
nepatrně kratě:í než e •

Z obr. 58 plyne dd­
ležité poučení: "ěpičku"

(koncentraci) tlaku,
a tím i koncentraci ji­
ných napětí, pdsobí hra­
na náboje. Ta se neodstra­
ní kuželovým přechodem.

Odlehčení náboje by mělo

být proto vyrobeno tak,
aby v celé dotyková pl0­

ěe byla zachována hlad­
kost.

z II

- 0,5 o

OBR. 58

0,5

x) Sít byla u okrajd náboje zhuětěná, měla 504 stupňd volnosti 8 21 uzlo­
vých bodd v dotykové p1oěe.
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20. VLIV PLASTICKÝCH DEFORMACt NÁBOJE NA NAPJATOST LIsovmHO SPOJE

Je-li přesah poloměrd velký, stává se, ~e napětí v nejvíce namáha­
nám místě náboje, popř. i hfídele, překročí mez plastickýoh deformací.
Protože napjatost v náboji je méně příznivá ne! v hřídeli, zplastizuje
se zpravidla jen vnitfní válcová vrstva meteriálu v náboji. Projeví se
to navenek tím, že čelo náboje ztratí u vnitřního okraje rovinnost (yiz
pfíklad 12). Uvnitř spoje to má za následek, že tlak v dotykové ploěe

yzroste méně než odpovídá Lemého teorii odvozené pro elastick1 stav.
Jen výjimečně, když je hřídel měkký a náboj tvrdý (když hfídel má níz­
kou a náboj vysokou mez plastických deformací), mohou se plastické de­
formace objevit i v hřídeli, zejména v dutém hřídeli.

V této kapitole budeme předpokládat, že se plasticky přetv~ří pouze
náboj, a to jen v okolí dotyková plochy. Totální zplastizoTání celého
náboje je sice možné, ale málo pravděpodobné. Sotva k němu dojde ihned
po sestavení rozumně navrženého, spoje, tedy bez apolupdsobení Tnějěího

zatížení. Budeme s tím věak počítat jako s mezním případem.

Omezíme se na výpočet radiálního posuvu O'l. náboje na poloměru ro ,

což je poloměr dotykové plochy, pdsobením tlaku p. v této ploěe. Zá­
vislost &llP) bude vlivem plastických deformací nelineární. Bude-li
namáhání pouze elastické, přejde tento vztah v přímou úměrnost (16.3).

Protože náboj je rotačně symetrický, zvolíme v něm válcové souřad­

nice r , ~ ,l • Žádná proměnná nebude zá~iset na obvodové úhlové sou-
řadnici. Nenulové budou pouze posuvy -ťA. r ={ll'" (r, 1:) , Ul.::: 'Ul (r; 2)
Abychom nemusili psát u těchto posuvO indexy, označíme je krátce jako
-tL, W , takže bude

(20.1)

Cauchyho kinematické vztahy dají poměrná prodloužení

(20.2 )

Tyto vztahy budou platit, at jsou deformace elastické, nebo plastické.
Podobně bude vždy platit i diferenciální rovnice rovnováhy pro radiální
složky sil

dOr 1 ( r- )
-- fo - G' - 'O".. "'" O

(Á.r- ť' lf" (20.3 )

Konstitutivní vztahy, které vzájemně svazují poměrné deformace (20.2)
a napětí v rovnici (20.3), budou ověem jiné v elastické a jiné v plastic­
ké oblasti.
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Čela náboje nebývají zatí!ena. Je-li mimoto dotyková plocha doko­
nalé hladká, je pru!ně deformovaný náboj ve stavu rovinná napjatosti.K )

Budeme předpokládat, !e náboj je ve směru osy krátký (že jde o tenký ko­
touč), takže napjatost zOstane rovinná i při elasticko-plastická defor­
maci. Bude tedy

Pokud je G"lf > O .~ B"(' ,dává Treecova podmínka plastidty

(20.5)

kde ~~ je (idealizovaná) mez plastických deformací při jednoosám ta­
hu u materiálu bez zpevnění, velmi jednoduchá řeěení rovnice (20.) pro
plastickou oblast. Z rovnice (20.5) dosadíme do (20.) a dostaneme

(20.6)

Je-li celý prOřez plastický, bude 'fl ~ pm (mezní tlak). Integrací
rovnice (20.6)

vypočteme

(20.8)

o tom, za jakých podmínek mOže náboj opravdu celý přejít do plastického
stavu, se zmíníme později.

Povzbuzeni tímto jednoduchým výsledkem a jeho elegantním odvozením,
zkusíme aplikovat Trescovu podmínku plasticity i pro náboj, který se bu-
de plasticky deformovat pouze na intervalu ~ ~ (' < ~ ,přičemž ť < ('1 •

Zbytek prOřezu bude v elastickém stavu.

Mezní čára Fl <Jr I G"\f) cO, která odděluje v rovině napětí (G"r' G",,)
elastickou oblast od plastické oblasti, je šestiúhelník s těmito stranami

K) A to nejen ve stavu zobecn~né rovinné ~apjatosti! Jak známo) prOřezy

kolmé k ose si zachovávají při pružných deformacích náboje rovinnost,
nebot Et =-)A- (G'r +G"lf) I E =konst. Viz též rovnice (20.14)

a (20.15).
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[/18/, str. 23, rovnice (3.16)]

o

~ : G'lf - CO"- :: O

~3 : ~4' -G'f' -<O~ : O

F4- -= - G"f' - b tL =O

Fs -= - G~ - ~" '= O

F6 -= - <;II +G'r - ~~ :: O

(20.9)

Soubor funkcí ~ a~ F, tvo~í KoiterOv zobecnAný plastický potenciál.
Zmín~n! Aeetiúhelník má strany Fť·-= O ,{; = 1, 2, ••• , 6. Uvnit~ to­
hoto ěeetil1helníku je v!dy Ft ,( O •. Na jeho hranici je F~ = O alespoň

pro někter~ ť • Vnit~ek ěestidhelníku představuje elastickou oblast.
V~dy je Fi ~ O • Napjatost, která by dala F~ > O ,nemo.!e naetat.
K tomu vede předpoklad, ~e se meteriál plastickými deformacemi ~ezpevňu­

je. Materiál o táto vlastností bývá označován jako "ideáln~ plastický".
Nejvíce se mu b1í!í oceli s prod1evou na mezi kluzu.

Jak později uká!eme, bude v elastick' i v plastická' oblasti platit-)

fOr ~ OI E)~ >() I (20.10)

o vzniku plastická deformace proto rozhodne pouze'podmínka ~ ~ O
tedy rovnice (20.5)

Rovnici (20.6) budeme nyní integrovat. s okrajovou podmínkou

c;r l r : ío ) :: -. ~

Vy jde (pro rQ < (' <~ )

a z rovnice (20.5)

V elastická oblasti platí Lam~ho řeAení

H) Pokud nenastane mezní stav (20.24), co! nepředpokládáme.
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s integračními konstantami A , B • Pro ně máme okrajov~ podmínky

(20.16)

První z těchto podmínek ~íká, že vnějěí válcový povrch náboje je bez
napětí. Druhá podmínka vyjad~uje skutečnost, že válcová plocha r~~

je rozhraním mezi elastickou a plastickou oblastí. Musí zde proto pla­
tit podmínka plasticity (20.5). Vyjde

(20.17)

(20.18 )

Rovnice (20.17) a (20.18) platí pro interval ~ < Y" ~ r; , tedy pro elas­
tickou oblast.

Napjatost bychom tedy znali v celám náboji, kdybychom věděli, jaký
je poloměr ~ e1asticko-plastickáho rozhraní. Na něm (a ověem nejenom
na něm) musí platit zákon akce a reakce, tj. radiální napětí ~r musí
být na poloměru r-:(i? spojitá. To vyžadu·je; -aby platilo

(20.19)

1"0
- 1rl

To je transcendentní rovnice pro neznámou ~ •

(:: -= SL
"> 1"0

bude možno upravit (20.19) do tvaru

'l.. 1p
1 tn %- l Q. ~) + l 1 - G"t:.) .,. O

Označíme-li

(20.20)

(20.21)

Rovnici (20.21) ~eěíme numericky. Pak vypočteme ~: Sr() .)f) S touto
hodnotou vyjde napětí v plastická oblasti z rovnic (20.12) a (20.13)

, .
a v elastická oblasti z rovnic (20.17) a (20.18). Napjatost je tedy vy-
řeěena.

)fl Je ověem možný i obrácený postup: zvoli t ~ "'" cp I 1"'0 a vypočítat tlak
p , který tomu odpovídá. Vztah (20.21) je pro neznámou p lineární.
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Kdyby byl náboj celý v plestick~m stavu, bylo by ~ = í 1 / ('o =
= -1/Q. • Mezní tlak by vyšel z rovnice (20.8), a ťo

(20.22 )

Je to záporn~ radiální napětí, které nemóže být v absolutní hodnotě větěí

než G"k,. (nebot r-Lt ~ O ). Má-li být opravdu p ~ G"k;., musí být en Q. ~

~ -1 • Náboj móže být proto celý v plastick~m stavu jen pro

--(
~ e ~ 0,3679 (20.23)

Jinými slovy, rovnice (20.22) platí jen tehdy, platí-li také podmínka
(20.23), tj. je-li fi ~ 2,7183Y'o •

Co když tato podmínka neplatí? Pak musí být

Q >' 0,3679, (20.24)

V tomto p~ípadě zóstane vnější část náboje i p~i mezním tlaku v dotykové
ploše elastická; materiál bude z náboje "vytékat" u vnit~ního okraje
v axiálním směru (za podmínky G"tf ~ O , G"r -= - ~~,. tj. ~~ = Fit =; O ) •

Nadále budeme předpokládat, že mezní stav, při němž deformace neome­
zeně rostou, aniž tlak v dotykové ploěe dále vzróstá, nenastane. Pak bu­
de možné vypočítat zvětšení Ó2- poloměru 'ro díry náboj~ i pro elastic­
ko-plastický stav. (Index "2" odpovídá označení, které jsme použili
v kap. 16.) Výpočet posuvó vyžaduje aplikaci Misesova zákona normality
(zákona plastického tečení).

Zkušenost nás poučuje, že změna objemu bývá vždy' .elastická a že
plastické deformace souvisejí jen se změnou tvaru (takže se často před­

pokládá, že za plastických deformací je objem konstantní). Proto bývá
výhodné rozdělit tenzor napjatosti na tzv. kulový tenzor a deviátor.
V daném případě máme

o

.f>

O

o o

O (20.25)

kde

PNpomeňme, že \)~ -:: O. Vy jde tedy
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Cbdobně vypočteme i slo!ky deviátoru přetvoŽ'ení

'l. 1 1
(2.(' -= tl'" - cz, -:: tl'" - ""3 E.1f - ~ tř3

lL ~

(611 -= C-'f - e, 3" é'f - 3" ~e -"5 El'"

2- 4 1
(bl; -= Ca - e. -= "3 tl - "'T ~ý' - Jl €"f

(20.27 )

(20.28 )

a také složky kulového tenzoru přetvoření

(20.29 )

které, jak vidíme, jsou třetinou poměrné změny objemu. Snadno se dosaze­
ním přesvědčíme, že platí vztah

Je totU

2e.-e2;' 20.30)

(20.31)

Vztah (20.31), a tedy i (20.30) platí identicky. Vztah (20.30) budeme
později potřebovat.

Vrátíme se nyní k výpočtu posuvd. Pro objemové změny platí Hookedv
zákon .

,ó (20.32 )

Tečkou označujeme derivaci podle času. Místo toho bychom mohli ,psát di­
ferenciální přírdstky, takže by bylo

Změna kulového tenzoru napjatosti (změna "hydrostatického napětí") je
úměrná změně poměrného zvětěení objemu a konstantou úměrnosti je modul
objemové pružnosti k •
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Proto!e plastická deformace vznikají za podmínky F3 ~ O ,,", dá Miseso.v

zákon /18/ tyto rychlosti plastických pom~rnich deformací

Zde A.. ). O je dosud neurčený parametr (není to tedy ~ádná materiálová
konstanta). Protože F2-. =<O'f-C()r·-(;~, je

(20.35)

.p (.op ::p .P)
Je zřejmá, že e =: 1/3 Er +- t\f t é~ ~O, takže slo~ky (20.35) tenzo-
ru rychlosti pom~rných deformací jsou zároveň složky příaluěn~ho deviáto­
ru

(20.36)

Poněvad! celková deformace jsou součtem deformací elastických a plastic­

kých, budou elastické slo~ky deviátoru rychlostí poměrných deformací

• fl,
ě<f - · F ..

elf ~ elf .- ~'f - ~

· e ..
$) p ir + ~er

;: e( (20.37)cz( =
.. e III " P .
e č (l,-z. - el; ea

Pro ně platí Hookei1v zákon v jednoduch~m tvaru (viz např. /20/, str. 78)

- G ite 2.G(~-,l)j) :::. 2. ct'i''f
...

2- Ge~ 2.. G (e r ~ AJ)JÓr ~ (20.38)
4

~ G ě,e 2. G e2-/>1: =.
l

Podmínku plaaticity F?J == O mOžeme derivovat podle času a dostaneme
• .. \ol

F.~ :: (O'f - ~(" := O

Když sem dosadíme z rovnice (20.25) (po jejím rozepsání), bude

(20.39 )

t /fl

hl' - }Jí : O

S použi tím (20.38) odtud dostaneme ~ G (Q, - Á, - é - ~). 'f r

~ = ~ (elf - ~r)
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S touto hodnotou dají rovnice (20.38 )

" Alf ;::. G l e.1.f + é'(")"or "':

(20.42),
2G €e~?:. =

Integrací rovnic (20.42) 8 (20.32) získáme vztany

1
Q,lft- e'(" -:: G Ar +- C-f

~ec ~ 1G hc + e.2.

rl -::. _1_ /J +- e
33k .

(20.43)

Integrační konstanty C1 až C3 vyjdou z podmínky spojitosti deviá~oru

přetvořeni a kulováho tenzoru přetvof'ení na poloměru ~ ~ ~ , který dělí

elastickou a plastickou oblast. Ze vztahO (20.27) vypočteme složky de­
viátoru napětí jednak s pou!itím v~orcd (20.12) a (20.13), jednak s po­
užitím vzorcd (20.17) a (20.18); pokaždá dosadíme r ~ ~ • Prvé ~ nich
dosadíme do vzorcO (20.43), druhá do Hookeova zákona

(20.44)

(20.45)

Porovnáním hodnot (20.44) s prvými dvěma vztahy (20.43) dostaneme Cl.,
C~ • Obdobně vypočteme ze vztahd pro kulová tenzory integrační konstan­

tu C3 • S označením (20.20) nakonec vyjde (srov. a lit. /29/)

~\t!.,... . ~ ( ~ ) 1ey to elf = --rG L (Q S) - 2. ťn 7 j

~~G [- ( Q ~)'1. ~ 1. en l ~)]

e '" ~~ I (Q. sr' - 2. -tn l ~)]

Naším cílem jsou posuvy oU, -: utr,""!); k jejich výpočtu se znamenit~

hodí rovnice (20.30), nebot s pou~itím (20.2) dává

(20.46)

(20.47)

Pravou stranu t~to rovnice známe, takže mdžeme integrovat. Nejprve dosa­
díme za Q., a (01; z rovnic (20.45). Pamatujíce, !e

2. 61G-::~g\L ~ É
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dostaneme

(20.48)

Integrací vy jde radiální posuvU:: Up v plastické oblasti (tj. pro
('o ~ (' < ~ )

(20.49)

Funkci t lto) zastupující integrační "konstantu"

elastickou oblast ~ < '(' ~ \"1 máme U - -Ue
r

-Ull, -: rEl{ "T (G'4' - fl G'r) ..

zatím neznáme. Pro
, kde podle (~0.2)

(20.50)

K odvození vztahu (20.50) jsme použili (20.17) a (20.18). Spojitost

posuw na rozhraní r -= <? elastické a plastické oblasti vyžaduje, aby

(20.51)

Odtud vypočteme neznámou funkci f("2.). Vyjde

(20.52 )

Tuto hodnotu dosadíme do (20.49). Když jeětě položíme r::: Y'o, vyjde po­
měrné zvětěení poloměru ro (při elasticko-plastické deformaci náboje)

Hodnotu ~ jsme získali řeěením transcendentní rovnice (20.21). Tak jsme
dostali hledanou deformační charakteristiku náboje, kterou potřebujeme

do deformační podmínky (16.1).

Diskuse

Ukážeme, že rovnicemi (20.45) nejsou určeny věechny složky poměr­

ných deformací. Označme
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Ql'" + e. ~ .:. Q,1

rl e. 0.1-

(l, Q;1

Podle (20.28) bude

é.(' \- Ey - 2Ee ~ 3a1

- ~(' - Sl( \- ~ t~ -= 3 ú z..

é-r 1- ff + Ee "= 3°3

Ihned je zřejm~, ~e první dvě rovnice jsou rozporn~, pokud není
Ql =-a~ Skutečně, tato podmínka je splněna, nebot

(a)

(c)e.( T elf 1'" (Zz = O

Tím rozpor mezi oběma rovnicemi zmizel, ale zOstala jejich lineární zá­
vislost. To věak znamená, ~e proměnná E:(", Clf nelze v soustavě rovnic
(b) separovat. Lze vypočítat pouze ce a pak ještě součet [r+ e~ . To
je věechno.

Separovat proměnn~ tr, t. i.f lze teprve pot~, co využijeme podmín­
ky (20.51) spojitosti radiálních posuvO. Pak je mo~ná - dosazením řeše­

ní (20.49) spolu s (20.52) do rovnice (20.2) - vypočítat i E:r a Elf.

Tato skutečnost je v souladu s tím, že plastick~ poměrn~ deformace
nejsou danou napjatostí, splňující podmínku plasticity, ještě určeny.

Jde toti~ o materiál bez deformačního zpevnění. Namáháme-li zkušební tyč

z takového materiálu tahem, mdžeme ji libovolně (ověem v mezích platnosti
teorie) plasticky prodlu~ovat při nezměněn~m napětí ~: ~~ • Závislost
tl~) není v tomto případě jednoznačná. Deformace je určena teprve ki­

nematickou vazbou (pohybem čelistí zkušebního stroje). Takovou kinema­
tickou vazbou je v našem případě právě neporuěená souvislost elastick~

a plastick~ oblasti, tedy rovnice (20.51). Teprve ta umožní zkompletovat
výpočet deformací. Avěak napjatost, jak jsme viděli, lze vyřeěit poměr­

ně snadno.

Poznámka

Zde uvedená teorie předpokládá, že v náboji je rovinná napjatost.
Ze stejnáho předpokladu vychází i DIN 7190, Berechnung und Anwendung
von Presspassungen. Jejím základem je práce Lundbergova z roku 1944,
v ní~ se předpokládá, že materiál je nestlačitelný, že pro něj platí
Misesova podmínka plasticity a že se plastick~ deformace řídí Henckyho
deformační teorií. Avšak teorie plastickáho potenciálu by v dan~m případě
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samozřejmě vedla k rovnicím Prandtlovým-Reussovým /18/, a nikoli k rov­
hicím Henckyho. Kromě toho skutečný materiál 'není nestlačitelný. Rovni­
ce, které Lundberg dostal, j~nu značně slo~ité a do DIN 7190 jsou zpra­
covány ve tvaru četných nomogramů. Tím se tato norma stává - ve vztahu
k aplikaci číslicových počítačO - velmi nepraktickou. Námi uvedené
Kollmannovo ~eěení tyto nedostatky překonává.

Přiklad II

Vypočtěte zvětšení vnitřního poloměru ro náboje, jehož poloměry

jsou ro = 50 mm, r1 = 80 mm, účinke'm tlaku p = 90 M~a, který pllsobí
na vnitřní válcový povrch. Idealizovaná mez kluzu materiálu je ~~ =
= 240 MPa, modul pru~nosti v tahu E = 26105 MPa, Poissonovo číslo

)1 = 0,3.

Řešení

V dan~m případě je II = ('o" (1

formace by vznikly p~i tlaku p = P1
1+ Q'1-

qlP (ro) -::: h
1 ('" 1- Q.'L.

vyjde

= 50/80 = 0,625. První plastick~ de­
Podle (20.5) a Lamého vzorcO

(8)

- 0,6252

2
• 240 = 73,1.25 MPa

Daný tlak je asi o 23 % větší. Rovnice (20.21) dá

8 odtud

s ; 1, 13494

Poloměr hranice mezi plaaticknu a elastickou oblastí vyjde

~ = Sro; 1,13494 • 50 = 56,747 mm

(c)

(d)

(e,)

Plastická oblast tedy představuje válcovou vrstvu o tlouětce asi 6,7 mm,
přiléhající k díře náboje 0 100 mm. Z rovnice (20.53) dostaneme

tL l~) = 50 •
240

2.105
II ,134942

- O, 7 •
90

240
) ::: 0,0615 mm (f)

Poměrn~ zvětěení poloměru tedy je
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• 1000 •
0,0615

50
• 1000 = 1,23 promile (g)

Kdyby nevznikly plastické deformace, vyělo by podle (16.3)

1+ Q.'2.

• 1000 = 1000 +[ 1- Q.'1. -+f- ] :

90 l + 0,6252
+ 0,3 ]= 1000 =

2.105 - 0,6252

= 1,162 promile

Rozdíl řeěení (g) a (h) představuje odchylku od lineární deformační cha­
rakteristiky zpOsobenou plastickými deformacemi.

Příklad 12

U náboje z předchozího příkladu p08u~te deplanaci čel~ náboje.

~e~ení

Je-li namáhání elastické, zOstávají čela rovinná. Kdyby byl mate­
riál dokonale elastický, což označíme hvězdičkou, byly by radiální posu­
vy na okrajích náboje (podle Lamého teorie)

-u,*"lrQ ) ~ p~ (
1+Q'l.

+fl)1-Q.'1- =

90 • 50
(

+ 0,6252
+ 0,3)

.
= 0,058 mm (a)

2.105 - 0,6252

= ------

,u"'lr,)
.2 \)(",

:--

~

2 • 90

2.105

1- Q.'l.

• 80 .
0,0462 mm ( b)

Osové poměrné prodloužení by vyě10 konstantní (nezávislé na poloměru),

a to
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2e..- Q,1."" --f LcoII + G"r ) - f E 1- Q'1. :

2 • 90 0,6252
=- 0,3 • =-0,000 1731

2.105 - 0, 6252
=-0,1731 promile

(c)

Protože je tato hodnota záporná, jde o zd~ení (ztenčení) náboje. Rovni­
ce (a) a~ (c) jsou odvozeny ze známá teorie elastických tlustostěnných

nádob, kterou najdeme v každá učebnici pružnosti a pevnosti, popt. v ptí­
ručkách.

Nyní vypočteme tyto deformace pro elasticko-plastický stav. Posuv
na poloměru ro vyěel (jak víme z ptedchozího ptíkladu)

.tl l ('Q ) = 0, 061 5 mm

a posuv na poloměru li vy jde podle (20.50)

=0,0483 mm (e)

s použitím (20.17) a (20.18) vypočteme pom~rná osová prodloužení
v elastické oblasti

= _ 0,3 • 240 l 56,747 )2

2.105 80

= -0,181 promile

.=-0,000181 =

(f)

Pro plastickou oblast platí (20.45). Extrémní poměrné prodloužení vyjde
na poloměru r = ro , a to

= 1,7
240

2.105
t (0,625 • 1 ~ 13494,)2 - 2 ln 1,134941 ;.

0,000 510 =0,510 promile
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Tato hodnota je kladná, tak~e jde o rozši~eni náboje u vnit~ni diry.
Posuv,y jsou ve dvousetnásobném re­
lativnim zvětěeni znázorněny na
obr. 59. Je z~ejmé, že plastiekou
oblast lze experimentálně rozeznat
odchylkou od rovinnosti čela nábo­
je. Měřeni však musi mit velkou eit­
livost, nebot u náboje ěirokého

nap~. 30 mm (obr. 59) je maximální
rozdíl 11 h tlouštěk náboje

.
= 30.(0,000 510 - 0,000 181)

~ 0,01 mm (h)

P~íklad 13

Dokažte, že složky tenzoru po­
měrných deformaci, a tedy i deviáto­
ru deformací, musí být na hranici
elastické a plastické oblasti spo­
jité.

OBR. S9 :Aešení

Protože se náboj neporuší, musí
být posuvy {,(, , W"' spoji té. To zna-

mená, že

(a)

U'WIJ'W' L<? - E I 1;)
1(,_0

Z rovnice (b) je ihned zřejmá spojitost osového poměrného prodloužení

(c)

a z rovnice (a) spojitost obvodového poměrného prodlou!ení

Poněvadž jde o rovinnou napjatost ( G"l = O), je radiální napětí v elas­
tické oblasti dáno vzorcem

(e)
E

~ 1 -;).,~ Cf, r +f E.lf)
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,
Vztah (e) musí platit i na hrenici (" =-€ , nebot až tam zasahuje elas-
tická oblast. Podle Newtonova zákona akce a reakce 'musí být radiální na­
p~tí COr na poloměru r::~ spojitá. Je-li spojitá levá strana rovni­
ce (e), musí být spojitá i její pravá strana. Ukázali jsme, ~e na pra­
vá straně vztahu (e) je na poloměru r:. Cť spoji té Elf • Musí tam
tedy být spojité i Er ; jinak by rovnice (e) nemohla platit. Na po­
loměru 'f := ~ jsou proto spojiU věechny poměrné def'ormaoe.
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