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Na ndkelika elementdrnich \lehdch o vzdjemném detyku nesnikl s o nosniku
na pruZném podkladu se ukazuji zvléstnosti redeni kontaktnich dleh e uvéd{ se
z metodického hlediska jejich t¥id3ni. Zékladem Fedeni obecnych udloh o kontaktu
pruinych t&les je PapkoviZova - Neuberova metoda, Uspd8né& eplikovand zejména
v prostorovych ulohéch teorie pruZnosti. Ukazuje se, Ze prostorovéd Hertzova
Uloha o dotyku t&les je paradoxn® jednodussi ne% obdobné ¥loha rovinnd., Hedent
rovinnych Gloh vychézi z rovnic Kolosovovych - Muschelisviliho. Ob& metody se
podrobné& odvozuji. Krom& klasické Hertszovy teorie se probird také Stajermanova
teorie o dotyku té&les vys88iho neZ druhého ¥édu.

V dals{ &dstil se probird vliv smykového t¥eni. Na jednoduchém p¥ikladu se
vysvétluje varia&ni formulace kontsktnich dloh a také vyu%iti metody kone&nych
prvkd k Fedeni obecného dotyku t&les se tfenim,

Uvéd&j1 se pPfiklady kontaktnich loh o deskéch a skofepindch e o vzédjemném
pisobeni Zebra a desky. Podrobmn& se probiréd teorie lisovanych, resp. za tepla
sestavenych spoji s pfesahem polom&rd dotykovych ploch, viiv nerovnosti povrchd
na predp&ti té&chto spoJi a rizné p¥iEiny neshod s Lamého elementérni teorii.
Vysv&tlujl se pfi&iny neline?rity deformaéni charakteristiky téchto spoji
a vznik vnit¥nfho dtlumu v nich p¥i dynsmickém neméhéni. Probird se i vliv
plastickych deformaci na jejich napjatost a pretvoieni.

Text je doplnén Fedenymi pifkledy a vice ne% Sedesdti odkazy na odbornou
literaturu, '
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"Prosim, kde mém zalit, Vade Veliéen-
stvo?" zeptal se., "Zatnl na zatdtku",
Pekl Krdl velmi véZn&, "a pokraduj,
a% dojded na konec, Pak pPrestan."”

(Lewis Carroll, Alenka v P{8i divid)

Timto roztomilym citdtem zedind G, M., L. Gladwell své pojednéni o kontakt-
nich dlohdch v klasické teorii pruZnosti. Neznaduje tim; Ze povi ¢tendri vdech-
no, co potifebuje vdd&t, eby mohl &fst text s planym porozuménim. Neni to vdak
%6dné snedné &teni, zejména ne pro toho, kdo nemd dostateiné znelosti teorie
komplexni prom&nné a teorie integrdlnich transformaci.

Kontektni dlohy Jjsou bohuZel matematicky velmi nédroné. Mnoho z nich patii
mezi tzv. nekorektn{ dlochy, u nich# stedf{ mald zména zeddni k tomu, aby se fe-
Seni podstatné zmé&nilo, Oblast dotyku nebyvé vZdy stédlé anl predem znémé a v né-
kterych pripadech se dokonce bdhem zatéZovéani nespojité m&ni, Situace se jedté
vice zkomplikuje, uvaZujeme~li tieni, Okrajové podminky pro Fedeni soustav
parciélnich diferencidlinich rovnic pak %asto z4visi nejen na vysledku Fedend,
ale 1 na prib&hu zaté&Zovéni, Pritom jde o \lohy velmi dileZité, bez nichZ nelze
plné& pochopit vzdjemné silové plsobeni t&les a posoudit moZnost vzniku neZédou~-
cich poruch v povrchovich vrstvéch téles.

Zatlalujeme-1i nap¥. kulilku do pruZného té&lesa, dotykaji se t&lesa jen
v jednom bodé (za piedpokladu dokonele hledkych ploch o ridznych kfivostech),
pek se v3ak vytvoii meld dotykovéd plocha, jejiZ vellkost je mévisld na velikosti
plsobici s{ly. PFipad se dédle zkomplikuje, uvafujeme-li t¥eni mezi t&lesy. Pak
na ¢é4sti dotykové plochy vznikne dokonald edhegze, na jiné &ésti relativni smyk.
Predstavme si treba zalisovany &ep naméhany ohybem. Kromé uvedenych dvou &ésti
dotykové plochy mi%e vzniknout Jjedt& &ést t¥etf, v niZ se dotyk dplné& uvolni,
Méni-1i se zati{Zen{ &epu, mé&n{ se i velikost t&chto tf{ &dst{. Méni se obecn&
i velikost a smysl smykovych nap&ti vzniklych tienim, nebof se zmdn{ rozdélend
tlaku v dotykové plode a miZe se zménit i smysl relativnfho pohybu obou povrchi
(v té ¥4sti, kde neni dokonalé adheze)., Ji% z téchto né&kolika poznémek je zFejmé,
v Cem spo&ivé obtiZnost dlohy.

Vnucuje se otézka, jaky wyznem mé tato teorie pro technickou praxi. V oboru
stavebnictvi jde predevdim o zakldddn{ staveb. Otdzka vzdjemného plsobeni zdkla-
di a horninového podloZi je jednou z typickych dloh o dotyku t&les a o silovém
pusobenf mezi nimi. Ve strojnictvi jde predevdim o lisované spoje a o dotyk



téles s rdznd zakfivenymi povrchy. Pripomenme nap#. dotyk kola s kolejmici,
valivé i kluznd loZiska. Casto se mezi kontaktni dlohy ¥adf i nosnik na pruZném
podkladu, dotyk mezi kalandrovymi a jinymi védleil pracovnich strojd atd.

Klasickd Fedeni kontaktnich dloh vychézeji z pFedpokladu, Ze t&lesa maJji
dokonale hladky povrch. Skuteény povrch t&les je v3ak vZdy vice nebo mén& drsny.
Télesa se dotykaji na drobnych ploSkdch mikroskopickych nerovnosti; vyvySend
mista se pfitom omalkdvajf, plesticky deformuji nebo ulamuji., V ndkterych dlo-
héch nelze tyto jevy zanedbat. Napifklad presah polomérd ve spojich vytvorenych
sevienim (lisovénim nebo sestavenim zatepla) se omalkénim, pop¥. otérem zmendu-
Jje. Efektivni velikost tohoto pfesahu je tedy vZdy men3f neZ ta, kterou zjisti-
me pied montéf{ spoje mdFfenim obou spojovanych Edetf{., Unosnost tohoto sevieni
zévis{ - pokud nenf silovy p¥enos zabezpelen jinaek - na tleku a na souliniteli
adheze v dotykové plose, Je zrejmé, Ze kontektni dlohy tohoto typu Jjsou hra-
niénim v&dnim oborem mezi teoriif elasticity, pop¥. plasticity, a tribologiif.

V tomto semin&#i se pokusime odvodit, nebo alespon citovat vgsledky dile-
Zité pro aplikace ve stavb& strojd. NZkterd odvozeni uvedeme podrobng, v ji-
nych pripadech odkéZeme na literaturu. Budeme se snaZit, aby obtiZn&js{f text
byl vystfidén snadno pochopitelnymi elementdrni{mi p#iklady. Snad tim vyhovime
riznorodym poZadavkim &tendild, a tek snéze udrZime jejich pozornost.



1. NEKOLIK ELEMENTARNICH PRfKLADU

0 kontaktnfch lohéch miZeme hovoi#it i u n&€kterych problémi z teorie nosni-
k4, které nyni uvedeme. UkéZf se na nich charakteristické vliastnosti kontakinich
dloh, adkoli matematické prostfedky k jejich FeSeni jsou velmi jednoduché,

Uva¥ujme nejprve o nosniku délky 4 , ktery je prizmaticky, homogenni, do-
konale elasticky a ktery spo&ivé na Winklerov® pruZném podkladu. Je zatiZen
uprost¥ed osam&lou silou podle obr. 1. Predpoklédédme, Ze prifez nosniku je sou-

nérny k roviné nékresny (¥ , 2 ),
. ‘tekZe vznikéd rovinny ohyb. Diferen-~
ciédlni rovnice ohybové &dry nosniku
l F na pruZném podkladu Je

X
&0 d*
VIS SIS S SASS s EJ ———d:: + kw =0 (1.1)

| U2 /2

zde EJ je ohybové tuhost, K modul

podkledu. Sfla F pisobf v bod¥

z A = 0, Definiéni obor je -€L = x =
£/2. Vzhledem k soumdrnosti stad{

OBR.1 *¥edit jen pravou polovinu nosnfku

(obr., 2) zatfZenou silou F/Z a dvojict

M(0). Okrajové podminky jsou

F
w'(0) = 0, W(0) = 55

WII(%)z_O' W”,(g] -0 (1.2)

N

M(O)< Prvnf dvé vyplyvaji ze symetrie., Tie-
T = t{ podminka vyjad¥uje vymizen{ ohybo-

vého momentu a &tvrtéd vymizeni posou-

X

Lz vajici s1ly na volném konci nosniku.
ReSenf rovnice (1.1) mé, jak znémo,
Y4 " tvar
~x ‘
W(x) =e (Cacmﬁx‘\cgéiwﬁx)f (1.3)
OBR. 2

+ eP*(Cy cospx+ Ctim )

kde

Yk
p= \] LET (1.4)



Je charakteristickéd konstanta diferencidlni rovnice (l.l). Po deldim vypo&tu
dosteneme tyto prihyby v bodech X = 0, resp. X= lin . -

_ FB  cohpl+coasl+2

WIO) = 2y T wmhpe+ simpe (Re20
wit) = 2Fp  cooh'(PLie) cos (B]o)
= k Lwhplyt sinpl (1.6)

Vyraz (1.5) je viZdy kladny, ale vyraz (1l.6) méni pii ﬁ& = 3 znaménko.n)
Ohybovy moment uprostfed nosniku vyjde

F awhpl-cmfil (1.7)
hB  Aamhpl + s p L

M (o)

Predstavme si nyni, Ze nosnik na podkladu voln& spodivé, takZe se mezi podkladem
a nosnikem miZe prenést pouze tlakové (mérnd) sfla. To znamend, Ze nosnik miZe
od podkladu odlehnout; v tom pfipadé Jje nutné na pifsludném intervalu dosaedit do
diferencidlnf rovnice (1.1) k = O, Je-1i nosnik kratdf ne: £ < 7l’/{3 , pak
k odlehnuti nedojde a plat{ dosavedni Fedenf. Je-1i viak @ > JE/{.& . pak nosnik
odlehne na obou koncich v délce (2/2 -IIQ/:\ ) (obr. 3). Velikost tohoto odleh-

777 =Sl == L

Ti2p | T2
L2 - 12

OBR.3

% Pro velkd (3£ by se ménilo znaménko p¥i ka#dém lichém ndsobku T .,




nuti zdvis{ jen na veli&inéch {5 , {, , nikoli na zatffenf F , P¥i jakémkoli F
tedy noenik odlehne stejn&. Odlehnuté &4sti nosnfku nejsou zatiZeny a zlistanou
pfimé. Dotykové ploche(v daném piipadd sedka)se mé&ni skokem z délky ? ns aé1-
ku Ilﬂ < L ., Protoze se zmenduje, kdyZ zatiZeni{ zalne plsobit, jde o kontektni
dlohu s ustupujfcim dotykem. Je-1i £ € T|A a k odlehnutf nedochdzf, je do-
tykovéd plocha stejnéd jeko na polétku (délka l ), takZe jde o dlohu se staciondr-
nim dotykem,

Zvolme nynfi Jjinou dlohu. Na rovnou absolutng tuhou podloZku budeme silami
F pritladovat 3tfhly prut s malou prvotni k¥ivosti 1lr . To zneamend, Ze
yr > £ , kde 2¢ je délka prutu (obr. 4). Prut se bude plsobenim silfpostup=-
né narovnévat.

Je ziejmé, Ze dokud Jjsou
sily F nulové, dotyké se
prut podloZky teoreticky Jjen
v bod&é X =0, Pro F> 0
bude interval dotyku ~( £X<¢C
pridemz 0<c <€ . Ne tomto

X intervalu bude k¥ivost nulové.
ProtoZe ohybovy moment je
Umérny zm&n& k¥ivosti nosnifku,
bude

z | Mix) ==E2 47 = konst (1.8)

X ne intervelu -C £X £¢ .

SN LR ///:T/ Je-1i ohybovy moment konstantni,
R vymiz{ posouvajfci sfla T

i reskce q, prendSend z pod-

- — lo¥ky, nebot

—

OBR. 4



aM aT
T= " 4 = ——>r

ax alx (1.9)

Tyto vztahy vyplyvaji z poZadavku rovnovéhy elementu nosnfku o délce alx N

Na uvedeném intervalu vznikd tedy &lsty ohyb s ohybovym momentem (1.8).
Aby mohl nastat, musf{ se do prutu prenést v bod8 X =C , resp. X =-¢ ’
osam&lé reekce R =F sm&fujfci vzhiru, Tyto dvd osamélé reekce vytvori spo-
lu se silami F silové dvojice.

Je jist® zvldstn{i, Ze se reakce z podloZky soustieduje do pouhych dvou bo-
dd, alkoli se prut dotykdé podloZky na délce 2¢ >0 , Je to zplsobenc ideali-
zaci, Pfedpoklédéme ohebny prut, u ndho%Z se prifeszy posouvaji a otéceji, ale
nedeformuji se. O podloZce pfedpoklédéme, Ze Je absolutné tuhé. Kdybychom tyto
predpoklady zmirnili, ukédzalo by se, Ze se silovy pFenos d&je na konedném inter-~
valu, avS8ak s velkou koncentraci napjatosti v okoli uvedenych dvou bodd ( X =:tC ).
Vypoctet by se vS8ak stal znainé& sloZitym.

Vzhledem k soum&rnosti sta&i, budeme~1li se naddle zabyvat jen pravou polo-
vinou prutu. OChybovy moment v intervalu ¢ =x < A Je

M(x) == F(€-x) (1.10)
a diferenciflni rovnice ohybové &dry je

d?w

F ry_ 41 (1.11)
~dxt EJ (¢-x)

T
Posledni &len v této rovnici pFedstavuje poddte&ni k¥ivost prutu.x)
Z podminky spojitosti ohybového momentu v bodé¢ X =C dostsneme

M) =-F-¢c)=- E3 47 (1.12)
a tedy
EJ
¢ =1t~ Fr (1.13)

Je szfejmé, Ze k uplnému narovnéni celého prutu nemiZe dojit, proto%e podminka

c= dévd F -» o0 , Musila by tedy plsobit nekonedn¥ velké sila. Pro-
to bude vidy € < 74 . To oviem plat{ jen za uvedenych piedpokladll pro pruZny
prut. Ve skutednosti nemiZe byt Zddny prut "donekoneina" pruzny.™

x) Kay: F = 0, Je le/dX"a‘—_"”'” . Je to linearizovany vyraz pro k¥ivost, kte-
ry platf, pokud |dw/dx|<<1.

%) A ovdem ani elementérnf teorie ohybu, tj. rovmnice (1.11), nebude pii velkém F
platit.

- 10 =



Mé-11i byt C = 0 , mus{f efla F vyhov&t nerovnosti

EJ
=
F= — (1.14)

Neni-1i tato nerovnost spln&na, dotykd se prut podloZky pouze v bodé& x=0 -
dotyk je stacionérni., Jakmile je podminka (1l.14) splnéna, bude se interval do-
tyku s rostouci silou zv&t3ovat.

Plati-1i nerovnost (1.14), dostaneme na intervalu C € X < ¢ integra-
ci rovnice (1.11) postupn&
F 4 1
wi(x) = &3 (€x - 7 X?) - X+ 6 (1.15)
F 1 { 1
WX) = 5 (IZXZ"@‘XC‘)-gX"i-C/,x +Cy. (1.16)

Okrajové podminky jsou

w/lc) =0, Wi(c) =0 (1.17)
Odtud vypolteme
Fe ¢
G =~ 72g37 2e-a)x & (1.18)
Fe*

2
(3¢~ 2¢) - 5n

Tyto konstanty dosadime do rovnice (1.16). Zéroven dosadime i za kiivost 1/"
z rovnice (1.12) vyraz

1 F(E-c)
= TE7 (1.20)

Pro C £X ﬁz y F> EJ/eY’ vyJjde popsanym zpisobem

F 3
W = —~ 3] (x~c) (1.21)

- 1] =



Pridhyb je zdporny, nebof em&fuje proti kledné ose Z . Oznalime-1i vzdélenost
konce prutu od pod)ozky 5 , tj. dosadime-11 b =-w (€ (obr, 4), budeme mit
tuto deformaéni cherakteristiku:

(1) pro F < EJflr, c=0

£ o ¢ Fe
T ar ~ 2€E) (1.22)

(2) pro F>EJ/é~r. O<c<t

__F 3 F [ EJ\3 (1.23)
b =ul o= 5 (&)
a tedy
5 = (Ea)*
"~ EF Y3 (1.24)

Deforme&ni cherskteristiks Jje zaskreslena schematicky na obr, 5, 84st (1) Jje 1i-

(1)

Flzr

(2)

F!Sr
m

EJ/Ir

OBR. 5

nedrni, Posuv konce prutu je umErny sfle F & dotyk je stsciondrnf ( C = 0).
Gést (2) Je nelineérni & dotyk postupujfc{ (s rostoucim F roste i C ). Jde tedy
o kontaktn{ Wlohu, u ni% lze zat&Zovéni rozd&lit ns dvé féze, Prvni fdze se sts-

ciondrnim dotykem pifejde 8 rostouci silou F do druhé féze s postupujfcim dotykem,

~ 12 =



Uvedeme nyn{ dald{i dlohu. Pijde o dva nosniky z téhoZ materidlu, s tymZ
prufezem, které spolivaji na sobd® bez vile a bez tfeni. Hornf{ nosnik je o néco
deld{ ne% spodni ( £>¢C , obr. 6). Na volném konei je zatiZen silou F . Pravé

konce obou nosnfkli jsou dokonale
vetknuté, Ptéme se, Jaké bude jejich
X veédjemné plisobeni, jak se budou de-
formovet a jak budou naméhény.

Jeou dvé moZnosti. Bud bude
penos sily mezi nimi spojity, pak se
budou oba nosniky dotykat na kone&ném
intervalu., Nebo se od sebe oddéld
a pienos sily se uskutedni jen mezi
F R hrenou spodnfho nosnfku & hornim nos-
nikem. Kdyby platil prvy predpoklad,
tj. kdyby se nosniky dotykaly licni-
mi povrchy, m&ly by v deném mfst¥® X

OBR. 6 stejny prihyb i stejnou k¥ivost
(€-c <x € {). ProtoZe kiivost je
Umérnd ohybovému momentu & konstanta
tmérnosti se rovnéd 1/EJ
(Je stejné u obou nosntkl), musily by
mit oba nosniky také stejny ohybovy moment., AvBak v bodd X = {-c bude v hor-
nim nosnfku M =- F( £-¢) , kdeZto v dolnim bude M = 0., Prvn{ predpoklad tedy
nemiZe platit. Oba nosnfky se budou v tomto mfsté& dotykat pouze hranou; pfenese
se tem reakce R . Z podminky, Ze prihyb obou nosnfkd musf byt v bodd X= €-c
spoledny, dostaneme (obr., 7) :

SNNNNN

NANNN

A 2 4 A
[F(€-o).c %*‘,: Fc.e,3¢)-5RA= FRE (1.25)

Clen v hranaté zévorce predstavuje EJ -ndsobek prihybu, ktery v bodé X= Z'C

vyvold v hornim nosniku pouhd sfla [ . Druhy &len piedstavuje nadleh&eni si-
lou R . Na levé stran® (1.25) tedy méme celkovy prihyb horntho nosnfku v bodé
X ={~-c , nésobeny ohybovou tuhosti. Je to staticky moment vySrafovené &ésti
momentové plochy k svislici o iseéce £-¢ .x) Prihyb spodnfho nosniku je

v tomto mist& stejny jako prihyb hornfho nosniku. Z rovnice (1.25) vypolteme

reakci R , Vyjde

e ;
R=4F(34-1 (1.26)

x) Jde o trojdhelnfk a lichobé&Znfk navzdjem opadnych znamének.

- 1



Kontrolou sprédvnosti zde miZe byt,
%e pro €=¢ must vyjit R = F/2

V tom pF{ipadé& Jsou totiZ oba nosni-
P © ky stejné& dlouhé, takZe musi byt
R * § .:_I: naméhény stejné&. Pro £>c Je
viak vidy R> F/1.
A Prihyb volného konce horniho
F . o nosniku je
‘ g . Fe2 4 4 1
=355 " B3 T Ree (L-3c¢) -
l-c c
- w3 " C1.27)
0BR. 7 =45~ o -0

KdyZ sem dosadime z rovnice (1.26),
vyJjde po Upravé

§ =L [2€-cP+30%]

24 EJ (1.28)

Pro I,zc musi vyJjit d = F€3IG EJ |, To skute¥n& vychézi.

Je ztejmé, %Ze se v tomto pfipad& oba nosniky dotykaji po celé délce jen
p#i nulovém zati%eni (obr. 6 naho¥e). Jakmile za&ne sila F ptisobit, nosniky se
v celé délce oddslf a dotykajf se u? jen v bodech X = £-¢ , popr. x =4
Preakticky jde tedy o dlohu se staclionérnfm dotykem, p#i niZ je podle (1l.28) pri-
hyb p#{imo Umdrny sile F .!) Zahrneme-1i do svych dvah i podatedni stav, kdy se
oba nosniky dotykajf{ v délce ¢ , miZeme povaZovat dany problém zs iilohu s ustu-
pujicim dotykem, Oblast dotyku se pi¥itom na poldtku zat&Zovéni nespojité zméni
a pak zistévé stélé. Mezi deformscf, pop¥. neméhénim, a zat&zujici silou F
plati p¥imé "mérnost. V kontaktnich dlohdch s postupujicim dotykem tato véta
neplat{i.

UvaZujme nyni o p¥fpadu dlouhé a 8t1hlé pruZné tyfe, kterd spolivd na tuhé
vodorovné podloZce a je zatiZena vlastni tfhou. Do jejfho levého konce poloZime
podétek pravotodivého systému kartézskych souiadnic tak, %Ze osa X sméFuje
v ose tyle vpravo a osa Z dold, Osa Y tedy smé&¥uje vodorovné& p¥ed ndkresnu,
Levy konec ty&e nynf pozvedneme silou F do malé vysky 5’ nad \droven podloZky

#¥) Dotyk v boded X = C-¢ by vymizel, kdyby se zm&nil smysl sily F . To viak
nepfedpokl4d dme,
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(obr, 8). Ptéme se, Jakd bude deformace a Jaké bude naméhéni tyfe. Budeme pied-

o X
SN SRS AT

o

c l-c

OBR. 8

poklddat, Ze ty& se ohne v roving (X, Z ) a Ze se piitom nebude zkrucovat.
Je-1i ty¢ homogenni a izotropni, coZ budeme piedpokléddat, pak stadi, aby rovina
(X, Z ) byla rovinou soum&rnosti. )

ProtoZe prihyb § levého konce je velmi maly, budeme moci pouZit elemen-
térni teorie nosnikd a linearizovany vyraz pro.kiivost ohybové &éry

dw 1 ' (1.29)
dxt r

Protoze T© = EIJ /M(X) , Je diferenciélni rovnice ohybové &Eéry

a*w M (x) A, (1.30)

daxr -~ T EJ

zde M(X) je ohybov§ moment v mfst¥ X (kladng, pisobi-1i tah ve spodnfm v14knd),
EJ ohybové tuhost, J kvaedraticky moment (moment setrva¥nosti) prifezové plochy
k centrélni ose rovnob&Zné s osou Y a ' je polomér kiivosti (kledny, leZi-1li
stifed kFivosti nad osou iusedek),

Definidnt oblast 0= X € € nusfme rozdslit na dvé d4sti. V prvnf Sdsti
£ x <0 odlehne nosnik (ty&) od podlofky a zakfivi se. V druhé &ésti
¢< X <£4£ bude nosnik p¥f{my ( 1/r = 0), tak¥e v ndm nebude pisobit %&dny
ohybovy ‘moment. Podle (1.9) tam nebude pisobit ani posouvajfci sfla a také vysled-
né délkové (me&rné) zatiZeni q, tem bude nulové. Reakce podloZky ?k tedy mus{
byt prévé rovna opadné hodnoté& délkového zatiZendi 7—;’ ?75 vliastn{ tfhou. Zde
9 Je hustota, g, tihové zrychlenf a S prifez tyde. V druhé &ésti nosniku
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tedy bude

q’R—__q'F 1 q-’-‘ﬁ}k‘l'q,’: =0 (1.33)

Jak se prohne a Jak bude naméhéna prvni &ést nosniku? Ohybovy moment pro
0 € X <C zFeJmd bude

1
M(x) = Fx =7 gex® (1.32)

Tento ohybovy moment musf v bodé¢ X = ( vymizet. ProtoZe tam neplsobi Z&dny
osam®ly moment (%4dnd silovd dvojice), musf byt funkce M(X) na celém defi-
nié¢nim intervalu spojitd, Bude proto

1 2
Fe =% 9pC =0 (1.33)
ProtoZe ( ¥ O, miZeme rovnici (1.33) krdtit, Vyjde

F - T9C (1.34)

Posouvajici sila vyjde z rovnic (1.9) a (1.32) tekto
4 .
T =g gple-2x) - (1.35)

JeJi stejnou velikost dostaneme i metodou myélexiého fezu, Pro X =_C vyjde
z rovnice (1.35) '

T(c) = “4T¢;,.-c (1.36)

ProtoZe se v uvaZovaném intervalu nosnik podloZky nedotykd, Je 5],,3_ =0
a ¢p = g - Pribdh T(x), pop¥. M(x), je zekreslen na obr. 9. Je zFejmé, Ze
se v bodé¢ x =¢ posouvajfci sfla T nespojit® m&ni o hodnotu

R = —1,:6};(: = 474,5 (1.37)

V tomto bodé se tedy musf na nosnfk prendSet z podloZky osamdlé sfla R= gcle=
=@r c/2 . Rovnice (1.35) proto platf jen v otevieném intervalu O0<X<c.
V bodech X = 0, resp, X=¢ , se posouvajici sile m&ni skokem o hodnotu ?C/z.
Prib&h naméhéni nosniku je tedy tento:
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Q<x<c¢ C<x €4

~

q-_Cf’FT.Q@é O”=QF+@R=O
Trlz—q,,:(c-i‘.x) T=0
1
M =T gexlc-x) M=0
Znéme-1i naméhdnt M(X), miZeme
z rovnice (1.30) vypoéitat i de-
F 4 formace, Zddlo by se, Ze Je tim
9 dlohe vyfeSena. Zapomindme, Ze
‘ dosud neznéme Uselku C . Vime
R o ni{ jen, %e je vdzdna se silou F
\ rovnicf (1.34). Sflu F v3ak teké
T neznéme,
3 Budeme lohu re¥it tak,
¢ A X Jako bychom ¥Yselku C znali. Do-
% sazenim (1.,32) do (1.30) dosta-
o neme
d*w 9r
M X T geg lexexh) (138
©
% Integraci vyjde
o X
- o
w'(x) = 2—;!' =
c l-¢ . (1.39)
' % 2 .
- (ot g
OBR. 9
¢ 4 .3_ 1
W) == 5 (G- xbe Gx r G (1.40)
Okrajové podminky jsou
wio) = -8 (1,41)
w'ic) =0, wic) =0 (1.42)
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Z podminek (1.42) dostaneme

1 1
Gy ==——g?, (4= ¢ (1.43)
Bude tedy
043
Wix) = gy (K- 20x%+ 2% - e) (1.44)
Z podminky (l.41l) vyjde kone&n&
4-——_
- \j 24 ESJ‘( (1.45)
%
Rebent plati, pokud je C<¢ , Proto musf byt
e’l—
£ 2895 5 (1.46)

mE] !

Neni-1i podminka (1.46) splnéna, zvedne se celd ty® a zlstane opiena Jjen
o pravy konec.

V&innéme si n&€kterych zvlddtnosti této Ulohy. Dokud Je § = 0, dotyké se
ty¢ podloZky v celé délce a neohfbé se. Reakce prenédS8enéd z pedloZky Jje rovnom&r-
né, Jakmile konec ty%e zvedneme tek, aby [ < 5 < 5y , omezi se kontekt s pod-
lo¥kou na délku €-¢ . Ta bude tim kratd1, &fm bude § , resp. F , vitd1f, Mezi
posuvem 3 a silou F nent p¥imé umérnost, pf‘estoie pro materidl plati Hooketlv
zdkon a posuvy Jjsou malé, Podle (1l.34) a (1.,45) soudfme, %e

= konet. & (1.47)

tekZe charekteristika F = F(5) je e11n$ nelinedrni (obr. 10). S rostoucim F
se interval dotyku zmensuje. Zddlo by se
tedy logické, kdybychom tuto fézl zaté-
] fovéni ( 0< § < §¢1 ) zatedili mezi kon-
F taktn{ €lohy s ustupujfcim dotykem. Av3ak
toto rozdéleni kontaktnich dloh mé smysl
jen tehdy, m&ni-1i se v3echny sily umér-
né témuZ parametru. Kdyby se sila tiZe
ménila Ymérné se silou I , byl by
podil l"/qp konstantni a podle (1.34)
by byla konstantni i selka C . S1o by
pek skutednd o udlohu s ustupujicim doty-
kem, pro kterou je cherakteristické, Ze
se oblast dotyku méni se zatiZenim nespo-
OBR. 10 jJit® a psk zdstévé konstantni,

1o
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Uvedeme jedt& jednu podobnou ulohu. Na obr., 11 je znézorn&n ohyb nosniku,

/2

B

]
1

rol

o~ 77777 STV 1

0BR. 11

ktery Je poloZen pres dva sudy (védlce o poloméru " ) & uprostied zatiZen si-
lou F , JestliZe se sfla F zvétsuje, zkracuje se pole nosniku o délku Qred
To plati za predpokladu, Ze ihel oL je maly. Najdeme Jjej z podminky, Ze sklon
nosniku v bodech dotyku je prév& roven o& , Vyjde

FLC-2r)"

o = —rg7 (1.48)

To je kvedratické rovnice pro thel & , jeji% Ffedeni Je

[4 nNEJ L (Ea)* 2¢LE]
1(\ + Frl s F'Lr'i‘ Fr‘3 (1049)

d:

Kladné znaménko odmocniny nevyhovuje, nebot pro &im F+0 must vyjit
Limol — FE*/16 EJ . Rovnice (1.49) se k numerickému vypo&tu moc nehodf,
je-11 F malé (odedftajf se velkd &fsla a presnost se zhor3uje). S pouZitim bi-
nomické vty dostaneme vhodndj81 tver (stdle za predpokladu, %fe X Jje malé)
Fe* Fer
. .
= e (1 tE7) (1.50)
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Méme-1i dhel ok , dostaneme pro prihyb uprostied nosniku rovnici

F({-2re)® | ro®
5 = ~—wsEgy % (1.51)

Je zrejmé, %e zdvislost § = 8§ (F) je neline4rnf a %e prihyb roste pomaleji
nez sfla F .

Jak méme tuto dlohu podle obr. 11 zaradit mezi kontaktni dlohy? Dotykové
oblast se omezuje na pouhé dva body (coZ je disledek ideslizace, ve skute&nosti
pijde o malé plodky). Poloha t8chto bodd se vSak se zatiZenim md¥ni. JestliZe
oblast dotyku pfi rostoucim zati{%en{ piestane byt podmnoZinou pivodni oblasti
dotyku, *adime takovy pripad vZdy mezi dlohy 8 postupujfcim dotykem. Tak je tomu
i v tomto prfpad¥. Zévislost b (F) je nelinedrni.

Diskuse

Rozd¥len{ dloh o dotyku t&les na \dlohy s ustupujicim, staciondrnim nebo
postupujicim dotykem je dileZité z metodického hlediska. Zavedli je Dundurs
a Stippes /10/. Uvedli prikledy, které jsou zndzornZny na obr. 12, Pri{pad (a)

Hi

PATH Al lA S AAATEELLLL 7 Y7
(a) (b) (c)

SEEENERR
N\
\_/

SERERERE

(R B
EEEREREE
Prrttyasd
BEEREERE

(d) (e) (f)

0OBR. 12
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predstavuje nosnik spoéivajic{ na pruZné polorovind. Je analogicky s piripadem
zndzorndnym na obr. 1. Rozdil je v tom, Ze na obr., 1 byl nosnik na Winklerov®
pruzném podkladu, u n&ho% je prdhyb iUm&rny reakci podkladu v daném mist&; na
deformaci v ostatnich mistech pPitom nezdle%i a napjatost podkladu se nezkoumé.
Na obr. 12 (a) jde o pruZnou polorovinu, kteréd je pak ve stavu rovinné napjatosti.
V obou p#ipadech dojde -~ je-li nosnik dost &tihly a dlouhy ~ ke stejnému jevu:
ve stiredni &4sti se nosnik prohne smérem doldl, na koncich se v3ak nosnik od pod-
lo%ky o0dd&l1 a Jjeho konce se zvednou. Oblast dotyku se zmen3{, a to nespojité
(srov. 8 obr. 3). Jde tedy o dlohu 8 ustupujicim dotykem. Je-1li do pru%né polo-
roviny zatladovén tuhy nebo pruZny blok [obr. 12 (b)], Jje dotyk stacionédrnt.

V pi*{pad® podle obr. 12 (¢) je dolni plocha takového bloku (razniku) vdlcové.

Je to pPipad kontaktni dlohy 8 postupujicim dotykem. Obr. 12 (d) predstavuje
hladkou kruhovou inkluzi v kruhovém otvoru pruZné roviny naméhané tahem. MiZeme
si pfedstavit, %e do otvoru ve sténé je bez vile a bez tfeni vlo%en dep. Mé& pres-
né stejny polomér jako otvor. Pri zatiZen{ stdny tahem se dotyk omez{ jen na
blizké okol{ bodd, v nichZ je tefna rovnob&Znéd s vektorem napdti pisobicim ve
vzddlengch mistech roviny. V ostatnich mi{stech se vytvo¥{i srpovitd mezera. Jde

o kontaktni dlohu s ustupujicim dotykem. JestliZe odejmeme z inkluze, popt.

z %epu, materidl ve tvaru usede tak, abychom odnali &ést, kde se dotyk uvolnuje
_obr. 12 (e)], bude dotyk stacionérni. Na obr. 12 (f) je do otvoru ve st&n¥ vlo-
%Yen elipticky &ep, ktery se otvoru dotykd jen ve dvou bodech (piesn¥ji Fedeno

v Usedkéch kolmych k ndkresnd, které se promitaji do dvou bodd). P¥i zatdZovéni
se dotykovéd oblast zvétSuje, je to tedy kontaktni dloha s postupujicim dotykem.

Ve v3ech dosud probranych p¥{padech se ukézalo, Ze pi’i proporciondlnim za-
t8%ovdni je mezi deformacemi, popi#. napétim, a zati{Zenim pPimd Umérnost jen
tehdy, Jjde-1li o dlohy 8 ustupujicim nebo se stacionérnim dotykem.™’ Jde-1i
o ustupujfc{ dotyk, zmé&€n{ se dotykovéd oblast nespojitd, ziustane podmnoZinou pi-
vodn{ dotykové oblasti a ddl se neméni.

O postupujfcim dotyku hovoFime tehdy,
zvét8uje~1li se oblast dotyku nebo pfemist{-1i
P F> F1 se tak, %Ze piekro¢{ hranice pivodni oblasti
e dotyku (obr. 13). Pro dlohy s postupujicim
dotykem dostdvdme vZdy nelinedrni zdvislost
mezi deformacemi, pop#. napétim, a pisobfcim
zatiZenim. Proto nelze pouZit princip super-
F = F1 pozice (dvakrdt vétdf zatiZeni nevyvold
dvakrdt vdt31 posuvy).

OBR. 13 Tyto poznatky jsme ziskali zobecndnim
zkuSenosti nabytych reSenim ndkolika jedno-
duchych piikladd. Dikazy se najdou v 1lit,
/10/, /15/.

%) Tato pi{mé Umérnost je3t® neznamend, %e plati princip superpozice. K tomu
by bylo nutné, aby oblast dotyku byla stejnéd pro vSechny superponované stavy.
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2. NAVIEROVY-~LAMEHO ROVNICE

K reSeni kontaktnich dloh je t¥eba zndt metody Fedeni prostorovich dloh
teorie pruZnosti; 8 rovinnymi dlohami nevysta&ime. Pro idedlnd® pruZné tdéleso
méme k dispozici t¥*i diferencidlni rovnice rovnovdhy, Zest Cauchyho kinematic-
kfch vztahd mezi posuvy a pomérnymi deformacemi a Sest konstitutivnich rovnic
predstavujicich zobecn&ny Hookelv zédkon. Je to celkem patndct simultdnnich rov-
nic pro patndct nezndmych funkci (t#i sloZky posuvi, 3¥est sloZek pom&rnych de-
formac{ a Zest sloZek napjatosti).

Zvolime kartézskou soustavu soufadnic X; , X, , X, & z t¥lesa uvolnime ne-
konedn& maly kvddr o hrandch olx; , dX,, Axy (obr. 14). Sedteme v3echny sloiky

OBR. 14

8il pisobicich ve smdru osy X7 . Na levou st&nu o plode dkzdks pisobl v uvede-
ném smdru napdti O a sfla Oy dxy dx;. Na pravou stdnu o té%e plode pisobf af-
la [Gy + (96'11 /Bx,)dm]d dxya rozd{l obou je (6% | 7%1) dxs dxy dxs . Podobn&
na zadni st&nu o plo3e (;‘fqd)(.,_ plsobi vlevo sfla 83y cxjdx, & na predni sténu
vpravo sfla [6‘51+(76’31/9x3]d){3]dx1dx,__. Rozd{l obou je ( 9¢'34/Px3)dx, dxy dx5 .
Obdobné& vypo&teme i rozdfl sil plsobicich vpravo a vlevo na 8spodni, resp. na hor-
ni stdnu elementu. Vyjde (36’21/3“\) dx,dx, dxz . Krom& toho bude vpravo plsobit
objemovd s1ila X1 de dx,_ dxz . Celkem tedy bude - po kréceni &initelem
( dxy dx, dx3) - rovnice rovnovéhy
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(087,1 QG;J ,09:31 . .
T, + ™ + % + X =0 (2.1)

Zém&nou index8 v poiadf{ 1-2-3-1 (tzv. cyklickou zém&nou) dostaneme i daldf dvé
rovnice pro sily pisobici ve sméru Xy, , pop¥. X3

’D G’29. (DG’?)_ ’D qu,

e b Axs T Dxy #X =0 (2:2)
9633 , 613  96n -
Mxa P x T Ixe X3 =0 (2.3)

Tyto rovnice lze zapsat strufné&ji, vyuZijeme-li pravidel tenzorové algebry

a Einsteinova soudtového pravidla /2C/. Podle indexid, které se v daném &lenu
opakujf{ prdv& dvakrét, séf{td se od 1 do 3. Misto (2.1) a% (2.3) budeme pak mit
jedinou rovnici

Cjuy t X; =0 (2.4)
Zde jsme oznadili
96, 06,0 26;, 96,
R it = 1t ViA 3L
GJ% Vx; M T Ixe T 0%, (2.5)

. Rovnice (2.4) predstavuje tfi rovnice (2.1) a% (2.3), dosadime-1i
4=1, 2, 3.

Jsou-1i posuvy a derivace posuvi malé, odvodime z obr. 15 snadno pomérné

prodlouZeni dselky dx.,

Adn - 9’-(.1
d x1 x4 (2.6)

Eﬂ

a zkecs, tJ. zmdnu dhlu udsedek dX1 , dxq

Duy u,

Abychom mohli tyto vysledky jednotn& zapsat, zavedeme polovi&ni zkosy

P | L1
E'IJ. = 5(7(, = "f?i:" ) yjb (2.8)
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+ FLU,
5 2 3’12
x'-
[ ©
< 3\ &
o | o
3 ‘ ;q
X4
0 d
dxq
OBR. 15

Pak rovnice (2.6), (2.7) a dal3{ rovnice odvozené z nich cyklickou zém&nou
indexd miZeme zapsat jedinym vztahem '

R | : >
e‘a T2 (u'{/} ki u!"') (2.9)

kde ’ai,j = ‘?“L/TXJ‘ . Indexy za &4rkou tedy piedstavuji parcidlni derivaci.
Vzhledem k soum&rnosti v indexech pfedstavuje rovnice (2.9) Zest Cauchyho vztahd.

Hookedv zédkon vyJjadifuje linedrni zdvislost sloZek E{J' tenzoru deformace
na sloZkéch GZ}' tenzoru napjatosti. Pro izotropicky materidl jej lze zapsat
ve tvaru /20/, /15/

G’i} = 252;; + A Euy 553- (2.10)

resp.

1
By 1 LU Gy pou by ] el
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Vztah (2.11) je inverzni ke vztahu (2,10), PFitom
fads (2.12)

(14 (1= 2)
E
G - 9 ( 1+ ) (2.13)

E je modul prufnosti v tahu- tlaku, G - modul prufnosti ve smyku, L - Lamého

konstanta, L - Poissonovo ¥islo, 5,‘} - Kroneckerovo delta ( 41,'/' =1 pro L=j 3

5«2} = 0 pro 43#]' ).
Rovnice (2.10), resp. (2.11), predstavuje Zest konstitutivnich rovnic. Ta-
to rovnice tvo¥{ spolu s rovnicemi (2.4) a (2.9) zéklad matematické teorie prui-

nostio
—D
Pisobf-1i na plochu A S povrchu t&lesa sfla AF , oznafujeme
=
== ’ AF
)(' = a8 (2.14)

AS >0

Je to vektor nap&t{ (pop*. nap&fovy vektor). Z rovnic rovnovéhy trojbokého hrano-
lu na obr. 16 dostaneme vztah pro sloZky f{, nap&fového vektoru

[/wl=1
7w = {"1.' nz,ns}
AOAC = AABC . n,

A0BA = AABC . n,
fz A0CB = AABC . Ny

OBR. 16
w 25 =



Soumdrnost tenzoru napjetosti (69'= Qﬁf) vyplyvd z momentovych podminek rovno-
vdhy hranolku ne obr. 14,

Okrajové*podminky predepisujeme zpraviqga tak, Ze na &édsti S1 povrchu je
predepsédno f a na jiné 4sti S, posuv W ) pritom SUSs, = ¢
31 N Q,L =1,

Nejjednoduddf metodu PeBen{ uvedenych rovaic dostaneme, kdyZ predem elimi~
nujeme dvendct z patndcti hledanych funkef. To se skutedn& podaff, kdyZ napdti
vy jéd¥{me pomoc{ pomSrnjch deformaci, ty pek je&td pomoci poauvd a vie dosadime
do rovanic rovnovdhy. Zistenou t¥i simulténn{ parcidlni diferencidlni rovnice pro
t#1i neznédmé sloZky posuvd uq;(x1,xz,x3), {=1, 2, 3. Nejprve tedy dosadime
z rovnice (2.10) do (2.4). Vyjde

i

) ng',;,} b A By g Scj + Xg =0 (2.16)

Vzhledem k vlastnostem Kroneckerova symbolu se mu n&kdy F{kd "substitudni symbol™®.
Je totiZ

Ezz,j S{J' = Cu, (2.17)

"Slepé® indexy "k" mifeme zaménit za kterékoli jiné, pokud se v daném &lenu ne-

vyskytuji, protoZe se podle nich s¢itd. Je tedy napi.
3

2
Ezk,f = Ejj,‘i: L:1 Ejj't’ = /(7811/?)(1; T’DEQ_:L/DJ({-F 9533 /2)(1,' (2.18)
a:

(1 = 1, 2, 3). Misto (2.16) mi%eme tedy napsat
/A GEJ'L,,;' + A EJ-3~,i + X{ = 0 (2.19)

Podle (2.9) méme

, 4
EJ';;}' = 7 (u].’ i/j* u(:,jj) (2.20)

EJ.J"‘; = 'u.j'j,; (2.21)

%) To neni jediny moZny zplsob. Na ndjaké &dsti Sg povrchu mi%e byt napf. pie-
depséna slofka W4 posuvu a slofky fz, {3 vektoru napéti. SloZky U, ,
Uy, {4 nejsou pfedepssny a zfskajf se Fedenim \lohy.
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takZfe bude
6 (ujiap+ U 7]+ At jo + % = 0 (2.22)
Vzhledem k spojitosti posuvd lze poradi derivaci zam&nit, takZe dostaneme

6ug g+ (At6)Ujjct X =0 (2.23)

Protoe U = 1, 2, 3, predstavuje vztah (2.23) t¥i Navierovy (Lemého) diferen=-
cidlnf rovnice pro sloZky posuvd U, .

i skalérni funkce U; ( Xy , X, , X3 ) tvo¥{ dohromedy jednu vektorovou
funkci u u,(r) !) Podobnd ti#i slofky X; objemov§ch sil tvodf vektor X
Vnucuje se otdzka, zda by t¥i skaldrnf{ rovnice (2.23) nebylo vhodné zapsat Jako
Jjednu vektorovou rovnici. Za tim d¥elem si piipomeneme vyznam vektorového dife-~
rencidlnfho operdtoru "nabla" (Hamiltonova operdtoru)

? 7 - g

S - —c¢ e — 7 (2.24)
V T 9% 49T !—+’0x563 24

- = -
kde €1 , @, , resp. €, jsou jednotkové vektory ve smdrech os soufadnic X,
X, , resp. Xa . ZPejmé
—

e;. € = 5,;]- (2.25)

t

Teékou oznafujeme skaldrn{ souéin vektord.
S pfihlédnutim k pravidlu (2.25), které vyplyvd z ortogonality jednotkovych
vektord, dostaneme vztah pro Laplacedv operdtor

2 i ke (ks 72
% = V.V = ®X17' + foxzz = roxaz (2.26)
Bude napt.
e T . Yz , Y T
VB = W Wy G 'DXJ'?X) (2.27)
a ve sloZkéch
A
Vi, = Uggj (2.28)

- . -
Vztah (2.27) platf{ pro vektorovou funkei W (r) - u (X1,X1,K5)

a je ekvivalentni se t¥emi sloZkovymi rovnicemi (2.28).

Pro divergenci vektoru posuvu dostaneme

- .
%) Vektor I mé slozky X; , X2 , X3 .,
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) -

i i T 2 > > o -
Vi (7% & * 356 o G (e T we b us8) -

MWy D, Tu - Aav
= ; =2 - A =g+ = —
Dxq DX Vs bt t gy av

(2.29)

Je to pom&rnd zm&na objemu AV = clxy clxadxs , Ozne¥me tuto zm¥nu symbolem g
(bez indextl). Bude tedy *) '

= =
£ = V.U = WU (2.30)
Z rovnic (2.12) a (2.13) vypodteme
6
A+6G = (2.31)
1- Q/u

Poditéni s rdznymi elastickymi veli&inemi pro izotropn{ materidl usnadni
tab. 1. Rovniei (2.23) nyn{ mdZeme upravit e pouZitf{m (2,28), (2.30) a (2.31)

Teb., 1. Vztahy mezi elastickymi veli¥inami pro prufny izotropicky materidl

Veli&ina E, u E, G v, G
Y (end __Ep | ELE-%G) i
Uf/U-)L"-QfL,\ 3G‘E

G (modul E
pruZnosti ve _— G o

= Crongasy G (34 +20G)
modul) E E X

K (modul E CE )
objemové TR - L3 = 5
prufnosti) 301-24) 3(36-E)

Ju (Poissonovo E-16 L
¢1slo) M — e

Poznédmka: v teoretické literatuire se modul pruZnosti ve smyku znaéi éasto/u
a Poissonovo &1islo V .,

) 0]
%) V technickém znaleni € = £y + Eyt €z = ,o—u; + ,% + -%-

- D =



do tvaru 26
— Y
3 277 - - - €
2674 2x 1= 2u v (2.32)

Je to vektorovy tvar Navierovych (Lamého) rovnic,

Rovniei (2.32) bychom mohli krdtit dvéma, avSak pro lep#i{ ndvaznost na
Papkovi&ovu-Neuberovu metodu tak neudinime (vig 3. kapitolu). Vziah (2.32)
redstavuje soustavu t#i rovnic ( ¢ = 1, 2, 3), které jsou ekvivalentni s jedi-
nou vektorovou rovnici (2.,32), v ni¥ € mé vyznam (2.30).
-

Aplikujeme-1i Hemiltondv operdtor V na skaldrnf funkci U (X, X1, X3) ,
dostaneme gradient

Tw = gradu (2.33)

> >
Je to vektor. Aplikujeme-1li tj% operdtor na vektorovou funkci V = V (X4, Xg, X3)

dostaneme divergenci
- —>

V.V = divv (2.34)

cof je skaldr. Tyto pojuy jsme u%¥ objasmnili jinde /20/.

3. PAPKOVIEOVA-NEUBEROVA METODA

Prostorové dlohy z teorie elasticity bude moZné #eBit, budeme-~li v&dét, jak
zachdzet s vektorovou parcidlnif diferencidlni rovamicf (2.32). Genidlni ndpad,
ktery m&li ve tficédtych létech nezévisle Papkovi& /45/ a Neuber /41/, spodivé
v tom, %e Fe3eni by mohlo mit stejny tvar jako rovnice (2.32). Poloiime tedy

267 =~4(1-pW¥ -V, (3.1)

—>
a zkusime najit vektorovou funkei Y (X1, X2y X3) @& skalérni funkeci
X UXy, X2y X3)  tak, aby byla rovmnice (2.32) splndna. Kdy% (3.1) dossdime do
(2.32), dostaneme

; R R g ==
h{(1-pIvy - V'V, = =2X - R ve (3.2)

—

Funkci  vybereme tak, aby platilo
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- -
2(1-p) V¢ = =X (3.3)

Pak se prvé &leny na obou strandch rovnice (3.2) zrudfi a funkce .K bude vyho-
vovat rovnici

Vg - 26¢/(1-2) (3.4)
S pou%itim (2.30) a (3.1) dosteneme

—_ > —_ —» ’
26¢ = 26V. 4 = H(1-p) VY - vx (3.5)
._, )
Zavedeme polohovy vektor I° o slofkdch 1= Xy , 13 =X, , I3=X3 .
Pak zajisté bude

I 1 pro 1 =]
4
r\. O = -
l,a ﬂx] Sbj == (306)
0 pro 1 #)
Identitu
—» = e —_ - -
vH(riy) = rvtr + 2V Yy (3.7)

dokéZeme snadno, rozepiSeme-li ji ve sloZkdch. Bude
V%FJ)(QWMH=(Qf%*Q%ﬂg=
Ceguitndeidy = (ypen g,

i

= Yiir Et'j Yig t iYegi -
gy evai - 199 T
coZ jsme cht¥li dokézat. Do rovnice (3.5) nyni dosadime za
1T.q - ¢ (T-§)-F.v'¢ (3.8)
a budeme mit
26¢ = 2(1- /LL)W((’LV)*” vyl - Vx - (3.9)

2 (1-p) V(g )+ P X - Ty

PFi dpravé pravé strany posledni rovnice jeme vyuZili vztahu (3.3). Kdy% (3.9)
dosadime do (3.4), vyjde

2(1-,«1)v2[x-(?w)]=(3 ) (3.10)



Zvolme skaldrni funkci (P = @ (X, Xz, X3) takovou, aby
| 21-m) voP = (FX) (3.11)
Pak se v rovnici (3.10) &initel 2(4‘/&) zkréti a bude
vty - (Fy)] - v (3.12)
Rovnice bude ziejm& spln&na, bude-li platit vztah
AR (3.13)
Kdy% tuto funkci dosadime do (3.1l), bude
160 - Uy -VLAY)+E] (3.14)

Toto je hledané YeSenf, které pfipisujeme Papkovidovi-Neuberovi.

—>

Funkce Y , resp. ® , vyhovujf rovnici (3.3), resp. (3.11). Jsou-1li
objemové sfly X nulové, je

vy -0, 7: - 0 . (3.15)

- .
Potom slozky Y. vektorové funkce ly i skalérni funkce @’ Jsou harmonické
funkce.

Diskuse

-
Jsou-1i dénx+objgyové sily X (M:xz4xg) ', nedostaneme z rovnic (3.3)
a (3.11) funkce Y , @ jednozna&n¥. Z:govnice (3.14) je ziejmé, Ze pole
a4 (X, X2, X3 ) odvozené z funkei { , @ je stejné jeko pole, které odvo-
dime z funkef

AN (3.16)
P - CP“I‘U—/u)g-?.?g (3.17)

jestliZe skeldrn{ funkce ¢ bude harmonickd, tj. bude-1li
v'g -0 (3.18) -

Abychom to poznali, stadi z rovnic (3.16) a (3.17) do vztahu (3.14) dosadit;
odpadnou v3echny &leny obsahujici funkei g o Vzhledem k platnosti (3.18) budou
rovnice (3.3) a (3.11) i nadéle splnény.

Proto je vZdy mo%né (ale ne vZdy vyhodné) vybrat jednu ze 9lo¥ek
Y, (X4, Xz, X3) identicky nulovou. Psk méme t¥i neznémé funkce Ly( X, 3 X2 4 X3 )

s J1 =



e

(L = 1, 2, 3) vyjddrené pomoc{ t¥{ harmonickych funkc{. PFitom jsme splnili
v8echny rovnice matematické teorie pruZnosti, takZe se o n& nemusime starat. Je-
diné, co s uvedenymi funkcemi musime splnit, jsou okrajové podminky.

Pr{klad 1

1
Doka%te, %e funkce (x.yz) = ————= je harmonické v3ude mimo podédtek
soufadnic. ’ ; I (Xt y*+ 2>

Resent
Oznatfme I = %™ y*+ 2* , pak f = 1r . Bude
" % Or B { “r sl
W ar X T T 7T Ox 8
Diferencovédnim rovnice
rt = Xt gyt 2t (b)
dostaneme
rar = X Ax +ydy + 2 Az (¢)

a odtud - p*i konstantnfm y , Z -

7 "? (d)
Proto z rovnice (a) vyjde
7 X (s}
Ax 3 €
Dals{ derivaci{ dostaneme
i S N S N BN (2)
W T TP Y AR T Tt 3w
Celkem bude
O S I S 3 3
2 1.2
Vi cgetaE t g T m s (XHTE) -0 (g)

Je tedy funkce f harmonickd, coZ jsme m&li dokdzat. Poldtek souladnic vyjiméme,
protoZ¥e tam md4 funkce f singularitu.
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4. DEFORMACE A NAPJATOST LOKALNE ZATIZENEHO PRUZNEHO POLOPROSTORU

Predpoklédde jme, %e mdme tak velké pruiné tdleso, %e je miZeme nahradit
prufnym poloprostorem % = 0 , Nechf rovina z = 0 (tj. povreh poloprostoru)
neni zatifena s vjjimkou oblasti S, na ni% plsobf tlak p(x,y) , (%y)€ S .
Okrajové podminky tedy budou

G,, (x,y,0) =0

G2y (X1y,0) = > (X,y) 6 S (4.1)
Gz (xy;0) = - b xy))

G (xY;0) = 0 )

Gay (xy,0) = 0 (%y) ¢S  (4.2)
Gy (¥y,0) = 0

Objemové sily neuvaZujeme. UkdZe se, Ze okrajové podminky lze splnit 8 jedinou
harmonickou funkci. Nejprve zvolime VY, = O, %=O, Yy =y . Funkei (E prozatim
ponechdme. Dosazenim t&chto funke{ do Papkovi&ovy-Neuberovy rovnice (3.14), kte-
rou predtim rozepiS3eme do sloZek, dostaneme

QGM:—ZBL—%

% )3
Dy ol
26v -z 20
oy oy 26 (4.3)

. , )
46w = hU-w)y-(2 g5 r ¥t 73)

Pritom dosazujeme 4 ,V , W za Wy , U, , Uy 5 X , Y , 2 za X , %X ,
Xy , abychom oznalovédni prevedli na zpisob, ktery je technikdm blizs{.

S pouZitim Cauchyho kinematickych vztahd (2.9) vypodteme sloZky tenzoru
pretvoreni a z Hookeova zédkona (2.10) teké sloZky tenzoru napjatosti. Vyjde

D rDzl.V roié
Cax = U—l/u) %{L_ S & 02 k02

o~ 2L 2
ng=('1-7_/u,)%(g——z (0([ -'@(E

Dyoz  Dy0z (4.4)
ft)v f‘DL /l)ztp
el L - T
Za predpokladu, Ze
,Dl\‘u falq} (07,((
tm {2 Tx0z 't qyo0s |2 _527} o (45

1 -0
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budou nap&tf Gz, , GF;% na povrchu 2z = O nulovd, jestliZe poloZime

0
(1-9.(\«\)q/ * —fof— (4.6)

Tato rovnice piedstavuje vazbu mezi obdma harmonickjymi funkcemi. Voln& lze vy-
brat tedy u% jen jednu z nich. Dosadime-1li z rovnice (4.6) do t¥etf z rovnic
(4.4), dostaneme

©n = %2 "2 = (4.7)

Hledéme tedy u% jen harmonickou funkei ( .

Zkusmo zavedeme integrél

1 f (él Jdgd
y (xy2) = o3 ff }ZQ 5% (4.8)

kde g » ] Jjsou soufadnice bodu uvnit¥ oblasti S a

R = [ (x-g)fF +(y-y)ee (4.9)

p¥edstavuje vzddlenost bodu ( g,'z » 0) od bodu (X, y ,2). Vypolteme (formdl-
nim derivovdnim) ‘

Wz o FlEm)dgay
72~ IR .[ R3
S
Yy _ 3 SS (‘x-g)j‘(gi%)dgdz
102 AT o R®
(4.10)
e g fgydgdy NN - §)°F (g ydg oty
dxr Aw R3 VREE R*
S S
Z poslednfho vztahu je ihned z¥ejmé, Ze x)
T Py . Ty -0 (4.11)

+
0xr T yr T2*

Je tedy integrél (4.8) harmonickd funkce, prinejmen3im v3ude tam, kde R * 0.

%) Je to z¥ejmé predevdim tomu, kdo samostatn® Fesil pirfklad 1 na koneci 3. kapi-
toly.
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Prozkouméme nyn{ vzteh, kterj m4 funkce Y podle (4.8) k dané dloze. Zvo-
1ime na povrchu poloprostoru bod P (x, Y , O). Bude-1i tento bod mimo oblast
S, bude R % 0 a podle (4.7) a (4.10) bude Sz3(P)= 0, O tom, %e pro 2 = 0
vymiz{ i Gu, G;.y , jsme se u% zmf{nili. Mimo oblast S vymiz{ na povrchu
Z = 0 vS3echna napéti.

Jek to bude, jestli¥e P(X\y,0)€ S 2 UvaZme jest¥ bod P* (Xy,2) . Kolem
bodu P opiSeme v rovind 2 = O kruZnici o polomdru £ , kterd uzavie kruh Se
(obr. 17). Tento kruh z oblasti S5 vyjmeme; zbude oblast vyzna¥ené Srafovénim.

&,

¥*

|
y at

X

12
OBR.17

ProtoZe bod P do nf nepat#f, bude prispdvek integrélu (4.8) k napdt{ podle

(4.7) z této oblasti nulovy. Proto postadi uvaZovat pouze integraci nad plodkou
Sg . Vrovingd Z = O zvolime vdlcové souradnice T , ’l?‘ , 2 8 poldtkem v bod& i
Vypodteme nap¥. podle (4.10)

'D‘f ‘A T‘dr‘
1T T -—Zf(xy)jd(ﬁc 17_)-,,,_

1

- canflyz { - =

(4.12)

PouZili jsme piitom v&tu o st¥edn{ hodnot&, tj. funkci f(%.%) Jsme nahradili
hodnotou v reprezentativnim bodd (X,y)€ Sg¢ . Polomér € je sice velmi maly,
av3ak vEt3{ ne¥ nula. Proto, kdyZ P*_, P , vyjde

< { 1
f/(ir)n(,) Z {—Z— VE__-’-—T_k = 1 (4.13)
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a tedy

Ly .
m 1z Ty (4.14)

Proto%e druhy &len na pravé strand (4.7) podle (4.5) v rovind z = O vymizi,
bude

Gy =—1F (wy) pro  (xy)eS (4.15)
Kdy% tento vysledek porovnédme 8 okrajovou podminkou (4.1), pak vidime, Ze

flxy) = p luy) (4.16)

JestliZe tuto hodnotu dosadime do integrdlu (4.8), dostaneme Fe3enf{ dané ulohy.
Posuvy i nap&ti vyjdou pomoci t&chto harmonickjch funkci ("potencidldi")

' )d
fng) - 4y §f e

(4.17)

¢ (xy,2) = 1_']_%]2_9‘_ g tn l2+Q),b(§,7Z)d§0hZ

(4.18)

Funkei (4.17) jsme dostali dosazenim (4.16) do (4.8), funkci (4.18) integraci
rovnice (4.6). Stadf, abychom tyto funkce dosadili do (4.3) a (4.4).

Pf{klad 2

VyreSime posuvy a napjatost pruZného poloprostoru Z =. 0, v jehoZ poddtku
plisob{ osam&1l4 sfla F ve sm¥ru osy 2z .
Re3en{

Pou%i jeme Diracovy "delta funkce" SOO definované takto

b =0 pro x # 0

(a)

o E
I 80 clx=1pr0 € >0
-
P¥isn& vzato nejde o funkci prom&nné X , ale o zobecnénou "funkci" ve smyslu
teorie distribucf /52/.%’ Zvol{me-1i pak kolem po&tku oblast S ve tvaru &tverce

(X=%2€¢€, y=t¢), bude osam¥lé sfle F odpovidat tlak (distribuce tlaku)

p(xy)=-FEG)SW) (b)

%) Presn®ji bychom m&li hovotit o Diracovd distribuci.
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Kdy% tento vyraz dosadime do (4.17) a (4.18), dostaneme vzhledem k (a)

) 1 F
L T (e)
1-12
@ (x,y,2) = - ——Z—WL Fin (2+ R) ()
S t¥mito funkcemi vyjdou z rowvnic (4.3) posuvy
1~ F .
i = — Ql,u, X P Fxz
Hr6  R(2+4+R) 4x6 R3
v = 1-1 F_y 4 F){g

426 R(z+®) © Lxe R

w = 20~ F 1 Fat
bx6 R hrg 3

(e)

PFitom

V polddtku souifadnic vznikd singularita, Polédtek tedy musime z Fedeni vyjmout.

(£)

5. PROSTOROVA HERTZOVA ULOHA

Plsobi-1i osam¥ld efla I ve smdru osy 2 v poldédtku souradnic, vyjdou posu-
vy bodd na povrchu Z = O pruZného poloprostoru Z > O, jak jsme prdav® ukdzali,
takto

o t-ay Fx 1-9 Fy
u e ™ e
.,W - (1-( )l F (5.1)
e

kde R = ‘[ X7-+y7—

- AT =

(5.2)



Vratme se k dloze o pruZném poloprostoru, na jehoZ povrchu pisobi v oblasti
§ tisk P(x\y) . Posuvy bodd na povrchu takto zatf{Zeného t#lesa (poloprostoru)
miZeme dostat 2z rovnic (5.1) vyuZitim principu superpozice., V bod& (E.%)e S
bude pdsobit elementdrni sila p(g.n)dg an (ve sméru osy Z ). Tuto hodnotu
dosadime misto sfly F do vzored (5.1). Posuvy du , dv, dw v bodu P(xy,0)
z nich dostaneme, kdy% za X , ¥ , R dosadime X-§ , y-7 , r = i(X-g)H(y—z)ﬁ .
Integrac{ pres oblast L vyjdou posuvy U , V , W takto

w(xy,0) =12 f (’(‘E)Pcrgz'%)dgd”‘

4w o
_ A2 ) p(E g dy
vyl =T sj e (5.3)

_ {- plgy)ded
wny0) - LA g pEDded
KN

kde

S PRSI - (5.4)

Ponechdvéme &tend¥i, aby se presvdddil, Ze stejné vzorce vyjdou ze vzored
(4.3), dosadime-1i do nich funkce (4.17) a (4.18).

Nechi se dvd idedln& hladké oblé
t&lesa dotykaj{ v jednom bodé& (obr. 18),
ktery zvolime za poddtek souradnicové
21* soustavy. V teéné rovind zvolime osy
Xy Yy . Oy z , 2q spadaji do spo~
le¢né normély obou té&lea, pridem% osa
Z; sm&Puje dovnit¥ té&lesa 1 a obdobné
0 tvrzeni plat{ i o t&lese 2. Povrch prv-
niho t&lesa bude popsédn rovnic{ 2, =
= §;(x,y) , povrch druhého 2, = fz(x,y) .
2 Funkei f;(x,y) rozvineme do Maclaurino-
vy rady kolem poldtku. Dostaneme

¢
2,1 __ fitay) = £ (60) + (1), ¢ +
f 1 Thy .,
OBR.18 + ( ——?; )o y + —2‘( @x”')oxk*'

ik 2 :
* ( X ;y )oxy ¥ %(?Dﬁ’”')oyzi'-“ (5451
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Prvni t¥#i &leny na pravé strané rovnice (5.5) odpadnou, protoZe v polédt-
ku soutadnic je 2 = 0, 0%/ =0, 7%/0% = 0 (po¥dtek souradnic je
dotykovym bodem a rovina X , Y je tefnou rovinou)., Indexy O u oblych
zévorek naznaduji, %e prisludné derivace vyhodnocujeme v poldiku soufad-
nic,

Omezi{me-1i se na malé okoli poddtku soufadnic, miZeme vyZsi nel
kvadratické &leny v rovnici (5.5) zenedbat. Pak budeme mit

2 =41(0y) 2 aox*+ ayxy + aay” (5.6)

kdy% ozna&ime ao = (TH19xY, /9 . Gy = (0% ),

a, = (TH1yY) |2
Podobna

2, = falxy) = box™t byxy +boy* (5.7)

Takto v3ak miZeme postupovat jen téhdy, nejsou-ii &initele Ao , @; ,
esey bz samy zanedbatelnd malé, Pgk bychom musili z Maclaurinovych Pad
piibrat dal3f &leny. V rovnicich (5.6) a (5.7) by se pak objevily vydsdi
mocniny prom&nnfch X , YV . ProtoZe v okolf bodu O musi byt 2t 2, >0 |
uplatnily by se v soudtu 2+ %22 v#dy Jjen pozitivn® definitnf{ formy.
Soudet predstavuje vili mezi t&€lesy v bodd (X%, y) . Omezime~li se na
druhé mocniny, dostaneme pro ni vyraz n '

2+ % = (Qorbo )5t (@, +b)xy + (Gatby)y? (5.8)

Vyneseme-1i tento soudet jako funkei X , Y , dosteneme oekuledni elip-
ticky paraboloid. Je oskuladni vzhledem k obecné plode

Zrt 2= fi (%Y (xy) (5.9)

Ob& plochy (5.8) a (5.9) maJf tedy spoleiny bod, spolenou teénu a spo-
leéné k¥ivosti.

Jak pozd&Jji ukdZeme, miZeme otolenim soustavy soufadnic kolem osy
Zy 5 resp. 2, , vidy doséhnout toho, Ze smiBeny kvadraticky &len
v rovniei (5.8) vymizi, Pak bude

Konstanty A , B znéme, vyplyvaJ{ z geometrie povrchd cbou t¥les
v okol{ bodu dotyku,. '

2) V jiném p¥ipad& by mohlo napi. byt
20+ 2, = (G3¢b3) x*+ (Gy +by) X2y  + @5 +bs) y*
To vdak progzatim neuvaiujeme. O udlohdch tohoto typu pojedndvéd
Stajerman /56/. Viz 6% kap. 9.
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Nyni k sobd t&lesa pFitla&ime silou F pﬁeob;ci ve vzdédlenych bo-
dech (0, O, % ), resp., (0, O, 2, ) ve spoleiné norméle, Oba povrchy se
zdeformuji a vytvor{ se dotykovd plocha S .

PouZijeme t&chto pFedpokladi:

(1) Zanedbdvéme t¥eni

(2) Ka%dé gz t&les nahradime pru¥nym poloprostorem

(3) Télesa se k sobd pifibli%f o hodnotu ) , méFenou mezi vzdélenymi
body t&lesa

Predpoklad (1) zjednoduduje vypolet, ale neodpovidd fyzikdélni
realit&. Skutedny povreh je vidy drsny a vit8{ nebo men3{ t¥eéni vstoupi
do hry. Predpoklédddme vSak, Ze jeho vliv nebude velky a Ze jeoJ lze za-
nedbat.

Predpoklady (2) a (3) budou udrZitelné jedin& tehdy, prokéZe-li se
daldim vypodtem, Ze se deformace a napdt{ koncentrujf do malého okoli{
dotykového bodu a %e vzdélend mista v t&lese nejsou naméhéna,

Predstavme si nejprve, Ze tdlesa Jsou prostupnd a absolutn® tuh4.
Bod P, (x,y, 2/) pronikne do t&lesa 2 & bod P, (X,V,2.) pronikne do
télesa 1. Jejich plvodn{ vzdélenost byla 2, + 2, , nyni-bude b - (21 +22)
0 prinik pijde oviem jen tehdy, bude-1i d > % +2, , tj. bude-1i bod

Po (x,y,0) blizko poddtku v n&jaké oblasti S . Ve skutednosti

prinik nenastane, protoZe hmota obou t&les je neprostupnéd a pruZnd.
Bod P, , resp. P, , se proto posune smérem dovnit¥ t¥lesa 1, resp. 2,
o posuv W, , resp. W; tek, Ze se tim pressh dpln& vyrovnd, Bude tedy

W, + W’L = S- (21 + ?—Z) pro (X,‘}) eS . (5.11)
Wy + W, > b~ (2 + 22) pro (xy) ¢ S ' (5.12)

Zvlé3tnosti Je, Ze okrajové podminky obsehuji nerovnost (5.12) a Ze
oblast dotyku S dosud neznéme. KdyZ do podmfnek (5.11) a (5.12) dosadf-
me z rovnice (5.10), dostaneme

W, 4w, = 0-Ax*- By* pro  (xy)eS$ (5.13)
Wy o+ Wy > 5- Ax*- By* pro (x,y) ¢ $ (5.14)

Prihyby W; ; W, vypolteme ze vzorci (5.3). Podle tFetfho z t&chto
vzorcd bude

_ T-mi  pas
W, e J . (5.15)
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1=ty \g bds

zde dS predstavuje plodny element v bod¥, v n¥mZ plsobi tlak p
a Jeho% vzdélenost od miste, kde urdujeme prithyb, Jje 7 .

Jde nyni o to, najit tekové rozd¥leni P (E,q) tlaku na plode S ,
aby Jim zpisobeny prihyb mé&l tver paraboloidu 2z, . A£x1+ Bgyz('= L) .
Hertz ukdzal, %¥e této podmince vyhovuje funkce

p(giy)zpoJ;'—-ﬁ-ﬁ (5.17)

ar b*

pro (g‘%)zss . Dosazenim (5,17) do podminky (5.13) dosteneme
7. —
11-5 -% aed
{ a b £§ 7 . g_ qu___By'L (5.18)
s
s U(X-E) +(\J—"Z) (x|y)€s
ProtoZe povrch t&les zlistane i po deformaci hladky, bude jeho zatifendt

spojité a vyjde P = O na hranici S .“) Hrenice oblasti dotyku $ mé
proto rovnici

b (g )|

1 -2 - = =0 . (5.19)

Je to tedy elipsa o polooséch A , b . Nynf jiZ miZeme integrél v rovni-
ci (5.18) vypo&itat. Dostanems

1" 1* 2 3 x7- yz &
S5l £ ) pob [ie)-D(e) o~ H(e) T 1= 0-AX=By* (59

kde

ar (5.21)

znaé{ numerickou (bezrozm&rovou) excentricitu elipsy a déle
K (@) zne&f dplny elipticky integrdl prvnfho druhu,
E (e) YPlny elipticky integrdl druhého druhu argumentu € ,

%) A, I, Lurje uvéddl v knize /38/ na str. 322, Z%e na okraji oblesti S
je W+ Wy = konet. Teto podminka vdak plati jen pro kruhovou
oblaset 1
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_ K (e) - E(e)
Dle) = ——@z— (5.22)

E(e)-(1-eYKle)
et (5.23)

H(e) =

Porovnéme-1i koeficienty u X* , resp. y* , dostaneme
1 1
CDle) @ =A, CH(e)pz = B (5.24)
kde Jjsme oznaldili

4 1"/14 7‘,“2 .
C = I( é" + ,G"L )bcb (5.25)

Kdy% ob& rovnice (5.24) pod&lfme, szkréti se konstenta C a zlstanou pouze
funkce ¢ podle (5.21), Bude

2
U-edle) A (5.26)
H(e) B

To je rovnice, z ni¥ lze numericky vypoditat numerickou excentricitu ¢ ,
a tim 1 pom&r poloos dotykové elipsy '

— =\ 1-e% (5.27)

Celkové sfla piendlend mezl ob&ma t38lesy vyJjde

F- b(g 7 )dgdy (5.28)
s
Je to polovina elipsoidu o poloosdch Q , b X P“ s takZe
In
F = T aqu (5.29)

ProtoZe znéme numerickou excentricitu € =z rovnice (5.26), dostaneme

z rovnic (5.24) i poloosy d ,b ., Rovnice (5.29) pak dévé nejvdt3{ hod-
notu tlaku Pc pro danou sflu F nebo naopak. Z porovnéni absolutnich
&lend v rovnici (5.20) vyplyne 1 relativnf posuv vzdélenych bodd t&les
(sbliZeni t&les) & . Vysledné vzorce miZeme upravit s pouZitim bezrozmé-
rovych parametrd

3
%a = \3D(e) (5.30)
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8D(e)
do tvaru
1- -1 F 13
a = o [ éf +*ﬁc:) wa] (5.32)
-0y 1-pa y FUZA 23
5 - LI or) Tax (P23l

’G,L

Hodnoty numerické excentricity ¢ a parametrd ™, 0l odedteme pro de-

ny pomér A/B z tab. 2. Viz té% /15/. Je zPejmé, %Ze relativni pribliZe-
ni 0§ obou t&les nenf Umdrné sifle F, ale mocnind F *P . A%koli jsou
posuvy malé a materidl Je podle piedpokledu lineérnd pruiZng, "dotykova"

deforma&ni charekteristika § (F) Je nelineérn{ a princip superpozice

neplati.

Tab. 2 Bezrozm&rové parametry pro Hertzovu dlohu

AlR e A, A
0,1 0,9749 1,807 2,4252
0,2 0,9382 1,6726 2,2362
0,3 0,8928 1,5911 2,1218
0,4 0,8390 1,5309 2,0392
0,5 0,7761 1,4831 1,974
0,6 0,7025 1,4434 1,9211
0,7 0,6150 1,4096 1,8758
0,8 0,5072 1,3801 1,8365
0,9 0,3620 1,3540 1,8018

P¥iklad 3

Kvedratickou formu 2 =ax’+ bxy-rcyl upravte otoeni{m soutadnico-
vého systému na tvar 2z = Ax®+ By?,

Redent

Pivodni{ osy oznedime Sérkemi, Bude tedy

2 = a XV p (y)+ cly)t (2)
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osy X' y Y

oto¥fme do polohy X , Y o dhel X
madni vztahy budou

(obr, 19)., Trensfor-

Alx,y)
N
/// 3 X
L \
\
o x'
FE.
OBR.19
X] = XCOﬂd,— y A‘VVLOL
yl =

X AmoL +Y oy oL
Dosazenim (a) do (b) dostaneme

(b)
Z =

a | x*codte - Ixy Ao coosk + Vosi'o ] +

+b T x> sinotcogor + Xy (c0a°o - Aimn) - y%wqcm& 1+

+ o [ Xt sindol + Lxy Aot coaok + Y conky,

Anulovénim &initele u sou¥inu XY dostaneme podminku

(e)
7 (c-a) st coact + b (cofey, - 4im™o) = 0 (a)
Aviak L AlwolCoook = A Aot, Coa'a - Am's = on oL . Proto
tg Lo = b (e)
a-c
Odtud vypocteme

: - a-¢
A da = 1((¢x-c,)'L+bz €03 2ol

V(a-¢)*+ b* (£
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a dosadime do (¢). VyuZijeme piitom vztahd
siade = 7 (- toy o) |
Coalol = & (14 oo lot) e)
Aot Conol, = - Aim et

Nakonec dostaneme rovnici vztaZenou k hlavnim osédm

z = Axt+ Byt (h)

= gz Leld-a)rald-c)r @+ 0 ] = G (arerdl)

B - Lo lcldiyralare) - -6 @1 =1 (arc-a)

d = \(c-af+b*

Hlavni osy nejsou urdeny Jednozna¢nd, k thlu A 1lze pridist cely néso-
bek T /2, P¥i lichém nésobku T /2 si koeficienty A, B vym&n{ misto.

Piiklad 4

Necht t&leso 1 mé v bod® dotyku hlavn{ polomdry k¥ivosti Ry, R/
a t8leso 2 obdobné R, , Q; . Uhel mezi rovinemi obsehujfcimi ki¥ivosti
1/ Ry y 1/ R, je Y . Doka%te, %e v tom piipedd
4
A+B =7 (S1+S)

BR-A = 42“ (D1Q+Df'+2D1DLCOOlW)1’Z

kem pro U =1, 2 dosedime

AR .
D' = _4__ - 4_
: R¢ Ry

Redend

Zvolime osy X' , y' tak, aby rovina (%', 2) spadalas do #ezu 8 kii-

vosti 1/ Ry . Povrch t&lesa 1 bude moZné v tom pi#ipadd popsat rovmici
0> (y)?*

z T —— 4+ —
"o, 2R/ L

Je to rovnice oskulaénfiho paraboloidu, pro ktery
)
Vg, [0x'2 = 1[Ry , Wz, /Py = 1] R
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Obdobnd zvolime osy X', y' pro druhé tdleso, tekZe

(x"e (y"?*
a + (b)
T TRATY)

Rovina ( X' , 2 ) svird e rovinou ( X", 2 ) thel Y . Bude proto
X'“ = 'Xl COOW + y'AwL\-Y (c)
Y' = ~x sy + Y ey

Kdy% rovnice (c) dosadime do (b) a Spolu 8 (&) vytvofime soulet

2= 20+ 2y , dostaneme

z = a )+ b(xy) + cly) ()
kde I B 1
% =gt am WY T gy AWy
1
b = (-ﬁ—i - ——) Aimy coa {e)
1

A 1

Tyto hodnoty dosadime do vsorcd odvozenych v piikladu 3., PFitom si
vS8imneme, Ze platd{ '

A+ B = a+e ()
A-% = d '
Av8ek podle (e)
s A gd L2 1 1
@t = 2( T )" 9.(12“ E{)=T(§1+$L) (&)
d =\1(a-c)1+b = %\Ib{‘w DS+ 204D, c00 Ly (h)

Dosadime-1i ze vztahl (g) a (h) do (f), dosteneme tvrzeni, které jsme
m&li dokédzat, s tou vyjimkou, %e si A , B vymEnily mista. Vzhledem
k posledni v&t& v pffkladu 3 v8ak na tom nezéleif, Rovnice dokazované
v tomto pffkladu vyb{raj{ hlavni osy tak, sby B> A .

Diskuse

Jistou nedlivéru miZe budit pifedpoklad, %e kaXdé z obou dotykajiciech
se t&les je moZné nehraedit pruinym poloprostorem. Oprédvnénost tohoto kro-
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ku vyplyvéd pouze ze gzkuSenostl, Ze deformaee i nap&ti jsou siln& kon-
centrovény v blizkém okolf dotykového bodu., Presny dlikaz podel teprve
roku 1967 Torvik /59/. Ukézal, Ze chyba nahrazeni té&les poloprostory je
mens{ neZ ta, kierd vznlkd piedpokladem, %e posuvy Jsou malé,

Ctenét se Jistd podivi, %e jsme zaleli s vyklaedem prostorové napja-
tosti a obecného dotyku t&les v bod® a nikoli s vykladem rovinné udlohy
'8 aplikaci na dotyk véled v povrchové p¥imce, AC se to bude zdét pare-
doxni, volili Jsme tuto cestu proto, Ze prostorové kontaktn{ dlohy Jsou
svym zplsobem jednodu#&i neZ dlohy rovinné.

Z na¥eho redeni miZeme kX rovinné dloze prejit tak, Ze zvolime jednu
z hlavnich k¥ivosti u kaeZdého t&lesa nulovou. Dostaneme tak p¥fipad dvou
vélcl. Bude-1i nap¥.

1 4.
T:O' Q{-O‘ \_tlzo

-—

budou se oba vélce dotykat podél spole&né povrchové primky., Pak vyJjde

A =0, nebot S;=Dy, §,=D; (viz zadénf 4. pr{kladu), Déle budeme
mit /b —> & (eliptické dotykovéd ploska prejde v dlouhy obdélndik),
ProtoZe @ =1 a E (1) =1, vyjde pro polovi&nf #irku b dotykové plo-
chy rovniese

1 1 -4 A-up )} F
+ = 3 7 s
221 Q.Qq_ (' 91 * G ) X b* (5 )

Dostall jesme ji z druhé z rovnic (5.24) s pouZitim (5.25). a (5.23).
Pritom

4
F = 2%bp, (5.35)

znali{ sf{lu pfipadajici na jednotku délky vAlct. AZ potud se zd4 byt vie

v porédku, Jakmile se vS3ak pokusime vypo&itat sblifenf t&les § porovné-

nim absolutnfich &lenl v rovanicl (5.20), zjistime, Ze b — o (nebot
K(1) =c0 ),

Tyto vysledky odvodil Dinnik uZ roku 1909 /8/. Nasel, Ze sbliZent
dvou véleld s rovnobdZnymi osemi, Jje% jsou k sob& pritladovény silou F ,
vyJjde nekonedné. To se zddlo B&ljajevovi nemo%né /3/. Avdak Krolevets ro-
ku 1966 dokdzal, %e nikoli B&ljajev, ele Dinnik m&l pravdu /33/. P#{&ina
paradoxu tkvi v tom, Ze dotykové plocha meszi dv&ma nekonednymi vélci
8 rovnob&Znymi osemi je nekonedn® dlouhy obdélnik, je tedy "nekonednd-
krét" vét8{ neZ dotykovéd plocha mezi t&lesy, jeZ se v nezatiZeném stavu
dotykaji pouze v Jednom bodé&,

- 47 -



Hertzova teorie platf, jak jsme se JjiZ zminili, pro t&lesa, JjejichiZ
k#ivosti v mfst® dotyku ne jsou zanedbatelné., Nesm&jL byt ani nekone¥né,
nebot dotyk t&€les hranou nebo rohem se vymykd rogboru v mezich teorie
elasticity.

Poznémka

Uplné eliptické integrély prvntho, pop#. druhého druhu Jjsou defi-~

novény vzorci
J-L'n- dl«,
KW = T taneg | (5.36)

I :
Elx) = j \} 1~ Xuimyp dy (5.37)
0

Lze Je vyjédrit hypergeometrickymi Fadami tekto

T oo~ 135 (2012 ,

= 3.5, . 5.38

K L ,,:OL N T IS ( )
- “‘ L 1,35, .. (2n-1) 12 y2n (5.3

E =T [ Q\l"f.60 "'.q'n ] } 5. 9)

n=0 1n -1

* 6, ROVNICE KOLOSOVOVA-MUSCHELISVILIHO

Pijde-1i o rovinné pretvoreni, budou posuvy U3 've sméru souradni-
cové osy X3 nulové. To znamend, %e nemé smysl t¥etf index (I = 3) do
vypo&tu zahrnovat., Vektory v y q7 s PopP. T v rovnici (3.14) budou
spadat do roviny X, , X . '

Pfejdeme-1i k proménnym X , ¥ , &t , Vv (mfato X; , X, , Uy 4, U ),
dostaneme ze vztahu (3.14) tyto dvé skaldrni rovnice
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26w
LGv

0
H(1-/A)Lv, “ar Xy, +Y Y+ @)
3 9 (6.1)
4 -y, ,a—y-(xw1+yq/2+c§)

Dvé neznémé funkce U (x,y)

, V(X,Y)
nickfch funkef Uy ( %, V)

méme vyJjédfeny pomoci t#i harmo-

y W (x,y) & & (vy) . Bez Gjmy na obecnosti
bychom tedy mohli vybrat jednu ze sloZek y,, Y, nulovou. Misto toho

zvolime tyto funkce tek, aby mezi nimi platila vazba
v | W (6.2)
X W

ProtoZe Jjde o harmonické funkce, bude také
W (6.3)
0y . X

Rovnice (6.2) a (6.3) jsou Cauchyho-Riemannovy podminky. To znamend

]
%e funkce {4} , , mohou byt vybrény jako redlnéd a imeginérni ¥dst n&-
Jjaké holomorfn{ funkce ( (2) prom&nné 2 = Xtty. Pek tedy

Yy Oay) i (xy) = ¢ (2) (6.4)

Snedno se pfesvddiime, Ze také ('D‘f/(’)X ), ( 'D&f/?y ) splnujf Cauchyho-
-Riemannovy podminky. Je totiZ

W) | (6.5)
2y [ Wy !
——(—)z—W(‘W) (6.6)

Rovnice (6.5) Jje splnéna, nebot Y Je hermonickd funkce, Je to vlastnd
Lapleceova rovnice

™ P
ﬁ% + W;% -0 (6.7)

Rovnice (6.6) je zPfeJjmou identitou, ProtoZe platf (6.5) a (6.6), mohou

byt i uvedené parcidlni derivace odvozeny z Jjediné holomorfni funkce
¥Y(2) . NapiZeme tedy

0
D el pe— i e -— 6.
T y(2) \8a5}
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Kdy¥%¥ druhou z rovnic (6.1l) vyndsobime 1magin6rn:£ Jednotkou a sedteme
s prvni rovnici, dostaneme

; 0 A
e+ (vt xR 32

Ty r‘)% _'E@_ 29
(6.9)
Nyni trochu odbo&fme. Je déna n&jaké funkce f( Xiy) . NapfSeme ji
Jako funkei novych proménnfych % = X+1y , Z = X-(y . Bude
04 W % U 9y

% C o vz Ty a2
W o_% ™ U

- (6.,10)
OF] > 27 W 2Z
Avdak
1 - 1 =
Proto
D W 4 Wy Dy {
72 a2 T ' @z Tz T2 L
Je tedy

i 7 % .0
2 - Lz(vo— ¢ ay) ﬁ=%(7’;—+ci) (6.13)

Vzorce (6.13) nyn{ aplikujeme na funkei {(2), kteréd zévief pouze na 2
(a nikoli sned na Z ), a pak i na funkci §(Z) . Budeme mit

) dy [ :
70%——-71—:lp'(2) = %(W—tw)w(z) =

(6.14)
A N Yy D
z(’ax’LWy L@j ‘70%)
Yy
= x tt
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Obdobn&

e .9 . ? ',?q/
AR XI2 o (AR TARIE R (6.15)

S pouZitim (6.2), (6.3) a (6.15) miZeme ¥4st praevé strany rovnice (6.9)
usporddat a zapsat tekto:

XM y—%kwwx?bq;} +t’y—DfDL; =
'X?”t' YRRy B (6.16)
= (x+ y) g’f - i (xt1y) %‘% -
< xeiy) (28 -0 By -2 g07)
Podle (6.4) a (6.8) upravime zbyvajici &4st. Celkem bude
26 (U+iv) = 2y (2)~23'(F)-¢(2) (6.17)

Rovnice (6.17) predstavuje Fedeni rovinné i\lohy, pfipiaované Kolosovovi-
-Muschelisvilimu /40/.
Pro rovinné pretvofeni je

® = 3—H/u, ) (6.,18)

Rovnice (6,17) plati{ 1 pro zobecndnou rovinnou napjetost. Pro ni vidak
musime dosadit

—1 i—:ﬁ- .
% Tt (6.19)

Plat{-1i (6.17) pro posuvy, dostaneme nepdt{ ze vztahd
Gy + 63 = 2[%'(2)'}' L?'(f)] = LtRGLF'(i) (6.20)

Gy - Gt 2Ty = LIZy"(3) +y'(e)]

Vzorce (6.20) nebudeme odvozovat, odkazujeme na literaturu /1/, /40/.
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7. ROVINNA DEFORMACE PRUZNEHO POLOPROSTORU

Zminili jsme se o tom, %e bylo moiné vybrat jednu z funkef ¢ ,
Y. v rovanicich (6.1) nulovou., Zkusime, kem takovy postup povede., Bez
zitetele k dF{vdjsimu znadeni zvolime v rovnicich (6.1)

W, =0, Vo = ¥ (7.1)

Dostaneme

[
26u =- 5 (yy +9)

W 2f
n6v = (3-”#)Q/—y@—y‘*w (7.2)
Z Cauchyho vaztahd (2,9) vyjde pro t = 1, 2 v obvyklém technickém ozna-
&end
u v
wrgx ' & Ty

MW v
,X)Ly = ng_y = W + W" (7.3)

T¥et{ sm&r (Ks = 2) do vypo&td nevstupuje, protoZe Jde o rovinné pife-
tvofeni, KdyZ (7.2) dosedime do (7.3), vyJde

fDl r‘)'l.@
26, ="V ’ox{ T Xt -

2 vy @
L6ey = 2(1—2/4)‘l-vm_%" y* (7.4

My ¢
G Iy = - Q%A) x Y x99 T Xy

Odtud dosadime do Hookeova zékoﬁa (2,10) a dostaneme
G)( :iG£x<|-)b(E,g+€!j) =(ZG+L)E‘¥/LEV"‘
.
= QGE;L—,’T&Q:—— + QGE‘J _L_ =

Z /u—
:.4_‘7&_(\]’3)i~ @)

—ka DX

7L [ 101- 2pu) ,oy' y?b;‘u rolft]

(7.5)
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Tato rovnice plati pro rovinné pietvoieni, Proto!e ty ’ @ Jsou hermo-
hické funkce, Je

v Ty V¢ @
T = ! g T T ﬁf, (7.6)

Kdy% (7.6) dosadime do (7.5), vyJjde
Ty Vy "¢

Gy = Q’/u' o “Y T e (7.7)
Obdobn& vypo&teme
’M " 7P
G' = 2(1- /(,L -y @L:z - 42 (7.8)
f’) ‘z. 1@
-= - —
Ty = (122 7 -y “W—@xw T (7.9)
Na povrchu poloprostoru Y = O vyjde
Wy Ve
G'y /(U ’Dy = TR (7.10)
Wy Vg
Ty = (1-2p]) 5 " oy . (7.11)

Posledni dvé rovnice plati za p¥edpokladu, Ze

Ok Ok :
fcm (y,D—:%.yT(‘y';) -0 (7.12)

Vybereme-1i funkce ¢ , y tak, aby platilo
i
(1? - (1-1p)y (7.13)

bude

17xy = 0 pro Yy =.0 - (7.14)
Tedné napdti nebude na povrchu plisobit., Krom& toho vyjde posuv V a na-
péti Gy na povrchu Y =0
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V(x,0) = L‘é‘— y(x0) (7.15)

Dy
08 e
y (K,O) ,ov (X,O) (7.16)

V obecném bodd vyjdou nep&ti
2

My Y axz

ay ~Y oy (7.17)

Rovnice (7.17) Jsme ziskall dosazenim (7,.,13) do (7.7) a2 (7.9).
Zvolme nyni funkei

F K"yt
Y = - en ai’ (7.18)

Snedno se presvdd&ime, Z¥e funkce Y podle (7.18) Jje harmonickd vdude
krom& podétku; blizké okoli polétku ze svych iveh vyJmeme., Pak vyjde

K 3
. LFxy s _ 2Ly
o TrY ! Gy Tr

(7.19)

QFXXQ 2 2
Ty, = — -1 Nrs= %
* Tt Y

Méme na mysli poloprostor, JjehoZ deformace ani napjatost nezédvisi na
souradnici Z , Proto stadi, zabyvdme-li se rovinou (X ,Y¥ ). 2 tvaru
rovnic (7.19) tusime, Ze by mohlo byt vfhodné zavést polérni souradnice

r=Uxreys | 7 = arctg () (7.20)

Inverzni vztahy Jsou

X = reoat y = st (7.21)
Z Mohrovych vzteht
Gr = O o’y + Gy MWy + L Ty My enny

Gy = Gx Ay + By eody - 2Ty iy ooty
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Try = (- B +Gy) 4my coay + Ty (0 - airyy) (7.22)

a z rovale (7.19), (7.21) vyjde po upravd

1 F4m v’
Go =-—Fp— ' Gy=0 (7.23)

‘Cm,ao

Tento vysledek Jjo piekvapivd Jjednoduchy a plati pro zati%eni okraje po-
loroviny osem¥lou silou F v podétku, smdFfujici do osy Yy (obr. 20).
Platl totiZ, Ze

T
Oj Grr Y‘OO’M?'OH? -='O (7.24)

N
X CoramV dv = F (7.25)
4]

sfia F Je m&rné (délkové) zetiZeni. Plsobi podél osy Z rovnomérné.
Krom$ této osy nenf povrch poloprostoru zatifen.™

Chceme-1i zfskat z rovnic (7.2) posuvy, musime vypo&itat funkeci é o
K tomu budeme pot¥ebovat integrdl

x+y - X4y* 1yt
J(h yeh at *J x7'+y"—dy

(7.26)

Pou#ili Jsme metody integrace po &dstech. Do &ltatele integrélu na pra-
vé strand rovnice (7.26) piidédme Axt- 2x* , co% Jo oviem nula. Dosta-

neme
P2yt I 0y B o [ dy
J Xty ay = Zjd_y - 2x J X+ y® (7.27)

Posledni integrédl vede na Gre {:zg (y/x) ., Celkem vyjde

L

X"+y X+ ¢
jﬁn dy = yiln —= =~ 2y +2xavrt3 x (7.28)

Ne integradni konstantd nezdleff, protoZe p#i derivovémni odpadne.

u) Nezamdnuj souPadnicovou osu Z s komplexnim &fslem Z= ¥+L'y-
Komplexni{ proménné Jjsme pouZili v 6. kapitole.
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Funkce = arctq f  Je inversnf k funkei § =4 ¢ & je defino-
véna v intervalu -X[o<arctgf< T2 . V rovaiei (7.28) 'vdsk mé’ arctg (y/x)
v§znam shlu ' (obr. 20) a pro ten méme interval 0 < A< X . Za-
vedeme proto funkei Arctq (y/x) podle obr, 21.™ Psk dosteneme

y |
UrrdJ
1 dd
.
'3‘ X
et
F
OBR. 20
Arctg —z-
X
__________1 __________ —
2
——
0 ylx
0BR. 21

®) Ob& definice se 1i8f jen pro zéporné hodnoty argumentu, a to o dhel I
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a

) 2 4 | y
R P TR

a posuvy vyJjdou

wxy) = Fgelay) o V0ay)= Fg, (xy) (7.30)
kde
_ 1 X
Gr (Ky) = o= [—3—;+(1—2/A) Arctg % (7.31)
1 y* i -
9.(xy) T TxG [7;*2(17“)@" x ] (7.32)

Vztahy (7.30) a% (7.32) majf semysl, pokud X\Y # O (podétek souradnic
Je singulédrnim bodem),

Kdy% se od polédtku vzdalujeme po pPimce Y = xéqot , bude v neko-
nednu )

: .
lm 9, (4 Y) = 7% [M/vto(-waoc*(f‘i/“)“] (7.33)

tm g, LXiy) = ' (7.34)

Posuvy Jsou v nekoneZnu neohranifené, coiZ ukazuje vztah (7.34). Prévé
to je p¥f&inou nesndzi p¥i FeSeni rovinnych dloh o dotyku t&les,

Je-1i okraj poloroviny (povrch poloprostoru) szetifZen tlakem p(x)
budou okrajové podminky

Gy (x0) = =p0),;  Tyx (x0) =0 (7.35)

ReSen{ md%eme dostat z rovnic (7.30) s pouZitim principu superpozice.
Sta%f, abychom v mistd8 X=§& =zavedli elementérni osamdlou sflu dF =
=p(g)dg @ urdili odpovidajfel prihyb dw , resp. AV , ve vzddlenosti

(x-g) od plsoblci elementérni efly (obr. 22). Sedtenim (Integraci)
d&inkd v3ech elementérnich sil dosteneme

()

w(xy) = J91(x-g,,y)p(§)d§ (7.36)
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N\

pix)

OBR. 22

Diskuse

Posuvy 4, V 2z rovnic (7.30) dévaj{ deformaci t&lesa, ale nikoli
Jeho premisténi jako absolutné tuhého t&lesa, pii némZ se deformace ne-
méni, Redeni (7.30) miZeme proto doplnit libovolnym posunutim a oto&e-
nim t&lesa Jako absolutn& tuhého celku. VSimneme-1li si nap¥. posuvi na
povrchu Y = 0, bude ¢ (x0) = O0pro X >0 .a Grix0) =(1-2u)/26
pro X <0 , Tuto zfejmou nesymetrii odstranime tim, %e cely poloprostor
(polorovinu) posuneme jeko tuhy celek o "o = -F(h}u)/HG . Pak se
ovdem body pravé poloosy X > O budou posouvat vlevo a body levé polo-
osy X< O vpravo., Pritom jde o konstantnf posuv, p#l n&€mZ Ex = O,

€y = 0, To souhlas{ s nap&timi podle (7.19), nebof pro Yy = 0 je také

Gy =0, Gy = 0. Je to zdénliv& nesmyslné, protoZe v poddtku se st¥etnou
hmotné body, které se sem budou posouvat z obou stren. AvBek poddtek jsme
ze svych uvah vylou&ili, nebof jde o singuldrn{ bod.

Dalsi neprijemné zjistdnf je, Ze posuvy v nekonednu Jsou vZdy neko-
nedné [srov. s rovnief (7.34)]. Vyhledéme na ose X = O fixnf bod, ktery
se ve sméru osy Y neposune. Pro X = O bude

1
9200y) ~ 55 T1- 2l4-p) tn 21 (7,38)

Mé&-11 byt tato hodnote nulové, musf byt
y = G oexp [1/2 (4 —/u,)] (7.39)
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Pro M = 0,3 je to Y = 2,0427 @ , Bod o této souradnicl se tedy ve
sméru osy Y neposune a vdechny posuvy V(X.y) se vitehuJf k ndmu, Avdak
tento bod miZ%eme zvolit Jjakkoli, nebot G Je libovolnd integra¥ni kon-
stanta. To souhlasi 8 tvrzenim, ¥e k FeSeni (7.}0) mbZeme pFipoéist Jjeké-
koli konstanty, Deformace mi%eme tedy urdit Jen reletivnd k n¥jekému
fixnimu bodu, ktery nemiZfe byt v nekone&nu.

P¥iklad 5

Vypoditejte rozddleni tlaku mezi sbsolutnd tuhym hrenolem a pruZngm
poloprostorem, Je-li tento hranol rovnomdrn¥® vtlaovén do poloprostoru
na intervalu ~C € x £ C (obr. 23). Predpoklédejte, Ze mezl hra-
nolem a povrchem poloprostoru neni %Zd4dné t¥enf a e poloprostor je ve
atavu rovinné deformace.,

. lF
1
|
SRR N DR R
|
c | c
|
|
OBR. 23

Redent

Z rovnic (7.30) a (7.36), (7.37) vyplyvéd, Ze posuvy na povrchu
Y = 0 poloprostoru zat{%eného tlskem P (x) na intervaelu ~C< x< C
1lze napsat ve tveru

¢
U (x) =-——ﬂ%;.ngn(x—§)b(g)d§ (a)

v (x) =—%j€n[%§-1p(g)dg (b)

-C
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Posuvy AL(X) Jesme upravili na sékledd piedchosi diskuse tak, eby byly
symétrické k ose X = O, Uloze bude vyhovovet takové Fedent Pp(g) ,
které d4 V = konet na intervelu -C < x<¢ , Lze ukédzat, Ze této

podmince vyhovuje funkce =)

E
b(§) = n\l—‘:—? (e)

St¥ednf{ hodnota tlaku Je

F ;
PE = fc @
a pomér
b(i) = _2.__ (o)
po T\ 1 ~(x/e)*

je zndzorndn na obr. 24 Jjeko funkce poméru Xle ,

Je ztejmé, %Ze tlak neni

| rovnom&rny, ale Ze Je sil=~
Z n& koncentrovén u hran
X =%*C ., Tyto body jsou
singulérnf, nebot v nich
P, roste tlak p(x) bez ome-
zeni, bliZime-1i se k t3m-
to bodim od poddtku sou=
fadnic, a pak nespojité
klesd k nule, Hloubku za=-
tladend hranolu lze pFitom
{1 bbb f——— S uréit Jen relativnd k néje-

1 0 +1 x/c kému Jinému, libovolnému
- bodu. Absolutni velikost
této hloubky uréit nelze.

Prikled 6

DokaZte, %e rozd¥leni tleku pHWK) = F/JC{C]"Xl pisobiciho na neko-
neény pds ~-C < X <C na povrchu Y = O pruZného poloprostoru dévéd
v tomto pésu ve sméru osy Yy skutetnd konstanini posuv,

#) Viz p¥iklad 6.
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Reseni

“ Jde o rovinné pretvoideni, takZie stad{ sabyvat se jen polorovinou
XY = 0, Z prikladu 5, rovnice (b) a (c), usuzujeme, %e je tieba dokédzat

platnost vgtahu

th \%\P(E)O‘E - Lonct (a)

-C

pro ndjaké pevnd zvolené X € (-ci¢), Bes ijmy na obecnoati miZeme zvolit C
za délkovou jednotku, takie budeme dokazovat vztah

1
S%l a8 Vc:_g? = kongg = 1 (xi@) (b)

Ozna%enim [ (X,Q) naznadujeme, Ze Fe¥enf bude zéviset nejen na X , ale také
na délce A , kterou mi¥eme povaZovat za parametr. K vypodtu integrdlu I (X, a)
pouZ%ijeme obratu, ktery nds ihned dovede k c{li. Budeme rovnici (b) derivovat
podle parametru. Vyjde

2Tixa 1 Qa = d dg
a3 7 "’KJW.—Q‘

—1

A . 1 T
———a—IamAUV\z&]-1— -
(e)
Integrac{ vztahu (c) dostaneme
Txa) =-2ha+C (@)
Integra&ni konstanta ( by mohla byt funkef X . Avdak
) 1
2I(xa) _ g 148 g
U 4% V1-¢
Vzteh (e) se najde nepf. v literatute /56/ na str. 10l. Proto je C skute&nou

konstantou nezédvislou na X . Jejf hodnotu ur&ime, kdy% zvolime A =1, X = 0,
Bude
d

‘ 3
1(0,1) = J‘Chlgl @ (£)

=4

pro -1 <x <+ (e)

Metodou integrace per partes dostaneme hlawvni hodnotu integrélu
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-¢ 1
T (o) = Unlg\arumg]-1 *lnlglarcam g1, -

_ g‘ﬂzgﬂ& dg  (tmg —0)

(g)

8leny v hrenatych zévorkdch se po dosazeni mez{ z&4sti anulujf, z&4sti zrusi.
Zbyvajict ¢&len obsahuje integrél, ktery lze vypoditat tak, %e Eitatel rozvine-
me v Padu a pak integrujeme &len po &lenu, VyJjde

1
AYe Ay 1 1.3 1.3.5
Tlan - [ g < p- g e 22

» g 3,3 i, 55 4.6,7.7
_ 1.3.5. 3 1.3,5.2.9 _ 1.3.5.7.9. 11 = 5 g "
4.6.8.9.9 Fc. 8.1 4.6 B0 fe s 13
(h)

Srovnénim se vztahem (d) dostaneme C = - 2,178,

Platnost vztahu (e) jsme nedokazovali. Integrand lze roz3i¥it do komplexni
roviny a pouZit v&ty o reziduich. Existuje pak jeden pol v bod¥ (X, O) a dva
body rozvdtveni (tl, O). Dikaz ponechdvéme &tendii,

Prév& tak by bylo t¥eba se presvidéit o tom, %e rada (h) konverguje. Ani
to nebudeme dokazovat, odkéZieme vSak na literaturu /50/, kde je tento integrél

uveden.

B. ROVINNA HERTZOVA OGLOHA

Podél spoledné povrchové piimky se dotykaji{ dva pruZné vélce o kiivostech
1/ R, , pop¥. 1/ R, . Jsou k sob® piitlafovdny silou F . Zvolime soutadnicové
systémy X , Y; pro t¥leso 1 a X, Y, pro téleso 2 (obr. 25). Normédla k spole&né
te&n& v bod& X protne povrchy vdlecd ve vzddlenostech

x2 X
Yr = R ! Vs = 70, (8.1)

= B



Y1

b

Ya

OBR. 25

Tyto rovnice jsme ziskali tim, Ze jeme povrchy vdlcl nahradili oskuladnimi pa-
rabolickymi vAlcovymi plochami. Bude tedy’

1 1

P _ 2 - s
Y=Yty =t gg * Tl (8.2)

Budou~li vélce k sobé@ piitlalovédny, pPetvor{ se tak, Jjak Jje zndzorndno na obr.
25. T&lesa se budou dotykat na intervalu ~b < x < +h . Na tomto intervalu
bude plsobit tlak p(x) @ bude splnZna deforma&ni podminka

y1+ ylz_ + V1 + VL = |<Ons‘t (B Co (803)

Ne rozdil od prostorové Hertzovy dlohy nelze tuto konstantu uréit. S pouZitim
(8.2) dostaneme

A 1 2
V1 + V'L = CO - ( 2&1 + E’L) X (8.4)
pro b € x £ +b « Pro V, , resp. V, plati vzorec (b) z pifkladu 5.
UkéZe se, %Ze podmince (8.4) vyhovuje funkce
2F
P(E) = nbz\?b’“—gl (8.5)
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a Ze vyjde

i =0~ ge Pz (8.6)

Ao 2
Vp = Cv_“_’&z F 2= (8.7)

T Gq_ bz

Kdy% (8.6), (8.7) a (8.2) dosedime do podminky (8.4), vyjde porovnénim koefi-
cientd u Xx?* vztah

0dtud miZeme vypolitat 3{¥ku b poloviny dotykového pdsu. Vidime, Ze jsme
dostali rovnici (5.34), co% potvrzuje sprévnost nadeho redenf. SbliZeni t&les
nelze urdit.

Podrobny vyklad lze nalézt v préci H. Poritského /48/. Glona Je tam zobec~-
ndna o predpoklad, Ze povrch neni hladky, takZe se v mist® dotyku piends{ i te&-
né reakce. Tak je tomu u ozubenych kol, Zelezniénich kol apod.*

Otézka sbliZen{ t8les, kterd se dotfkaji za podminek rovinné deformace, je
v nd8kterych pfipadech ¥e3itelnd. Jde o soustavy tuhych a pruZnych tdles, pii-
gemZ posuv tuhych t&les je piedepsén. Nap¥. na obr. 26 je elasticky vdlec stla-
dovén mezi dvdma absolutnd tuhymi ¥elistmi. ReSenf{ podali Sternberg a Turteltaub
/55/. Pr{tladnou sf{lu oznadime F , vzdjemné sbliZeni &elistf § . Nejprve vypo&te-

me bezrozmérovy parametr
_ [2(1—&)F
= ICGR L] (809)

Pek pro maximdlni tlak po v dotykové ploSe dostaneme vztah

_1_‘6& po = 7 + 13—6 P +0 (% (8.10)

Posledn{ &len naznaduje, Ze vztesh (8.10) plati, pokud zbytek rddové velikosti¢y5
miZeme zanedbat. SbliZeni &elisti vyjde ze vziahu

3 G
2= T (F) -5l St 0(2%n) {811

%) V prédci /48/ je pritladnéd s{la oznalena 21F ,

o i
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OBR. 26
Délka dotykové oblasti je dédna pomé&rem
b { 1-12 2 3 (8.12)
2y = __,& 0

Vezmeme-1i v rovnicfich (8.10) a (8.12) na pravé stran® jen prvn{ &len, dosta-
neme toté%, co ze vzorcid (8.5), (8.8) (Hertzovo ¥edenf).

Jde-1i o pruZny vdlec o polomdru R , ktery je stlafovédn dvima absolutnd
tuhymi stejnymi vélei o polomsrech R' , (obr. 27), budou platit vzorce

= LU1-p) F
v \J T 6R(1+R/R) (8.13)

e

% yl[({n(%)— 1?] (8.14)

- 65 -



TUHY PRUZNY TUHY
VALEC vALEc VALEC

OBR. 27

Pi{klad 7

Presv&déte se, Ze rozddleni tlaku (8.5) odpovidd skute&n¥ vysledné si-
le F 5

ReZent

Méme dokdzat, Ze
b

v
Jhorag -7 Jepiga - 8

-b
Podle (8.5) mé tedy platit, Ze

b

1_25 (- g dg = F (®)

Se substitucdl

g = bamy d%=b&an? (c)
dostaneme
- A7) o T
T b* J (beooy)ely = —~ j cofpdy = F ()
-u2 -

Druhy ze vztahd (a) musi{ evidentn® platit, nebot (8.5) je sudé funkce.
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9. STAJERMANOVA TEORIE

Stejnd jako u prostorové dlohy ml%eme i nyni poznamenat, Ze vzorce uvede-
né v 8, kapitole plati za pPedpokledu, %Ze povrchy dotykajicich se t&l lze na-
hradit oskulaénimi kvadratickymi plochami. Je-li dotyk vy38iho ¥4du, pak rov-
nici (8.2) je tifeba nahradit jinou, vystiZn®jd3{. Bude nap®.

1 , .
Y = Vet ¥o = 7mr L300 + v () Tx™ (9.1)

zde " je p¥irozené &islo, viraesz yt-“”) znamené 2n-tou derivaci funkce Y: X)),
U =1, 2, Podle Stajermana /56/ je pak poloviéni 3ifka dotykového pésu rovna

VDY) ) F :
=24, ... (2n-2).2 \/” -
b % (Zn-1).2n In Ty (0) +y,%7(0)] (9.2)
kde
1)‘_ = _.Q_- 1- @) [ ¢
A (t=112) (9.3)
a tlak je rozd&len na intervalu -b<x < b podle vztahu
F In Iniln-2)  x*
= 'J‘_ Y
p(x) = h’ | Tt In- i3 0

(9.4)
In (Ln-1) --- 9 xEn-2

(In-1)(2n-3) - 3.1 b

)

~

Prib&h funkce Y(x) podle (9.1) a tlaku p(x) podle (9.4) je znézorn&n na obr.

28. Funkce Y(X) byla normalizovédna tek, aby pro X = 0,5 mm vy3lo Y = 0,025 mm.
Sfla F =1 N mm“l, Ec =2 . 10 MPa, My = C,3. Je zPejmé, %e se s rostoucim n
prib&h tlaku &{im dd4l t{m vice bl{%f prib&hu zndézorndnému na obr, 24. Ten bychom
v3ak dostali jen za piedpokladu absolutnd tuhého razniku ( 17‘1 = 0) a pro

n—o ,

Snadno se miZeme piesv&ddit, %e vzorec (9.2) prejde pro N = 1 do tvaru
(8.8). Stadf{ si uvidomit, Ze
1~ 2U-ud)
G E
1 1
[

(9.5)
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Je zajimavé porovnat tyto vy-

p(x) sledky platné pro rovinné pPetvo-
) ¥en{ s pripadem vtladovédni rotadn#
+ 100 MPa symetrického pruZného télesa (raz-

niku) do pruZného poloprostoru. Za-
vedeme-1i vélcové souradnice ¥ , Y ,
2y 8 poddtkem v bod¥ dotyku tak, aby
osa Z; spadala do sm&ru normély

a sm&Ffovala dovnit¥ i-tého té&lesa

(U =1, 2), bude mezera mezi obdma
t&lesy popsédna rovnici

_ 1 (2n)
Pttt 0 e

+ 21 () ] r*"

Oznadme

i rz_’n”.' (20 + 2,""(0) ]

(9.7)

Pak rovnice (9.6) nabyvd tvaru z- Ayﬂ"
a deformaéni podminka je

OBR. 28

W+ Wy = 0~ Ar? (9.8)

pro I € S. , kde S je dotykovd oblast (v tomto p¥ipadd kruh). Je to obdoba
rovnice (5.13). Polomdr hranice dotykové oblasti vyjde /56/

Q- ﬁn-ﬂ\j T 3.6 3. (n-0ins)  F(Vh+1h)
- “n 2.4 6..- (2n-2) 2n A (9.9)

a sbliZen{ téles

§ -

2.4, 6. ... (2n-4)(21-2) 2n 2n
3.°5.% ... (n-3) (2n-1) (9.10)

Pro rczd&leni tleku méme vzteh ponékud komplikovanéjs{, a to

2ilt, G v (Zn-H)(ln-l) Onet . [ (£)2n~2

r) =
Pl ) 3,8.% - (2n-3)( 2n-1) 2 s *
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1 1\ 3 ry\1n-6
tala) + W(E.) + oo
_+ 3.5.3 ... (2n-D2n-5) (ﬁol
2.9.6 - - (In-61(2n-y) ' @
. N ) (9.11)
, 3:5.3 .. (2n-5)(2n B)JW_“E F
L4 6. (1n-#)(2n-2) @ T

Vztah (9.11) platf jen pro 0= "< & | vn& tohoto kruhu je p = O.

Prib&hy tlakd pro riznd N se podobaji{ tém, které jsme zndzornili na
obr. 28. Rozdil mezi rovinnym a rotain& symetrickym pripadem je ten, %Ze u ro-
taéné symetrického razniku miZeme vypo&itat jeho sbliZen{ s pruZnym poloprosto-

rem, co% je v rovinné dloze vyloudeno. Z rovnic (9.9) a (9.10) vidime, Ze
. Qn

§~ F Tinw (9.12)

Pro R =1 je sbliZeni Sl Umdrné t¥et{ odmocnind z kvadrdtu sily F

al3
b~ F pro n =1 (9.13)

Roste-1i N nade v3echny meze, bl{%f se (9.12) p¥imé uméie
b~ F pro bm n — (9.14)

Tato primé Um&ra skutedn& plati pro pripad vtlalovdn{ tyhého védlce do pruZné-
ho poloprostoru. V tom pFipad® je dotyk stacionérnf{, Q = polomér vélce. Je~-1li
vtladovany védlec absolutnd tuhy, vyjde

-u F
6~ = &

% (9.15)

K zajimavému vysledku dod3li Polya a Szego /47/.*) Je-11 do pruZného poloprostoru
vtlalovén absolutn& tuhy raznik s plochym &elem nekruhového prifezu, pak jeho
sblfZeni s pruZnym poloprostorem (jeho posuv) neni nikdy v&t3{ ne? posuv ro-
tadné symetrického absolutn& tuhého vélce o stejném prirezu a pfi stejné pi{-
tlaéné sile,

=) Autori se v citované préci zabyvaji kapacitou kondenzétoru. Nerovnosti,
které odvozujf, vedou u kontaktnich dloh k zévéru, ktery uvédime.
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10. KONTAKTNE GLOHY SE TRENIM

A% dosud jsme se zabyvali "normélnimi Ylohemi®, ve kiterych se pfedpo-
kl4daelo, Ze povrch t&les je dokonale hladky. V dotykové oblasti se mezi
t&lesy prenddela sfla jen jako tlak kolmy k povrchu. Skute¥né t&lesa
Jsou v8ak drsnd. Mezi dv&ma body v dotykové oblasti, z nichiZ Jeden patid
k télesu 1l a druhy k t3lesu 2, miZ%e dojit k relativnimu posuvu V (X) .
Pritom X je polohovy vektor jednoho z obou bodd. Takovy posuv provézi
smykové t¥eni. Je-1li relativni posuv nulovy, mluvime o adhezi., Tieni
umoZnuje, aby se dotykovou oblaati pfenddely sily i jinak neZ kolmo pi-
sobicim tlakem. Napéfovy vektor b (X) bude mft obecn® sloZku normélo-
vou pn (X) a tefnou p, | (X) . U klesickjch problémd, jimiZ jsme se
aZ dosud zabyvali, bylo Pf(x = 0,

Aby se vypodty prespifflid nekomplikovaly, piedpoklddéd se zpravidla
platnost nejjednodussiho Amontonsova-~Coulombova zékona ti¥enf, podle n&hoZ

P (X)) € §p, (X) (10.1)

Z povahy dotyku vyplyvé, Ze ‘pn(X)e 0, tj. normélové slozka silového
pisobeni miZe byt jen tlakovd, nikoli tahovéd. MiZe byt ovSem i1 nulové.
Oznadéili jsme f soudinitel smykového tfeni.x) PovaZujeme jeJ za kon-
stantnd.

Pisobi-1i tfenf, rozd&lf se dotykovéd oblast obecn& na dvd &4sti,
na &ést adheze a relativniho skluzu. Jedna nebo druhd &ést miZe chybé&t.
Pritladujeme~1i k sob& t&lesa symetrickéd ke spoledné tedné rovin&, bude
v celé oblasti dotyku dokonald adheze. Smykéme-li jedno t&leso po dru-
hém, plijde pouze o skluz, Zvlié3tni pifipad je valeni téles. Tu je &ést
dotykové oblasti ve stavu adheze, &ést ve skluzu (pifiklady viz obr. 29).

Na prikladu valeni Zeleznidnfiho kola uké%feme, jak sloZité poméry
v dotyku kola s kolejnici nastédvaji. Souradnicovy systém vztéhneme ke
kolejnici, Jednotkozf, vzédjemné ortogondlni vektory 7? y r ’ E? zvoli-
me tak, %e vektor /) bude kolmy k dotykové ploSe a bude smé&rovat k ose
kola, vektory T a E’ budou oba v rovinéadotykové oblasti (ve spoledné
te&né roviné kola a kolejnice), pFfidemZ I bude smé&Fovat podél kolej-
nice ve sméru valeni kola. Jsou zfejmé z obr. 30 a 31.

NevSimdme-1i si deformaci soust¥ed&nych do malého okolf dotykové
plochy, 1lze pohyb kola popsat tak, jak by kolo bylo absolutné tuhé. Ko-
lo rotuje kolem své osy dhlovou rychlosti W = {(Un, 0, wsy a Jestd
se obecn& posouvéd tak, Ze body na ose kola konaj{ translaini pohyb

#) Soudinitel adheze a soudinitel smykového t¥eni se tedy v Amontonsové-
- Coulombov& zdkonu (10.1) nerozlisuji.
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A - ADHEZE S - SKLUZ,

SMER VALEN(

e
OBR. 29
n
771
g B .
WA T 777777777
OBR. 30 OBR. 31

8 posuvem £ = iun«“h Mel . Misto posuvu L mbZeme pohyb popsat té%
rychlostd jf = delllr:LQi; . Ghlovou rychlost W miZeme naopek na-
hradit dhlem otodenf kola ? , pricemZ w =I? . Tetkou oznalujeme &a-
sovou derivaci.

Proto%e obvodové rychlost v bod® B je mend{ ne? v bod® A (obr,
30), vytvoif{ se nutné& skluzovA oblast. Za jekych okolnostf lze hovorit
o valeni kola? To je zrejm® t¥eba ndjak definovat, nebof velikost sklu-
zové oblasti miZe byt relativnd velmi rdzné. Rikéme, %e se kolo odvaluje
nebo vall, kdyZ zdroven plati:

WeR = dp [140(e)]
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&, = 0(€d,)
Ur * 0 (10.2)
Wy, U, jakékold

Pritom R znadi polomér kola, € Je reprezentativni pom&rné deformace
ve skluzové oblasti. Symbolem 0 (x") oznadujeme Fddovy odhad n&jeké
funkce F(x) takové, Ze

{

(x)
Xf\ l < 0o (1003)

&'m\

X =0

Pfi ustdleném pohybu lze rovnice popisujici pohyb uvést do takového
tvaru, Ze se v nich nevyskytuje ani ¢as, ani vzddlenost t&lesa od vycho-
z{ polohy. K tomu byvé nutné zvolit systém souffadnic spjaty s pohybem
dotykové oblasti spiSe neZ s nehybnou kolejnici., V opadném pi#ipadd Je
pohyb neustédleny.

Pri valeni kola po kolejnici jsou splnény podminky (10.2) a existu-
Je oblast adheze. Stladujeme-li kolo tak, Ze

—

¥ =0, U =U = 0, U, <0 (10.4)

jde o Hertzovu kontaktni dlohu., Dopadne-li kolo na kolejnici v okamZiku
t = 0 xolmo a opdt se odrazf, je

a=0. C‘s;a«r‘ =O‘

. <0 pro t <0 (10.5)
AU

" >0 pro t >0

Takto fedil Hertz dlohu o rézu dvou t&les., Predpoklédal dokonale hladky
povrch a kinetostatické namédhéni (kvazistaticky pPipad).
P¥i posuvném smyku je
—

L'P ‘O | MS = O' ur + O (10’6)

To odpovidd pohybu zablokovaného kola, O vrtném pohybu hovo¥ime tehdy,
Je-11

MS = {’{‘Y' = O, wS:O ) (U,\%O (10-7)

Vét8inou v8ak nejde o Z4dné tekto definovené pohybové stavy, ale o zce-
la obecny neustdleny pohyb. Jeho rozborem se nebudeme zabyvat; odkazuje-
me na literaturu /26/, /27/, popt. /28/. V1iv mezéni na rozdé&leni tlaku
v kontaktni oblasti se probird v 1it. /9/. O vlivu t¥enf na lisované,
popf. zatepla sestavené spoje s presehem polom&rd pojednéme pozdéji.
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11. VARTACGNT FORMULACE KONTAKTNICH ULOH

Predstavme si zévaZf o hmotnosti ™M (obr. 32), které se mife po-
hybovat pouze svisle na drdze 2Z = 0, Rovina Z = O pPedstavuje tuhou
nepohyblivou podloZku,
Je~1li z > 0, miZe byt
variace 02 volena jakkeoli
(kledné 1 zdporné )., Le%d{-
«~1l1 t&leso na podloice,

+ | Je 2 = 0 a variace mi-
mg %e byt Jenom nezépornd

( §2 = 0). Ak&nt silou

Je zde 8{la ti%e F:-mg, .

Zéporné znaménko znadi,

%e 8ila smdfuje proti

kladné ose 2 , Virtudl-

ni préce tedy Jje

I
TTTTTTTIITRT 777777777 5W = - g

mg

(11.1)

e miZ%e byt kladnd i zdpor-
nd, je-li Z > O (stav ne-
rovnovéhy). Spolivé-1i té&-
leso na podloZce, Jje

v rovnovdze ( Zz = 0). V tom pifpadd mi%e byt jen OW < O pro viechna
p¥ipustnd 0z . Pritom

OBR. 32

W = -mgz ‘ (11.2)
predstavuje potencidlovou funkci. Potencidlni energie je

V = -w = mg 2 (11.3)
takZe za rovnovéhy OV = 0, To je viak podminka minima funkce V(z)
/24/ pro staebilni rovnovéZny stav., Princip minime celkové potencidlni

energie tedy plat{, ale misto obvyklé podminky SV = 0 pro staclonédrni
hodnotu funkeciondlu V méme nyn{ nerovnost dV 2 o,

Zadali Jsme hovoiit o funkciondlu misto o funkeci., Takovym nep¥i-
pustnym zplsobem Jsme povy#ili poznatek o soustavé na obr, 32 s jednim
stupndm volnosti na obecny princip mechaniky. Nemohli bychom to uZinit,
kdyby nebylo zndmo jiné, rigordzni odvogzeni tého% principu /36/.

UkéZeme, Ze ke stejné "varieéni nerovnostli” vede i dloha o mecha-
nické soustavé se smykovym trenfm. Na obr. 33 Je znédzorndno tdleso piHi-
tladované silou N k drené podlofce ( 2 = 0), Tednd reskce je za pl=-
sobenf horizontélni sfly | nenulové.
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UvéZime, jaké sily ptsobi na
t&leso za rovnovéhy. Je-1i sfla
pozitivni, miZe existovat rovnovd-

& h xN ha jen pfi Z = 0, Plati-li Amon-
i T tonsdv-~-Coulomblv zékon ti¥eni, ne-
mi%e horizontdlni sfla T prevy-
LA LLLTLL T 8it hodnotu gtN » Za pohybu bude
S prirdstek AS drdhy S nenulovy
a T=%*4{N (znaménko se volf
OBR. 33 podle smyslu A{ ), Tyto poznatky,
platné pro rovnovédiny stav, miZe-
me shrnout takto:

Je-11 N >0 , musf byt 2z=0 (11.4)

TL< EN (11.5)

AS
| Bs40 = TNy
Jak je to s energiemi? Préce, kterou vykondéd vertikdlni akénif sfla, Jje
~Nz . Préce horizontdlni sfly je TAS . Préce disipativni treci sily
je -t NiAsl. Princip virtudlnich praci dévéd pro Z = O podminku rovno
véhy

(11.6)

BW = -N8z +T6(a9) -fNElagl €0 (11.7)

Rozebereme nyn{ tuto nerovnost., Je-=li 2Z > O, 8(A§)= 0, Je bW =-NJz.
Proto¥e 0z miZ%eme volit kladné i zéporné, nemiZe nerovnost (11.7) obec-
né& platit. NemlZe byt proto ani rovnovéha; vyjimkou je p¥ipad nezatiZené-
ho télesa ( N = 0), které by dalo SW = 0, To je trividln{ p¥ipad rovno~-
véhy., Zvolme nyn{ z = O, Pek musf byt Dz = 0, takZe podminka rovnovéhy

OW=-N§z €0 a8 N> 0ve shodd s (11.4).
Ponechme Z = O, 0z = 0. Pak za rovnovéhy bude
oW = TS(AS)—{NS lasl=0 (11.8)
Zvolime-11 AS #% O, bude %)
~_As
§ 188l = 1oq 6(as) (11.9)

a 0(AS) bude libovolné (av8ek nekonedné malé). Dosadime-1i (11.9) do
(11.8), dosteneme

vl YA
%) Vztah (11.9) odvodime diferencimci identity |OSI = (AS)”
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AS
las)

(T-§N ) 6(as) £0 (11.10)

Vzhledem k libovolnosti 8(69 miZe tato nerovnost platit jen tehdy,
bude~1i se oblé zdvorka rovnat nule. To je vlak totoZné s podminkou
(11.6).

Zvolme nynf AS = 0, Pak 0lAS| = | 6(a9)| . zvolfme b (ag) = kT,
ko> 0, coZ je ménd pPfiznivy p¥ipad, jak usoudime podle znamének &le-
nd v nerovnosti (11.8). KdyZ tuto hodnotu dosadime do (11l.8), bude

kTE-ENKIT| 20 (11.11)

Mohou nestat dve p¥fpady. Bul T = 0, pak semozrfejm® platf, %e T <{N.
( N> 0), Je-11 T % 0, pek ~ protoze T:=IT\® - z (11.11) dosteneme

| TI < 4N (11.12)

To Je v8sk podminka (11.5)., Tim jsme v8echny t#4i podminky (11l.4) aZ
(11.6) odvodili z jediného varia&niho principu (11.7). To Jje Jjist&d po-
zoruhodny Uspdch. Zavedeme-1i konedn® misto potencidlové funkce W po-
tenciélnf energii V =-W , bude za rovnovéhy

V(z,a8) = Nz -Tag % [N lasl (11.33)

miniméln{, oviem 8 omezujfci podminkou Z = 0. Podminka minima je vy-
Jéd¥ena nerovnosti

dV(z,as) 20, z=9 (11.14)

Je t¥eba si uvddomit, %e potenciélni energii V podle (11.13) nemiZeme
derivovat podle As , Jje-1li AS = 0, To je pochopitelné, nebot sfla T
mi%e v tomto pripadd nabyvat jakékoli hodnoty z intervalu -f N £ST< N .
Za pohybu v8ak derivovat mdZeme, dostaneme

Wz, as) AS
——at. o _— (11.15)
A T+ fN

Jde-1i o pruZné t&leso, miZeme variaéni prineip (11.14) ponechat,
vyJéd¥ime-11
V = E+A+R (11.16)
za vedlejdich podminek

% =0, d =0 (11.17)
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E je elastickd deforma¥ni energle (obJjemovy integrél)

A Je potencidl vnéjsich sil (u povrchovych sil Jde o povrechovy
integrdl)

R Je tPeci energle (povrchovy integrdl, jehoZ integrand nelze

obecné derivovat)
0 Je podminka predepsanych posuvi (na 84sti povrchu)
>0 Jje podminke neprostupnosti tZles.
Vztahy (11.17) predstavuji okrajové podminky.

Proto%e varias&nf princip i okrajové podminky obsahuji nerovnosti,
vede snaha po vyuZiti varis&nich principl k numerickym metodém znémym
z teorie metematického programovéni, Vysledky v3ak neJsou dosud pF1lis
atraktivni, tek%e se Jjiml nebudeme zabyvet. Uvedeme pouze kratky vyklad
o aplikaci metody kone&nych prvkdi.

12, vyuZirf METODY KONEGNYCH PRVKU K RESENT KONTAKTNICH ULOH

Metody koneénych prvkd uZili k Fedendt doiykovych dloh rdzn{ autofi;
nejéastéji se vdak omezili na pripady s dokonsle hladkymi povrchy, nebo
naopak s dokonalou adhezf. Obecn&jd{ metodu odvodili pro rotaén& sy-
metrickd t&lesa Wilson a Parsons /61/. Dotyk rovinnych téles Fefili
Chan a Tuba /4/. A&koli zehrnuli do svych idvah i smykové t¥enf, apliko-
vali svou metodu na FeBien{ napjatosti v zdmku turbinové lopatky (ve
"stromedku") bez t¥eni, Wright a O’Connor /62/ ¥edili rovinnou dlohu
o dlouhé obdélnfkové desce seviené ve stfedn{ &ésti dvEma pruZnymi blo-
ky. Kdy%Z se deska zatf{%{ dostateln& velkym tahem, dojde na okrajich do-
tykovych ploch k uvoln&ni dotyku, e to 1 v pPfipad&, Ze se zanedbd p¥iénéd
kontrekce (Poissonovo &islo WU = 0). Zde se uplatnuje vliv t¥ecifch sil
na deformacli rohd pruZnych blokd, mezi nimiZ Je deska seviena, Ohte /43/
podal redeni dotykové dlohy jednek rovinné, Jjednek rota&n& symetrické,
$1o o vtladovéni pru¥ného raznfku s plochym Gelem do pruZné poloroviny,
resp. poloprostoru. Stacionédrni dotykovéd oblast se d&l{i na adhezni a na
skluzovou ¥4st, Z daeldich vyznemnfch praci citujeme jedt& /37/, /44/.

Zvl4stnosti postupu Fedeni loh metodou kone&nych prvkd vysvétlime
jen na jednoduché rovinné dloze. Na povrchu obou t&les odhadneme mnoZinu
uzld, které pHijdou bdhem zaté&Zovéni do kontaktu. V vlohéch se stacionédr-
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nim dotykem Jje to snadné. V ostatnich pFipadech oblest dotyku Sw  od-
hadneme (nevadf, je-1i odhadnuté oblast v¥tdi ne% skutend, rozd{l by
v8ak nemdl byt velky). Abychom se vyhnuli interpolaci, volime uzly tak,
aby byly pii dotyku koincidentni (s pPesnosti rovnou rddové velikosti
posuvl, které predpoklédéme tak malé, aby platila lineédrni teorie prui-
nosti pro ka?dé z obou t3les). Do jiné mnoZiny S& budou spadat uzly
zatiZené vndj8imi silemi. Pro Jednoduchost budeme piedpoklédat propor-
ciondlni (prosté) zatdZovdni, takZe se vektor sil EF&} bude ménit
émdrnd k parametru A €< 01>, =

{x:ﬁ}zxiF} . 1 F} = konet (12.1)

Pfedpokladéme, %e matice tuhosti byly JiZ regularizovény predepsénim
okrajovych podminek. Tzv, volné uzly, JjeZ nepat#{ do oblasti kontakiu
a v nichZ nenf predepsén ani posuv, anl sila, eliminujeme piedem sta-
tickou kondenzaci (viz p¥iklad 8). Tim se vytvoi{i "superelementy", Jjeo-
JichZ hranice obsahuji uzly pouze v oblastech S& y 36 . Posuvy, resp.
81ly, v uzlech v kontaekini oblaeti rozloZime na sloZky ve sm&ru spole&né
tedny a kolmo k nému (obr. 34). Na obr, 34 Jsme zekreslili pouze sloZky
8il. Posuvy bychom
mohli zakreslit zcela
l(/§;7————_§\\1c7“\\_ obdobné; stadf si pred-
atavit, Ze znak " "
A zaménime za " ", Uzly
: vyzna&ené krou¥kem bu~
dou koincidentni, pdjde-

T————— ~1i o adhezi nebo skluz,

. FAt V tom p¥ipadd® musi mit

An S spoledny normdlovy po-
E F - suv (Up, + Uy, = 0),

Bt Bn kde%¥to teiné posuvy se

mohou nepatrné 1i8it

(o vzdélenost Fédovée

men8{, ne%Z Jje charak-

teristicky rozmér prv-

B ki), Uzly se vdak mohou
teké odd&lit ( Up, +
+ AUg,< 0), jestliZe
se v dandm misté dotyk
uvolni, Proto oba uzly
¢{slujeme samostatng,
kaZdému z nich poneché-
véme oba stupné volnosti.

OBR. 34

#) Podrobnd j8{ vyklad obsehuje préce /22/,
& PT



V ka¥dém uzlu z oblasti Sy miZe nastat Jeden z t&chto t#1 stavi:
(1) adheze, (2) skluz, (3) uvolndny dotyk. Abychom sprévné vystihli vliv
historie zat&%ovéni (nezapomenme, %e t¥eni vnds{ do soustavy nevratnou
disipaci mechanické energie), Fedime udlohu po pifrdstcich (krok za kro-
kem)., Pr{rdstky ozna¥fme symbolem 8 . Matematické vyJjéd¥eni{ podminek
styku je z¥ejmé z tab, 3, Pritom jesme oznadili

+1

M%n x) =

pro X > 0
pro X =0

pro x < 0

& Je soudinitel t¥eni (stejny pro adhezi i skluz).

Tab. 3 Podminky dotyku t&les (srov. 8 obr, 34)

Oblast S1ily Posuvy
1 - - =
(1) FAn Fon = O Up, + Uy, = Y
adheze o
t-At = FB\: =0 81,(,,“: t 8(,(% =0
| Fae) ¢ § Py < 0
Fam < 0
, ] ] .
(2) Fan = P, = @ umf Wy, = S
skluz
F. - =
at ~ Fpe =0 5uAt+8uBt¢ 0
e Mn(ﬁuwgum)
Fan < 0
(3) Fan = 0 Upyt Ug, < dn
ény —
uvoln&ny Fag = 0 Sm je vzddlenost
dotyk F uzld A, B v neza-
Bn = 0
tiZeném stavu
FB_E - O

Pro celou soustavu,

méme vztah

o 98

(12.2)

kterd nyni obsahuje pouze dva superelementy,



== L Q1 (12.3)

i
PR CEON DO i A
: Wp AF

‘Kdy% ji rozepiSeme, dosteneme tyto dvd® maticové rovnice (zévorky u matic
a vektord budeme pro strudnost vynechévet)

Koo Ue, + Koy Mg = By (12.4)
Ko Uy + Kppthy = AF (12.5)

ProtoZe nds posuvy uzlld v oblasti S(}, prozatim nezajimaji, eliminujeme
Jje tek, Ze vypodteme

-1 _ -4
Mg = A Ky B Koy Koy U (12.6)
a dosadime do (12.4), Dostaneme
M’um = '\-‘0L - A (12,7)
kde
- _ -4 (12.8)
K Km l<04(5 KMB KM
o y - 2-

Matici tuhosti K i vektor & miZeme vypolitet predem, nebot matici
tuhosti v rovniei (12,3) znéme a subvektor F rovnd% [ srov. s (12.1)].
Rovnice (12.7) je pro daldi vypodet, v n®mZ se berou do dvahy podminky
dotyku t&les, vychozim vztahem, V inkrementélnim tvaeru budeme mit

Whu, =5 F -ba. Q& (12.10)

MtZeme si poloZit otdzku, Jaky je fyzikdlni vyznam vektoru C
Z rovnice (12,7) vidime, Ze bude F, = ® , jestliZe zvolime U, = O,
A =1, Jestli%e bychom tedy znemoZnili posuvy uzld v dotykové oblasti
S , vznikly by v nich p¥i plném zati¥en{ silemi F reskece QR .
Jeou to sily, které by se do uzlld pfenéddely z rému, na ktery bychom uzly
pripevnili,

Posuvy Uy a sily F:x sefadime podle kvality dotyku, jek Jje za-
chycuje tab, 1. Bude
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u) (€))
U R
U& = U Otl.Z) | F(x = F-OLL 2

3
ul R (12.11)

Index v oblé zédvorce znali, zda jde o adhezi (1), o skluz (2) nebo

o uvolndny dotyk (odddleni) (3). KaZdy ze subvektord ve vztazich (12.11)
déle rozdélime tak, sbychom m&li za sebou normdlové a pak teiné sloZky
télesa A a potom je¥td télesa B . TekZe pro k = 1, 2 nebo 3 dosta-

neme ’M A(:‘) 3 ’FA,EE)
U(L) _ UAL:) - F(g_ s ﬁ\(:)

« TMBL'k\) o - FB‘:) g (12.12)
| " D\:l J pB(tk)

ProtoZe musi byt splnény vztahy mezi posuvy podle poslednfiho sloupce
tab. 1, budou v3echny prirtstky posuvi Suu znémy, poda¥i-1i se najit
prvky vektoru 511; definovaného takto

T T or | ()T T
Ot = L Eupm Spy | BU‘M ' 5“:\::

(DT T T T T 47 .
6 u‘B‘C : u‘An Su/\t Su’g Su Bt J

(12.13)
Symbolem | vyznadujeme transpozici. S pfihlédnutim k tab. 1 soudi-
me, e pro pr{ristky posuvd bude platit vztah

by, = NDt, (12.14)

v némZ

« B0 =



I 0/0 O 0(0 O O 0]
o:}ooo;oooo
-1 o}ooo:oooo
o F,° . ° 010000
© 0/ 0 0lo 0 0 o
j ooioxo}oooo
Nos o oj- o olo o o o (12.15)
o olo o 110 0 0o o
e e A
©o 0/0 0 0,I 0 0 O
oo:ooo:oxoo
ooiooo;oox 0
0 o010 o olo o o 1|

Symbol T 2nemens Jjednotkovou submatici, symbol 0 nulovou submetici.

VyuZijeme~1i fyzikdlnich podminek v dotykové oblestl podle druhého
sloupce tab, 1, dostaneme vztah

Mo F =0 (12,16)
v némZ

(1 0 -1 olo o o0 010 0 0 0]

0o I o0 -1: o 0 o ; 0 0 0 ©

6 0 0 o1 o 6lo o o o

o 0 © o! 0 I 0 -I i 0O 0 0 o

M = 0O 0 0 oltfr I 0 O : o 0 0 o
o“a“o‘“0'1'5‘6_6“5‘:_{"0"’0 0

0O 0 0 o: 0o 0 0 o0 : 0 I o0 ©

0O 0 O oI o o o olo o 1 o

|0 0 o0 o: 0 0 0 O : o 0 0 I|

Pfipomeﬁme, Ze v pravém dolnim poli matice ™ Je Jednotkové, a nikoli
nulové matice, prestoZe méme pro uvolndny dotyk nulové sily F, e%Z Fy. .
Rovnice (12,16) totiZ plat{ pro prirldstky sil, & ty by jinek mohly byt
libovolné.
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Dald{ postup je ji% snadnf. 2 rovnic (12.14) a (12.16) dosadime do
(12.10). Za ti{m delem zndsobime rovnici (12.10) matic{ ™M (zleva).
Vzhledem k platnosti (12.16) odpadne na pravé strand prvni &len. Dosta-
neme

N -
MK du, = SAMQ Ci2.07)

a po dosazeni z rovnice (12.14) vypodteme
3 = -da(MuN)'MA (12.18)

Tim jsme ziskali pro pFfirdistek 0F = Fou zat&Zujicich sil F@ odpovi-
dajfici prirdestek S{Iu posuvl. Vfsledek miZeme dosadit do (12.14) a pak
do inkrementélniho tvaru rovnice (12.6), toti% do vztahu

-4 -4
gu@ = Koo FOA - KN3 K o D U (12.19)

Tim dostaneme p¥irdstky posuvl ve v8ech uzlech. To plati za piedpokladu,
¥Ye se rozd¥leni uzld do t#1d (1) aZ (3) podle tab. 1 b&hem daného vypod&-
tového kroku nezm&nilo. V okam¥iku, kdy se tak stane, musime krok ukon-
it a pokrafovat s novym rozdélenim vektord na subvektory. V tomto "hli-
dén{i" vypo&tového procesu tkvi hlavni programdtorskd nesndz. Jinéd nesnédz
je ve 3patné podmindnosti matice (MXN), Ob& nesndze vSak lze piekonat,
jek ukazuji Uspésn& vyredené ulohy, které jsme na poddtku kapitoly ci-
tovali.

13. KONTAKTNI GLOHY O DESKACH A SKOREPINACH

T&chto dloh, v nichZ se 8 jinymi t&lesy nebo mezi sebou dotykaji
tenkost&nné desky &i sko¥epiny, bylo Peseno velmi mnoho. Jejich p¥ehled
poddvd - do jisté miry ~ monografie Grigoljuka a Tolkadeva /16/. Velmi
&asto byvd releni zaloZeno na Kirchhoffové teorii desek, pop¥. skoiepin.
Pritom se nebere v Uvehu zm¥&na tloudfky stdny vlivem pr{&né kontrakce.
To by mohlo nep¥fiznivé ovlivnovat redSent ﬁloh, u nichZ vzniké sevieni
jako didsledek malého piesahu polomdrd, nebot tento pfesah miZe byt srov-
natelny s velikosti posuvil plsobenjch pf{énou kontrakci. V jingch p¥{ipa-
dech jsou pfedpoklady Kirchhoffovy teorie zcela p¥ijatelné.
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V této kapitole uvedeme Jjen n8které prikiady. Napi¥. do vetknuté
tenké kruhové desky bude vila&ovén rota¥nd symetricky raznik, jeho% me-
rididln{ k¥ivost lze vyjédrit Padou (obr. 35)

] X = — =

Raznik je absolutnd tuhy, deska
pruZnd. PP{tladnd sfla je F .
Podle teorie tenkych pruZngch de-
sek, v ni% se pPredpoklddd, %e si
Useéky kolmé k ohybové plode p¥ri
deformaci zachovdvaji tuto kolmost
nezdvisle na velikosti prihybu a Ze
zdstdvajl pirimé, vyjde radidlni,

0BR. 35 resp. obvodovy mirny ohybovy mo-
ment /58/
a*w cw
MP"“TN*’MTZF) (13.2)
B 1 dw V A*w
M@-“DKTd—r’r/u =t ) (13.3)
Pfitom
Eh’
h 11(1_/“1) (13.4)

zna&{ ohybovou tuhost desky a W(I) jejf prihyb. Pro tento prihyb d4vé
Kirchhoffova teorie desek rovnici (/58/, str. 69)

1 d d t1 d Aw
FW“E{? ?a?(rw)]}=% (13.5)

Zde P je tlek plsobici na desku. Tlak nemusi byt konstantni, je viak
rozd&len rotadnd symetricky.

Dotyké~1i se deny raznik desky v kruhové oblasti O < rc< v, ,
nusi na tomto intervelu platit, Ze
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d*w
drt == Qﬂ(Y‘) (1306)

Funkce X(r) md tvar (13.1). Integraci dostaneme

o r % q r‘nﬂ

w

;r-=—jxuvdr=—a%r+t_‘mxcn an (13.7)
r n =1

(o]

Tuto hodnotu miZeme dosadit do rovnice (13.5). Dostaneme pribZh dotyko-
vého tleku rovn&Z ve tvaru rady, a to

0o 2 n-2
Can“(nt2) nr
b(r) = D ré a7 (13.8)

Rovnice (13.8) platf pro O <r < I, , avdak jen tehdy, vyjde-li na
celém intervalu p(r) = 0. Vn& dotykové oblasti Zd4dny tlak nepdsobi.
Hranici ' = :; musime zati{m ze svych dvah vynechat, neboi tam nemus{
rovnice (13.6) platit. Pro " > ¥, se bude kifivost merididni desky
a razniku 1lisit,. .

Pozoruhodné na feSenf (13.8) je to, %e pro raznik s kulovym po-
vrchem %€(r) = %o = konst mdme podle (13.1) Ch- = O pro vSechna n ,

a tedy 'P = 0. To znamend, Ze se silové plsobeni v tom p¥ipadé soustiedi
pouze na liniové zatf{Zenf kru¥nice o polomdru Tg

F

- (13.9)
%o Yo

Zajimavé je, %e k PeSenf{ (13.8) jsme nepotifebovali zndt polomdr ', ,
kde%to *edeni (13.9) je na tomto poloméru z4vislé. ZatiZeni (13.9) dé-
vé, jek znémo, merididlnf k¥ivost %*o v intervalu 0 < ' < Iy kon-
stantni x)

1] (13.10)

Kbivost %0 znéme; vztah (13.10) umoZnuje ziskat 'y , je-1li ¥o dédno
(nebo naopek). Z rovnice (13.9) pak vypolteme o .

Prib&h tlaku P(V') , @.tedy i naméhdni desky v dotykové oblasti
0 <r«y jesme z{skeli snadno, ale o naméhéni a prihybu desky vn¥
této oblasti nevime dosud nic.

%) Ziskdme ji dvoj{ deriveeci rovnice (80) z knihy /58/, str. 8l. Srovnej
té% 8 obr, 36 a 8 rovnic{ (13.14).
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Existuje jest® jing zpleob redenf, ktery dé odpovdd zéroven i na
tuto otézku; poskytne toti# vyeledky pro celou desku. ReSenf vyuZivé
princ?,p superpozice,

Nejprve vyresime \lohu o desce zati%ené silou F  rovnom¥rnd roz-
d¥lenou na kru¥nici o polomdru b (obr. 36). Podle /58/, str. 81,
dostaneme prdhyb

LMy 2

) F a’+b r i
W) = 25 [(a*-r?) =z + (b%+¢®) dn =1 pror>b (13.11)

b 4 @Yo b"’

W () = BnD [ (B%¢®) fn TN L] eror<h  (13.2)
K¥ivost % (p) = dlw/dr vy jde
F b
F L L
2 () = - e (22 c_\+1 -7 ) = konst, pro r<p  (13.14)
Nyni nahredfme sflu [ elementérni silou 2™bp(b) b , kterd vznik4

pisobenim tlaku p(r) na Uzké mezikru%i o polomdru " = b a 3f{fce db .
Pak integrujeme, a to tak, Ze na intervalu 0 < b < Vv pouZi jeme vztah
(13.13) a na intervelu " <b < v, . vztah (13.14). Oba vztahy piitom
pon¥dkud podrobndji rozepieme [ dosadime {n (b/a)=4€nb- tha atd, ]

Vy jde
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21 2

r
%(r) == :—D J(ﬂfnr- Lna+1+ Unb - 2enb +4 - %1" %)pbdb )
: o«

A Yo B
Y S (2enb - 2tna +1 - Py ) pbab (13.15)

c

PodtrZené &leny se opekujf{ v obou integrdlech, tak¥e je miZeme zahrnout
do jediného integrdlu na intervalu (O, o ). Dostaneme

2

1" r b
®(r) T 5(2€n'g-+1~'?{)pbdb -

1 " o

S .
RS S(Zenzﬂ—;)PMb

5 (13.16)
Pozoruhodné je, %e vzorec (13.16) platf nejen ne intervalu 0 = V" <,
ale také na intervalu Yo < v < & . V tomto druhém pripad® miZeme vzit
horn{ mez prvého integrélu Y, , nebof p(b) = O pro b >V .

Predpoklddédme-1i, %e se deska a raznfk dotykajf v oblasti 0<rz<r ,
bude kFivost A (r) na tomto intervalu znémé a shodnd s k¥ivost{ razni-
ku.’) Rovnice (13.16) je pak Volterrovou integrdlni rovniel (prvého dru-
hu) pro nezndmou funkei p(r) , V< o ., Vazbu mezi silou F a polo-
mdrem Yo pPedstavuje rovnice statické ekvivalence

o
o= ix f plo)b db (13.17)
0

ReSentm integrdlni rovnice (13.16) dostaneme funkci p(r) . Z té%e rovni-
ce pak vypolteme i funkeci *#(r) pro ¥, <r< @ (pro interval 0 < v < Y\,
je znéma).,
Z rovnic

"

Y = ~2%(r) 'd_w=‘S%(b)db

act ! cr a (13.18)

d'z

dosadime do (13.2) a (13.3) a dostaneme naméhdni desky (v oblasti dotyku
i ve vn&j3{ &4sti). Dald{ integraci druhé gz rovnic (13.18) dostaneme pri-

hyb.

<

%) Je-1i k¥ivost meridiénu raznfku v ndkterém mistd ¥( = 1R | je k#i-
vost desky v témZe mf{st¥ 1[(R+h/Z) . Tento rozdfl zanedbdvéme, nebot
he<w .
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Pfiklad 8

Pro raznilk s kulovym Celem méme ) = %o = xonst. Rovnice (13.16)
dévd pro 0 € r < 1y

r r
| (Aot 1- L) p (b <~A-Ubae (g

kde
£
b’L
- [ 5 +1- L) pyoot

0

(b)

Pro derivovdni integrdlu podle paremetru médme vzorec
‘U(ot)

V()
';ioi Sf(x.d)ax j %N(xm

Y] 0

AU
ax+{ [ U] a:) (el

V nasem p¥f{ipad¥$ bude mit tento vzorec tvar

L j{(bm)d -j ﬂ B0 44§ e b
kde
foyr) = (260 5+ 1 = 5) pio)-b (&)

Zte jmd &(Grﬁ = 0, Derivaci rovnice (a) podle parametrﬁ " tedy dostane-
me (pro Y > 0)

" 2

X(H—t’;\p(b)bab = 0 (£)

0

a dals{ derivaci (pro I > 0)

Y

F.3
j b p(b) do = plr).r (g)

Oznadme D0® p(b) = y(b) . Tento vyraz dosadime do (g) a derivujeme podle
b . Vyjde
d dy
W(r‘)=ﬁ(lyr‘):r‘—d—r+y (53
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Proto%e Y see na obou strandeh rovnice (h) rudf a V" > 0, musi byt
dy fde = 0, Pak ale Y = C = konst, takfe 'p(f") = ¢/r? . Kdyby C % O,
nedala by rovnice (13.17) konednou sflu F ., Proto je C = 0. To ovdem
znamend, Ze také P(r) = 0 pro "< ro.

Silové pisobeni je tedy nulové pro "<, i pro " >fo, S{la
se z¥ejmé miZe prendSet jenom na kruZnici " = I, ., PoloZime tedy

plr) = Go 5 (r-1o) (i)

kde 60‘) Jje Diracova zobecn&né funkce a (o Jje délkové zatiZenf; pi-
sobl rovnomdrn¥ na krufnici © = Iy . Funkei 0(r) budeme definovat tak,

aby 6,

& F) O (x-w)ax = §(r) (3)

0

Jingymi slovy, poditéme a8 limitou (pro £ > 0)
Yot€

lm S FOO 6 (x-n) dx = f(w) (k)

€ =0 o
Definici (Jj) Jjsme zavedli intuitivn&. Tak totiZ doséhneme toho, Z%e
z rovnice (13.17) dostaneme celou vyslednici F elementérnich sil
1mbplb) db , bude-1li plb) déno rovnici (i). Zrejmé musf vyjit F =
= x4, Skuteén¥, dosedime-1i vyraz (i) do rovnice (13.17), dostane-
me - za pledpokladu platnoati (j) - vztah (13.9)

ProtoZe ve vztahu (a) je ' < Yo , bude levd strana nulové,’) Mus{
byt proto nulovd i pravéd strana, takZe A =-U4 D %.. Z rovnice (b)
a (i) méme

o Vet
A=(Q€n7+1—7¢)qom (1)
takZe nakonec vyjde
8D
F = Yo 2 rol (m)
l (,Y\ T{. {’1 = ‘(?L

shodn® se vztahem (13.10).

Pf{klad 9

Nyni{ budeme predpokléddat, Ze raznik mé merididn ve tvaru paraboly
étvrtého stupn& tekovy, Ze jeho k¥ivost lze popsat rovnici{

%) Pro < Yo je 0(r-vo) =0, a tedy i p(r) = 0.
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LA
% (r) = 2% ~-¢, () (a)
7 rovnice (13.16) tentokrdt dostaneme

¢ r bq' r\2
S(Q(’.ngw-—ri)P(b)bolb=—A—Hbgeofubcl(7\ (b)
Q

Vfznam konstanty A je stejny jako v p¥{kladu 8.

ReSenf rovnice (b) dostaneme jako soudet dvou &lenl. Prvn{ &len
odpovidd konstantni k¥ivoeti %o . Tehdy vyjde A+L D2, = 0, plr) =
= Go S(T-(q. Druhy &len bude Fedenim rovnice

r A

i b
J[’Mn %H-F)'p(b)botb =‘+Dc1(lo})1 (c)

0

Predpoklédejme, %e p = po = konst. Pak

-’ i a1 rt
Q.’podg beh TC’“’) 4+ po (_'LP - ;‘Y\l) = L"‘DC’L.—G?’ )
Integrél v rovnici (d) lze Pe3it metodou per partes. Dostaneme
g Xy "
DI r 1
i Sx(nyolx = [0 % ] 4+ Sxdx = dum Xax+ 7ot = %r"v (e)
0 X=0 0 X =0 a
Rovnice (d) proto dévé
_1g Dcy
Po = 3 2 (£)
Vysledny tlak mezi raznikem a deskou tedy je
) 161)(;7.
) = qo S (r-n)+ — (8)
Z rovnice (g) a (13.17) vyjde
4 F 8dar ’

Kdy% (g) dosadime do vzorce pro vypodet konstanty A Lpfiklad 8, rovni-
ce (b)] a vysledek porovnéme & vyrazem -4 DX, , dostaneme rovnici vazby
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mezi silou F a polomdrem %% ve tvaru

F

rb"- C 2 rb?«
g1 Do

) ') Yot _ % .
('l(ha'*‘ ‘F)=—1+3 % —a"—mU a") (1)

Pro zvoleny pomdr Yo/ < 1 lze z rovnice (i) snadno vypodftat sflu F .

Re¥en{ mé smysl, pokud qozé 0, p = O, Mezi deskou a raznfkem
se toti% nemlZe prené¥et tahové sila, nebof ob¥ t¥leesa se o sebe pouze
opiraji a nejsou nijak spojena.

Poznamene jme, %e volbou

3Fa*

o S (J3)
C‘L 16X Dret :

niZeme soustred®né liniové zatiZeni %o na hranici dotykové oblasti anu-
lovat. To je zrejmé z rovnice (h).

Pr{klad 10

Na konec polonekone®né tenkostdnné trubky je navlielen tenky prste-
nec s presahem polomdrd § (obr. 37). Urdete napjatost a deformaci trub-
ky i prstence.

b
1 c
. Gy (=
( ( —————————————
OBR. 37
OBR. 38
Regent

Budeme predpoklédat, Ze fozméry a b , h  jsou velmi malé ve srov-
nén{ 8 polomdrem ' a %e materidl obou &4sti je stejny. Jejich vzéjemné
pisoben{ je znézorndno na obr. 38. Na prstenec, resp. na trubku, kterou
miZeme povaZfovat za tenkost¥nnou rotaén& soumdrnou skoifepinu, pFendsi se



pF1&nd (radidlnt) sfla Q[N/m] a ohybovy moment ™ (No/m = N]. Jejich
téinkem se prstenec roztéhne o posuv '

Qr*
b = ik (e)
a jeho prifegzy se oto¥{ kolem st¥ednice o vhel
10 Me*
= e (b)
Y1 odb E

Radidlnf posuv W) ve vzddlenosti X od okraje skofepiny vyjde
(/58/, str. 518)

~(x
6 .
W = 2D [ﬂM(COO{}x-M(Ax)~QCOQﬁx] o
kde
D = Eh? /1 (1-ut) je ohybové tuhost skofepiny &
h = l1\jS(’I—/uf')/r"'hL je charakteristickd konstanta

(mé rogzmér m‘i, takZe (5X je bezrozmdrové hodnota).

Z rovnice (c) vypodteme zmenSen{ polomdru skorepiny na okraji X = 0O,
jako# i dhel jeho otoleni. Vyjde

< 1

(Q=AM)

O = 143D

1
Py = > - (d)
Yo 1p5 (Q ?./H’l)

Z deformaénich podminek
51 +81 = 8
(e)
Yy = Yo

vy jdou staticky neuréité veliliny

L@*DS (£)

2AB -1

Q- hp=BDS

2LAR -1 (g)

]

kde A , B znad{ vyrazy



3 Wt
_fflllg;__ | B =1+ J%lL;%_E__ (h)
6(1-uHab (1-pa’b

Poznémka

Kdyby m&l nelisovany krou%ek na obr. 37 pondkud vdt3{ rozméry, mu-
sila by se analyza tohoto p¥ipadu pozm¥nit. Kdyby nep#. bylo b sice ma-
16, ale A velké, mohli bychom teorii prstence nahradit teorif mezikru-
hové tenké desky. Kdyby bylo naopak A malé, ale b velké, 5lo by o spo-
jeni dvou tenkostdnngch skoifepin. To by byla pondkud obtiZn&jsd{ dloha /34/.

14. VALCE PRACOVNICH STROJU, KALANDRY A VALCOVAC STOLICE

Jde o zna¥nd specidlni tematiku, takZfe se omezime jen na citovéni
n&kterych pramenii. Podrobnoetmi se nebudeme zabyvat.

Pritlak mezi dvdma tenkostd3nnymi vdleci s pryZovym povliakem a 8 rov-
nobd%nymi osami je Peden v prdci /21/. ProtoZe konce vdlcl jsou vyztu-
Yeny vestavdnymi fely, nastévd u el koncentrace tohoto piitlaku. Mezi
povlakem & pracovnim vdlcem miZe nastat v dotykové ploSe skluz, ktery
mé za nésledek vznik trvelého prdhybu. O tom pojednévé préce E.J. Patuly
/46/.

Kontaktni dlohu o vdlci s tuhym Jjddrem a s elastickym povlakem, do
kterého je podél spole¥né povrchové pFf{imky rovnom&rnd zatlafovédn jing tu-
hy vélec, re8ili Hahn a Levinson /17/. Obdobnou dlohu o povlaku z poly-
meru Pe3ili StarZinskij, MoZarovekij a Osipenko /54/.

0’Connor a Weinstein pojednali v préci /42/ o vdlcovén{ tenkych pd-
sd z hlediska vzniku geometrickych dchylek (porudenf{ tvaru a rovinnosti).
O p¥{tleku a deformacich védlcth ve vdlcovaci stolici "kvarto" psali Krzys,
Skrzypek & Szuwalski /35/.

Existuje mnoho literatury, kierd o védlcich pracovanich strojd pojed-
névéd spiSe z technologického hlediska. Zde jsme citovali jen vybér pracit,
které dany problém pojimajf alespon zddsti jako kontaktni dlohu.
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15. VZAJEMNE PUSOBENI %EBRA A DESKY

Mezi kontaktni dlohy se nikdy #ad{ i rozbory vzdjemného plsobeni
sebra a desky, pop¥. panelu., MiZe jit i o soustavu Zeber zati¥enfch na
koneil osam¥lymi silami. Otdzkou je, jak se tyto sily pPendSeji{ do desky,
kterou Zebra vyztufuji. Uvedeme zde pouze zjednodulené reSeni jedné ta-
kové dlohy. Nekoneénd tenkd pruZné deska je opatiPena jedn{m polonekoned&-
nym Zebrem, eymetrickym ke stiedni{ rovind desky. Poldtek souradnic zvo-
lime v poldtednim prifezu %ebra a osu X ve emdru Zebra. Rovina X , Y
bude stiedni rovinou desky, v ni%# budeme pFedpoklddat rovinnou napjatost.
Posuvy desky v nekoneénu budou nulové. V poddtelnim prifezu Zebra bude
plisobit osem&14 sfla F (obr. 39).

OBR. 39

Vzhledem k souhlasné orientaci Zebre a si{ly lze soudit, Ze posuvy

U (Ky) ve sméru osy X budou mnohem vyznamndj¥i ne¥ posuvy V(x.y)
ve sméru osy Yy . TotéZ lze piedpoklddat o napétich. Neu¥infime tedy pod-
statnou chybu, kdyZ posuvy & nepdti plsobici{ ve sméru osy Y zanedbdme.
Fyzikéln& to znamend, ¥e skutefnou izotropni desku nahradime ortotropni
deskou pruZnou ve sméru osy X , ale absolutn& tuhou ve sm&ru osy Y .
Do vypoétu deformaci a napjatosti desky pek vstoupi pouze posuvy 4L(Xy)
a napstt Ox(X)y) , Tyx (Xy) .
Pro nd bude platit rovnice rovnovdhy

D6x ’bTyx

a Hookellv zdkon

- g1 =



G’:E—— ) T""G’_ (15'2)

V %ebru bude posuv 44 (Xi0)(X>0) a nap&t{ v tahu
Tu

zde E , pop#. G = E/2(11m) jsou moduly prufnosti desky, E Je
modul pruZnosti v tahu &i tleku Zebra. Prifez Zebra je S{ . Z rovnové-
hy elementu Zebra o délce dx dostaneme podminku

G
g1 % 1’@ = O (1504)

v ni% q, [Nm"1] je mérnd sila prendSend z desky do Zebra ve sm&ru osy
X o K rovaicim (15.1) a% (15.4) se druZf je3t® okrajové podminky pro
funkei ©4(x)

$Giloy = F | @4 (00) = 0 (15.5)
a rovinice vze8ld ze zdkona o akei a reakei

%F] GU) = Um Tyx (X8) = - lim Tyx (x,-€) (15.6)
¢ -0 )

pro © > 0, Tato rovnice popisuje vzé jemné plsoben{ Zebra a desky. Na
element Zebra o délce AX plsobl deska silou 0;()() adx . Opa¥n& pisobici
reakce se pPenese podél Fezu X > O, Y = 0 do desky, a to z jedné po-
loviny do &ésti Y > O, z druhé poloviny do &&sti Y < 0. V fezu y =0
vzniké proto nespojitéd zm¥na Tyx . Rozdfl limit shora a zdola je prévé
LI

Rovnice (15.1) a% (15.6) by m8ly stadit k PeSenf Ylohy. Kdy% vztahy
(15.2) dosadime do (15.1), vyjde

M Mu
9,(1+/LL\ W 4 —'0\_{_"" =0 (15.7)

Zavedeme bezrozmd8rové promé&nné

= ——___x___— ] ) = —L (15.8)
€ hdl(’!-&/u,) n n

a dostaneme misto u(x.y) funkeci LL(E,WL) , Ppro ni%Z bude platit Laplaceova
rovwnice
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(b'l.u ’D'L»(.b
Funkce U.(%nl) bude zFejm® harmonickd. MiZeme ji proto povafovat za redl-
nou &dst ndjeké holomorfni{ funkce

g(2) = w(gy)+evigm) (15.10)

=0 A (15.9)

komplexn{ prom&nné =)

Rovnice (15.2) a (15.8) dajf

5 =E ?a_“ o L (15.12)
* § ha(tsy Og
_ E . o
Zavedeme funkce x)
2(4 M h
S = ; )h tyx = —-G—T:y)( (15.14)
h \IQ(H ) |
T = _—E& ©x (15.15)
Pak bude
M Tw
Teag S = ay (15.16)

Je=1i Y(3)s U+t{y , kde iL a V jsou redlné funkce, pak pro derivaci
méme

O o _du T

Y'(2) = @g ~@ T GoN (15.17)

=) Nen{ tedy 2 = X+4d1iy ., Zminu oznaleni si vynutila treansformace (15.8).
Funkce Y (2) bude holomorfni v celé roviné g » , enad & vyjimkou po-
loosy € =2 0, 4 =0,

x) Symboly S a T naznadujf, %Ze jde o nap&ti smykové a tahové (tlakové).
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Funkce 4 , V splnujf{ toti% Cauchyho-Riemannovy podminky

.'b_“=l, Y v  (15.18)
g M “ g

Kdy% z rovnice (15.16) dosadime do (15.17), budeme mit
Y(@) =9'@) =T-iS$ (15.19)

Ze symetrie vyplyvd, Ze

Tlgy) = Tlgi-7) (15.20)
a z rovnice (15.6), %e pro € > O
Um S (g €)-tm S(g,~¢) = %(g) (15.21)
¢ >0 €>0

ZapiZme tuto rovnici strudnéji ve tvaru

g*(g)__ ¢7(g) = f}_(Gi) . (15.22)

Vzhledem k platnosti (15.20) se posledni vztah nezm&ni, pFiddme-li na
levou stranu LT*(%} - (T7(g) » S prihlédnutim k rovnici (15.19) dosta-
neme

YrE) - yo(g) =« q—gg‘)‘ ©(15.23)

t+ -
Podle (15.6) a (15.14) je S (EH S (g) = 0, Kdy% tento vysledek spolu
8 (15.19) dosadime do rovnice

WT(§)+W—(§) - QT(EIO) (15.24)

bude tato rovnice spln&na. Dostali jsme tak vztahy pro rozdil i soudet
limitnich hodnot funkce Y ( ) 0) poditanych jednek zleva, jednak zprava.
Toto oznaleni se vztahuje k pozorovateli, ktery se pohybuje po ose use-
tek ve smdru rostouctho £ .

Vztahy (15.23) a (15.24) nds inepirujf{ k tomu, abychom funkci Y (2)
napsali ve tvaru integrélu Cauchyho typu (/40/, str. 236)
1 wit)
v T J f-g OF (15.25)
0

=
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Funkei W (%Y) neznédme. Funkce (15.25) bude holomorfn{ viude s v§jim-
’kou poloosy € > 0, 4 = 0. Na nf dosteneme limity zleva a zprava
("hraniéni" hodnoty) ze vzorct Plemel jovych-Sochockého (/40/, str. 245)

YHE -y = o " f.‘t% ait (15.26)
W) -yle) = w(e) (15.27)

Porovndme~1li vzorce (15.23) a (15.24) se vzorci (15.26) a (15.27),
dojdeme k zdvéru, Ze na poloose g > 0, “[ = 0 mus{ platit vztahy

w(g) = -¢ @—(Ggl (15.28)
A
T(g,0) = - inGOS J:k_g ot (15.29)

Integrac{ rovnice (15.4) s pFihlédnutim k druhé okra jové podmince (15.5)
dostaneme.

S @1 (x) == [ g e)dt (15.30)

Podle (15.2) a (15.3) musi platit, Ze

Q1 (x) = %‘ &, (% 0) , (15.31)

Z rovnice (15.15) viak méme

E E 1 ®
& (k= e Tl = g (t) (15.32)
(X0) h\)’)_(ﬂlu) (o) h2(1rp) 216 S t-x A

0

Kdy% tento vyraz dosaedfme do (15.31) & odtud do (15.30), dostaneme in-
tegréln{ rovnici pro nezndmou funkci 6}()4\ ve tvaru

ES 4 (gl 0
Eh 42K OS -y at mxj _ay(f)d‘«’ (15.33)

Stejnou dlohu, avdak pro izotropni desku ve stavu rovinné napjatosti,
*e8il Koiter /30/. Dostal rovnd% integrdlnf rovnici (15.33), av8ak s tim
rozd{lem, %e mfsto ¢initele 1 /d 9.(1-+/u) na pravé strand rovnice dostal
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¥initel 2/[(3w)(1+u)1 . Protote ME0; 0,5), je pomdr obou &ini-
teld v mezich 1,06 a%¥ 1,09. Podle toho lze posoudit chybu vzniklou pFed-
pokladem, %e deska je ve smdru kolmém k %ebru absolutnd tuhd. ReSent
rovnic (15.30) a (15.33) je zndzorn¥no ne obr. 40 a porovnéno 8 presnym
FeSen{m Koiterovym, kterd je znalnd sloZitéjdf{. Je ziejmé, %e i za plred-
pokladu, Ze je deska ortotropni, dostaneme prekticky upotfebitelny vysle-
dek. Na tomto p¥fkladu jeme cht¥li ukézet, %e vhodné, byt pondkud odvdi-
né zjednoduSeni dlohy mohou ddt uZitefnd PreSenf{. Oviem o tom, kterd zjed-
noduSeni jsou vhodnd a je8t& pijetelnd, mi%e rozhodnout jen zkulenost.

6.5,
F
2 4Eh

06 (3-u1ep) - EqSq

06 -

0,2
1 i ] |
l l ! !

(o)

—

Ny

W
oy

|

>

X

(o]
m?
A
b‘
(e}

16. VLIV NEROVNOSTI POVRCHU NA PEEDEET! SPOJU

Zebjve jme se piipadem mezikruhového kotoude o polomdrech & , b 9
do kterého je zalisovén (nebo po piedchozim ohfevu kotoude veazen) plny
ep, Jjeho%Z polomdr je a+§ . Rozdil polomérd ) pfedatavuje piesah,
jeho% vliivem vznikne ve spoji 8epu a kotouée (po eventudlnim vyrovndni
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teplot) predpdti. Toto piedpdtf se zpravidla podf{td z Lamého vzorcd od-
vozenych pro rovinnou napjatost. Vysledek vypo&tu miZe byt proto véro-
hodny Jen za piedpokladu, %e osové napdtl je skutednd nulové, Ze &ep Je
préavd tak dlouhy, Jjak je kotou& tlusty, takZe z kotoude nevyénivéd, a Ze
geometrie obou &d4sti je dokonald. Tim minfme i to, Ze povrch je idedlnd&
hladky. V praxi v&tSinou ani Jjeden z t8chto pfedpokladd dostatedn& pies-
n& neplati{, S tim se konstrukté¥i vyrovndvaji tek, Ze polditaj{ s jakousi
efektivni velikosti piesahu; berou do v§po&tu menS{ piesah, nef jaky se
zjisti méPenim. Také tehdy, po&itd-li se 8 tim, Ze se lep v kotouldi ne-
sm{ pii zat{%fen{ silou nebo silovou dvojic{ ani posunout, ani pootoé&it,
vychdzi konstruktér z jakési prakticky ovélenéd, ele fyzikd4lné neopod-
statndné hodnoty souldinitele adheze, resp. soudinitele smykového tient.

0 skuteé&né velikosti tohoto souéinitele nevi piitom nic. Nevi ovdem nic
ani o skute®ném rozddlenf{ tlaku v deném svirném spojeni{i. Experiment mu
miZe pomoci Jjen Edstelnd. MiZeme nap¥. zm&Pit prib&h e{ly potiebnéd k za-
lisovéni &epu nebo s{lu potFebnou k jeho vylisovéni. Pomoc{ vestavénjch
tenzometrickych &idel nebo uzitim Sachsovy metody odvrtdvdni meléd diry
/51/ se miZ%eme pokusit zjistit tlak v daném mfst® dotykové plochy. PotiZ
je v8ak v tom, Ze tato dira i #idlo narudujf u% svou existenci{ pribsh na-
pjatosti ve svém okoll a %#e €idlo nelze spolehliv®& cejchovat. Sila pot¥eb=-
néd k zalisovédn{, resp. k uvolndni Cepu se dé zmd#it pomérné presns, ale
podle n{ nemiZeme usoudit, jaky pod{il pripadd na tlak v kontektni plode

a jeky na t¥enf{., Hodnoty, které vstupuji do vypodtl, Jjsou tedy zna&nd ne=~
jisté, Ostatnd® ani tehdy, kdybychom p¥esnd znali prib&h tlaku a t¥enf ve
8poji, nebudeme je3td zndt jeho napjatost. A i kdybychom ji znali - co¥
uZ neni zdsadn{ nesndz - sotva bychom dovedli bez daldich zkuSenosti

a zkoulek sprdvn& odhadnout to, co konstruktéra zpravidla nejvice zaji-
mé, toti% mez Unevy, pop¥. Zivotnost spoje. ZkuSenost nds pouluje, ¥%e
nikoli tato napjatost, ale tPeci koroze mé pro Zivotnost rozhodujici vy-
znam. Jen vyjimednd, u zcela chybn& navrienych spojl tomu byvd naopek.

Slo%ité jevy v lisovanfch spojich (a ve epojich s presahem sestave-
nych zatepla) miZeme d4ste¥nd separovat a lépe prozkoumat spie teoretic-
ky ne% prakticky. Jediné, co k tomu potPfebujeme, je volba slo%itdjsiho
matematického modelu, do kterdho zahrneme Jen néktery z piPedpoklddanych
vlivl. Ten ovSem musime realisticky odhadnout. MiZeme napi. ponechat
v platnosti vSechny zjednoduBujic{ pFedpoklady Lamého teorie s tou vy-
jimkou, %e dotykovd plocha bude drsnd, %e na ni budou destné mikroskopic-
ké nerovnosti, vfstupky a prohlubeniny. P#i méfeni prim$ru mikrometric-
kym Sroubem zjisti{me primdr kru¥nice opsané pires wrcholky viech nerov-
nosti. Takto zjistény plesah bude nutnd vBt3f ne% ten, ktery se prektic-
ky projevi vytvédPenim predpdtf{. PPi dotyku toti? nerovnosti do sebe &ds-
tednd zapadnou, aniZ se deformuji. Pak se viak zalnou plasticky pfetvéd-
Pet (nebo i ulemovet, jsou-1i k¥ehké), nebof na vreholeich nerovnosti
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vznikeji velké lokdlni koncentrace kontaktnich nep&ti. Tim se ztréci
dalsi dst presahu. Na vytvéreni predpdt{ se podflf uZ jen jeho zbytek.
Profil nerovnosti povrchu miZeme detailnd promdfovat. Zvolime-1li urdity
model nerovnosti povrchll, deny prakticky vyZkou povrchovich nerovnosti
R (v mikrometrech), co# je radidlni vzddlenost mezi nejvys3{mi vrchol-
ky a nejniZs{mi prohlubnémi, mifeme pro dany materidl, jehoZ mechanické
hodnoty zndme, vypo&tem piedpovEdst ztrdtu pifesahu, kterd vznikd popsa-
nym zplsobem. Tak postupovali Yoshimoto, Tsukizoe a Watanabe /63/. Po¥{i~
tali mdrny tlak P ve etyku ocelového &epu s polom&rem (. = 5 mm, resp.
A = 25 mm, a 8 pouzdrem o vndjdim polom¥ru b = 2a . Geometricky (m¥fe-
ny) presah polom&rd b pritom pirepolitévali na efektivn{ piFesah za pired-
pokladu, %e se vrcholky nerovnost{ plasticky pretvdiejif a %e se nakonec
plasticky pretvdfi i materidl celého pouzdra. 2Zvolili ocel s mezi kluzu

Gy = 270 MPa. Vy§sledky jejich vypodtd jsou zakresleny na obr. 41
a obr. 42,

50
= Smm
am 200 .
0 / |p=tomm un e
//I b=50mm
& 150
) ,i,,? /
30 Q~¢ /
?@/ ' wﬁ 100 /l
VAN ey |
20 H <
/]| <" sl | S
WA 0+ X &
// 0 n
0 H7 0 100 200 MPa
0 100 200 MPa 5
—_—— p
OBR. 42

OBR. 41

P#{pad R =0 odpovidéd dokonale hladkému povrchu, kdy se uplatnt
cely presah polom&rd & . Pro elastickou oblast naméhdni se piesah h)
rozd&l{ na stladend 81 éepu & na roztaZeni EL diry v pouzd¥e (obr. 43).

- 100 -



7% | 7
% 7 sy
% P /)
/] )
p o~
__JL_T I T B T O M
iy
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OBR. 43
Tedy
d = B+ by (16.1)
Lamého vzorce pro tento ﬁfipad daji
ba
i P at
a )
by = ‘EE o-at */‘“) (16.3)
7 rovnic (16.2) a (16.3) dosadime do (16.1) a dostaneme *’
'pa b'L'*O\‘l QL Q_bi
b = —E_[U‘/Uv)*( b at +//"\)J = 'P—E“ bEat (16.4)
Odtud vypol&teme tlak v dotykové plose
EJ o
b = = (1- ‘BT) (16.5)

%) Pressh primérd je tedy 2 § . Konstruktéii podftaji raddji s primiry
ne% s polomdry. Ob& hodnoty nelze aem¥novat. Proto je ndkdy lépe ud4-
vat pom&rny p¥esah 8la . 1000 promile, coZ je hodnota nezévisld na tom,
pod{itéme-1i 8 polom&ry nebo s primdry.
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Pro dané hodnoty méme (v jednotkéch ym, mm, MPa)

2.10%. 163§ 1 )
p :7(1—?\3?57 (16.6)

Je-1i & = 5mm, O =10 ym, vyjde p = 150 MPa. Je-1i d = 25 mm,

0 = 50 um, je rovn&%Z p = 150 MPa. Tyto teoretické hodnoty platné pro
elasticky materidl urdujf smérnici tedny v podédtku k¥ivky R = O na obr.
41, pop¥. na obr. 42, Mezn{ pifetlak pfi totédlné plastickém stavu pouzdra
je [podle rovnice (20.8)]

b
Pm = @, An ) (16.7)

Vyjde Pm =270 .{n 2 = 187 MPa. Tlak p nemdZe byt vy55L ne? tato hod-
nota. Na obr. 41 a obr. 42 jsou zekreslena také toleranéni pdsma pro
ulozeni H7/p6 a%¥ H7/x6. Je zFejmé, Z%e pro denou toleranci uloZeni miZe-
me dostat velmi rdzné hodnoty tlaku v dotykové plofe a Ze vliv povrcho-
vych nerovnosti je vyznamny zejméne u spojld s malym primérem &epu (h¥{-
dele).,

Néhrada teoretického piesahu b Jjeho efektivni hodnotou znamenéd to-
té%Z co nahrazen{ skuteéné, nelinedrni deformani charakteristiky povrcho-
vych vrstev charakteristikou lomenou. Vysv&tlime to na p#ikladu dvou hra-
nold, které k sob& rovnom&rn& pritladujeme. Vzddlenost L bodd A , A'
(obr. 44) se vlivem tlaku p zmend{ o A{ , pri¥emZ vlivem povrchovych
nerovnost{ je tato zmé&na nelinedrni{ (obr. 45). Teprve pfi v&t3ich hodno-

e |

. p
1 D
c
o, )
i 4

L T

HTH o & a

0BR. 44, OBR. 45
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téch tlaku P see prib&h deformadni kiivky jevi jako linedrni (pFimé
‘¥4st v okolf bodu { ). Nahradfme-li k¥ivku OC useékou OB a poloptim-
kou BC , pak Usedke 0B piredstavuje "ztrétu" na presahu Al ., Misto
abychom poditali & teoretickym linedrnf{m prdbZhem 0D , posuneme poddtek
soutednic do bodu B odedtenf{m ztrdty 0B vazniklé "omalkdnim" povrchovych
nerovnost{ a po&ftdme 8 linedrnim prdbdhem BC . Timto zpisobem viak ne-
podchytime nelinearitu, kterd vznik4 p#i malych tlacfch P a kterd je
patrnd na obr. 41 a 42 p*i R > 0.

Lamého teorie plati pro rotaénd symetrickd vdlcovd t&lesa., Obdob-
nou rovinnou dlohu pro t&lesa nerotadnich tvard Pedil Tarabasov /57/.

17. JINE PRIEINY NESHOD S LAMEHO TEORIT

Je-1i nédboj nalisovédn na h¥fdel, nebyfvéd napjétost néboje - timménd
oviem h¥fdele - rovinnd. Odchylka vzniké jednak t¥enim, tak¥e v dotykové
plose plsobi smykové napdti ve sm&ru osy, jednak tim, Ze hi¥idel z néboje
vyénivéd. Dald{ p#¥iéinou nesouhlasu Lamého teorie se skutednosti mohou
byt geometrické odchylky od rotelnd symetrického vdlecového tvaru (o ji-
nych geometrickych odchylkéch jsme jiZ pojednali v predchozi kapitole)

a odchylky od Hookeova zékona.

Rankin /49/ po&ital radidln{ posuvy na povrchu nekonedného h¥fdele
(elastického rota¥n& symetrického vdlce s plnym prufezem) o polomdru Q ,
zat{%eného v pésu o délceZ@ rovnomdrnym tlakem P . Ve vdlcovych sou-
Fadnicfeh © , Y , Z vznikajf posuvy HU(v2z), V =0, w(nz) , Pri-

mérné stladeni
{

= 1
dy = Togl“(a'e)mz (17.1)

je nezdvislé na soufadnici Z a lze je porovnat 8 Lamého vzorcem (16.2).
Vy jde

5, = & §.(Ua) (17.2)

Ve skutedném spoji néboje s hi{delem nebude tlak P rovnomdrny, nicménd
korekce (17.2) by mohla byt dost pifesnd k odhadu vlivu vyénivajicich kon-
cd h¥{dele na jeho poddajnost. SpiSe ne%Z s pFesahem 51 podle vzorce

- 103 -



(16.2) bychom tedy m&li po¥ftat (u hifdele s vyénivaaiciml konci) se
st¥edn{ hodnotou piesahu 51 vypodtenou ze vzorce

= _ b

R (17.3)
by f(¢la)

Funkce S-(lla) je prevzata z préce /49/ a zndzorndna na obr. 46.

Obdobnou dlohu pro
polonekonedny h¥idel, za-
L tiZeny na povrchovém pédsu
£(l/a) \\ u konce h¥idele rovnomér-

nym tlakem, Pe¥ili Tranter
\\ a Craggs /60/. Jejich pré-
\\L, ce poskytuje - ovSem jen

2 do jisté miry - predstavu
‘\\7-._____¥ o tom, jaky je rozdil

9 v napjatosti a deforma~

cich, vyénivé-li hi{del

z ndboje jen na jedné

strand nebo na obou stra-
néch.

0O 01 02 03 04 05

—= l/a _ Vliv adheze hodnoti-
OBR. 46 1i Conway a Farnham /5/.
" Dotykovou plochu rozdéli-
1i na dYzké pédsy, v nichZ
predpoklddali rovnom&rné rozd&leni tlaku. Spojity pribdh tlaku tedy na-
hradili stupnovitym. Pro posuvy ve stiednich kruZnicfch t&chto p&si od-
vodili analyticky p¥{&inkové &initele a 8 jejich pomoci Fedili dlohu dé4l
numericky. PFedpoklédali, Ze ndboj je absolutnd tuhy a dotykovd plocha
bud dokonale hladké (nulové smykové nap&tf), nebo v ni naopak nastévéd do-
konald adheze (nulovy osovy posuv). Efektivni presah je tentokrdt politén
z prim&rné hodnoty tlaku ﬁ kterd pripadd na dany radidlni posuv 51 o
Jestli%e se do Lamého vzorce (16.2) dosadi za P hodnota f5 s vyJjde pre-
sah 81 . Pro efektivni pifesah 6, bude op&t platit vzorec (16 2), kam
v3ak nyni za funkci §(4/a) dosadime z obr. 47 funkci f*(Lla) .
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6
AN
a
4 -
3 .
2 7 dokonald adheze
1 - bez treni
0 bttt
0,01 0,05 01 05 1 5
l/a

18. UTLUM V_TORZNE NAMKHANYCH LISOVANYCH SPOJICH

UkéZeme, Ze t¥en{ v dotykové ploSe mezi hi¥{delem a nébojem, ktery
je na h¥idel nasazen 8 piesahem polom&rd, zpdsobuje nelinearitu v defor-
maéni charakteristice spoje a s tim souvisejfc{ dtlum pfi moZném torznim
kmiténf{. Tento Wtlum je prakticky nezdvisly na frekvenci.

Existuje-1i u obou &4sti{ -~ u hi¥{dele i u nédboje - rota&n{ symetrie,
pak nenulové jsou pouze obvodové posuvy. Z&dné veli&ina nezdvisi na obvo-
dové soutradnici, tak%e uUlohu lze Fedit v rovingd " , Z jako dvojrozmér-
nou ( " je radidlnf, Z osovd souradnice). Podrobnosti obsahuje litera-
tura /19/, /25/.

V této kapitole uvedeme znadn& zjednodulené reSeni, které sice nemd
pot¥ebnou pfesnost, ale lze je snadno sledovat. Budeme ¥e3it pripad hii-
dele (1) s ndbojem (2) podle obr. 48. Ob¥ &ésti budou na levém konci do-
konale vetknuty; na pravém konci hif{dele, ktery z ndboje vpravo vy&niv4,
pisob{ kroutic{ moment, Ulohu budeme #esit za t&chto pifedpokladd;

(a) Pro h¥f{del i ndboj plat{ Coulombova hypotéza zachovdn{ p¥fimosti ra-
diédlnfich paprskd. To znamend, %e se kaZdy prifez pfi krouceni pooto-
&1 jeko celek. U obou uvolnénych ¥4sti je tato hypotéza v souladu se
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Saint- Venantovou teorii
krutu, nebof jde o prizma-
tické &dsti kruhového, resp.
Z mezikruhového prifezu.
= - - - ‘&’ V sestavZ vSak nebude ta-
to teorie platit, nebot
/// / / / 1 Mk nen{ splndna podminke ne-
. zat{Zenosti bo&nfch pldafa
t&les (v dotykové plode se
budou pirenddet smykovéd na-
péti).
(b) V dotykové plose platf
, 9? Amontonsdv-Coulombliv zé-
7’ A kon smykového ti¥eni.
(¢) V dotykové plose je rovno-
mérny tlak vznikly dlinkem

presahu polom&rd hi¥idele
a nédboje.

S .
§N
D

r,
e desse

IIIVII

L

[

%)

Ani jeden z t&chto p¥edpo-
kladd nebude pFesné& platit.
V h¥fdeli a v ndboji nebude
0 plisobit jen napétf Ty =
l-c c = Ty, , Jjak predpokléds
Saint-Venantova teorie, ale
OBR. 48 také napdtf Ty = Typ
(obr. 49). Sou&initel adhe-
ze se bude 1i&it od soudini-
tele smykového tienl 2 ten se bude m&-
T%a nit mimo jiné s podtem zatd%ovacich
cykld. Ani rovnom&rny tlak se nepoda-
(X #{ ve spoji vyvodit, nebot by to zna-
menalo, %e by se piesah polom&rd musil

fe

AN

v osovém smEru ménit a musil by byt
0‘ velmi pFesné& vyroben. Pfesto v3ak se
g} 1ze domnivat, Ze PeSeni{ ziskand za
uvedenych zjednodusen{ daji alespon
dz kvalitativn® v&rny popis vlastnosti
spoje.

Smykové napdt{ Trg v dotykové
plode ozna&ime jednodude T (bez
indexu) a tlak v téZe plode p .
Podle Amontonsova-Coulombova zdkona musi byt
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Te [p -1, , , (18.1)

kde f je soudinitel t¥enf a T, mezn{ hodnota smykového napdt{ T .
Deformace hi*fdele bude podle p¥edpokladu (a) dokonale popséna funkci

gy (2) , tj. otolenim prirezu h¥fdele v zdvislosti na vzddlenosti od
mista vetknut{. Podobn& funkce () (2) postali k popisu deformace nd-
boje. Predpoklddany prib&h t&chto funke{ je zakreslen na obr. 48. Vyché-
zime z pfedstavy, %e v nezatf{feném spoji ( My =0) je ¢, =0, @, =
= 0 a %e krouticf moment M, monotdnn& vzristd a% do své kone&né hodno-
ty. Obr, 48 odpovidd tomuto kone&nému stavu.

Je zrejmé, Ze na okraji nédboje vznikne "prokluzové pésmo", pés
o 81i¥ce C , v ném% se oba povrchy navzédjem pootoli. Ve zbytku dotykové
plochy bude dokonald adheze, co% znamend, Ze se prurezy hifdele ‘i ndboje
budou otddet spoledn& jako celek. Skluz tedy nastane na intervalu

(£-e) <z &1 (18.2)
a bude tam
Y > Y, : (18.3)
Pro oblast adheze méme
0 < 2z ¢ (€-¢) (18.4)
G -, ' (18.5)

Bude-1i materidl obou ¥4st{ stejny, bude se soustava hi{dele & ndbojem
v oblasti adheze deformovat tak, jako by byla vyrobena vcelku a naméhdna
kroutic{m momentem M, , takZe

) 1My
= — e 0=z < -
Y =\, A z ( c) (18.6)

Otodeni prifezu rozd&lujiciho oblast adheze od oblasti skluzu bude
L{)C:L((Ezz-c) , tedy
M

'—V-— (' (18.7)
Tt G Lo

Ye =

0d tchoto prifezu smérem fpravo musime posuzovat deformace hi{dele a né-
boje samostatn&. Tam se mezi ndbojem a hi¥idelem pi¥end3{ m&rny moment

Yht = Q.IC r‘ol rc-m (18.8)
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vlivem smykového tfeni. V Fezu 2 = Z—c byl v hif{dell kroutic{ moment

Muc = MK

-
<
:3__| 3

(18.9)

a bude se s rostouc{ soutadnic{ Z zvdtdovat a%Z do hodnoty M« pro
2 2L . V néboji bude v tém¥e *ezu kroutic{ moment

Ly
N-n
Mige = My o (18.10)

o

bude 8 rostouci souradnict 2Z klesat k nule (pro Z = £ bude My, =
0).

Pro (¢-c)lc 2z = 4 tedy bude kroutici{ moment v h¥fdeli

My = My tmy (2-2 +¢) (18.11)

v néboji

Mza_= Mm_c‘mu(Z—ﬂJrc) (18.12)

Ov3emZe musi byt MK = Mv_ﬁ Myo , co% vyplyvéd z metody my3leného Fezu.
Z podminky vymizeni krouticiho momentu v néboJi na jeho konei, totiZ
z rovnice M., ( z = £ ) = 0, dostaneme

¢ = MKZ M\L r~1‘f_r\°'»f-
ml!_ 211: Q’Lcm Y:]H ) (18-13)

Zkrut hiidele dy;/dz = My [G Iy , kde Jp = Trpt/2  je polérni kvadra-
ticky moment prifezu. Z rovnice (18.11) tak odvodime

2
i = vz My 2 + T m (2-ve)% ¢, ] (18.14)

Obdobn& odvodime z rovnice (18.12)

9
e aTIY: [Meac Z -+ m, (2-0+¢)*+C,] (18.15)
1 ~ o

Kdy? z = L-c , muef byt Y =, = Y. . Tyto dvd podminky budou zrejmé
splnény, bude-1li C; = 0, (,° = O. Abychom se o tom presv3d¥ili, stad&{
dosadit z rovnic (18.7), (18.9) a (18,10) do (18.14) a (18.15). S pouZi-
tim (18.7), (18.13) lze rovnice (18.14) a (18.15) upravit do tvaru
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Y -
Lez+(ma-1)(z-¢
Yi(z) = ¢, L ;CM_C) -y (18.16)

c(2¢-c)-(¢-2)*
P, (2) =, lz)((,(c) 2 (18.17)

Ob& tyto rovnice platf jen pro {-¢<2z £ £ , tedy pro oblast skluzu.
Pro z = { bude

Y
22+(7s1)c  _aM.

-
9.{ £-¢) TrtG (2=2)

Y1(2) = ¢ (18.18)

Také tuto rovnici mi%eme 8 pouZitim (18.7) je8t® pondkud zjednodusdit. Bu-
de (pro z 2/ )

o
92-¢+ 7w (22-12¢2 +c)
(2) = > .
¢(2) = Y T (18.19)

Pro v&t3{ ndzornost zavedeme do vzorce (18.13) jmenovité napdt{ v hi{deli

M
T, = — (18.20)
TRl
a za Um dosadime fp . Dostaneme
L .4 Wy — n’q) (18.21)
o U fP r‘,]‘*

Tato zdvislost je graficky znézornéna na obr. 50. Vzorec (18.21) nedévé
v8rohodné hodnoty, protoZe deformaéni model spoje vychdzejic{i z Coulombo-
vy hypotézy (a) nevystihuje sprdvnd poddajnost ¢4stf, zejména nébo je.
Pfesn& j81 teorie, kterd realisti&tdji popisuje napjatost, ddvd pro &{F-
ku C( s8kluzové oblasti hodnoty asi o 20 % a%Z 50 % men${. Chyba je rela-
tivné mald pfi malém pomé&ru fb I . Kvalitativni{ zdvé&ry v8ak plati:
i¥ka skluzové oblasti je tim mend{, &im v&i8{ je sevieni{ hi¥f{dele nébo-
jem & smykové t*enf{ (tj. tlak v dotykové ploBe a soudinitel tient), &im
men3{ je naméhéni (jmenovité napdti) & &im ten¥l je néboj (pomdr Iy/ty
men&1{).

Vypoéteme préci, jeké se rozptyl{ tPfenim ve sklugové oblasti, vzroste-
-1i neméhéni z nuly na hodnotu M. . Predpoklédddme, %e v nezatiZeném
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IE.
fn
OBR. 50
stavu bylo zkroucen{ nulové. Zfejmé& bude
z .
Ay = My .( Ly (2) - (2) ] d2 (18.22)
f-c

Dosadime-1i sem z rovnic (18.8), (18.16) a (18.17), dostaneme

m, g, B

Ao = o T

(18.23)

S pou%itim rovnic (18.7), (18.8), (18.13) a (18.20) mi%eme rovnici
(18.23) upravit takto
T r\as tn3 ( _ C:‘f )'L

Ry = = 7

t5 G fp

Pri stf{davém namdhéni krouticim momentem M. se za jeden cyklus rozpty-
11 préce A = U, , nebol ke zmdn¥ smyslu relativniho posuvu povrchu né-
boje & h¥fdele dojde vidy po pdl period’.as celkovy relaetivni vhel mé roz-
kit 2(¢4- ) mex o Bude tedy za jednu periodu ztracena préce A

pro niZ méme vztah podle (18.%4)

LI T S fi)ﬂ (18.25)
T " e o
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Tento vztah je zndzo-ndn na obr.
51. Také tyto hodnot’ jsou pi{lis

velké, skuteéné ztrd.y t¥enim bu-

dou menS{. Av3ak rozlifl proti

podrobné jifmu FeSen{ neni tak

velky jako u obr. 50. Zejména

pfi malém pomdru {P/tn nedi-

ni tento rozdil vice ne% asi

15 %, avBak 8 rostoucim pomérem
fp s vzristd, Potvrzuje

se, Ze Utlum pii stPidavém torz-

nim naméhéni klesd s rostoueci

0 y ; ; mezni hodnotou smykového t¥eni
0,2 03 0,4 0,5 ( Ty = fo )y 8 klesajlcim nemé-~
fp hénim (s klesajfcf amplitudou
'?; jmenovitého nap&ti 7, ) a je men-
81 u tenkych ndbojd (pfi malém
0BR. 51 poméru I /ro ).

Rozptyl energie smykovym
tPfenim nutn® souvisi s vytvoienim hysterezni smyéky v pracovnim diegra-
mu, Tim myslime deformaéni charakteristiku, v ni{% na osu dselek vynddi-
me deforma&nf{ velidinu (v daném pifpadd ihel ¥ v n&kterém prifezu
vy¢nivajiciho konce h¥{dele) a na osu poPadnic silovou velilinu (krouti-
c{ moment). Pro jednoduchost se zamd¥{me na sledovén{ dhlu ({; v Fezu

z =4 . Z rovnic (18.14), (18.8) a (18.9) vypo&teme

Tyt i M

r;"f
(1- =) (18.26)

Ihned je zrejmé, %e vztah mezi Y4({) a My Jje nelinedrnfi. Krom#$ li-
nedrnfho &lenu je na pravé sirand je3td kvadraticky ¢len. Kdy%Z tuto zéd-
vislost zndzornime na obr. 52, dostaneme parabolu Ol. Bod 1 odpovi{déd ma-
ximdlnimu naméhéni, pFi ndm% se relativni skluz v dotykové plose zastavi.
Pak se zafne namdéhéni{ zmenSovat. ZmenSovéni zadne za podminek obnovené
adheze, zédhy se v3ak op8t od okraje nédboje roz8i¥{ nové prokluzové pdsmo.
Relativn{ pohyb obou povrchl md v3sk nyni opaény smysl. Kdy% namdhdnf
klesne k nule, zistane ve spoji vlastni pnut{ a trvald deformace odpovi-
dajici bodu 2 na obr. 52. Pak naméhdni{ klesd do zdépornych hodnot, a% na-
byvé minima Memin =- My max . Tehdy se relativni pohyb povrchd ve
skluzové oblasti opét zastavi, obnovi se tedy znovu na okamZik adheze
(bod 3 na obr. 52). Pak se cely proces opakuje v opadném smyslu (kPivka
341). VytvoRf se uzaviend smylka, jeji¥% obsah se rovnd energii A rozpty-
lené za jeden cyklus (smydka 1 2 3 4 1).
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OBR. 52

Diskuse

V této kapitole jsme si nekladli za cil odvodit vzorce popisujfct
vdrnd fyzikélni realitu, ale ukézat podstatné rysy této reality co nej-
jednodu¥8im zpisobem. P¥edpokladem o zachovévéni pPimosti radidlnich
paprskl, ktery je zdkladem Coulombovy (nesprdvné) teorie krutu, jsme ze
hry vyloudili smykové napdti T}ﬂ . Zistalo ‘jen napéti Tz@ .o Coulombo-
va teorie v3ak plati jen pro krut prizmatickych h¥{deld kruhového a mezi-
kruhového priiezu. Pro obecné prifezy ji opravil Saint-Venant. V daném
p?{pad& neplat{ ani tato Saint-Venantova teorie. Je t¥eba ji ddle zobec~-
nit tak, aby platila i pro h#f{dele prom&nného priifezu (neprizmatické hi{-
dele). Pak ov3em nelze deformaci popsat pouhymi dvdme funkcemi ¢ (2),

Yq(2) , jak jsme to mohli udinit my. Je nutné ji popsat obvodovymi po-
suvy g > U (r,#) . ReSent pak nelze zfskat v uzavieném tvaru, jako se
to poda#ilo ném. Je uvedeno v lit. /19/ a /25/.
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19. RESENI ROTASNE SYMETRICKYCH LISOVANYCH SPOJU METODOU
" KONESNYCH PRVKU '

PouZijeme metodu vypracovanou pro rota¥nd symetrickd t&leea. Ulohu
tesime v osovém Pezu v rovind I" ;, 2 jako dvourozmdrnou. Nenulové posuvy
jsou pouze redidlnf posuv U, a osovy posuv U; . Ptdme se, jakéd napja-
tost vznikne po sestaveni néboje a hi¥{dele vliivem p¥esahu polomérd.

Zvolime-1i v nejjednodudsim pripad® trojihelnikové kone&né prvky
(obr. 53), budou tvarové (interpoleéni) funkce linedrni

ri 33

© Ys

0BR.53

ur(r,l)‘;-aa'l' a,1r‘ +a22

(19.1)
U (1, 2)

[

Gy + Our + Qg2

Tuto soustavu rovnic zapi{Seme maticové ve tvaru

{u(r,z)} =T VU(rz)l{a} (19.2)
U r 0 0 O
SE I i O (1 B LA S 4

{a} =la, a a, a3 ay aslT

kde ®)

®) Symbolem "T" vprave nahofe vyznalujeme trenspozieci.
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Nenulové pomirné deformace jeou

VUr Uy (I M e
ar | T BTy Rt e (94

€y =

Kdy% vztahy (19.1) dosadime do (19.3), dostaneme

{etmayl = LF(rl{al (19.4)

kde ey = T& € € ¥ral’

0 4 © 0O o O
e 4 e g 0 0
F] - 0o 0o 0 > 0
0 0 1 0 10

Matici {a} konstant polynomi (19.1) vypolteme tak, aby posuvy uzlovych
bodd 1 a%¥ 3 na obr. 53 souhlasily s interpolaén{ formulf{. Bude tedy

-, —

I 1 oz, 0 0 9 7 (a )
Ge 1 f, 2o O 0. 0 a,
%3 1 " 23 0 0 O ) aw (19.5)
Yqu (7] 0 0 0 1 1 z| | a
Ge 0 0 0 1 n 2z, ay
L Fo 0 0 0 t £ 23‘ | A
€ili S
{g} =1s1{a} (19.6)
Odtud vypolteme
ta} = 1817'{g} (19.7)
a z rovnice (19.4) dostaneme
{etnn)} - [B8nn)]{g} (19.8)
kde
[81 =[FILsT (19.9)
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Zavedeme vektor napé&til

{6} = (G G¢ Ga Tl

(19.10)
svézany 8 vektorem {€} Hookeovym zédkonem
{6y =TeEdie} (19.11)
kde ~ -
1-u M M 0
el = Moo Ap M0 (19.12)
(1+/x\(1 ﬂfx) s o g 0
L 0 0 0 —9_#_

je matice elastickych moduld pro izotropn{ materidl.

Deformaéni energie v trojiheln{kovém prvku na obr. 53 Je

f[eferav - 4 g1 Jle1TEBIV Y (19.13)
]

)

pticemZ
dV = 2xrds (19.14)

je objem elementérniho prstence o prﬁfezu'GLS . Je=1i S plocha trojdhel-
niku na obr. 53, bude

4I X ’tgf‘fT{G}dV = 4I {‘HTEKJ {‘q} (19.15)
v

kde se matice tuhosti [K] vypodéte ze vzorce

[K] = MSPEB]TEE][NG{S (19.16)
<

integrac{ pfes plochu S . Je to elementdrnf matice tuhosti pro. prvek,
ktery md4 tvar rotainfho t&lesa vzniklého rotaci trojihelniku na obr. 53
kolem osy Z . ProtoZfe se v matici [F] vyskytuje polomir ¢ ve Jjmenova-
teli, nesmf %¥4dny z uzll leZet na ose rotaéni symetrie. Kdyby tomu tak
bylo, musil by se tekovému uzlu predem piisoudit nulovy radidlnf posuv
a vypolet podle toho upravit. Podrobn6stmi se nebudeme zabfvat.

Celkovéd potencidlni energie je soudtem deformalni energie a poten-
cidlnf energie wvn&jsich eil, tekie
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U-1191 K1 {q] - 141714) (19.17)

Tato energie nabyvéd za stabilni rovnovédhy minimdln{ hodnoty. Zde
{8y =14 4 - & 17  je vektor zobecn¥ngch sil pfisobicich v uzlech.
ZmEnime-1i nyni vektor posuvi {(}} o virtudlni{ p¥irtstek { 8@} , zm&n{
se deformadni energie o {Sq, }T[k] {o” a prdce van#jsich sil

T
o {37 {1 .

Z principu virtuélnich pracf 8U=0, tj. z rovnice
{5 Y T1{q}-18417(4} = Lo} (19.18)

ihned vyplyvéd, Ze

[l {a(} = {4} (19.19)

nebot virtudlnf{ zm¥na vektoru posuvd byla libovolné.

Predpokléddali jsme, %e vndj8{ s{ly plsobi pouze v uzlech. Neni-1li
tomu tak, Jjde-~1li nap¥. o s{ly objemové nebo povrchové, piepolteme je na
zobecnéné s{ly v uzlech tak, aby virtudlni prédce objemovich a povrchovych
8il byla stejnd jako prédce zobecn&nych sil v uzlech.

Rovnice (19.19) plati pro jeden element. Budeme-1li podobn& postupo-
vat 1 v p¥{ipadd celé soustavy, dosteneme rovné% vyslednou rovnici ve tva-
ru (19.19), av3ak matice a vektory se budou tykat celé soustavy. V podrob-
nostech odkazujeme na literaturu, nap¥. /6/, /64/.

Na obr. 54 je naznalena triangulace v roving I , 2 dutého h¥idele

OBR. 54

a néboje. PPedpoklédéme, Ze jde o rotalnd.symetrickd t&lesa s obecnym
tverem merididnu. Nemusi jit tedy jen o vélce jako na obr. 54, ale o do-
tykové plo3e budeme piedpoklddat, %e je vdlcovéd a méd polomér [, u nédbo-
jea Yo+td u hi{fdele. Velidina {§ predstavuje presah obou polomdrd.,
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Uzlové body volime tak, aby se po spojeni obou &dst{ vytvofila jed-
nothé sif, tedy aby Zern vyznalené uzly splynuly. Pro hi{del bude pla~-
tit rovnice (19.19) ve tvaru

[ Kaa_{ Raw] [%a L] _fa __
K ; Mbb qb ‘j’b - :E% (19.20)

bo

Do subvektoru Ol.a zahrneme vdechny posuvy, kteréd si i po spojeni obou
&d4st1 zachovaji samostatnost. Do subvektoru q,h zafadime posuvy, které
budou po spojeni & ndbojem pro ob& &4sti spolelnd. Bude-1li dotykové plo-
cha hladkéd (bez t¥enf), budou to pougze radidlni posuvy v uzlech vyzna-
fenych Cernd., Lze-1li predpoklddat dokonalou adhezi, budou to vSechny
posuvy t&chto uszli. .

P¥{pad, kdy plsobf malé t¥en{ a dotykovd plocha se rozd&li na oblas-
ti se skluzem a s adhezf{, vyZaduje postup, ktery jsme naznaéili ve
12, kapitole. Zde se omezime na dotyk v hladké plode.

Subvektory fo , §, predstavujl vnsjsi zobecndné sily. Subvektor
3(* predstavuje vnit#ni zobecn&nou reakei prendSenou z ndboje na hiidel.

Pro nédboj dostaneme obdobn& maticovou rovniei

Kee | _@_] {_ac_}= ‘_f;:'_f_*} |
[ K J|r o i " (19.21)

Do subvektoru qc_ Jjeme zahrauli posuvy, které budou po spojeni té&les
spoleéné. Polet PAdkd tohoto subvektoru je stejny jako u subvektoru Cha .
Je to také r4d submatic K., a  Kcee o

Je=1i dotykovéd plocha hladkd, budou subvektory C"b 3 qc obsahovat
pouze radidlni posuvy. Deformaéni podminka je

-

1. - 19,1 = {8} (19.22)

Nezdvis{-1li piesah na soufadnici 2 , jsou vdechny prvky vektorﬁ {5}
stejné a rovny 6 o

Vytvoifime vektor posuvl pro celou soustavu
T T T
M“} = (% Gy Ga, ] (19.23)

Subvektor iqc} do vektoru {Q} nevstupuje, nebof podle (19,22) je zédvisly
na subvektoru {O}hk « Rovnice (19.20) a (19.21) rozs{fime takto
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1 |
Kaa_ | Kap | 0 | | Ga __fe_; o0
Moo | Kep 1 0 | | Ge (= (&t '
0 010 Ga J 0
0 ] 0 j o0 ] 9% ) [0
———qm—— = S e
_9__;_59_'#‘5- G = der 5 Keb
0 1 Kael Kad | Ga. fot - Ko & (19.25)
Tyto dv& rovnice selteme a dostaneme
— e, R | s N, - SR
‘ J —-—
_k_&+‘£bb+l<c_.l _K_c_‘* % (= Jﬁ_b"fu ~ Keed _ _—
0 | Kdac 1 Kad G d fo - Kac &

Na levé strané je nynf matice tuhosti platné pro soustavu obou té&les po
jejich spojeni. Na pravé strané& Jje vektor zobecndnfch sil, v ném% se ny-

ni vyskytuji uf jen znémé prvky ( fa a% }d i presah { znéme). Z rovni-
ce (19 26) miZeme proto vypoéitat v3echny posuvy hi¥fdele a také viechny
poauvy néboje 8 vyjimkou radidlnfich posuvi {’qcﬁ'v dotykové plode (osové
posuvy Jjsou zahrnuty do subvektoru { qdj ). Ty dopoditéme dodateéné

z rovnice (19.22). Znéme-1li posuvy, znéme i pom&rné deformace a napdti.
Krom& toho jsme schopni - vypodtem ze vztahd (19.19) rozepsanych pro jed-
notlivé konedné elementy - urdéit i véechnj vnitPni reakce pirendsené v uzlo-
vych bodech.

Zajimaji-1i nés pouze vnit¥ni reakce { &*} v dotykové plode, vy-
podteme je ze vztahu (19.20). Vyjde

%_{'*} = i&b}'[Kba]{C}a}‘[Kbhl{qb} (19.27.)

ReSenf mé smysl, pokud v3echny prvky tohoto vektoru vyjdou nezdporné.

Fredriksson /11/, /12/ Pe#il metodou konednfch prvkd ndkteré zaji-
mavé dlohy o spojich s presahem. Pro ilustraci uvedeme vysledky jeho vy-
podtu, které se tykaji hi¥{dele s nasazenym ndbojem podle obr. 55. UvaZo-
val pFitom i vliv t¥enf, jeho% soudinitel bral bud { = 0, nebo § = 0,2,
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0BR. 55 -0,5 0 05
OBR. 56
Jeho FeSeni plat{ pro tyto pom&ry a hodnoty x)
n ¢ .
%=%’ 71:%; 870=o,oooz

E =2 . 10° Mpa, M= 0,3

Na obr. 56 je zakreslen prib&h radidlniho tlakového nap&ti v dotykové
plo3e v pom&ru k jmenovitému tlaku

_ES 3 2. 10% 0,0002
po = % (1- ?ﬁ) = g

-4)211,1 upa
(1-3)

a to pro hladky spoj i spoj se tfenim, V tomto druhém pF{pad® se pied-
pokl4déd soumdrnost k rovingd 2 = 0, kterd vznikd napi. pii sestaveni
spoje zatepla (8 rozdflem teplot nédboje a hi'f{dele). Piesah se plnd uplat-
ni aZ po Uplném vyrovnéni teplot. Autor ddle zkoumal vliv "odleh&eni™
koncld néboje udpravou piesahu podle schémat na obr. 57. V prvém piipadéd
jde o rovnom&rny piesah, §% = S/Yb = 0,0002 (konce neodleh&eny).

V druhém p¥{ipad& jde o parabolicky prib&h pom&rného piesahu Q(z) =

= 8(2)/73 tekovy, Ze pomérny presah je nulovy na koncich nédboje a ma-
ximé1ln{ hodnoty 9 0o dosahuje prdvd uprostied v Pezu z = O, Ve

) Pom&rny presah nelze citovat s jistotou, protoZe v origindlni préeci
/11/ se tato hodnota uvdd{ na t#ech mistech textu a vZdy jinak (dvakrét
jde o tiskovou chybu).

-~ 119 =~



;
a2
3
0,831
l —r=
OBR. 57

tfetim pripadd je piesah konstantni

8 vyjimkou koncd, kde' je kuZelové sra-
feni, p¥i n¥mZ piesah kleséd a% na polo-
vinu své plvodni hodnoty. Zm&na tlaku

v dotykové plofe phsobend tdmito dpra-
vami je zndzorn&na na obr. 58. Je ziejmé,
%e pri parabolickém prib&hu piesahu by-
la koncentrace tlaku na obou komcich
néboje eliminovéna, avdak konické sra=
Yen{ presahu tuto tlakovou Spilku neod-
stranuje, jen ji posouvd ddl od okraje
nébo je. Absolutni velikoat této Zpidky
Jje dokonce v&t3{ neZ u neodlehéeného
néboje. Tomuto rozdilu vsak nelze pii-
klédat velkou vdhu, neboi metoda kone¥-
nych prvkd, prestoZe t&chto prvki bylo
v dané dloze 410 (v jednom kvadrantu),
neddvd pP{1i8 spolehlivé hodnoty pro
lokdln& dzce omezenou vysokou Zpiéku

napéti.x) V ptipadech B a ( (odleh¥ené ndboje) lze na obr. 58 pozoro-

- 2,5

+ 20

vat, Ze tlak poklesne

k nule jedt& dfive nei
na okraji |z/¢| = 0,5.
Dotykové oblast je tedy
nepatrnd kratsi nez { .

Z obr. 58 plyne db-
le%ité pouteni: "Bpidku”
(koncentraeci) tlaku,

a tim i koncentraci ji-
nych nepétf, pisobi hra-
na néboje. Ta se neodstra-
ni kuZelovym pi¥echodem,
Odleh&eni ndboje by m#lo
byt proto vyrobeno tak,
aby v celé dotykové plo-
8e byla zachovdna hlad-
kost.

z/l

-0,5

OBR. 58

0

0,5

x) S1f byla u okrajd ndboje zhudt¥nd, mdla 504 stupnd volnosti a 21 uzlo-

vch bodd v dotykové plode.
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20. VLIV _PLASTICKYCH DEFORMACT NABOJE NA NAPJATOST LISOVANEHO SFOJE

Je-1li presah polomdrd velky, stdvéd se, Ze napdiil v nejvice naméha-
ném mist& ndboje, popP. i hiidele, piekrodi mez plastickych deformaci.
ProtoZe napjatost v ndboji je méné p¥iznivéd neZ v hiideli, zplastizuje
se zpravidla jen vnit¥n{ vdlcovd vrstva materidlu v ndboji. Projevi se
to navenek tim, Ze &elo néboje ztrat{ u vnit¥niho okraje rovinnost (viz
prfklad 12). Uvnit® spoje to mé za nédsledek, Ze tlek v dotykové plode
vzroste ménd neZ odpovidé Lamého teorii odvozené pro elasticky stav.
Jen vyjime&n&, kdy% je hi¥fdel m&kky a néboj tvrdy (kdyZ hi{del m& niz-
kou a ndboj vysokou mez plastickych deformaci), mohou se plastické de-
formace objevit i v h¥fdeli, zejména v dutém hifdeli.

V této kapitole budeme predpoklédat, ¥e se plasticky piretvoii pouze
nédboj, a to jen v okolfl dotykové plochy. Totdlni zplastizovdni celého
néboje je sice moZné, ale mélo pravddpodobné. Sotva k nému dojde ihned
po sestaveni rozumnd navrZeného spoje, tedy bez spoluplsobeni wvnéjsfho
zati%en{. Budeme 8 tim v3ak poéitat jeko 8 meznim p¥ipadem.

Omezime se na vypolet radidlniho posuvu 5; néboje na polomdru Vo ,
coZ je polom&r dotykové plochy, plsobenim tlaku P v této plode. Z4-
vislost Sl(P) bude vlivem plastickych deformaci nelinedrni. Bude-1li
naméhén{ pouze elastické, pFejde tento vztah v p¥imou UmErnost (16.3).

Proto%e néboj je rotedn¥ symetricky, zvolime v ném vdlcové sourad-
nice ¥, Y , Z . Z6dnd prom¥nnd nebude zdviset na obvodové Yhlové sou-
*fadnici. Nenulové budou pouze posuvy Uy =Ur (N2) , U= Uz (1 2)
Abychom nemusili psét u t&chto posuvi indexy, oznadéime je krétce jako
U4, W , takZe bude

U= M = wlnz) W= 4, = W(y, 2) (20.1)
Cauchyho kinematické vztahy deji pomdrnd prodlouZeni

My w ?
€ = v o=+ €Z=70M;_ (20.2)

Tyto vztahy budou platit, at jsou deformace elastické, nebo plastické.
Podobn& bude vidy platit i diferencidlni rovnice rovnovédhy pro radidlnit
sloZky =il

A6, Y
drlt * 7((‘7q-.Gr) =0 (20.3)

Konstitutivni vztahy, které vedjemn® svazuji pomdrnéd deformace (20,2)
a napdt{ v rovnici (20.3), budou oviem jiné v elastické a jiné v plastic-
ké oblesti.
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Gela ndéboje nebyvajl zatiZena. Je-li mimoto dotykovd plocha doko-
nalé hladkd, je pruin® deformovany néboj ve stavu rovinné napjatosti.x)
Budeme predpoklddat, %e nédboj je ve sméru osy krdtky (%e jde o tenky ko-
toud), tak¥e napjatost zistane rovinné i p¥i elasticko-plastické defor-
maci. Bude tedy

e

Gy ¥ 0 (20.4)

Pokud je Gif >0 = 6 , d4vé Trescova podminka plasticity
G'q - G(‘ = G\L . (200 5)

kde Gy je (idealizovand) mez plastickych deformac{ pFi jednoosém ta-
hu u materidlu bez zpevndni, velmi jednoduché FeSeni rovnice (20.3) pro
plastickou oblast. Z rovnice (20.5) dosadime do (20.3) a dostaneme

a6, 1
H; + GK T = O (20-6)

Je-1i cely prifez plasticky, bude b= pm (mezni tlak). Integraci
rovnice (20.6)

0 rvd
dGy = G j—"
_Pi o S e (20.7)
vypodteme
0]
By, = Gy Ln - : (20.8)

0 tom, za jakych podminek mi%e ndboj opravdu cely pPejit do plastického
stavu, se zmin{me pozd&ji.

Povzbuzeni timto jednoduchym vysledkem a jeho elegantnim odvozenim,
zkusime aplikovat Trescovu podminku plasticity i pro nédboj, ktery se bu-
de plasticky deformovat pouze na intervalu Y, = <@ pficemZ \0< N o
Zbytek prifezu bude v elastickém stavu.

Mezni &éra ‘:(G}.GQ>==O , kterd odd&luje v rovin& nap&t{ (G., Gy)
elastickou oblast od plastické oblasti, je Sestidhelnfk 8 t&mito stranami

#) A to nejen ve stavu zobecnéné rovinné napjatosti! Jak znédmo, prirezy
kolmé k ose si zachovévaji‘pfi pruinych deformacich ndboje rovinnost,
nebot €z = -}L(G}'F5¢)/EZ = konst. Viz té% rovnice (20.14)

a (20.15).
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[ 718/, str. 23, rovnice (3.16)]

F1 = Gr - GK = 0 Fq,E 'G‘r"gy_ =0
F’L = GLF - GL =0 Fg = - G\(’ G\{ =0 (20-9)
[y

M

3 G\(’ -6pr -Gy =0 F6

= _GQ+G'I”-G‘K =O

Soubor funkef Vi a% t¢ tvoPf Koiterlv zobecn¥ny plasticky potencidl.
Zminény Sestivhelnik mé strany F; =0 , { =1, 2, ..., 6. Uvnit¥ to-
hoto Zestidhelniku je v#dy F; < 0 . Na jeho hrenici je F; =0 alespon
pro n&které { , Vnitrek Sestidhelnfku predstavuje elastickou oblast.
V¥dy je F; €0 . Napjatost, kterd by dala F; >0 , nemiZe nestat.

K tomu vede piedpoklad, Ze se materidl plastickymi deformacemi nezpevﬁu—
je. Materidl o této vliastnosti byvéd oznadovén Jjako "idedln& plasticky™.
Nejvice se mu bl{i%{ oceli s prodlevou na mezi kluzu.

Jak pozd&ji ukédZeme, bude v elastické i v plastické oblasti plati.t")
G €0, Gy >0 Gy > 1Ge| (20.10)

0 vzniku plastické deformace proto rozhodne pouze podminka E,, =0
tedy rovnice (20.5)

Rovniei (20.6) budeme nyni integrovat. s okrajovou podminkou

Crlr=1n)=-p (20.11)
Vyjde (pro (o < <@ )
r .
Ge=-p +Gchn & (20.12)
a z rovnice (20.5)
' r
Gq—--‘PwLGu(H ¢ ) (20.13)
V elastické oblasti plat{ Lamého Fe3eni
4
6 = A-1B ry) (20.14)
«G' . 4
¢y = A+ B (20.15)

¥) Pokud nenastane mezn{ stav (20.24), co% nepredpoklédédme.

- 123 -



s integra®nimi konstantami A , B . Pro n¥ méme bkrajové podminky
Q.(r) =0 G’Lf (@)-Gr (0) - &, (20.16)

Prvni z t&chto podminek ¥1iké, %e vné&js8{ vdlcovy povrch nédboje je bez
napét{. Druhd podminka vyjadfuje skute&nost, Ze védlcovd plocha I =@
je rozhranim mezi elastickou a plastickou oblasti. Musi zde proto pla-
tit podminka plasticity (20.5). Vyjde

G 2 7
Gp = ——0 [(-?:) - (%) ] (20.17)
G, © : .
Gy = 7 HT)“’ (%)L] (20,18)

Rovnice (20.17) a (20.,18) plat{ pro interval Q\< ¥ £ Y, , tedy pro elas-
tickou oblast.

Napjatost bychom tedy znali v celém ndboji, kdybychom v&d&li, jaky
je polom&r Q elasticko-plastického rozhranf{. Na ném (a ov3em nejenom
na n¥m) mus{ platit zékon akce a reakce, tj. radidlnf nap&tf O, must
byt na polom&ru (=@ spojité. To vyzaduje,'aby platilo

G '
—‘F)*er?.Y\% ‘*‘T[‘l—(%]q‘] | (20.19)

To je transcendentni rovnice pro neznédmou Q . Oznadime-1i

_h = & »
Q = q ! § = % (20.20)

bude moZno upravit (20.19) do tvaru
9 .
linqug)ﬂU——é’—L),o (20.21)

Rovnici (20.21) fe3fme numericky. Pak vypo&teme © = 5(;_2) S touto
hodnotou vyjde nep&t{ v plastické oblasti z rovnic (20.12) a (20.13)

a v elastické oblasti z rowvnic (20.17) a (20.18). Napjatost je tedy vy-
feSena.

%) Je ovSem moZny i obréceny postup: zvolit § ’-@/Vb a vypo&itat tlak
P , ktery tomu odpovidé. Vztah (20.21) je pro nezndmou P linedrni.
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Kdyby byl néboj cely v plastickém stavu,‘bylo by § = Nl =
£ 41/Q . Mezni tlak by vy3el z rovnice (20.8), a to

D = -G (%) o = Guﬁn(—/'@) = -G, InQ (20,22)

Je to zdporné radidlni napéti, které nemiZe byt v absolutni hodnoté& v&t3{
ner Gy (nebot F, € 0 ). M&-1i byt opravdu p <G, musf byt N Q =
2 _{ ., Ndboj miZe byt proto cely v plastickém stavu jen pro

Q > ¢'2o,3679 (20.23)

Jingmi slovy, rovnice (20.22) plati jen tehdy, plati-li také podminka
(20.23), tj. je=1i Y, £ 2,7183 1, .

Co kdyZ tato podminka neplati? Pak musi byt
Q > o0,3679, b = Sk (20.24)

V tomto pfipadé zistane vné&j8{ &4st nédboje i p¥i meznim tlaku v dotykové
ploSe elastické; materidl bude z néboje "vytékat" u wvnit¥niho okraje
v axidlnim smdru (za podminky G} =0 , Gr=-G,, tjo F=FR, =0 ).

Naddle budeme pPedpoklédat, Z%e mezni stav, p¥i ném% deformace neome-
zen& rostou, ani¥ tlak v dotykové plode ddle vzristd, nenastane. Pak bu-
de moZné vypolitat zvétSeni 52 polom&ru Y, diry nébojq i pro elastic-
ko-plasticky stav. (Index "2" odpovidé4 oznadeni, které jsme pouZili
v kap. 16.) Vgypolet posuvl vyZaduje aplikaci Misesova zdkona normality
(z8kona plastického tedeni).

ZkuSenost nds pouduje, Ze zm&na objemu byvd vZdy .elastické a Ze
plastické deformace souviseji jen se zm&nou tvaru (takZe se &asto pred-
pokl4dd, Ze za plastickych deformac{ je objem konstantni). Proto byvd
vyhodné rozd8lit tenzor napjatosti na tzv. kulovy tenzor a devidtor.

V daném p¥ipad& mdme

S o o]l [4 o o (A, O O
o S o =0 o | + 0 4 O (20.25)
o o0 o© 0 4 0 0 g,
kde
1
b= % (G + 6 (20.26)

Pfipomenme, %e K, =0. Vyjde tedy
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2 A
br= 5 G - 5 Gy
-2 1
A4 =36 - 36
. ) (20.27)
Az = -5 Go~ =Gy
Cbdobn& vypolteme i sloZky devidtoru pretvoieni
2 1 1.
Cr = €r-C = F &~ T & "3 E,
L A A (20.28)
@q = Eq-'@ = 3 5? T3 %% "3 Ee
2 1
Cr = €2-¢ =3 €, 7€ -3 EY
a také sloZky kulového tenzoru pPetvoreni
1 ' 1 AV
¢ ‘T(&r*‘fmf t €z)’?T (20.29)

které, jak vidime, jsou t¥etinou pom&rné zm&ny objemu. Snadno se dosaze-
nim piesv&d&ime, Ze plati vztah

€ t €y = 12 -¢,. 20.30)

Je totiZ
2 2 1
Err By = FlEet ey Ez)‘ﬁgz*‘ﬁsr*%‘.gq 2031

Vztah (20.31), a tedy i (20,30) platf identicky. Vztah (20.30) budeme
pozd&ji potiebovat.

Vrdtime se nyni{ k vypodtu posuvid. Pro objemové zm&ny plati Hookeldv
zékon

s - 3Ke (20.32)

Tedkou oznadujeme derivaci podle &asu. Misto toho bychom mohli ps4t di-
ferencidln{ pri{rdstky, takZe by bylo

ds = 3K de (20.33)

Zm&na kulového tenzoru napjatosti (zm&na "hydrostatického nap&ti") je
imErnd zm&n& pomé&rného zv&tSeni objemu a konstantou Umé&rnosti je modul
objemové pruZnosti K .
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Proto%e plastické deformace vznikaji za bodminlq' FR=0 ,. d4 Misesiv
zékon /18/ tyto rychlosti plastickych pom&rnych deformaci

. F . o]z . OF;
Po, 22 p., ‘T [ -2
Eq, A 6y ! Er = A 6 ! & <A e (20.34)

Zde A >0 je dosud neurdeny parametr (nenf{ to tedy %4dné materidlové
konstanta). ProtoZe F, =€\f-‘3r -Gy, Jje

£ L, g A, b -0 (20.35)

® 4 ) : °
Je zPejmé, Ze @p=1/3(£r + b$ t 8:) =0 , tak¥e slozky (20.35) tenzo-
ru rychlosti pom&rngch deformac{ jsou zdroven sloZky prisludného devisto-
ru

L Y . ﬁp [ P
@];’ - i ed = -4 ¢, =0 (20.36)

Ponévad¥%¥ celkové deformece jsou soultem deformeci{ elastickych a plastic-
kych, budou elastické sloZky devidtoru rychlosti pomé&rnych deformaci

* 2 > v ?
= ~ oP
5 A _ ° ® ?
¢ < er-ep =g ot (20.37)
e o . . :
Q’E = Q’z - 6; = el

Pro n& plati Hookelv zékon v jednoduchém tvaru (viz napi. 720/, str. 78) l

- ‘o .
”"LP“QG% - QG(%-,L)

Ae = 0685 = 16 (¢, +A) (20.38)
by = 16e, - 169,

Podm{nky plasticity |3 =0 miZeme derivovat podle &asu a dostaneme

F, = G, - G, = 0 (20.39)
Kdy% sem dosadime z rovnice (20.25) (po jejim rozepséni), bude
"‘;'f" /‘;'r = 0 (2€.40)
S pouZitim (20.38) odtud dostaneme Q’G ( Q',\f -A- ér -A)y=0 , Gili
1 N
A =7 (e,- er) (20.41)
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S touto hodnotou dajf rovnice (20.38)
be = Ay =6 Loyt G0

. (20.42)
fa = 266,
Integraci rovnic (20,42) a (20.32) ziskdme vztahy
Qy + erzé-,sr»r(h
e =45 At G (20.43)
- :;7’5 v Gy

Integradni konstanty Cq aZ C3 vyjdou z podminky spojitosti devidtoru
pretvoreni a kulového tenzoru pretvodeni na polom&ru Y =0Q | ktery d%l{
elastickou a plastickou oblast. Ze vztahti (20.27) vypodteme sloZky de-
vidtoru nap&ti jednak s poufitim vzorcd (20.12) a (20.13), jednak s po-
uZitim vzorcd (20.17) a (20.18); poka%dé dosadime " =@ . Prvé z nich
dosadime do vzorcd (20.43), druhé do Hookeova zdkona

oA -
ey + e = C (Ay + 40 ¢, = 75 4. (20.44)

Porovnénim hodnot (20.44) s prvymi dvima vztahy (20.43) dostaneme C; ,
C, . Obdobn& vypo&teme ze vztahd pro kulové tenzory integra&ni konstan-
tu C3 . S oznafenim (20.20) nakonec vyjde (srov. s lit. /29/)

Gy

Qr"@q I ‘[(.QE)Z—Q@”(%‘H

Gy .
0, - - [-(Qg)ﬂ Mn(g\:)] (20.45)

e Tlagr- 1 ($))

(]
!

Na$fm cilem jsou posuvy U = UJXTE); k jejich vypoltu se znamenité
hod{ rovnice (20.30), nebot s pouZitim (20.2) dév4

= +

D w
nr r

= de - e, (20.46)

Pravou stranu této rovnice zndme, takZe midZeme integrovat. Nejprve dosa-
dfme za ¢ a &; 2z rovnic (20.45). Pamatujice, Ze

L 1 A
a7 ¥ %c % (20.47)



dostaneme

<

M ‘MF‘ A TR 20 (5] (20.48)

r E

Integrac{ vyjde radidlni posuv 4i'=4ip v plastické oblasti (tj. pro
(b €0<¢Q)

w, = %GK{ 5—? P TR 1 - 240 (SN (20.49)

Funkci S‘(%) zastupujici integra&ni{ "konstantu" zatim nezndme. Pro
elastickou oblast Q<Y < Yy méme U = M, , kde podle (20.2)

C
Uy = reg = F (Cp- MG =

22 e () U-p@e)]

K odvozeni vztahu (20,50) jsme pouZili (20.17) a (20.18). Spojitost
posuvll na rozhrani ¢ =€ elastické a plastické oblasti vyZaduje, aby

U (@) = Uy (9) (20.51)

0dtud vypo&teme nezndmou funkei &(z). Vyjde

¢ ‘
flz) = Emi kongt . (20.52)
Tuto hodnotu dosadime do (20.49). Kdy% jeZt& poloZiime ' =1, , vyjde po-
mErné zvit3eni polom&ru Vv (pPi elasticko-plastické deformaci nédboje)

win) . Se 1o
L R B

Hodnotu § jsme z{skali Fe¥enim transcendentnf rovnice (20.21). Tak jsme
dostali hledanou deformadni charakteristiku ndboje, kterou potiebujeme
do deformadni podminky (16.,1).

Diskuse

Uké%eme, Ze rovnicemi (20.45) nejsou uréeny v3echny slofky pom&r-
nfch deformaci. Cznadme
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Z% = aq_ (&)

Podle (20.28) bude

Er + E-.f =€ = 3a,
- C¢ - 6‘( i—lfz——' 3aL (b)

Er + EY +t €, = 3a,

Ihned je zfejmé, Z%e prvni dv¥& rovnice jsou rozporné, pokud neni
&, =G, Skuten¥, tato podminka je splnéna, nebot

er+QY+Q,Z=O (¢)

Tim rozpor mezi ob&ma rovnicemi zmizel, ale zlstala jejich linedrni zé-
vislost. To v3ak znemend, Ze proménné €, €y nelze v soustavé rovnic
(b) separovat. Lze vypo&ftat pouze ¢t a pak je3té sogéet Er + EY . To
je v8echno.

Separovat prom&nné £, , Eq lze teprve poté, co vyuZijeme podmin-
ky (20.51) spojitosti radidlnich posuvi. Pak je moZné ~ dosazenim Fe3e-
n{ (20.49) spolu s (20.52) do rovnice (20.2) - vypoditat i €r a €Y c

Tato skutelnost je v souladu s tim, Z%e plastické pom&rné deformace
ne jsou danou napjatost{, splnujic{ podminku plasticity, jedt& ur&eny.
Jde totiZ o materidl bez deformaéniho zpevn&ni. Naméhdme~1li zkudebni tyd&
z takového materidlu tehem, miZ%eme ji libovoln& (ovSem v mezich platnosti
teorie) plasticky prodluZovat pFi nezm¥n¥ném nap&t{ © = Gy , z4vislost

€(3) neni v tomto p¥ipadd jednozna¥nd. Deformace je urdena teprve ki-
nematickou vazbou (pohybem &elist{ zkuBebniho stroje). Takovou kinema-
tickou vazbou je v nadem pifipadé prévé neporusend souvislost elastické
a plastické oblasti, tedy rovnice (20.51). Teprve ta umoZni zkompletovat
vypolet deformaci. Av8ak napjatost, jak Jjesme vid&li, lze vyife3it pomér-
né& snadno.

Poznédmka

Zde uvedend teorie p¥edpoklddd, Ze v néboji je rovinnd napjatost.
Ze stejného predpokladu vychdz{ i DIN 7190, Berechnung und Anwendung
von Presspassungen. Jejim zédkladem je préce Lundbergova z roku 1944,
v niZ% se pPredpokléddd, Ze materidl je nestladitelny, Ze pro n&j platf
Misesova podminke plasticity a %e se plastické deformace ¥{d{ Henckyho
deformadn{ teorif. Av3ak teorie plastického potencidlu by v daném pir{ipadé
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samozte jm® vedla k rovnicim Prandtlovym-Reussovym /18/, & nikoli k rov-
niicim Henckyho. Krom# toho skuteény materidl neni Hestladitelny. Rovni-
ce, které Lundberg dostal, jeru znadéné sloZité a do DIN 7190 jsou zpra-
covédny ve tvaru &etnych nomogrami. Tim se tato norma stévd - ve vztahu
k aplikaci &fslicovych poéfitadd - velmi nepraktickou. Nédmi uvedené
Kollmannovo Pe3enf{ tyto nedostatky piekondvéa.

Pr{iklad 11

Vypodtdte zvdt3eni vnitfniho polomdru 'o néboje, jeho% poloméry
jsou Yo =50 mm, T = 80 mm, déinkem tlaku p = 90 MPa, ktery plisobi
na vnit¥ni védlcovy povrch. Idealizovanéd mez kluzu materidlu je GOy =
= 240 MPa, modul pru’nosti v tahu E = 2.10° MPa, Poissonovo &islo

}L = 0,3.
ReSent

V daném piipadd je Q= ol = 50/80 = 0,625, Prvni plastické de-
formace by wvznikly pFi tlaku P = P1 . Podle (20.5) a Lamého vzorcit

. _ 1+Q’L G— (ro) ':"'P
GLf o) =p 7z ! r ' (a)
vyjde
p-qr 1 - 0,625°
P = 7 G, = - 240 = 73,125 WPa (b)

Dany tlak je asi o 23 % v&t31i. Rovnice (20.21) d4

Ling - 0,%906125 €" + 025 =0 (e)

a odtud

§ = 1,13494 (a)
Polomér hranice mezi plastickru a elastickou oblasti vyjde
Q@ =€r =1,13494 . 50 = 56,747 mm (e)

Plastickd oblast tedy predstavuje védlcovou vrstivu o tloudfce asi 6,7 mm,
ptiléhajicf k dife ndboje © 100 mm. Z rovnice (20.53) dostaneme

240 - 2 : 90 .
w %) = 50, (1,13494° - 0,7 . ———) = 0,0615 mm  (£)

Pom&rné zvdt3eni polom&ru tedy je
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0,0615
12 o
iﬁLﬁl 1000 & ———— . 1000 = 1,23 promile (g)

rg 50

Kdyby nevznikly plastické deformace, vy3lo by podle (16.3)

1+Q?

w (1) b
el = e =
—— . 1000 = 1000 & (]
2
90 1 + 0,625
= 1000 [ + 0,3 ] =
2.10° 1 - 0,625°
= 1,162 promile (h)

Rozd{l redeni (g) a (h) predstavuje odchylku od linedérni deforma&ni cha-
rakteristiky zpisobenou plastickymi deformecemi.

Priklad 12
U néboje z predchoziho p¥fkladu posudte deplanaci gela nébo je.

ReSent

Je-1li namdhéni elastické, zistdvaji &ela rovinnd. Kdyby byl mate-
ridl dokonale elasticky, coZ oznaéime hvézdiégou, byly by radidlni posu-
vy na okrajich ndboje (podle Lamého teorie)

. n 1+ QR
'{»L*(ro) = pEo (, .1_QL +/u') &
90 . 50 , 1 + 0,625° .
= ( +0,3) % 0,058 mm (a)
2.10° 1 - 0,625°
Qpr1 Q'L
’u'*(.ﬁ) = E 4- @‘L =
2 . 90 . 80 0,625° |
= . = 0,0462 mm (b)
2.10° 1 - 0,6252

Osové pom&rné prodlouZeni{ by vy3lo konstantni (nezévislé na polom&ru),
a to
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2 T
p &
€ = ""’% (Gy +Ge)- 4T -
2 .90 0,625°
= =-0,3. . = -0,000 1731 = -0,1731 promile
2.10° 1 - 0,625° (e)

ProtoZe je tato hodnota zdporné&, jde o ziZeni (ztendeni) ndboje. Rovni-
ce (a) a% (c¢) jsou odvozeny ze znédmé teorie elastickych tlustost¥nnych
nédob, kterou najdeme v ka?dé ulebnici pruZnosti a pevnosti, pop¥. v p¥i-
rudkéch.,

Nyn{ vypo&teme tyto deformace pro elasticko-plasticky stav. Posuv
na polomEéru o vy8el (jak vime z p¥edchoziho p¥fkladu)

(%) = 0,0615 mm ()

a posuv na polomdru '; vyjde podle (20.50)

- 2
_240.80 [ 564N L o o6 ws1i?] =
JU.(,Y]) e g3 | e »7.(0,625 o 1,13494)
80
2 . 2.10°
= 0,0483 mm ' (e)

S pouZitim (20.17) a (20.18) vypo&teme pomZrné osové prodlouZeni
v elastické oblasti

€7 = '/L‘?(qr*%):‘#%_(%)z’

0,3 . 240 [ 56,747\ .
- ( 2 ~0,000181 =
go /

2,107

-0,181 promile (£)

Pro plastickou oblast platf{ (20.45). Extrémni pom&rné prodlouZeni vyjde
na poloméru V =13 , a to

EF(n) = ¢, (%) + elw) = (2-p) EE— [(Qg)-2¢eg] -

240 - - .
= 1,7 ——— | (0,625 . 1,13494)° - 2 1n 1,13494] =
2,107
= 0,000 510 = 0,510 promile (g)
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Tato hodnota je kladné, takZfe jde o roz3ifent néboae u vnit¥nl diry.
Posuvy jsou ve dvousetndsobném re-
lativnim zv&tSen{ zndzornény na
obr. 59. Je ziejmé, Ze plastickou
oblast lze experimentdlné rogzeznat

/52;2;>i/i odechylkou od rovinnosti &ela ndbo-

2;;/ je. MEFen{ v8ak musf{ mft velkou cit-

/// livost, nebof u néboje Sirokého

nep¥. 30 mm (obr. 59) je maximdlni
rozdfl AN tloudtdk ndboje

30.(0,000 510 - 0,000 181) =
0,01 mm (h)

Ah

Pr{kled 13

DokaZte, Ze sloZky tenzoru po-
nérnfch deformaci, a tedy i devidto-
ru deformaci, musi byt na hranici
elastické a plaet;cké oblaati spo-

Jité.
OBR. 59 HeBeng
Protoze se ndboj neporusi, musi
byt posuvy 4L , W spojité. To zna-
mené, Ze
m w(9-€,2) = Lim w(gte, 2) (a)
e—=>0 ¢ —=>0
Um W(Q-g,2) - dim w (Q+€,2) (b)
¢ >0 £E>0
Z rovnice (b) je ihned ziejmd spojitost osového pom&rného prodlouZeni
(a
£ ___._w'_ (e)
£ " D

a z rovnice (a) spojitost obvodového pomErného prodlouZeni

_ & (a)
E‘f T r

Pon&vadZ jde o rovinnou napjatost ( G} = 0), je radidlni napdtl v elas-
tické oblasti déno vzorcem

£
Q)Jr =T’7,(,_;(£r+/ul Ezt() (e)
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Vztah (e) mus{ platit i na hranici T =0 | neﬁhi a¥ tem zasahuje elas~-
tické oblast, Podle Newtonova zékona akce & reakce musi byt radidlni na-
p&ti Oy na poloméru r==@ spojité. Je-1li spojitéd levéd strana rovni-
ce (e), musi byt spojitéd i jeji{ pravd strana. Ukdzali jeme, Ze na pra-
vé strané vztahu (e) je na poloméru V=@ epojité E? . Mus{ tam

tedy byt spojité i &, ; Jjinak by rovnice (e) nemohla platit. Na po-
lomdru Y = Q Jjsou proto spojité viechny pomérné deformece. “
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